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A RAIZ QUADRADA AO LONGO DOS SECULOS

JoAO Bosco PITOMBEIRA DE CARVALHO *

1 Introducao

Achar a raiz quadrada de um niimero real 2 > 0 é encontrar um ntimero real y tal que 2 = z. Este problema pode
ser encarado geometricamente, encontrar o lado de um quadrado cuja area é conhecida, ou algebricamente, achar
as raizes da equacgao 22 — 2 = 0.

A 7extracao” de raizes quadradas sempre despertou grande interesse. Essa ooperacao tem nitida importancia
geométrica, pois permite calcular efetivamente o lado de um quadrado cuja area é conhecida. Além disso, muitos

problemas que formulados em nossa linguagem algébrica moderna conduzem ao célculo de raizes quadradas.

O célculo explicito de uma raiz quadrada é uma operagao nao-trivial, bem mais complicada do que as ” operagoes
elementares”. Descartes a considerava em verdade uma operacao de importancia comparavel as operacoes ele-
mentares, adigao, subtragao, multiplicacao e divisao:

[...] toda a aritmética se compde somente de quatro ou cinco operagdes, que sdo: a adigdo, a
subtragao, a multiplicacao, a divisao e a extracao das raizes, que podemos considerar uma espécie de
divisao [...] (Descartes, 1637, p. 1)

As primeiras civilizagbes interpretavam o problema de extrair raizes quadradas geometricamente e os algorit-
mos 'que desenvolveram para resolver este problema se baseavamem raciocinios geométricos. Mais recentemente, o
problema foi atacado do ponto de vista algébrico-analitico, de achar as raizes de uma equacao ou, equivalentemente,
os zeros de uma funcao. Isso permitiu o desenvolvimento de algoritmos poderosos, que permitem o cédlculo de raizes
quadradas rapidamente, com grande precisao.

Atualmente, a maior parte das calculadoras permite achar facilmente raizes quadradas, com uma precisdo que
depende do numero de digitos exibidos. Programas de computador mais sofisticados tornam possivel fazer omesmo
com um numero muito grande de digitos corretos, ou seja, com uma grande aproximagao.

Ao longo dos séculos, foram desenvolvidos varios algoritmos que tornam possivel calcular, aproximadamente,
raizes quadradas. Apresentaremos, neste trabalho, alguns deles.

Em primeiro lugar, estudaremos como eram extraidas a raizes quadradas na Mesopotamia; em seguida, veremos
o bem conhecido processo de aproximagao de Hierao, na Grécia; além disso, mostraremos um algoritmo indiano que
pode ser justificado geometricamente e, finalmente, veremos que os chineses ja conheciam o algoritmo tradicional
para o calculo de raizes quadradas, ensinado na Escola Fundamental até ha poucas décadas, e que tem sido
impiedosamente criticado, como representante de tudo de inttil estudado naquele nivel de escolaridade. O 1ltimo
topico apresenta o método de Newton, de natureza diferente dos anteriores.

No entanto, antes de nos voltarmos para os algoritmos desenvolvidos, em varias épocas e por diferentes povos

para calcular raizes quadradas, examinaremos alguns resultados sobre as mesmas, titeis para a atividade do professor.

*Universidade Federal do Rio de Janeiro, Instituto de Matematica, Rio de Janeiro, RJ, Brasil, jbpfcarvalho@gmail.com
L Aqui, algoritmo significa um processo que, em um nimero finito de passos, permite chegar ao resultado desejado.



n ‘ an b, My ‘ m2 ‘ €n

1 3 4 3,5 12,25 1

2 3 3,5 3,25 10,5 0,5

3 3,25 3,5 3,375 11,39 025

4 3,25 3,375 3,3125 10,98 0,125
5 3,3125 3,375 3,34375 11,18 0,0625
6 3,3125 3,34375 3,328125 11,07 | 0,03125
7 3,3125 3,328125 3,3203125 | 11,02 | 0,015625
8 3,3125 3,3203125 | 3,316406250 | 10,99 | 0,0078125
9 | 3,316406250 | 3,3203125 | 3,318359375 | 11,01 0,0039
10 | 3,316406250 | 3,318359375 | 3,317382813 | 11,05 0,0019

Tabela 1: Aproximacoes sucessivas de v/11 pelo método das bissecgbes

2 Resultados sobre raizes quadradas

2.1 Um algoritmo fundamental

Antes de comegarmos nossa caminhada histérica, relembremos que achar a raiz quadrada de um niimero real positivo
k, consiste em encontrar um ntmero real d tal que d? = k. Assim, qualquer ntimero real positivo k tem duas rafzes
quadradas. Reservamos o simbolo vk para a rafz quadrada positiva de k.

Se x e y sao nimeros positivos, entao

r<y <= 2 <y’ (2.1)

Assim, dado k > 0, é facil localizar vk entre dois naturais consecutivos, a, a+ 1. Em seguida, é facil prosseguir,
por bissecgoes sucessivas, para aproximar Vk com a precisao desejada.
Por exemplo, para calcular v/11 procedemos da seguinte maneira:

Como 9 < 11 < 16, segue-se que 3 < /11 < 4.

Como 3,52 = 12,25, segue-se que 3 < V11 < 3, 5.

Como 3,252 = 10, 5625, segue-se que 3,25 < V11 < 3,5.

Como 3,375% = 11, 390625 > 11, segue-se que 3,25 < V11 < 3,375.

Como 3, 31252 = 10, 97265625 < 11, segue-se que 3, 3125 < /11 < 3, 375.

O processo geral é 6bvio. Se a, < V11 < by, achamos o ponto médio m,, do intervalo [a,,b,]. Se mi < V11,
fazemos Gy 11 = My, byi1 = by, € repetimos o processo. Se m2 > /11, fazemos an 41 = an, bpy1 = My, € repetimos
0 processo.

E claro que se a, < /11 < b, entao o erro cometido escolhendo como aproximacio de /11 qualquer ponto do
intervalo [ay, b,] serd menor do que |a, — b,|. Na tabela 1, sistematizamos o que fizemos acima. Em cada passo,
aproximamos v/11 pelo ponto médio m,, do intervalo [an,by]. Representamos por e, o erro cometido em cada passo,
en = |an — by|. O valor de V11, correto até a oitava casa decimal é 3, 316624790.

Observamos que, em cada passo, o erro maximo cometido é a metade do erro maximo do passo anterior, o que

é facil de provar.



2.2 A irracionalidade da raiz quadrada de 2

A maior parte dos historiadores da Matemética acredita que as raizes quadradas, mais especificamente /2, estive-
ram presentes em um momento muito importante na histéria da Matemética — a descoberta, pelos gregos, de que
existem numeros irracionais, no século V a.E.C.

E bem conhecida a maneira de mostrar que v/2, a raiz quadrada de 2, é um ntmero irracional. A demonstracéo
classica, feita pelos matematicos gregos muito cedo, foi tentativamente reconstituida com base em uma observagao de
Aristételes de que, com as propriedades do par e do impar, os pitagdricos tinham demonstrado a incomensurabilidade
entre a diagonal e o lado de um quadrado. Em uma versao moderna, ela estd apresentada a seguir.

Teorema 2.1. (Primeira demonstra¢do) - A raiz quadrada de 2 é wm nidmero irracional.

Demonstracdo: Suponha que v/2 é racional. Entdo, podemos escrever que /2 = 7. Podemos escolher a e b de
tal maneira que (a,b) = 1. 2
Com essa escolha, a e b nao tém fatores comuns (Dizemos entao que a e b sdo relativamente primos). Este fato

é essencial na demonstragao que faremos.

Ora,
2
a a
V2=—=2=— =a>=2V". (2.2)
b b
Assim, a? é um ntimero par. Afirmamos entdo que a também é um ndmero par, pois se a fosse fmpar, como

o produto de um ntimero fmpar por um nimero fmpar é sempre fmpar, a2, (o produto de a por a) também seria
impar.
Como a é par, podemos escrever que ¢ = 2 X r, com 7 um ntimero natural. Assim, a® =4 x r2.

De a? = 2b% (Veja a equacio 2.2), obtemos

4r% = 20% = b* = 217, (2.3

~

Desta maneira, b?> é par. Entdo, o mesmo raciocinio usado acima para provar que a é par, nos mostra que b é
par. Mas se a e b sdo ambos pares, tém o fator comum 2! Isso é uma contradigdo com o fato de que (a,b) =1, e

portanto v/2 nao pode ser um nimero racional, pois isso nos conduz a uma contradicio.

O

A pergunta imediata que surge é se existem outras raizes quadradas irracionais. A demonstracdo acima pode
ser modificada imediatamente para mostrar, pelo menos mais uma raiz quadrada irracional, v/3.

Teorema 2.2. A raiz quadrada de 3, /3 é um nimero irracional.

Demonstracao: Seguiremos exatamente o método usado no Teorema 2.1, escrevendo

a
V3=t

com (a,b) =1, Temos
V3= % — a2 = 3b, (2.4)

O teorema fundamental da aritmética, afirma que todo ntimero inteiro se escreve de maneira tnica, a menos
de ordem dos fatores, como um produto de poténcias de primos distintos. Dele, decorre imediatamente que se o

quadrado de um nimero é multiplo de 3, entao este niimero tem que ser miltiplo de 3. Temos entao que

a® = (3r)? = 9r® = 30> = b* = 3r? (2.5)

2Estamos representando o méximo divisor comum de dois nimeros, a e b, por (a,b).



Vemos entao que b é um multiplo de 3. Desta maneira, a e b tém um fator comum, 3, o que é uma contradigao.

O

Esse raciocinio pode ser repetido para qualquer niimero primo.

O teorema fundamental da aritmética também é usado na demonstragao apresentada a seguir, mais diretamente,
para a irracionalidade de /2.

Segunda demonstracao do teorema 2.1: Com efeito, suponha, mais uma vez, que v/2 é racional. Entao, podemos

escrever /2 = %. Ora, ja vimos que

V2 = % — 202 = a2 (2.6)

Observe que se um numero inteiro n se escreve como produto de poténcias de primos distintos,

n=py'py* Dy, (2.7)

entao

n? = piMpytt - pie. (2.8)

Ou seja, os fatores primos de n? sio exatamente os fatores primos de n e seus expoentes sio duas vezes os
respectivos expoentes na decomposicao de n. Disso e do fato que 2b% = a2, segue-se imediatamente que o ntimero
primo 2 comparece na decomposicdo de 2b% um niimero impar de vezes. Ora, como todos os primos na decomposicao

2 14 . . . o
de a® tém expoentes pares, chegamos a uma contradigao. 0

Apresentaremos agora uma terceira demonstracao do Teorema 1, a qual utiliza as propriedades de nosso sistema
de numeragao decimal.

Terceira demonstracao do teorema 2.1: Suponha que v/2 é racional. Entdo, podemos escrever /2 = %, com a e
b primos entre si. Entdo, 2b% = a2.

Ora, os algarismos das unidades nas representagoes decimais de a e de b podem ser 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Entao, o algarismo das unidades na representacao decimal de b? sé pode ser 0, 1, 4, 5, 6, 9. Assim, o algarismo das
unidades na representacao de a? s6 pode ser 0, 2, 8 (Lembre-se de que 2b = a?).

Ora, como 2b = a?, segue-se que algarismos das unidades desses dois tltimos niimeros (2b2 e a?) tém que ser
iguais. Assim, a unica possibilidade para este algarismo é 0. Decorre disso que a e b sdo multiplos de 2, o que é
uma contradigao.

Estes resultados estao mostrados naTabela 2, cuja primeira linha indica o nimero de que se estd mostrando o
algarismo das unidades, na coluna respectiva.

Desafio: Para que outros casos de inteiros n vocé seria capaz de adaptar essa demonstracao?

A pergunta inevitavel agora é a seguinte:

Exatamente em que casos vk é um nimero irracional?

Em torno de 400 a.C., o matematico grego Teodoro demonstrou que se n ndo é um quadrado, e 2 < n < 17,
entdo y/n é irracional. Discute-se muito sobre qual teria sido a demonstracao de Teodoro, e porque ele s6 prosseguiu
até v/17. Hoje, ha vérias maneiras para demonstrar que a rafz quadrada de um ntimero natural n é um racional
(em verdade um niimero natural) se e somente se n é um quadrado.

Apresentamos abaixo uma maneira de fazer isso talvez ainda desconhecida do leitor.

Teorema 2.3. A raiz quadrada do nimero natural n, \/n, é um nimero natural se e somente se n é um quadrado.

Em todos 0s outros casos, \/n é um nimero irracional.

Antes de comegar a demonstragao deste teorema, pedimos que vocé aceite, por um momento, o seguinte resultado

importante. Se vocé nao o conhece, poderd ver sua demonstragao no apéndice a este trabalho.



DEAESr

a a
0(0] 0 0 0
111]1 2 1
21214 8 4
31319 8 6
41416 2 6
55| 0 )
66| 6 2 6
T 9 1 1
8|81 4 8 6
91911 2 1

Tabela 2: Os algarismos das unidades de a? e de 2b2

Teorema 2.4. Sejam a e b nimeros naturais e d = (a,b). Existem entdo nimeros inteiros x ey tais que d = ax+by.

Assim, por exemplo, (7,5) =1e5x3—-2x7=1;(12,46)=2e12x4—46x 1 =2.

Aceitando o resultado enunciado acima, podemos prosseguir com a demonstragao do Teorema 2.3.

Demonstracao: Dado o ntimero natural n, suponha que y/n é um ndmero racional. Assim, podemos escrever
que \/n = %, com a e b relativamente primos.

Ora,

a
Vn =+ = byn=a, (2.9)

e portanto by/n é um nimero inteiro.

Por outro lado,

bv/n = a = by/nv/n = ay/n = bn = a/n. (2.10)

Assim, a/n é também um niimero inteiro.

Como (a,b) =1, j4 sabemos que existem nimeros inteiros x e y tais que ax + by = 1. Mas entao

ax + by =1 = zav/n + ybv/n = /n. (2.11)

2

Assim, vemos que y/n é um numero inteiro, o que acarreta que n = (y/n)? serd um quadrado. 0

Relembremos o que foi feito até aqui. Supusemos que /n é um niimero racional. Mostramos entido que /n
é obrigatoriamente um nimero natural, e portanto n é um quadrado. Ou seja, realmente demonstramos o que
desejavamos.

Pode ser alegado que esta demonstragao utiliza um resultado pouco conhecido sobre o maximo divisor comum de
dois nimeros. Mas este resultado é suficientemente importante para ser ensinado, pois ele permite resolver muitos

problemas importantes ou interessantes.

2.3 A caracterizagao do desenvolvimento decimal de um niimero racional

Um ntimero racional pode ser representado como uma, fracao ordindria, uma, fracdo continuada ® ou por meio de seu

desenvolvimento decimal. Caracterizaremos, agora, desenvolvimentos decimais de niimeros racionais. Em primeiro

3N3o abordaremos a riquissima teoria das fracdes continuadas, que estdo intimamente relacionadas com o algorimo de euclides, o
qual permite achar o maximo divisor comum de dois ntimeros naturais.



lugar, provaremos que

Teorema 2.5. Se o desenvolvimento decimal de uwm nimero real v € periodico infinito ou possui somente um
numero finito de digitos nao-nulos, entdo r € um nimero racional.

Em primeiro lugar, podemos nos restringir ao caso em que r é um ntmero positivo menor do que 1.
Suponha entdo, em primeiro lugar, que o desenvolvimento decimal de r possui somente um nimero finito de

digitos nao-nulos, r = 0, x122 - - - x,,. Entao

xlmQ ... xn
107™ ’

e assim r é de fato um niimero racional, representado, como fracdo decimal,  por 2.12.

10"r =129 Xy, =7 = (2.12)

Suponha agora que o desenvolvimento decimal de r é periddico infinito. E facil ver que podemos nos limitar a
estudar o caso em que este desenvolvimento é da forma

/r:O,alaz...ana1a2...an...a1a2...an... . (213)

Entao,
lonr:ala2...an7a1a2...an...alag...an... . (2.14)

Assim,
10”7‘:alaQ"'an,ala2'"an"'ala2"'an"' :alafZ"'an"’TﬁT(lon—l) = Q1042 - Qp- (215)

Temos portanto que
a1as - Gy

_ W02 On 2.16
R T (2.16)
|

Obs: Tradicionalmente, diz-se que 2.13 é uma dizima periédica simples. Uma dizima periddica é composta se
em seu desenvolvimento decimal encontramos, inicialmente, uma parte que nao se repete, seguida da parte que se
repete infinitas vezes. Por exemplo, 0,34343434 --- e 37,271271271 - - - sao dizimas periddicas simples, enquanto
0,36542542542542 - - - é uma dizima peridédica composta.

Em 2.13, ajas - - - a,, é chamado de periodo A notagao tradicional para 2.13 é

r=0,a1az - ap-

Ao nos referirmos a uma dizima periddica fica convencionado que estamos supondo que estamos lidando com
uma representagao decimal infinita.

Problema 2.1. Ache a representagdo, como fracdo ordindria, do nimero racional 0,349.
Problema 2.2. Ache a representagdo, como fracdo ordindria, do nimero racional 31,349.
Problema 2.3. Ache a representacdo, como fracdo ordindria, do nimero racional 0,3215349.
Problema 2.4. Ache a representacdo, como fracdo ordindria, do mimero racional 67,76234971.

Mostraremos, agora, que

4Relembramos que um nimero racional é uma classe de equivaléncia de fragdes ordinarias. Duas fracdes % e %

classe se e somente se existe um nimero natural n tal que % = %

pertencem a mesma



Teorema 2.6. O desenvolvimento decimal de um nimero racional r = § tem somente um numero finito de digitos

nao nulos ou é uma dizima periddica.

A demonstragao deste teorema repousa sobre um resultado muito conhecido e util, chamado principio das casas
dos pombos ou principio das gavetas, de Dirichlet:

Dadas m gavetas e n objetos, entdo, se n > m, forcosamente pelo menos uma das gavetas conterd mais de um
objeto.

Usando este principio podemos demonstrar facilmente o teorema.

Para achar a representagao decimal de r = %, simplesmente dividimos p por ¢. Se ¢ divide p, (o que representamos
por ¢|p), r é um nimero natural e a demonstracao estd concluida. Suponha portanto que g fp. Ao dividirmos p

por ¢, obtemos um primeiro resto r; # 0:

p=n1Q+Tla (217)

com 0 <r; <gq.

Prosseguindo com a divisao, temos

r1 = na2q + 12, (2.18)

com 0 <7y <gq.

Como estamos supondo que ¢ fp, podemos continuar sempre o processo, obtendo, sucessivamente, restos

T1y, T2y =Ty o0y

todos nao nulos e todos estritamente maiores do que 0 e menores do que ¢q. Entao, pelo principio das casas dos
pombos, o resto 7, é forcosamente igual a um dos restos anteriores, r1,72,...74—1. Mas uma vez obtido um dos
restos anteriores, por exemplo, rs, com s < ¢ — 1, teremos a repeticao, infinitas vezes, dos restos 1,73, -+ ,7s, Na

mesma, ordem.

O

Problema 2.5. Ache a representacdo decimal do niumero racional %

Problema 2.6. Dado um nimero racional g, com q fp, determine o comprimento mdzimo do periodo da dizima

que o representa.
Os que vimos acima acarreta o seguinte resultado importante:
Teorema 2.7. Um nimero real € irracional se e somente se sua representagdo decimal € infinita e ndo € periddica

Hoje, nos livros didaticos de Matematica, encontra-se o erro muito comum de afirmar que para determinar
se um numero, por exemplo uma raiz, ou m, é irracional, é suficiente examinar o visor de uma calculadora e ver
se a representacao decimal desse nimero, na calculadora, mostra periodicidade. Isso é totalmente errado, visto
que o visor de umacalculadora mostra somente um ntmero finito de digitos. Segundo este critério, por exemplo,
em uma calculadora que exiba cinco digitos, chegaremos a conclusdo de que fracl317 serd irracional, pois seu
desenvolvimento decimal é, até a 20% casa decimal, 0,76470588235294117647. Na calculadora, veriamos somente
0,76470, e concluiriamos, erroneamente, que estamos lidando com um ntmero irracional.

Dada uma fracao %, é facil saber, por simples inspeccao de seu denominador, se sua representagao decimal é

finita ou periddica infinita.

Teorema 2.8. Se o denominador de § contém somente poténcias de 5 e de 10, entdo o desenvolvimento decimal

de § é finito.



Com efeito, suponha que ¢ = 2%5°, com a,b > 0 e que, além disso, a < b. Entao

g =2%x 5"
Assim,
P pxzb—a _px2b—a_px2b—a
q 29 x5bx2b-a 26106 100

e assim % obviamente tem uma representacao decimal finita.

O
O resultado reciproco é imediato, e portanto omitimos sua demonstragao:

Teorema 2.9. Se o desenvolvimento decimal de % é finito, entao na decomposi¢cdo em fatores primos distintos de

seu denominador, q, s6 podem comparecer 0s primos 2 e 5.

3 A raiz quadrada ao longo dos séculos

3.1 A raiz quadrada na Mesopotamia

A Mesopotamia é a regiao da Asia que hoje é aproximadamente o Iraque (Ver o mapa da Figura 1) . Seus habitantes,

no segundo milénio antes da E.C., j4 tinham criado uma Matematica bem mais sofisticada do que os egipcios. °

Figura 1: A Mesopotamia

Um tablete famoso, YBC 7259, da Universidade de Yale, e cujo local de origem ¢é desconhecido, datado entre 1800
a.E.C e 1600 a. E.C., mostra uma aproximacao para v/2. Como este tablete se refere & diagonal de um quadrado,
muitos supéem que ele prova que os mesopotamicos conheciam o teorema de Pitdgoras, o que é definitivamente

atestado por outras fontes.

5Veja, por exemplo, [?] ou [7].



Figura 2: YBC 7289

O numero escrito ao longo da diagonal, em notagao sexagesimal, é

1+ % + % + % ~ 1,414212963.

Utilizando um aplicativo de calculo simbdlico, como, por exemplo, o Maple, ou uma planilha eletrénica, como,
por exemplo, o Excel, podemos calcular facilmente /2 com 14 decimais corretas: 1,41421356237310. Vemos assim
que esta proximagao dos mesotopamios é correta até a quinta casa decimal.

Observe que 1 + % ~ 1,4 é um valor aproximado para /2 ficil de encontrar. Veremos agora como 0s
mesopotamios podem ter chegado a % + % para melhorar esta aproximacao de v/2.

Encontramos, na Mesopotamia, também a seguinte aproximacao para v/2, que nao é tao boa como a mostrada
acima:

25

14 22 3.19
+5 (3.19)

3.1.1 Aproximacao de vk a partir de uma aproximacao por falta

Katz, ([7] p. 28) propde a seguinte interpretagéo, de fundo geométrico, para o algoritmo usado pelos mesopotamios.
Geometricamente, calcular vk é achar o lado de um quadrado de &rea igual a k. Entdo, pode-se tentar colocar
no interior deste quadrado o maior quadrado possivel cujo lado conhecemos (Figura 3).

vk

B

a c

Figura 3: Interpretacao geométrica do algoritmo mesopotamico

Seja a o lado deste quadrado conhecido, e ¢ o comprimento que é necessério adicionar a a a fim de obter vk:
a+c= k.

Para acharmos uma segunda aproximacéao para vk, a’, procuremos uma boa aproximacao para ¢, o que pode
ser feito examinando a regiao poligonal DK GEBC', chamada gnomon pelos gregos, mais tarde.

A 4rea do gnomon é obviamente igual a k — a2. Por outro lado, ele pode ser decomposto em dois retangulos de
lados a e ¢ e em um quadrado de lado ¢. Assim,

2ac+ ? =k — a?.

Se ¢ for bem pequeno, podemos desprezar ¢2, e obtemos



Faga

k— 2
a =a+ 2; . (3.20)

Entéo, ¢’ ¢ uma aproximacéao de vk melhor do que a.
E f4cil de ver que se a < vk, entdo @’ > vk. Com efeito,

e assim temos que
a +2a’k + k? — 4’k (a® — k)?
4a? T 4a?

No caso da aproximacio que j& apresentamos para v/2 (Veja??), temos que

a/Q_k:

k—a2_1—1,42

e~ o8 ~ 0,01428571429. (3.21)
Por outro lado,
51 10
— 4+~ 14212 .
502 + 603 0,0 96963

Assim, vemos que o erro cometido tomando o valor dado por 3.21 é menor do que 0,00007275133.
Vimos que, partindo de uma aproximacao para vk por falta, chegamos a uma aproximacio a’ por excesso. O

que acontece se tomarmos, como aproximacao inicial para VE, a > VE?

3.1.2 Aproximacao de vk a partir de uma aproximacgio por excesso

A

Figura 4: Interpretacao geométrica do algoritmo mesopotamico

Seja a um aproximacao por excesso de vk. Na Figura 4, temos que a — ¢ = vk. A édrea do gnomon EBCDHG

é igual a a® — k. Ele se decompde em dois retangulos de lados a —c e ¢ e em um quadrado de lado ¢. Temos portanto

20a—c)e+c=a® —k.

2 2

Segue-se disso que 2ac — c¢> = a? — k. Desprezando, mais uma vez, o termo ¢?, obtemos a aproximacao ¢’ tal

/2 ;
que 2ac’ = a* — k, ou seja,

2a

Assim, uma aproximacao melhor de vk é obtida tomando a aproximacio de a — ¢ dada por



2—k ke — 2
a':a—c’:a—a2a =a-+ 2;. (3.22)

Como a > vk, segue-se que a’ > Vk.

Comparando as equagoes 3.20 e 3.22, vemos que obtivemos o mesmo valor de a’. Assim, independentemente de
primeira aproximagao a ser por falta ou por excesso, a segunda, a’ serd sempre por excesso.
3.1.3 Outra interpretagao geométrica

Observe que

E—a? 1 k
ad=a+ =—la+—-). (3.23)
a a
Esta maneira de escrever 3.22 chama a atengao para os nimeros a e % Mais exatamente, temos a média
aritmética desses dois nimeros: o’ é a média aritmética de a e de k/a.
Podemos agora dar outra interpretagao para o calculo aproximado da raiz quadrada de k: Podemos substituir

o quadrado de lado vk por um retangulo de lados a e %, cuja drea é também igual a k (Figura 5).

a

> A

»-
C

k/a

vk

Figura 5: Outra interpretagao geométrica do algoritmo mesopotamico

3.1.4 Uma outra demonstragao de que a aproximacao obtida é sempre por excesso

Podemos dar, geometricamente, outra demons—tragao de que a aproximacgao obtida pelo método mesopotamico é
sempre por excesso. Examinaremos o caso em que a > vk, deixando ao leitor fazer a demonstracao do outro caso.

No retangulo de lados a e % coloquemos um quadrado de lado § e consideremos em seguida o quadrado de lado
igual a @’ = 1 (a + &) (Figura 6).

A
\4

A B8 c D
k/a
kia N
K M F
E
J G

A
\4

Figura 6: Interpretacao geométrica do algoritmo mesopotamico



Como a’ é a média aritmética de a e de g, o lado do quadrado inscrito estard no ponto médio do segmento M E.
E imediato verificar a congruéncia das partes destacadas na Figura 6, e vemos assim que o quadrado de lado a’ tem
drea maior do que o retangulo de lados a e £

a’

ou seja, a’? > k.
Lembremos que, além desta demonstracao ”visual”, este resultado ja foi demonstrado algebricamente por meio
de uma argumentacao baseada sobre os gnomons. Além disso, este fato foi também demonstrado algebricamente.
Outra maneira, bem simples, de verificar que @’ > vk é por meio da desigualdade da média aritmética e da

média geométrica de dois nimeros: Dados dois niimeros quaisquer, r e s, temos sempre que (Veja o Apéndice 3.7).

VRS (rts). (3.24)

Apliquemos este resultado quando r =a e s =

[

a’

1
Vi = ax§§§<a+§):a’. (3.25)

Eiminando o caso em que a = %, obtemos entao a desigualdade estrita
Vk <d. (3.26)

3.2 Aproximagoes sucessivas da raiz quadrada: O método de Hierao

Pelo que sabemos até hoje, nunca ocorreu aos mesopotamios a idéia de repetir sucessivamente o processo discutido
anteriormente a fim de obter aproximacoes cada vez melhores de vk. Por outro lado, esta idéia se encontra

explicitamente em Hierdo ¢ de Alexandria.

3.2.1 O algoritmo de Hierao

Hierdo, no Livro I de seu Métricas, re-encontrado em 1896, aproxima /2 por % (a + %) Ele apresenta, no inicio de
seu livro, diversos problemas aritméticos sobre triangulos (cdlculo da drea e da hipotenusa de um tridngulo retangulo
cujos catetos s@o dados, drea de um tridngulo isdsceles cujos lados s@o conhecidos, entre outros). No problema 8,

ele apresenta sua famosa férmula para o célculo da drea de um triangulo cujos trés lados sao conhecidos,

A=+/a(s —a)(s —b)(s — ¢c), (3.27)
na qual s = %b*c é o semi-perimetro do tridngulo. Neste problema, Hierao apresenta, como ele préprio afirma,
uma ”prova geométrica” de 3.27. e aplica sua férmula ao caso em que a =7, b =8 e ¢ = 9. Entao, ele deve calcular
V120-5-4-3 =+/720.

Nos problemas anteriores, os niimeros escolhidos por Hierao tinham raizes quadradas faceis de serem calculadas:
(v/25, V/64,3/144). Tsso ndo acontece para 1/720. Entdo, ele afirma

Como 720 nao tem lado racional, nés extrairemos o lado com uma diferenga muito pequena, da
maneira seguinte. Como o primeiro niimero quadrado maior do que 720 é 729, cujo lado é 27, divida 720

por 27, e o resultado é 26 e %, 7 adicione 27 e obtemos 53%; tome a metade disso, que é igual a 26%%. 8

1.
367

%. Se quisermos tornar esta diferenca menor do que %, colocaremos 7 20% achado ha pouco no lugar

Em verdade, 26%% multiplicado por ele mesmo dé 720==; de modo que a diferenca (dos quadrados) é

de 729 e, procedendo da mesma maneira, * acharemos que a diferenga (sobre os quadrados) é muito

1
menor do que z¢.

6Hierao foi um matemético grego, que viveu de 10 E.C. a 70 E.C. Notabilizou-se por suas realizacbes em mecanica.
“Ou seja, 27 + %
80u seja, 26 + 5+ %

90u seja, trabalhando com o ”lado” 26%%.



O texto de Hierao menciona explicitamente a idéia de repetir o cdlculo, a partir do valor obtido anteriormente,
a fim de aproximar tanto quanto quisermos a raiz quadrada procurada. Obtemos assim, pela iteracao do processo
de Hierdo, uma sucessao infinita, {a,} de ntimeros a1, a9, as, ..., tal que lim,_,o0a, = Vk. Nesta sucessao, cada

termo estd relacionado com o anterior por

1 k
Apy1 = 5 <CLn + —> . (328)

an

Temos assim uma sucessao definida por recorréncia, um método poderoso para definir sucessoes (Ou, equivalen-
temente, fungdes f: N — R).

Vemos que Hierao menciona seu processo iterativo sem lhe dar grande importancia. Em particular, ele nao
fornece nenhuma indicagao de como chegou a este resultado. Foi por um raciocinio geométrico, aproximando um
quadrado por retangulos de mesma drea? Ou se trata de um resultado ja conhecido, e que pertencia ao folclore
matematico da época? Simplesmente nao sabemos.

De qualquer maneira, interpretaremos o algoritmo proposto por Hierao a luz dos resultados de 3.1.3 e 3.1.4.
Embora nao se encontre, na literatura antiga, tais andlises, o método que utilizaremos nao é tao anacronico, pois ele
se baseia na média aritmética e na média geométrica de dois nimeros, familiares aos gregos antigos e que tinham
grande importancia na Matematica pitagérica.

O método de Hierdo fornece aproximagdes muito boas para a raiz quadrada de um ntmero. Tomando como
exemplo /3, e fazendo a = 1, k = 3, temos,

1 k 1 3
Qp41 = 5 <6Ln + Cl_) = 5 <6Ln + Cl_) . (329)

Entao, fazendo ag = a = 1, temos

a; = % (1 + %) =2

azZ%(2+g) 2221,75

az = % (Z + %) = % =1,73214285714286

(g = % (% %) = % = 1,73205081001473

as % (13:;; + }?Eél) = 4718:;2?3;73 = 1,73205080756888,

resultado correto até a décima-terceira casa decimal, obtido com apenas cinco iteragoes!

3.2.2 Anadlise do algoritmo de Hierao
Em primeiro lugar, facamos ag = a, bg = § e definamos as sucessoes {an}, {gn}, {bn}, recursivamente, como segue

an + by,

Any1 = (3.30)

In+1 = V anbn, (3.31)

2 _ 2axb, anpby
+ bL an + bn An+41 '

(3.32)



Assim, a,11 é a média aritmética de a, e by, g,+1 ¢ a média geométrica de a,, e b, e que b,11 é a média
harménica de a,, e b,. O Apéndice 3.7 demonstra uma desigualdade extremamente importante relacionando essas
trés médias.

Observe que, se ag < \/E, entao

1 k 1/, &
ar=zla+—|>Vike= - a3+ 5 +2k) >k =
2 an 4 ag

k2 k\°
<:>a§+¥—2k>0<:>(ao——) > 0.
0

E entdo, a; > Vk.

Se, por outro lado, ag > Vk
1 E\\° 1 k2 1 2
2 2
Y et - = — + 2k - k+ —= +2k
“ (2(+)> 4(“°+a3+ >>4<+a3+ )
1 1 vV 3k

Portanto, independentemente de a primeira aproximacio ag = a ser menor ou maior do que vk, a segunda
aproximacao, aj, serd sempre maior do que vk. A fim de termos todos os elementos da sucessio {a,} maiores

do que vk, e todos os elementos da sucessio {a,} menores do que V'k, suporemos, de agora em diante, que
ag =a > VEk.

E imediato demonstrar que
Teorema 3.1. Para todo n, a, > VEk.

Problema 3.1. Demonstre, que, se ag = a = V'k, entdo, para todo n, b, < Vk. (Sugestao: Use a desigualdade do
Apéndice 3.7.)

Demonstraremos agora que
Teorema 3.2. A sucessio {gn} € constante, e go=g1 = - = g --- = Vk.

Com efeito,

———— [ anbn 0
gn+2 = an+1bn+1 = Van41 X w - anbn = gn+1-
n+1

Portanto,
In+2 = Gn+1 = "+ = g2 = g1 = Jo-

Assim, a sucessdo {g,} é constante, igual a v/k.
Pelo Apéndice 3.7, vemos que, para todo n, bpi1 < gnt1 < ant+1 €, como {g,} é constante, igual a \/E, temos
que, para todo n,

bn+1 < \/E < Ap41-

Mostremos agora que {a,} é uma sucessio decrescente.

Teorema 3.3. {a,} € uma sucessio decrescente, ou seja, para todo n,

apg > ajp > > 0p > Apyl -



Observe que, pelo Teorema 3.1,

Entao,

1 k az —k
an—an+1=an—§ an+ — | =—>0,

o que demonstra o pretendido. 0
Mostraremos agora que
Teorema 3.4. A sucessdo {b,} € crescente.
Pel = impli 2 ,=g2
elo teorema 3.2, temos que temos que gny2 = gni1, 0 que implica que g;, ;5 = g;, ;-
Temos entao que
bp_1 <bp, < ap_1bn_1 < ap_1by.

Mas, como a,_1b,—1 = a,by,, segue-se que

bp_1 < b, <= anb, < ap_1b, <= an < ap_1.

g2 = ap_1bn_1 = anb, < an_1b, < ap_1bp_1 < apn_1b, <= b,_1 < by,.
Assim, foi demonstrado o pedido. O
Por Lima [8], (p. 86), sabemos que {a,} tem um limite k; e {b,} tem um limite k3. Entao

2a,,bn, 2k1ko

= — —> e
(an + bp > 7 (k1 + k)

Assim, ki = ko e portanto ky = ks = Vk.
Este algoritmo tem uma interpretacao geométrica bem ilustrativa.

= kikg + k3 = 2k1ky <= ko(ka — k1) = 0 <= ki = ko.

n

G

o
©
T
=z

>

Figura 7: Interpretagdo geométrica do algoritmo de Hierao

Na Figura 7, sejam OA = a, OB = b, M o ponto médio do segmento AB e OG a tangente, em G, a circunferéncia
de centro M e raio M B.

E entdo facil ver que OM é a média aritmética de a e de b, OG é a média geométrica desses numeros e OH é
sua média harmonica. Para ver isso, é suficiente tomar um sistema de eixos cartesianos com origem em O e eixo
dos z ao longo de OA. Entao, as coordenadas de A, B e M sao, respectivamente, (a,0), (b,0) e (‘ZTH’, 0).

A equagao da circunferéncia de centro em M e raio BM sera

22 +y* — (a4 b)x + ab = 0. (3.33)



A equagdo da reta tangente & circunferéncia em G e passando por O, a origem, é da forma

y =tz (3.34)

Para achar a intersecgao da reta que passa por O e G com a circunferéncia, resolvamos o sistema

22 +y?>—(a+bx+ab=0
y =tx

Resolvendo este sistema, e exigindo que ele tenha somente uma solugao, obtemos que ¢t = 2“\/;%, e assim a
equagao da reta que passa por O e por G serd

(a=b)
2Wab

Substituindo o valor de y dado pela equagao 3.35 na equacao 3.33, vemos facilmente que as coordenadas de H

2ab
(a—wo) :

Assim, OH é realmente a média harmonica de a e de b.

(3.35)

sao

E fécil ver que as coordenadas de G serao

2ab  Vab(a —b)
a+b  a+d '

Entao, calculando a distancia de O(0,0) a G, vemos que OG é igual a Vab.

Fazendo b = g, estamos exatamente na situagao do algoritmo de Hierao.

Assim, demonstramos de fato que OM é a média aritmética de A e de B, OG é a média geométrica desses
numeros e OH é sua média harmonica.

Assim, na Figura 7, OM = ay, OH =b; e OG = g, = go = Vk

Podemos repetir a construgao geométrica, obtendo a Figura 8, que mostra o segundo passo do algoritmo de

Hierao.
G
o B me A
Figura 8: Interpretagao geométrica do segundo passo do algoritmo de Hierao
Vemos que as sucessoes M, My, ... H, Hy,...sa0 respectivamente decrescentes e crescentes e convergem para

seu valor comum g = V/k.



3.3 A escada de Theon

3.3.1 A escada de Theon para a raiz quadrada de 2

Theon de Smirna (viveu em torno de 140 E.C.) apresentou um algoritmo muito simples para calcular a raiz quadrada

de 2, e que pode facilmente ser generalizado para achar a raiz quadrada de qualquer nimero natural. Em verdade,

pode ser adaptado para achar qualquer raiz de nimeros naturais (Veja [10]).

Considere as sucessoes {x,} e {yn} definidas recursivamente por

Tn = Tn-1+ Yn-1,

Yn = Tn—1 1 Tn.

Os primeiros termos da escada de Theon estdo mostrados a seguir:

n| Tn | Yn
1 1
2 3
3 7
4112 | 17
5129 | 41
6| 70 | 99
71169 | 239

Seja, para cada n, r, = i’—" Entao, repetindo os primeiros elementos da escada de Theon, acrescentados de 7,
n

temos

T7L

1

3/2=1,5

7/5=1,4

17/12 =1, 41666 - - -

41/29 =1,41379 - --

99/70 = 1,41428 - --

n| Tn | Yn
1] 1 1
21 2 3
31 5 7
41 12 | 17
5129 | 41
670 | 99
71169 | 239

239/169 = 1,41420 - - -

Parece que a sucessao {r,} converge para V2. Mostraremos a seguir que isso realmente acontece.

Se aceitarmos que a sucessao {r,} converge, é facil de ver que seu limite é V2.

Com efeito,

Tn = Tn-1+ Yn—1,

Assim, y, = 22,1 + yn—1. Entao,

Tn

_Yn _
xn

Yn =Tn—1 1+ Tn = Yn = Tpn—1+ Tn-1+ Yn—1-

Yn—1

2Cp-1+ Yn—1 - 2+ Tn—1

Se r, — r, entao, passando ao limite, temos que

Tn—1 +yn—1 1+ Ynot®

Tn—1



2+r
r =
1+7r

—=r4+r2=2+4+r=—1r2>=2.

Como r é positivo, teremos entdo que 7 = v/2, como afirmamos.

Mostraremos agora que a sucessao {r,} é convergente, isto é, tem limite.

Teorema 3.5. Sejam

Ty = Tp—1+ Yn—1, Yn = Tn—-1 + xn

er, = 2. Entdo,

lim r, = V2.

n—oo

Com efeito. Em primeiro lugar, observe que, para x e y quaisquer,

2z +y)? = 9% =222 + 2(x + ). (3.36)

Esta identidade era conhecida dos matemaéticos gregos, e ela é exatamente a formulacao algébrica da proposigao
I1.10 dos Elementos de Euclides.
Mostraremos agora, por indugao, que Vn > 1,

Y2 — 222 = +1.
E claro que isso vale para n = 1.
Aplicando a identidade (3.36) a x,,—1 € & y,,—1, obtemos

(29531—1 + y?z—l)2 + yi_l = 255121—1 +2(zp—1 + yn71)2~

Entao,

Yp +yn_y =2x7_ | + 2.

Assim,

Ayy, — 205 = —(Yp 1 — 225 1). (3.37)

Suponha, agora, pela hipétese de inducao, que

Entdo, por (3.37), vemos imediatamente que

Yn — 225, = FL.

Mostramos, portanto, que, para todo n

2 2
Desse resultado, decorre imediatamente que

1
2 — 2] = —.
Zn

Como {z,} é obviamente uma sucessao estritamente crescente de niimeros naturais, vemos que



lim 7‘,21:2:> lim T7L:\/§.

n—oo n—oo

O

Generalizaremos agora a escada de Theon para obter a raiz quadrada de qualquer niimero natural, como feito
em [4] e em [10].
3.3.2 A escada de Theon para raizes quadradas de ntimeros positivos maiores do que 1

Seja ¢ um numero racional qualquer, maior do que 1. Defina, analogamente ao que foi feito em (3.3.1), as sucessoes
{zn} e {yn} por recorréncia:

Tp = Tp_1+ Yn_1, Yn = Tn + (¢ — Dxp_q. (3.38)

Entao, é imediato ver que y, = ¢xn_1 + yn—1. Seja, mais uma vez, a sucessao {r,} definida por r, = £=. Se
aceitarmos que {r,} converge para r, entdo, r = y/c. Com efeito,

Yn—1
Yn  CTp—1+ Yn—1 c+ Tp—1 c+rpn_

’r‘n = — = = = .
Yn—1
Tn Tn—1 + Yn—1 1 + w271 1 + Tn—1
Se r, — r, entao
C+Tp_1 c+r

1+ 7rp_1 1+’
ou seja,

c+r
= — = .
r Ty r=+/c

Mostraremos agora que a sucessao {r, } realmente converge. Para isso, necessitamos de dois lemas preparatdrios.

Lema 3.1. Se as sucessoes {x,} e {yn} estao definidas como em (3.38), entio

Yn +Vex, = (1+V0)" e yp— Ve, = (1—e)" (3.39)

Demonstraremos este lema usando inducao.

Ele é obviamente verdadeiro quando n = 1. Suponhamos que seja vélido para um inteiro N e mostremos, entao,
que sera obrigatoriamente verdadeiro para o inteiro N + 1.
Ora

L+ VN = 1+ VN (1 4+ Ve) = (yy + Very )1+ Ve) = (cry +yy) + Velay +yy), (3.40)
pela hipdtese de indugao.
Por (3.38), ., = x5 +¥,, e portanto

L+ VOV = (cxy +yy) + Very, (3.41)
Além disso, pela definicao de {z,} e {yn}, temos que

CTy +Yy = (C_ ]‘)xN TEy T Yy = (C— 1)xN +xN+1'
Entdo, de (3.41) obtemos

(1 + \/E)NJrl =Ynp T \/EmN+1)



e assim fica demonstrado o que querfamos. A demonstragao de que y, —v/cx, = (1 — /c)™ é inteiramente andloga

O
Lema 3.2. Para todon > 3,
Ty = 2Tp—1 + (¢ — D)ap_o. (3.42)
Com efeito, (3.38) mostra que y,—1 = Zn—1 + (¢ — 1)xp—_o. Assim,
Ty = Tp-1+Yn-1=2Tp-1+Tp_1+ (c—Dzp_o=2x,1+(c—1)z—n—-2.
O

Podemos agora demonstrar
Teorema 3.6. A sucessio {r,} converge para \/c.

Com efeito, da segunda parte de (3.39), obtemos

] S

xn

Mas, (3.42) mostra que =, > (¢ — 1)x,—2. Entao,

Ty > (c— 1)%2, 4,

Tp > (c— I)an,g,

Top > (¢ —1)",

Tont1 > (C — 1)n

Assim, para n par,

Yon _ \/E‘ _ (\/Em—%l)?" _ (\(/66:11))571 _ (ﬁ;)n

T2n

e, para n impar,

Ymt1 C(Ve—1)t (Je—1)2t e—1\"
f‘_ va (e 1) _(\/E+1) ’

T2n+1

Como

segue-se, em ambos os casos, que



O algoritmo de Theon pode ser generalizado para achar raizes arbitrarias de nimeros racionais, como mostrado
em [10].

O algoritmo de Theon para achar raizes quadradas é bem eficiente, e de uso extremamente simples, se comparado,
por exemplo, com o algoritmo usual para achar raizes quadradas. Asim, por exemplo, calculemos /5, usando a
escada de Theon. Lembremos que v/5 ~ 2, 236067977, exato até a nona casa decimal.

Fagamos z; =y; =1e

Tn = Tn—1+ Yn—1,

Yn = Tp + 43711—1-

Temos entao

n In Yn Tn

1 1 1

2 6 3

3] 8 | 16 2

4] 24| 56 |2,333333...
5080 | 176 2,20

6| 256 | 576 2,25

7 | 832 ] 1856 | 2, 230769231

Se prosseguirmos desta maneira, em vinte passos chegaremos a ro9 = 2, 236067970, resultado exato até a oitava
casa decimal.

Como é que os gregos chegaram ao algoritmo apresentado por Theon para calcular v/2? Nao sabemos. H4 vérias
hipéteses. A interpretacio do historiador da Matemédtica van der Waerden ¢ a seguinte (Veja ([12]).

Platao, em seu Rebiiblica afirma que 7 é ”a diagonal racional” que corresponde ao lado 5. Proclus explica o que

sao numeros diagonais e nameros lados, conceitos que ele afirma virem dos pitagéricos.

Sendo a fonte de todos os numeros, a unidade é potencialmente um lado e uma diagonal. Ora,
tomemos duas unidades, uma lateral e uma diagonal; entao um novo lado é formado adicionando a
unidade diagonal a unidade lateral, e uma nova diagonal, adicionando duas vezes a unidade lateral a

unidade diagonal.

Entao, continuamos analogamente. De maneira geral, chamando de a, o n-ésimo "numero lado” obtido e
de d,, o n-ésimo "numero diagonal”, teremos as férmulas de recorréncia que ja conhecemos, a,11 = a, + d,, €
dn+1 = 2an + dn

Na Figura 9, AC é a diagonal do quadrado de lado a = AB = BC, e tomamos b = CD = CB. De D, tragamos
DEFE perpendicular a AC. Entdao, AD = DFE = EB.

Sejam ' =a —a’ e a’ =b— a’. Entao,

a=a +b b=2a +V, (3.43)

que sao analogas a nossas relagoes de recorréncia.

O processo pode ser repetido no quadrado de lado AD, e assim sucessivamente, obtendo a”,a’”, ..., b, 0", ...,
como fizemos. Assim, a e b podem ser escritos, usando (3.43), em termos dos sucessivos numeros lados e diagonais.
Portanto, os gregos ja estavam familiarizados com recorréncias exatamente do tipo que utilizamos na escada de
Theon.



Figura 9: O processo de subtragoes sucessivas

3.4 Raizes quadradas na India

Em torno de 800-600 a.E.C., foram escritos, na India, os Sulbasutras, que eram

textos religiosos. Eles forneciam instrugdes cuidadosas de como construir altares para os rituais religiosos (A
palavra sulba significa corda, pois as dimensoes eram medidas com cordas).

Nos Sulbasutras encontramos um método para calcular /2: 1©

Aumente o comprimento de um terco, e este terco de seu préprio quarto menos a trigésima-quarta
parte deste quarto.

Em nossa notacao moderna, esta instrucao para calcular aproximadamente /2 escreve-se como segue

PO R
3 34 3-4-34
577

Efetuando essas operagoes, obtemos z5¢. Um valor aproximado com dez casas decimais para esse nimero ¢é

1,414215686. O valor aproximado para v/2, também com dez casas decimais, é 1,414213562. Vemos portanto que

(3.44)

o erro cometido é menor do que 1075,

Joseph ([6]) propoe a seguinte explicacao para o método utilizado pelos hindus. A idéia bésica é tomar dois
quadrados de éreas iguais a 1 e tentar formar com eles um quadrado de drea 2 (Figura 10).

Comegamos com dois quadrados congruentes, cujas areas sao iguais a 1, ABCD e PQRS.

Dividimos o quadrado PQR.S em trés retangulos congruentes, com os lados maiores paralelos a PS. Os dois
primeiros, designados por 1 e 2, sdo colocados ao lado do quadrado ABC D, como mostrado na Figura 10.

E fécil de ver que o terceiro retangulo pode ser decomposto em trés quadrados congruentes. Um deles, designado
por 3, é transportado para a figura da esquerda, como mostrado.

O que resta do terceiro retangulo é entao dividido nos retangulos 4, 5, ..., 10 e 11, que sao colocados na figura
da esquerda, como mostrado.

Assim, o quadrado ABC'D foi transformado no quadrado AEF'G, cujo lado é igual a

1 1 5
1+§+ﬂzlﬁ' (3.45)

A érea do quadrado AEFG é maior do que 2, pois o pequeno quadrado destacado na figura da esquerda nao
provém do quadrado PQRS. A édrea deste pequeno quadrado é igual a (3—%4)2. Para termos uma &rea igual a duas
vezes a area de PQR.S, eliminaremos pequenas faixas ao longo de AE e de AG, de maneira a obter uma area igual
a 2.

Seja x a largura de cada uma destas pequenas faixas. A soma de suas areas serd

10E possivel que isso servisse para calcular as dimensées de um altar duas vezes maior do que outro.
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Figura 10: Interpretacao geométrica do algoritmo hindu

1 1
2 (14 =4+ — | —2% A4
m(+3+3.4> x (3.46)

Queremos que esta drea eliminada seja igual & drea do pequeno quadrado. Assim

11 s (1)’

Desprezando o termo x2, teremos que

1 1 1 1
20 (1l+=-4+— |~ — X —. A4
x<+3+3-4> 3.4 731 (3:48)
17 1 1
~ (3.50)

Katz, [7], propde outra interpretacdo para a aproximacao (3.44). Ele parte de 3.45, ou seja de 11—52 e lhe aplica
o método mesopotamico, obtendo diretamente a aproximacgao hindu:

—

17 (3)2-2 17 = 17 1
__(2)17 SRLUA v S U (3.51)
12 2. 17 12 3 712 3.4-34

—

3.5 O algoritmo chinés da raiz quadrada

Voltamos agora nosso olhar para a China.

O algoritmo para extracao da raiz quadrada, ensinado até hd pouco tempo em nossas escolas, é bem antigo,
pois ja era conhecido na China, o que se pode verificar no Nove capitulos sobre a arte matematica. Fscrita na
dinastia Han (206 a.E.C.- 220 E.C), esta obra, provavelmente dos primeiros anos da E.C, é uma compilagao dos
conhecimentos matematicos elaborados no milénio anterior. Semelhantemente com o que aconteceu no Egito antigo
e na Mesopotamia, o livro apresenta os resultados sumariamente, sob a forma de problemas, com os procedimentos
necessarios para achar as respostas. No entanto, ao longo dos séculos, foram feitos muitos comentérios sobre os
Nove capitulos, dos quais usaremos os feitos por Liu Hui (263 E.C.), que fornecem uma explica¢do geométrica bem
clara do método proposto no Nove capitulos para a extracao de raizes quadradas.



3.5.1 Interpretagao geométrica do algoritmo

Vejamos como funciona o algoritmo chinés para a extragao de raizes quadradas e o interpretemos geometricamente,
seguindo Liu Hui. Exemplificaremos o algoritmo calculando /55225, que é o problema 12 do Capitulo 4 do Nove
capitulos. O fato de que este nimero é um quadrado perfeito, nao prejudica a compreensao do método, uma vez
que o algoritmo ”constréi” a raiz quadrada algarismo por algarismo. Assim, a discussdo feita a seguir funciona
igualmente para a raiz quadrada de um nimero qualquer. Alids, Liu Hui menciona isso explicitamente, quando
afirma que a raiz quadrada pode ser calculada além da unidade, "na parte decimal”. Ele afirma que os algarismos
obtidos sucessivamente sao considerados numeradores, enquanto que os denominadores sao 10, 100, ..., e deixa
claro que quanto mais algarismos decimais forem obtidos, mais ”finas” serao as fragdes correspondentes, de maneira
que, embora o quadrado inicial nao tenha sido completamente esgotado, a parte negligenciada se torna tao pequena
que "nao vale a pena menciona-la”.

Semelhantemente aos mesopotamios e aos hindus, Liu Hui interpreta a extracao da raiz quadrada como achar o
lado de um quadrado cuja area é conhecida. No entanto, em vez de decompor o quadrado como os mesopotamios
e hindus, ele utiliza uma decomposigao paralela a representagao decimal do ntimero cuja raiz quadrada queremos

calcular.

a-102 b-10 ¢

Figura 11: Interpretacao geométrica do algoritmo chinés

A Figura 11 é realmente de Liu Hui, que emprega cores para tornar claros os passos sucessivos do algoritmo.
Ela deve ser lida passo a passo, em etapas, enquanto se tenta ”esgotar”’o quadrado de area dada por quadrados
cada vez maiores.

A primeira observacido importante é que /55225 é um numero em cuja representacdo decimal figuram trés
algarismos. Isso se vé facilmente examinando o nimero de algarismos de poténcias sucessivas de 10. Assim,
V55225 se escreve como a - 10?2 + b - 10 + ¢, ou, ainda, abc.

Dividiremos nossa andlise em trés etapas, correspondentes a cada um dos algarismos a, b e c.

Primeira etapa — o algarismo das centenas

a- 10?2

a - 102

Figura 12: Primeira etapa — o algarismo das centenas

Em primeiro lugar, devemos achar o algarismo das centenas, a, que seja tal que o maior quadrado de lado a - 102
esteja contido no quadrado de lado 55225, ou seja, que

(a-10%)° < 55225. (3.52)



E facil ver que, entdo, a = 2. Assim, temos um quadrado de lado 200 orlado por um gnomon de area 55225 —
2002 = 15225.

Segunda etapa — o algarismo das dezenas

Nesta etapa, devemos determinar o algarismo das dezenas, b, que seja o maior possivel para que dois retangulos
de lados 200 e b - 10 mais um quadrado de lado b - 10 tenha drea menor do que o gnomon de drea 15225 (Veja a
Figura 12), ou seja,

2.200-b-10 + (b-10)? < 15225. (3.53)

200 b-10

200

Figura 13: Segunda etapa — o algarismo das dezenas

Como 2-200-3-10+ (3-10)2 = 12900 e 2 - 200 - 4 - 10 + (4 - 10)? = 17600 vemos que b = 3. Assim, temos um
quadrado de lado 230 orlado por um gnomon de 4rea 55225 — 2302 = 2325.
Terceira etapa — o algarismo das unidades

2-230- ¢+ * < 2325. (3.54)

230

230

Figura 14: terceira etapa — o algarismo das unidades

Devemos, agora, achar o algarismo das unidades, ¢, que seja o maior possivel de maneira que dois retangulos de
lados 230 e ¢ mais um quadrado de lado ¢ estejam contidos no gnomon de area 2325, ou seja,

Resolvendo esta inequagao, vemos que ¢ = 5, que corresponde & igualdade, e assim /55225 = 235

Desejamos enfatizar uma diferenga essencial entre este algoritmo e os anteriormente estudados: Agora, cada
passo do algoritmo fornece, sucessivamente, em ordem decrescente, um dos algarismos da representacao decimal de
Vk. No exemplo com que trabalhamos, obtivemos, sucessivamente, 200, 230 e 235.

Disposigao pratica do algoritmo

Até ha poucos anos atrds, ensinava-se, no Ensino Basicoo, um algoritmo para achar a raiz quadrada de um

nimero. Em geral, este algoritmo era apresentado como um certo niimero de passos a serem efetuados, sem



qualquer justificagao. Na maioria dos livros didaticos nao se encontrava, também, justificativa para o algoritmo.
Veremos, agora, que este algoritmo é simplesmente uma disposicao comoda dos passos que acabamos de descrever.
Etapa 0 — O nimero de algarismos da raiz quadrada

55225 ’

Figura 15: Etapa 0 — O ntmero de algarismos da raiz quadrada

Inicialmente, dividimos a parte inteira do ntiimero cuja raiz quadrada desejamos achar em blocos de dois alga-
rismos, da direita para a esquerda. Se o nimero tiver um parte decimal, fazemos a mesma coisa, da esquerda para
a direita, a partir da virgula decimal.

No nosso caso, a raiz quadrada de 55225 serd composta por trés algarismos em sua parte inteira.

Etapa 1 — O algarismo das centenas

Procuramos o maior niimero a tal que a? < 5. Entdo, a = 2. Elevamos a ao quadrado 2 x 2 = 4 e subtraimos o
resultado (4) de 5, obtendo 1.

55225 2

4 2x2
p

Figura 16: Etapa 1 — O algarismo das centenas

Etapa 2 — O algarismo das dezenas
”Baixemos” o bloco seguinte (52), e cortamos o produto 2 X 2, que nao nos serve mais e duplicamos o 2, para
obter 4.

55225 2
4 2x2
152 4

Figura 17: Etapa 2 — O algarismo das dezenas

Procuramos, agora, o maior niimero b que 4b, ! multiplicado por b, seja menor do que 152. Ou seja, queremos
que (2-20+b) - b < 152. Resolvendo esta inequagao, obtemos b = 3. Entao, 43 x 3 = 129, que subtraimos de 152,
com resto 23.

Etapa 3 — O algarismo das unidades

”Baixemos” o bloco seguinte 25, e eliminemos o produto 43 x 3. Em seguida, multipliquemos 23 por 2, obtendo
46.

Procuramos agora o maior nimero ¢ tal que 46¢ multiplicado por ¢ é menor do que 2325. Ou seja, queremos
que (2-230+c) - ¢ < 2325.

Resolvendo esta inequacao, obtemos que ¢ = 5. Entao, 465 x 5 = 2325, de modo que o resto é nulo, e a raiz
quadrada foi encontrada, na parte superior direita do algoritmo.

11N3&o estamos fazendo 4 - b, mas sim colocando b & direita de 4.



55225 23

4 2X2
152 43X3
129
23

Figura 18: Etapa 2 — O algarismo das dezenas

55225 23
4 2X2
152 43X 3
129 46
2325

Figura 19: Etapa 3 — O algarismo das unidades

3.6 Interpretacao algébrica do algoritmo chinés

Agora, interpretaremos algebricamente o algoritmo chinés, que é exatamente o algoritmo usado até ha pouco tempo
em nossas escolas. Do ponto de vista algébrico, o algoritmo pode ser interpretado como a utilizacao, repetidas

vezes, da identidade

(r+s)% =7+ (2rs +s%) (3.55)

Vejamos como funciona algebricamente o algoritmo. Para isso, usaremos exatamente o mesmo exemplo da segao
3.5.1 — 55225.

O algarismo das centenas

Para acharmos a, o algarismo das centenas, usamos novamente (a - 10%)? < 55225, agora interpretada algebrica-
mente, e ndo mais geometricamente. Se /55225 = abc = a - 10% + b - 10 + ¢, entdo, procuramos o maior a tal que
(a-10%)% < 55225.

O algarismo das dezenas

Usaremos e identidade (3.55) aplicada a 100 - a e a 10 - b:

(200 + b - 10)* = 200% 4+ {2-200-b- 10 + (b - 10)?} (3.56)

Ora, nesta igualdade, a parte do lado direito que est4 entre colchetes {2-200-b-10 + (b- 10)?} é exatamente o
lado esquerdo da desigualdade (3.53). Mas

2:200-b-10+ (b-10)> = (2-200+b-10) - b- 10 (3.57)

Assim, procuramos o maior b tal que

(2-200+b-10)-b- 10 < 15225. (3.58)

Achamos b = 3.
O algarismo das unidades
Para encontrar o valor de ¢, o algarismo das unidades, usaremos mais uma vez a identidade (3.55). Neste caso,

ela se torna

(230 +¢)? = 230% 4 (2230 - ¢+ ¢?) = 230% + (2- 230 + ) - c. (3.59)

Uma outra interpretacao para o algoritmo chinés, o qual acabamos de apresenar e justificar, encontra-se em [11].
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Figura 20: Etapa 3 — O algarismo das unidades

3.7 Um novo ponto de vista: A raiz quadrada como zero de uma fungao — O método

de Newton

E freqiiente, em Matematica, mudangas de ponto de vista, de interpretagdo. Assim, por exemplo, o nimero m
durante muito tempo foi visto como a razao entre o comprimento e o didmetro de uma circunferéncia, que é seu
significado geométrico, sua origem. Mais tarde, a partir do século XVII, passou a ser visto como uma série ou um
produto infinito, o que permitiu desenvolver, progressivamente, técnicas e algoritmos poderosos para estudar .
Assim, por exemplo, no século XIX foi possivel provar que m é um numero transcendente, e portanto irracional.

Nas paginas anteriores, interpretamos o problema de calcular vk geometricamente, achar o lado de um quadrado
cuja area é conhecida.

Um outro enfoque possivel é o seguinte. Achar vk é procurar um nimero z tal que 22 = k, ou ainda, tal que
22 — k = 0. Isso nos leva a considerar a fungdo y = f(x) = 22 — k e a procurar seus zeros, ou seja, os pontos em
que ela se anula. Geometricamente, embora em outro contexto, isso significa procurar os pontos em que o grafico
de y = f(x) = 2% — k corta o eixo dos z.

Este enfoque para o calculo de raizes quadradas foi introduzido por Newton, em torno de 1670, e logo depois
simplificado por Joseph Raphson, em 1690, que introduziu a férmula de iteragao hoje empregada.

Seja y = f(x) uma funcdo duas vezes derivavel, isto é, existem as derivadas f'(x) e f'(z) de y = f(x).

Suponha que foi possivel achar um intervalo [c, d] no qual se encontra o zero procurado de f(x)—k. No caso que
nos interessa, no qual f(x) = 22 — k, isso ndo apresenta dificuldades. E suficiente achar o maior quadrado menor

do que vk e o menor quadrado maior do que V/k.

W N
y=it0

|
¥

Figura 21: O método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson consiste em partir de um valor arbitrario a, ”préximo” de vk e tomar como
aproximacao da raiz a intersecgdo a’ da tangente ao grafico de f(z) = 2% — k com o eixo dos z (Figura 21).

No caso mostrado na Figura 21 realmente a’ estd mais préximo de vk do que a. Isso nem sempre acontece.

Achemos a intersecgao da reta tangente ao grafico de y = f(z) e que passa pelo ponto (a, f(a)).

O coeficiente angular dessa reta seré igual a f’(a). Além disso, sabemos que a reta tangente passa pelo ponto



(a, f(a)). Assim, a equagao da reta tangente serd

y = fla) = f'(a)(z - a). (3.60)

—f(a) = f'(a)(a’ — a). (3.61)
Desta igualdade, obtemos imediatamente que
a
a=a- f/( ) . (3.62)
f'(a)
Se repetirmos este processo, com valor inicial agora igual a a’, obtemos uma sucessdo ai,as, as, ...tal que

lim,, . an = a (Fizemos a = a1, @’ = az). Com esta notagdao, que mostra bem o cardter recorrente do processo,
podemos escrever

flan)

Gpt1 = Qp — Flan) (3.63)
Se aplicarmos este processo a funcio y = f(z) = 22 — k, obtemos
al -k 1 k
Ap+1 = Qn — 2, - 5 (an + CL_) . (364)

Vemos assim ressurgir o processo empregado na Mesopotamia e por Hierao.

E interessante observar a eficiéncia deste processo. De maneira geral, dada uma fungdo y = f(x), para a
qual estamos aproximando o zero T, entao o método de Newton-Raphson converge quadraticamente. Isto é, se
€nt1 = Tpt1 — T é 0 erro cometido no n + 1-ésimo passo do processo, entao e,41 é fungdo do quadrado de e,, o
erro no passo anterior.
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Apéndice 1 — Demonstracao do Teorema 2.4

Demonstraremos agora o resultado que usamos no Teorema 2.3.
Repetimos o enunciado do teorema 2.4: Sejam a e b niimeros naturais tais que d = (a, b). Existem entdo ndmeros
inteiros = e y tais que d = ax + by.

Com efeito, sejam a e b niimeros naturais. Consideremos o conjunto

I={ax+by|x,y€Z}. (3.65)

Os elementos de I s@o todos os nimeros formados multiplicando a por um nimero inteiro arbitrario x, b por
outro niimero inteiro arbitrario y, e somando os resultados.

Afirmamos que I é formado por todos os multiplos (positivos e negativos) do méaximo divisor comum d de a e b.

Mostraremos, inicialmente, duas propriedades de I necessarias para a demonstracao:

1. — A soma (ou diferenga) de dois elementos de I é um elemento de 1.

2. — O produto de um elemento de I por um ntimero inteiro qualquer é também um elemento de I.

Demonstracao de 1. De fato, sejam k e t elementos de I. Entao, pela definicdo de I, temos que existem inteiros

u e v tais que k = ua + vb. Semelhantemente, existem inteiros r e s tais que t = ra + sb. Entao,

k+t=(ua+ovb) £ (ra+sb) =(utr)a+ (cxs)b (3.66)

Assim, pela definicao de I, vemos que k+t € I.

A demonstragdo de 2 ndo apresenta dificuldades e é deixada ao leitor.

Observe agora que o conjunto I é ndo-vazio, pois fazendo x = 1 e y = 0 vemos que a € I (Mostra-se analogamente
que b € I). Além disso, I contém um elemento positivo, por exemplo a.

Consideremos o subconjunto I de I formado por todos os elementos positivos de I. Como I, é nao-vazio, o
principio da boa ordenacao nos garante que I possui um menor elemento, que chamaremos de d.

Afirmamos que todos os elementos de I sao miltiplos de d e que d é o maximo divisor comum de a e b.

Com efeito, seja k um elemento qualquer de I. Entao, pelo algoritmo da divisao, podemos escrever que k =
gxd+r,com0<r<d. Ser =0, nada hd a demonstrar. Suponha portanto que r # 0.

Ora, como d € I,entdo, pela segunda propriedade mostrada acima qd € I. Como k € I, a primeira propriedade
mostra que k — qd = r € I, o que é uma contradigdo, pois 0 < r < d e d é o menor elemento positivo de I. Assim,
r = 0 e portanto, mostramos que qualquer elemento de I é multiplo de d.

Resta-nos agora mostrar que d é o maximo divisor comum de a e de b.

Como a,b € I, pelo que mostramos acima a e b sdo multiplos de d, ou, equivalentemente, d é divisor de a e de b,
é um divisor comum dos dois nimeros. Seja k um divisor comum qualquer de a e de b. Mostraremos que k divide
d.

Em primeiro lugar, se k divide a, entdo k divide ax, qualquer que seja o nuimero inteiro z. Analogamente,
qualquer que seja o niimero inteiro y, k dividird by. Mas entao, quaisquer que sejam os nimeros inteiros x e y, k
dividira ax + by.

Como d € I, sabemos, pela prépria definigao de I, que existem dois nimeros inteiros, r e s tais que d = ar + bs.
Mostramos portanto, pelo exposto no pardgrafo anterior, que k divide ar+bs, ou seja, k divide d. Assim, mostramos
que d é um divisor comum de a e b e que d é multiplo de qualquer divisor comum de a e b.

Como essa é exatamente a definicio do maximo divisor comum de a e b, mostramos que d é o maximo divisor

comum de a e b.



Apéndice 2 — A desigualdade média aritmética > média geométrica >

média harmonica

Teorema 3.7. Sejam x ey dois nimeros positivos tais que x > y. Entdo

T4y 2zy
> 4/ > .
2 Y z+y
Com efeito, temos que
T+ x? 4 y® + 2z
5 Y > 1y <= # > ay <= 2% +y? - 20y = (x —y)? > 0,
o que demonstra que
T+
5 i > \/xy.
Além disso,
2zy 4a*y? 2 2
VIY > —— <= Y > 5 <> rYylxr” — > 0,
Y Tty Y 2 4+ y? + 2zy u v
o que demonstra que
2xy
Ty > .
4 T+y



