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Resumo

Uma das dificuldades dos alunos é, dada uma equacio na forma quadratica, determinar a conica
que ela representa. Na disciplina de Geometria Analitica sdo estudadas as curvas de segunda or-
dem cuja equacdo pode ser transformada em uma outra, chamada Forma Canbnica, por meio de
uma mudanca no sistema de coordenadas. Tal procedimento utiliza ferramentas sofisticadas de
Algebra Linear. Dessa forma, os objetivos do minicurso proposto sdo facilitar a identificacdo da
cbnica associada a um polindmio de grau 2 em duas variaveis, por meio da observacio dos sinais
dos autovalores associados a uma transformacdo linear, e relacionar as formas quadraticas com os
operadores lineares. Além disso, serad discutido o desenvolvimento histérico dessas teorias e 0 modo
como as formas quadraticas foram relacionadas a um padrdo algébrico, aos determinantes e aos
autovalores.

Estudo das Curvas de Segunda Ordem
1. Reducio da equacido geral de uma curva de segundo grau a forma candénica

Definicido 1
Dado um sistema de coordenadas retangulares x e y no plano, denomina-se curva do segundo
grau ou, simplesmente, cénica, o lugar geométrico dos pontos cujas coordenadas satisfazem uma
equacdo da forma
a11x% + 2a1oxy + any? + 2a1x + 2ay +a =0

Definicao 2
Uma aplicacdo linear A de um espaco euclidiano E denomina-se ortogonal quando
(A(x), A(y)) = (x, y) para todos os x e y de E.

Proposicdo 1
Toda aplicacdo linear que transforma ao menos uma base ortonormal em uma base ortonormal
é ortogonal.

Proposicdo 2

Seja E um espaco euclidiano e seja C = [ci] a matriz de mudanca de uma base ortonormal e,
e, ..., e, por outra base, também ortonormal, €', €5, ..., €,. Desse modo, C é uma matriz
ortogonal.

Proposicdo 3

O polindmio caracteristico de uma aplicacdo linear A n3o depende da escolha da base.

Considere no plano um sistema cartesiano retangular de coordenadas e considere a equacio geral
de segundo grau



f(x, y) = anx? + 2a1oxy + azny? + 2a;x + 2ay +a =0 (1)

A equacdo (1), para alguns valores determinados dos coeficientes, representa uma elipse, uma
hipérbole ou uma parabola.

Desse modo, demonstra-se que a equacdo (1) é sempre a equacdo de uma dessas curvas descritas
acima, sem considerar os casos degenerados, ou seja, as ocorréncias de um par de retas que se
intersectam ou um par de retas paralelas ou coincidentes ou um ponto ou de um conjunto vazio.

Indique por e, e, os vetores unitarios dos eixos do sistema de coordenadas proposto. O grupo
dos termos principais aj;x?+2a1xy+ay? (2) da equacdo (1) pode ser considerado como uma forma
quadratica das coordenadas x e y do vetor (x, y). Conforme a proposicdo 2, essa forma quadratica
se reduz em uma base e';, €5, também ortonormal, & soma de quadrados A\2x'2 + \2y'2 (3), donde
A1 € A\ sdo os valores préprios da matriz

A — { a11 a2 } :
A12 22

(4) e e, e, sdo vetores proprios que os correspondem. Suponha que o vetor e;' se obtém do
vetor e; mediante um giro de dngulo ¢ em sentido oposto ao do movimento dos ponteiros de um
rel6gio. Posto que o vetor e, é ortogonal a e; e o vetor ', é ortogonal a e'; , resulta que vetor
e's se obtém do vetor e, ou por um giro de dngulo ¢ ou por um giro de angulo ¢ seguido de simetria
com respeito a origem de coordenadas. Num segundo caso, substitui-se e, pelo vetor e'', = -¢',
que também serd um vetor préprio da matriz (4) correspondente ao mesmo valor préprio A, ja que
sendo A(e'y) = Ay e'y tem-se que A(e'y) = A(-e'5) =- A(e'y) =-\e'h = Ae's .

Assim, pode-se aceitar que a nova base e'y, e', se obtém da antiga mediante um giro de angulo
© no sentido contrario ao movimento dos ponteiros de um relégio, isto &, que e'; = cos(pee;) +sen
(peey) €'y = -sen(pee;) + cos(pee;).

Mas nessas condicBes as antigas coordenadas x e y (de um vetor e, por isso, também, do ponto
correspondente) e as novas coordenadas x' e y' estardo conectadas pelas relacdes x = cos(pex') —
sen(pey') ey = sen(pex') + cos(pey') (5).

Introduzindo as expressdes (5) na equacgdo (1), reduz essa equacdo a forma

A1x'2 4+ Xoy'? + 2b;x' + 2boy' + b = 0 (6), donde by, by e b sdo os novos coeficientes.

Assim, os coeficientes \; e A\, sdo os valores préprios da matriz (4) e podem ser determinados
da equacdo
ap; — A 12

a1z A — A

U(A) = =0

(7).
Conforme, a proposicdo 1, esses valores proprios sdo reais, pois a matriz (4) é simétrica. O
produto A\; )\, dos valores préprios é igual ao termo independente )(0) da equagdo de segundo grau
(7), isto é, coincide com o determinante

a1x a2
a1z A2

5:

Considere, separadamente, dois casos 0 # 0 e § = 0.

|. Primeiro caso: 6 = A\ A # 0.

Transformando a equagdo (6) através de uma substituicdo que corresponde a translacdo da
origem do sistema cartesiano retangular de coordenadas ao ponto (-b1/A1, -ba/A2) com
a particularidade de que se conservam as direcBes dos eixos desse sistema. A equacgdo (6) reduz-se,
entdo a forma A\1x"? + \py'"? + ¢ = 0 (8).



Suponha primeiro que A1\, > 0, ou seja, que 6 > 0. Neste caso, o lugar geométrico dos
pontos cujas coordenadas satisfazem a equagdo (8) é uma elipse quando ¢ e \; sdo de sinais
opostos, reduz-se a um ponto quando ¢ = 0 e ndo contém ponto algum quando ¢ e A\; ndo sdo
de sinais opostos.

Suponha agora que A1 \; < 0, ou seja, que < 0. Neste caso, o lugar geométrico dos pontos
cujas coordenadas satisfazem a equagdo (8) é uma hipérbole quando ¢ # 0 e de duas retas que se
intersectam quando ¢ = 0.

Assim, este caso |, representa uma curva de segundo grau com centro, ou seja, que a origem de
coordenadas é para a curva (8) o centro de simetria.

Il. Segundo caso: & = A1\, = 0 e seja, por exemplo, A\, # 0. Assim, a equacdo (1) reduz-se a
Aoy'? + 2bix! + 2boy' + b =0 (9).

Se b # 0, forma-se o quadrado perfeito, que transladando a origem de coordenadas x'" e y",
reduz a equacdo (9) a forma A\py"'? + 2byx'" = 0 (10). Assim, essa & a equacdo candnica de uma
parabola.

Quando se considera o caso em que b; = 0, a equacdo (9), mediante uma substituicdo, converte-
se em \y'"? 4+ ¢ = 0. Ao analisar essa equacdo, conclui-se que representa duas retas paralelas
quando ¢\, < 0, duas retas coincidentes quando ¢ = 0 e um conjunto vazio quando ¢\, > 0 ou,
também, diz-se que a equacdo determina um par de retas paralelas imaginarias.

2. Invariantes de uma curva de segundo grau

Definicao 4

Denomina-se invariante de uma curva toda expressdo formada pelos coeficientes de sua equacdo
que ndo varia ao mudar um sistema cartesiano retangular de coordenadas por outro de mesmo tipo,
isto €, que n3o varia ao realizar rotacées e translacées paralelas dos eixos de coordenadas.

Teorema 1

S3o invariantes de uma curva de segunda ordem

f(x, y) = a11x® + 2a1oxy + axny? + 2a;x + 2a,y + a =0 a soma dos coeficientes dos quadrados
das coordenadas s = a;; + a», o determinante formado pelos coeficientes dos termos principais

11 A2
Q12 A22

e o determinante de terceira ordem

a1x a2 ai
A= a2 axn a
aq a9 a

O valor do § permite julgar o tipo de curva: se 6 > 0, tem-se uma curva de tipo eliptico (uma
elipse, um ponto ou um conjunto vazio, isto é, uma elipse imaginaria); se 0 < 0, tem-se uma curva
de tipo hiperbdlico (uma hipérbole ou duas retas reais que se intersectam); se § = 0, tem-se uma
curva de tipo parabdlico (uma parabola ou duas retas paralelas que, possivelmente, se confundem
ou n3o existem, ou seja, sdo imaginarias).

A invariancia das expressdes s, d e A, estabelecidas pelo teorema, facilita a reducdo da equacio
na forma candnica. Assim, por exemplo, no caso de uma curva central, isto &, para § # 0, uma vez
determinados os valores \; e )\», a equacdo da curva reduz-se & forma \;x'"2 + \oy'"? + ¢ = 0.



Para essa equacdo tem-se A = A\ \rc ou A = dc, isto é, ¢ = A/). Por conseguinte, a equagdo
candnica, ou seja, simplificada, de uma curva de segundo grau é X2+ oy? + A/S
= 0. Desse modo, se § > 0 e A # 0, a curva é uma elipse ou uma ‘elipse imaginaria”. Sera uma
elipse (real) se \; e A/d sdo de sinais opostos, isto &, se \;A/d < 0; porém, como d > 0 e \; é
de mesmo sinal que s , isto ocorrera se sA < 0. A curva serd uma ‘elipse imaginaria” no caso em
que sA < 0. Finalmente, se § > 0 e A =0, a curva & um ponto.

Com efeito, se d < 0 e A # 0, a curva é uma hipérbole e se 6 < 0 e A =0 duas retas que
intersectam.

Por fim, para uma parabola cuja equac¢do reduziu-se a forma (10), tem-se

A = -b;2)\,, donde by =+ (-A/);)'/?2 , sendo by # 0e A # 0. No caso de duas retas
paralelas (distintas, coincidentes ou ‘imaginarias”’) a equacdo da curva reduz-se a forma \y? + ¢
= 0. Neste caso, tem-se A = 0.

Dessa forma, vemos que o determinante A é igual a zero se, e somente se, a curva se decompde
em duas retas (reais ou ‘imagindrias”). Por conseguinte, o determinante A permite especificar
quando a curva se decompde ou ndo se decompde em duas retas, sem que seja necessario reduzi-la
a equacio de curva na forma canbnica.

Desenvolvimento do Minicurso

Além das discussdes acima, durante o minicurso serdo abordados os aspectos histéricos dessas
teorias e 0 modo como as formas quadraticas foram relacionadas a um padr3o algébrico, aos deter-
minantes e aos autovalores. Também sera feita a demonstracdo do Teorema 1.



