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2.17 Coordenadas baricêntricas do Ponto de Gergonne . . . . . . . . . . . . . . . p. 51
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Introdução

No colégio, estudamos o triângulo e aprendemos que existem muitas propriedades que são

invariantes, isto é, independem da posição e do formato do triângulo. Por exemplo, as três me-

dianas de um triângulo sempre interceptam-se em um ponto, o baricentro do triângulo. Outros

pontos notáveis: o incentro (interseção das bissetrizes internas), o circuncentro (interseção das

mediatrizes) e o ortocentro (interseção das alturas) são conhecidos desde a Grécia Antiga.

A geometria do triângulo é bastante rica. De fato, ao longo da história da matemática,

vários outros pontos com propriedades especiais foram identificados. Recentemente, o pes-

quisador Clark Kimberling catalogou mais de 3000 centros especiais do triângulo em sua obra

Encyclopedia of Triangle Centers (ETC). Nesta enciclopédia, cada centro é descrito através

de suas coordenadas baricêntricas. Este tipo de coordenadas foi apresentado pelo matemático

alemão August Ferdinand Möbius em 1827 e, como veremos, elas possuem propriedades muito

convenientes.

Coordenadas baricêntricas estão intimamente ligadas ao conceito de área. De fato, é possı́vel

construir todo um sistema axiomático para a geometria usando-se áreas. O método da área tra-

dicional é muito antigo. A demonstração de Euclides para o teorema de Pitágoras, por exemplo,

faz o uso de áreas. De maneira curiosa, o emprego de áreas para se resolver problemas em geo-

metria não é um hábito ocidental como é, por exemplo, na China. De fato, a ferramenta padrão

que estamos acostumados a usar é semelhança ou congruência de triângulos. Contudo, em mui-

tos casos, não fica evidente quais triângulos considerar e para que isto aconteça, construções

não-intuitivas de retas auxiliares são necessárias embora triângulos com um lado em comum

apareçam muito mais naturalmente em um enunciado de um teorema em geometria do que

triângulos semelhantes ou congruentes.

Neste trabalho, estamos considerando conhecidas as fórmulas da geometria analı́tica que

determinam as coordenadas cartesianas do ponto médio MAB de um segmento de reta AB, as

coordenadas cartesianas do baricentro G de um triângulo ΔABC e a área S convencional (eucli-

diana) deste triângulo, a saber :

MAB =
A+B

2

G =
A+B+C

3



S =
1
2
· |D|= 1

2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
det

⎛
⎜⎜⎝

xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

⎞
⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣∣
.

O conceito de ponto no infinito é tratado no Apêndice A e o maravilhoso cı́rculo de nove

pontos, no Apêndice B. O leitor interessado pode verificar as demais fórmulas da geometria

euclidiana aqui usadas (e listadas na sequência), consultando em [8].

Área convencional (euclidiana) do triângulo.

S =
a ·ha

2
, S =

a ·b · senC
2

, S2 = p(p−a)(p−b)(p− c), S =
abc
4R

e S = p · r.

Teorema dos cossenos e teorema dos senos.

a2 = b2 + c2−2 ·b · c · cosA e
a

senA
=

b
senB

=
c

senC
= 2R.

Teorema da bissetriz interna (TBI) e teorema da bissetriz externa (TBE).

A

B

c

C

b

M N

|BM|
|MC| =

c
b

e
|BN|
|NC| =

c
b
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1 Segmento orientado e área com sinal
de um triângulo

1.1 Segmento orientado

Definição 1.1 (SEGMENTO ORIENTADO) Um segmento orientado é um segmento de

reta ao qual se atribui uma escolha para as extremidades inicial e final do segmento.

Usaremos a notação AB para designar o segmento orientado cuja extremidade inicial é

o ponto A e cuja extremidade final é o ponto B.

Naturalmente, se A e B são pontos distintos de uma reta, o segmento orientado AB é dife-

rente do segmento orientado BA e também o são as suas medidas que serão definidas a seguir.

Definição 1.2 (MEDIDA DE SEGMENTO ORIENTADO) A medida (ou comprimento) de

um segmento orientado AB, que por abuso de linguagem também será denotada por AB,

é definida da seguinte maneira: se A e B são dois pontos de uma reta orientada �, então

AB =

{
+|AB|, se AB tem a mesma orientação da reta �,

−|AB|, caso contrário,

onde |AB| representa a medida euclidiana do segmento de reta com extremidades A e B.

Sejam a e b as coordenadas dos pontos A e B sobre uma reta orientada � como na figura.

a b

�A B

Sabemos que a medida euclidiana |AB| é dada pela expressão |b−a|. Qual é a expressão para a

medida do segmento orientado AB em termos das coordenadas a e b?
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(1) Se AB e � têm a mesma orientação, sua medida será

AB = +|AB|= |b−a|= b−a.

(2) Se AB e � têm orientações contrárias, sua medida será

AB =−|AB|=−|b−a|=−(a−b) = b−a.

Portanto, AB = b− a. Note assim que, ao contrário da medida euclidiana, a medida de um

segmento orientado é uma função polinomial das coordenadas dos pontos.

Proposição 1.1 Sejam A, B e C três pontos colineares. Então,

(1) AB+BA = 0. Em particular, AB =−BA.

(2) AB = 0 se, e somente se, A = B.

(3) AC +CB = AB.

Demonstração: Sejam a, b e c as coordenadas dos pontos A, B e C.

(1) AB+BA = b−a+a−b = 0.

(2) AB = 0⇔ b−a = 0⇔ a = b⇔ A = B.

(3) AC +CB = c−a+b− c = b−a = AB.

Observe que a Proposição 1.1 (3) é válida independentemente da posição de C: este pode estar

entre A e B, estar à direita de A e B ou à esquerda de A e B. A expressão é sempre a mesma. No

caso de medidas euclidianas, precisamos considerar 3 casos:

(1) Para o ponto C entre A e B, vale que |AC|+ |CB|= |AB|.

a b

�A BC

(2) Para o ponto C à direita de A e B, vale que |AC|− |CB|= |AB|.

a b

�A B C
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(3) Para o ponto C à esquerda de A e B, vale que −|AC|+ |CB|= |AB|.

a b

�A BC

1.2 Divisão de um segmento orientado em uma dada razão

Definição 1.3 (DIVISÃO DE UM SEGMENTO EM UMA DADA RAZ ÃO) Sejam A, B e P

pontos de uma reta � com A e B distintos e seja k um número real, k �=−1. Dizemos que

o ponto P �= B divide o segmento orientado AB na razão k se

AP

PB
= k.

Note que k deve ser diferente de −1 pois, por hipótese, A e B são pontos distintos. De fato:

AP

PB
=−1 ⇒ AP =−1 ·PB ⇒ AP+PB = 0 ⇒ AB = 0 ⇒ A = B,

o que é uma contradição pois A deve ser diferente de B.

Na seqüência, para mostrar a unicidade do ponto divisor, mister se faz conhecer o lema

seguinte envolvendo quatro pontos colineares.

Lema 1.1 Se A, B, C e D são pontos colineares, então

AB ·CD+AC ·DB+AD ·BC = 0.

Demonstração: Fazendo t = AB ·CD+AC ·DB+AD ·BC, temos:

t = AB ·CD+AC · [DA+AB
]
+AD · [BA+AC

]
= AB ·CD+AC · [−AD+AB

]
+AD · [−AB+AC

]
= AB ·CD−����

AC ·AD+AC ·AB−AD ·AB+����
AD ·AC

= AB ·CD+AC ·AB+DA ·AB

= AB · [CD+DA+AC
]

= AB ·CC = AB ·0 = 0,

o que demonstra o resultado.
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Proposição 1.2 (UNICIDADE DO PONTO DIVISOR) Sejam A e B pontos distintos. Se

os pontos C e D dividem AB na mesma razão k, então C = D.

Demonstração: Como, por hipótese, C e D dividem AB na mesma razão k, temos que

k =
AC

CB
=

AD

DB
.

Daı́, AC ·DB = AD ·CB e, portanto, AC ·DB−AD ·CB = 0. Sendo assim,

AB ·CD = AB ·CD+
[
AC ·DB−AD ·CB

]
= AB ·CD+AC ·DB+AD ·BC.

Como A, B, C e D são pontos colineares, pelo Lema 1.1 segue-se que esta última expressão é

igual a zero. Mas, por hipótese, A �= B, assim CD = 0, o que finalmente implica em C = D.

Proposição 1.3 Dado um segmento orientado AB e uma razão k, k �=−1, temos:

(1) Se k ≥ 0, existe um único ponto P ∈ AB que divide AB nessa razão. Neste caso,

denominaremos o ponto P de divisor interno do segmento AB.

(2) Se k < 0, existe um único ponto P ∈ ←→AB −AB que divide AB nessa razão. Neste

caso, denominamos o ponto P de divisor externo do segmento AB.

Demonstração: Escolhendo um sistema de coordenadas onde A tem coordenada 0 e B tem

coordenada 1, temos estabelecida uma orientação para a reta que passa por A e B. Sejam k um

número real, k �=−1 e P o (único) ponto de coordenada

p =
k

1+ k
.

Daı́, temos

AP

PB
=

p−a
b− p

=

k
1+ k

−0

1− k
1+ k

=

k
1+ k

1
1+ k

= k,

ou seja, exibimos um ponto que divide AB na razão k. A unicidade de P é conseqüência imediata

da Proposição 1.2 e também da unicidade do real p, coordenada de P. Agora, observe que:

(1) Para k ≥ 0, temos 0≤ p < 1 e isto mostra que P ∈ AB.

(2) Para k < 0, temos p < 0 ou p > 1 e isto mostra que P ∈←→AB −AB.
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1.3 Divisão harmônica

Com os resultados anteriores, temos que se A e B são pontos distintos de uma reta � e k é

um número real diferente de −1 e 1, então existem exatamente dois pontos M e N pertencentes

à reta � que dividem o segmento AB nas razões k e −k, ou seja,

AM

MB
= k e

AN

NB
=−k ⇒ AM

MB
=−AN

NB
.

Perceba ainda que:

(1) Se k = 0, então A = M = N.

(2) Se k > 0, então M é divisor interno e N é divisor externo de AB.

(3) Se k < 0, então M é divisor externo e N é divisor interno de AB.

Definição 1.4 (DIVISÃO HARMÔNICA) Sejam A, B, M e N pontos colineares. Dizemos

que M e N dividem harmonicamente o segmento AB, se

AM

MB
=−AN

NB
.

Neste caso, M e N são denominados divisores harmônicos ou conjugados harmônicos

com relação ao segmento AB.

Exemplo 1.1 Considere os pontos A, B, M e N como na figura abaixo.

A NM B

12 8 40

(1) Observe que valem as igualdades

AM

MB
=

12
8

=
3
2

e
AN

NB
=

60
−40

=−3
2
⇒ AM

MB
=−AN

NB
,

seguindo-se daı́ que M e N são conjugados harmônicos com relação ao segmento AB.

(2) Observe que valem as igualdades

MA

AN
=
−12
60

=−1
5

e
MB

BN
=

8
40

=
1
5
⇒ MA

AN
=−MB

BN
,

seguindo-se daı́ que A e B são conjugados harmônicos com relação ao segmento MN.
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Exemplo 1.2 Com os dados da figura abaixo temos:

3 157 9

P Q R S

(1) Observe que valem as igualdades

PQ

QR
=

7−3
9−7

= 2 e
PS

SR
=

15−3
9−15

=−2 ⇒ PQ

QR
=−PS

SR
,

seguindo-se daı́ que Q e S são conjugados harmônicos com relação ao segmento PR.

(2) Observe que valem as igualdades

QP

PS
=

3−7
15−3

=−1
3

e
QR

RS
=

9−7
15−9

=
1
3
⇒ QP

PS
=−QR

RS
,

seguindo-se daı́ que P e R são conjugados harmônicos com relação ao segmento QS.

Observação 1.1 Quando M e N são conjugados harmônicos com relação ao segmento AB, vale

que
AM

MB
=−AN

NB
⇒ −MA

AN
=− MB

−BN

⇓
MA

AN
=−MB

BN
,

seguindo-se daı́ que A e B são conjugados harmônicos com relação ao segmento MN. Logo, se

M e N são conjugados harmônicos com relação ao segmento AB então, reciprocamente, A e B

são conjugados harmônicos com relação ao segmento MN.

1.4 Área com sinal de triângulo

Definição 1.5 (ÁREA COM SINAL DE UM TRIÂNGULO) Sejam A, B e C três pontos

do plano. Definimos a área com sinal SABC como sendo:

SABC =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, se A, B e C forem colineares (triângulo degenerado),

+∇ABC, se A, B e C estão dispostos no sentido anti-horário,

−∇ABC, se A, B e C estão dispostos no sentido horário,

onde ∇ABC representa a área convencional (euclidiana) de um triângulo ΔABC.
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A

B C

h

a

+

SABC = +∇ABC = +
a ·h

2

B Ca

A

h

−
SABC =−∇ABC =−a ·h

2

A área com sinal possui duas propriedades importantes:

(1) (Propriedade da permutação) Segue-se da definição que

SABC = SBCA = SCAB =−SACB =−SCBA =−SBAC.

(2) (Propriedade da decomposição) Sendo ΔABC um triângulo, um ponto P no plano determina

outros três sub-triângulos ΔPBC, ΔPCA e ΔPAB.

Com a noção de áreas com sinal, podemos relacionar as áreas destes quatro triângulos

através de uma única expressão:

SABC = SPBC +SPCA +SPAB. (1.1)

Se estivéssemos trabalhando com áreas convencionais, seria necessário considerar as sete relações

possı́veis, dependendo da posição do ponto P, como indicam as Figuras 1.1 e 1.2.

B C

A

P

Figura 1.1: SABC = SPBC +SPCA +SPAB e ∇ABC = ∇PBC +∇PCA+∇PAB.
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B C

A
P

B C

A

P

∇ABC=+∇PBC−∇PCA+∇PAB ∇ABC=−∇PBC+∇PCA+∇PAB

B C

A
P

B C

A

P

∇ABC=+∇PBC+∇PCA−∇PAB ∇ABC=−∇PBC+∇PCA−∇PAB

B C

A

P B C

A

P

∇ABC=−∇PBC−∇PCA+∇PAB ∇ABC=+∇PBC−∇PCA−∇PAB

Figura 1.2: SABC = SPBC +SPCA +SPAB.

Perceba que ao tomar P no interior do triângulo ΔABC, temos todas as áreas dos sub-

triângulos positivas e, assim, chamamos a região interior de (+ : + : +). Se considerarmos
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os pontos fora do triângulo ΔABC, teremos mais seis regiões para analisar, além dos pontos

pertencentes aos lados BC, CA e AB. A combinatória dos sinais é indicada na Figura 1.3.

B C

A

(+:+:+)

(−:+:+)

(+:−:+)(+:+:−)

(−:+:−) (−:−:+)

(+:−:−)

Figura 1.3: As 7 regiões mostrando os sinais de SPBC, SPCA e SPAB.

Perceba ainda que, conhecidas as áreas dos sub-triângulos formados por um ponto, temos uma

condição necessária e suficiente para afirmar que este ponto está no interior de triângulo, caso

essas três áreas sejam positivas.

Na seqüência, nosso objetivo é mostrar que se A = (xA,yA), B = (xB,yB) e C = (xC,yC) são

as coordenadas cartesianas de três pontos do plano, a área com sinal SABC é dada por

SABC =
1
2
·D, onde D = det

⎛
⎜⎜⎝

xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Para isso, antes precisaremos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 1.2 Sejam A = (xA,yA), B = (xB,yB) e C = (xC,yC) as coordenadas cartesianas

dos vértices de um triângulo ΔABC e P = (xP,yP), Q = (xQ,yQ) e R = (xR,yR) as coor-

denadas cartesianas dos vértices do triângulo ΔPQR obtido por uma rotação seguida de

uma translação dos vértices A, B e C. Sejam também

D =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
e D f =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xQ yQ 1

xR yR 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Então:

(1) D f = D.

(2) |D|= 2 ·∇ABC.

(3) Se A, B e C são colineares, então D = 0.

(4) Se A, B e C estão dispostos no sentido anti-horário, então D > 0.

(5) Se A, B e C estão dispostos no sentido horário, então D < 0.

Demonstração: Determinantes satisfazem as seguintes propriedades ([5]):∣∣∣∣∣∣∣∣
xA +h yA + k 1

xB +h yB + k 1

xC +h yC + k 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (P1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
mxA−nyA nxA +myA 1

mxB−nyB nxB +myB 1

mxC−nyC nxC +myC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (m2 +n2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (P2)

(1) Sejam m = cos(θ) e n = sen(θ).

Aplicando uma rotação Rθ ao ponto A = (xA,yA), obtemos o ponto

Rθ (A) =

(
m −n

n m

)(
xA

yA

)
= (mxA−nyA,nxA +myA)

e, a partir daı́, aplicando uma translação ao ponto Rθ (A), chegamos ao ponto

P = (xP,yP) = (mxA−nyA +h,nxA +myA + k).

Analogamente, obtemos Q = (xQ,yQ) = (mxB− nyB + h,nxB + myB + k) e também temos

R = (xR,yR) = (nxC−nyC +h,nxC +myC + k). Assim,

D f =

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xQ yQ 1

xR yR 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
mxA−nyA +h nxA +myA + k 1

mxB−nyB +h nxB +myB + k 1

mxC−nyC +h nxC +myC + k 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Daı́, de (P1) e de (P2), temos que
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D f =

∣∣∣∣∣∣∣∣
mxA−nyA nxA +myA 1

mxB−nyB nxB +myB 1

mxC−nyC nxC +myC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (m2 +n2) ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Como m2 +n2 = cos2(θ)+ sen2(θ) = 1, segue-se que D f = D.

(2) Na figura seguinte, aplicamos ao triângulo ΔABC uma rotação de ângulo −θ (onde θ é a

inclinação da reta
←→
BC ) de forma que B e C ficassem sobre o eixo X e, em seguida, aplicamos

uma translação levando B até O = (0,0), C até R = (a,0), com a > 0 e A até P = (xP,yP),

com yP =−h ou yP = +h, dependendo da orientação do triângulo ΔABC.

A

h

h

x

a

a
µ

b

c

c b

A

B C

B

Ch

a

P=(x  ,y )

O R

h

y

xa

c b

P P

y

O

C

B
A

Do Lema 1.2 (1), temos |D|= |D f |=

∣∣∣∣∣∣∣∣
det

⎛
⎜⎜⎝

0 0 1

a 0 1

xP yP 1

⎞
⎟⎟⎠
∣∣∣∣∣∣∣∣
= |ah|= 2 ·∇ABC.

(3) Perceba que, quando A, B e C são colineares, temos h = 0 o que acarreta D = 0.

(4) Perceba que, quando A está no semiplano hachurado, A, B e C ficam dispostos no sentido

anti-horário e, neste caso, temos P = (xP,h) o que acarreta D > 0.

(5) Perceba que, caso tomássemos o vértice A no semiplano oposto, A, B e C ficariam dispostos

no sentido horário e, neste caso, terı́amos P = (xP,−h) o que acarretaria D < 0.

Proposição 1.4 Sejam A = (xA,yA), B = (xB,yB) e C = (xC,yC) as coordenadas cartesi-

anas de três pontos no plano. Então a área com sinal SABC é dada por
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SABC =
1
2
·D =

1
2
·det

⎛
⎜⎜⎝

xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

⎞
⎟⎟⎠

=
1
2
· (xAyB + xByC + xCyA− xByA− xCyB− xAyC). (1.2)

Note que, em particular, a área com sinal do triângulo ΔABC é uma função polinomial

das coordenadas dos vértices do triângulo.

Demonstração: Para a demonstração, vamos considerar casos.

(1) Para A, B e C colineares, temos pela definição de área com sinal que SABC = 0 e pelo

Lema 1.2 (3), D = 0 . Neste caso, vale que

SABC =
1
2
·D.

(2) Para A, B e C dispostos no sentido anti-horário, temos pela definição de área com sinal e

pelo Lema 1.2 (2) que SABC = +∇ABC = |D|/2 e pelo Lema 1.2 (4), D > 0. Neste caso,

como |D|= D, vale que

SABC =
1
2
·D.

(3) Para A, B e C dispostos no sentido horário, temos pela definição de área com sinal e pelo

Lema 1.2 (2) que SABC =−∇ABC =−|D|/2 e pelo Lema 1.2 (5), D < 0. Neste caso, como

|D|=−D, vale que

SABC =−1
2
· (−D) =

1
2
·D.

De (1), (2) e (3), quaisquer que sejam A, B e C, temos SABC =
1
2
·D.

Observação 1.2 Perceba que definindo-se S = SABC, teremos D = 2S.

Observação 1.3 Note que, com a expressão 1.2, é possı́vel demonstrar a relação 1.1 direta-

mente, sem a necessidade de considerar separadamente cada um dos sete casos das figuras

1.1 e 1.2. De fato: verificar a validade de 1.1 é verificar se um polinômio nas duas variáveis xP

e yP é identicamente nulo. Se o fizermos para xP e yP em um aberto, isto é, se demonstrarmos

que este polinômio se anula em um conjunto aberto, concluiremos que ele se anula sempre.

Dito de outra maneira: se demonstrarmos que a relação 1.1 é verdadeira para apenas um dos
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sete casos das figuras 1.1 e 1.2, estaremos demonstrando que ela é verdadeira para todos os

casos e esta idéia será usada com muita freqüência.

1.5 Teorema do co-lado

Proposição 1.5 Triângulos com alturas iguais têm áreas com sinal proporcionais às me-

didas com sinal de suas bases.

A C

P

B

h

l

SPAB

SPBC
=

AB

BC

Figura 1.4: Proporção entre áreas com sinal e bases de triângulos de mesma altura .

Demonstração: Considere o caso particular da Figura 1.4, com B entre A e C e os triângulos

ΔPAB e ΔPBC orientados no sentido anti-horário. Tomando |AB| e |BC| como bases, os triângulos

ΔPAB e ΔPBC têm a mesma altura h. Logo,

SPAB

SPBC
=

∇PAB
∇PBC

=

1
2
· |AB| ·h

1
2
· |BC| ·h

=
|AB|
|BC| =

AB

BC
.

Os demais casos (A entre B e C, C entre A e B, os triângulos orientados no sentido horário

ou no sentido anti-horário) são tratados analogamente ou, se preferir, basta usar o argumento

da Observação 1.3: um caso prova todos os demais.

Outra forma de interpretar essa igualdade é observar na Figura 1.4 que A, B e C são três

pontos colineares distintos e P é um ponto que não pertence à reta � que passa pelos pontos A,

B e C. Assim, a equação
SPAB

SPBC
=

AB

BC

nos diz que, em ocorrendo as condições anteriores, podemos substituir uma divisão de áreas

com sinal que envolve o ponto P por uma razão de medidas de segmentos orientados onde P
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não aparece, isto é, podemos usar a equação para eliminar o ponto P daquela expressão. Evi-

dentemente, o resultado continua válido mesmo quando P não aparece no inı́cio da expressão:

SPAB

SPBC
=

SABP

SBCP
=

SBPA

SCPB
=

AB

BC
.

Teorema 1.1 (O TEOREMA DO CO-LADO) Se o ponto X �= P é a interseção das retas
←→
AP e

←→
BC, então

SABC

SPBC
=

AX

PX
.

A

B CX

P

Figura 1.5: O Teorema do co-lado: SABC/SPBC = AX/PX .

Demonstração: Pela Proposição 1.5 temos

(a) B, X e C são colineares e A não pertence à reta
←→
BC, logo SABC/SABX = BC/BX .

(b) A, P e X são colineares e B não pertence à reta
←→
AP, logo SABX/SPBX = AX/PX .

(c) B, X e C são colineares e P não pertence à reta
←→
BC, logo SPBX/SPBC = BX/BC. Daı́,

SABC

SPBC
=

SABC

SABX
· SABX

SPBX
· SPBX

SPBC
=

BC

BX
· AX

PX
· BX

BC
=

AX

PX
.

O Teorema do co-lado (que é aplicado a triângulos com um lado comum) nos fornece uma

relação entre a área do triângulo ΔABC e a área do sub-triângulo ΔPBC. Observe na Figura 1.5

os triângulos ΔABC e ΔPBC (BC é um lado comum) e o ponto X =
←→
AP∩←→BC. Assim, a equação

SABC

SPBC
=

AX

PX

nos diz que, em ocorrendo as condições anteriores, podemos substituir uma razão entre medidas

de segmentos orientados envolvendo o ponto X por uma razão entre áreas com sinal onde X não
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aparece, isto é, podemos usar a equação para eliminar X daquela expressão (que será substituı́do

por BC).

A ferramenta básica para atacar problemas de geometria é a semelhança (ou congruência)

de triângulos. Contudo, nem sempre é óbvio identificar quais triângulos são semelhantes na

configuração geométrica descrita pelo problema. Para obter triângulos semelhantes, lança-se

mão de retas auxiliares nada intuitivas. Nessas configurações geométricas, é muito mais fácil

encontrar triângulos com um lado comum do que triângulos semelhantes.

O próximo resultado é apenas uma outra forma de se escrever o Teorema do co-lado e ele

será muito conveniente para os cálculos e demonstrações das próximas seções.

Corolário 1.1 Se um ponto P não pertence a qualquer dos lados de um triângulo ΔABC

e a reta
←→
AP corta a reta

←→
BC em X , então

SPAB

SPCA
=

BX

XC
.

A

B C

P

X

Z
Y

Demonstração: Perceba na figura que os triângulos ΔBPA e ΔCPA têm o lado
←→
PA em comum.

Como X �= C e X =
←→
BC∩←→PA, temos pelo Teorema do co-lado que

SBPA

SCPA
=

BX

CX
.

Daı́ e do fato que SBPA = SPAB, SCPA =−SPCA e CX =−XC, temos que

SPAB

SPCA
=

SBPA

−SCPA
=

BX

−CX
=

BX

XC
.
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1.6 Teorema de Ceva

Este teorema foi demonstrado pelo matemático italiano Giovanni Ceva (1648-1734) e com

ele é possı́vel unificar vários resultados como a concorrência das medianas, bissetrizes e alturas

de um triângulo. Retas em um triângulo que ligam um vértice com um ponto do lado oposto

são denominadas cevianas do triângulo (assim, medianas, bissetrizes e alturas são cevianas). O

Teorema de Ceva estabelece uma condição necessária e suficiente para que três cevianas de um

triângulo sejam concorrentes.

Teorema 1.2 (CEVA) Sejam X , Y e Z pontos situados, respectivamente, sobre os lados

BC, CA e AB de um triângulo ΔABC.

As cevianas AX , BY e CZ são concorrentes

se, e somente se,

AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
= 1.

Demonstração: (⇒) Suponha que as retas
←→
AX ,
←→
BY e

←→
CZ sejam concorrentes em P, conforme a

figura abaixo.
A

B C

P

X

Y
Z

Pelo Corolário 1.1, temos que

BX

XC
=

SPAB

SPCA
,

CY

YA
=

SPBC

SPAB
e

AZ

ZB
=

SPCA

SPBC

⇓
AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
=

SPCA

SPBC
· SPAB

SPCA
· SPBC

SPAB
= 1.
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(⇐) Admita que
AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
= 1

e suponha, para uma contradição, que AX , BY e CZ não são concorrentes. Tomando Z ′ sobre
←→
AB tal que

←→
CZ ′ passa por P =

←→
AX ∩←→BY , podemos aplicar o resultado que demonstramos em (⇒)

para garantir que
AZ ′

Z ′B
· BX

XC
·CY

YA
= 1.

A

B C

P

X

Z '
Y

Z

Daı́ e da hipótese, temos

AZ ′

Z ′B
· BX

XC
·CY

YA
=

AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
⇒ AZ ′

Z ′B
=

AZ

ZB
,

de onde podemos afirmar que Z ′ e Z dividem AB na mesma razão. Daı́ e da unicidade do

ponto divisor, concluı́mos que Z ′ = Z e como CZ′ passa pelo ponto P, então CZ passa por P, o

que caracteriza uma contradição por negar a hipótese, mostrando assim que AX , BY e CZ são

concorrentes.

Evidentemente, o teorema que acabamos de demonstrar não é válido para qualquer escolha

dos pontos A, B, C e P. Por exemplo, o triângulo ΔABC deve ser não-degenerado (SABC �= 0) e

o ponto P deve ser tal que as interseções X , Y e Z sejam todas normais (existe apenas um ponto

de interseção entre cada par de retas, de forma que X , Y e Z estejam bem definidos). Estas

condições são denominadas condições de não-degenerescência do teorema.

Exemplo 1.3 Mostraremos que as medianas, as bissetrizes internas e as alturas de um triângulo

são concorrentes.

Suponhamos, para os três casos, que

|BC|= a, |CA|= b, |AB|= c, ha, hb e hc

são as medidas euclidianas dos lados e das alturas de um triângulo ΔABC.
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(1) Quando as cevianas
←→
AX ,
←→
BY e

←→
CZ são medianas, X , Y e Z são pontos médios dos lados do

triângulo ΔABC, valendo os dados abaixo, de onde obtemos

AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
=

AB/2

AB/2
· BC/2

BC/2
·CA/2

CA/2
= 1.

A

B CX

YZ
G

a
2

a
2

b
2

b
2

c
2

c
2

o que mostra que as medianas são concorrentes. O baricentro, ponto G de encontro das

medianas, é o centro X(2) em ETC.

(2) Usando o teorema da bissetriz interna no triângulo ΔABC, obtemos as igualdades

|BX |
c

=
|XC|

b
= k1,

|CY |
a

=
|YA|

c
= k2 e

|AZ|
b

=
|ZB|

a
= k3,

onde k1, k2 e k3 são números reais não-nulos, justificando os dados da figura seguinte. Daı́,∣∣∣∣AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA

∣∣∣∣=
∣∣∣∣b · k3

a · k3
· c · k1

b · k1
· a · k2

c · k2

∣∣∣∣= 1 ⇒ AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
= 1,

pois, como AZ/ZB > 0, BX/XC > 0 e CY/YA > 0 (para qualquer orientação dos lados),

fica eliminada a hipótese deste produto ser igual a −1, mostrando assim que as bissetrizes

internas também são concorrentes. O incentro, ponto I de encontro das bissetrizes internas,

é o centro X(1) em ETC.

A

B C

I

X

Y
Z

b k3.
c k2.

a k2.a k3.

c k1. b k1.
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(3) Quando o triângulo é retângulo, as três alturas (a altura relativa à hipotenusa e os dois

catetos) encontram-se no ângulo reto. Neste caso, as três alturas são concorrentes. Para

triângulos não retângulos, como tgB = ha/|BX |, valem os dados abaixo, de onde obtemos∣∣∣∣AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA

∣∣∣∣=
∣∣∣∣hc/ tgA
hc/ tgB

· ha/ tgB
ha/ tgC

· hb/ tgC
hb/ tgA

∣∣∣∣= 1 ⇒ AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
= 1,

pois, como os três fatores são positivos (triângulo acutângulo) ou um é positivo e dois são

negativos (triângulo obtusângulo), fica eliminada a hipótese desse produto ser igual a −1,

mostrando assim que as alturas são concorrentes. O ortocentro, ponto H de encontro das

alturas, é o centro X(4) em ETC.

B C

Y

H

X

Z

A

B C

Y

H

X

Z

h
tgB
a h

tgC
a

h
tgC
b

h
tgA
b

h
tgA
c

h
tgB
c

A

Observação 1.4 Em se tratando de mostrar que mediatrizes são concorrentes, não podemos

aplicar o teorema de Ceva, pois mediatrizes não são cevianas. Para isso, tomemos na Figura 1.6

o triângulo ΔDEF , denominado triângulo medial, cujos vértices são os pontos médios dos lados

do triângulo de referência ΔABC.

A

B C

F

D

E

O

Figura 1.6: Circuncentro O como ortocentro do triângulo medial.
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Como os lados do triângulo medial ΔDEF são paralelos aos lados do triângulo de referência

ΔABC, as mediatrizes dos lados do triângulo ΔABC são também perpendiculares aos lados do

triângulo medial ΔDEF . Assim, as mediatrizes dos lados do triângulo de referência ΔABC são

também alturas do triângulo medial ΔDEF e, portanto, concorrentes. O circuncentro, ponto O

de encontro das mediatrizes, é o centro X(3) em ETC.

Exemplo 1.4 Mostraremos que, se G é o baricentro do triângulo ΔABC, então os sub-triângulos

ΔGBC, ΔGCA e ΔGAB são equivalentes, isto é, eles possuem a mesma área (euclidiana).

B C

A

D

G

B C

A

F

G

Seja G o baricentro do triângulo ΔABC de área S = SABC. Do Corolário 1.1, temos

SGAB

SGCA
=

BD

DC
= 1 e

SGCA

SGBC
=

AF

FB
= 1 ⇒ SGAB = SGCA = SGBC =

S

3
.

Exemplo 1.5 Mostraremos que os pés das bissetrizes interna e externa traçadas do vértice A de

um triângulo ΔABC dividem harmonicamente o lado oposto BC.

A

B

c

C

b

M N

Aplicando-se os teoremas da bissetriz interna e da bissetriz externa à figura anterior, temos que

BM

MC
=

c
b

e
BN

NC
=−c

b

⇓
BM

MC
=−BN

NC
,

mostrando que M e N são conjugados harmônicos em relação ao segmento orientado BC.
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2 Coordenadas baricêntricas

A figura abaixo mostra as coordenadas cartesianas dos vértices do triângulo ΔABC e dos

pontos P, R, Q e T .

A=(2,5)

B=(1,2)

C=(6,1)

O

P=(2,3)

x

y

1 2 6

2

3

5

1

4

3 4 5

Q=(5,4)

T=(0,5)

R=(4,1)

A média ponderada MP dos vértices A, B e C com pesos 3, 4 e 1 é

MP =
3A+4B+1C

3+4+1
=

3(2,5)+4(1,2)+1(6,1)
8

=
(16,24)

8
= (2,3) = P

o que nos permite, tomando o triângulo ΔABC como referência, associar ao ponto P o terno

ordenado de números reais formado por aqueles pesos, escrevendo P = (3 : 4 : 1).

Da igualdade

R = (4,1) =
−1(2,5)+4(1,2)+5(6,1)

8
=
−1A+4B+5C
−1+4+5

,

temos que R é média ponderada de A, B e C com pesos −1, 4 e 5 o que nos permite, tomando o

triângulo ΔABC como referência, escrever R = (−1 : 4 : 5). De forma análoga, verifica-se que

• Q = (7 :−4 : 5), ou seja, Q é média ponderada de A, B e C com pesos 7, −4 e 5 e

• T = (7 : 4 :−3), ou seja, T é média ponderada de A, B e C com pesos 7, 4 e −3.
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De forma geral, para pesos u, v e w, com u + v + w �= 0, o ponto P obtido pela média

ponderada de A, B e C com estes pesos é dado por

P =
uA+ vB+wC

u+ v+w
.

2.1 Definição de coordenadas baricêntricas

Definição 2.1 (COORDENADAS BARICÊNTRICAS) Sejam A, B e C os vértices de um

triângulo ΔABC e P um ponto do plano. Dizemos que u, v e w são as coordenadas

baricêntricas de P em relação ao triângulo ΔABC se

P =
uA+ vB+wC

u+ v+w
,

isto é, se o ponto P pode ser obtido como média ponderada dos vértices A, B e C com

pesos u, v e w, respectivamente. Desta maneira, o ponto P passa a ser identificado por

esses pesos e, neste caso, usaremos a notação

P = (u : v : w).

Um mesmo ponto P pode ser representado por mais de uma tripla de coordenadas ba-

ricêntricas. Por exemplo, se P = (2 : 5 : 3) e Q = (2k : 5k : 3k), com k �= 0, então P = Q. De

fato:

Q =
2k A+5k B+3kC

2k +5k +3k
=

2A+5B+3C
2+5+3

= P.

A próxima proposição mostra que qualquer outra tripla de coordenadas baricêntricas para

o ponto P deve ser obrigatoriamente da forma Q = (2k : 5k : 3k), com k �= 0.

Proposição 2.1 Sejam P1 = (u1 : v1 : w1) e P2 = (u2 : v2 : w2) as coordenadas ba-

ricêntricas dos pontos P1 e P2 em relação a um triângulo de referência ΔABC.

P1 = P2

se, e somente se,

existe um número real não nulo k tal que u2 = ku1, v2 = kv1 e w2 = kw1.

Demonstração: Sejam P1 = (u1 : v1 : w1) e P2 = (u2 : v2 : w2) as coordenadas baricêntricas

dos pontos P1 e P2 em relação a um triângulo de referência ΔABC de área S e P = (u : v : w)
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as coordenadas baricêntricas de um ponto qualquer do plano. Com essas hipóteses podemos

escrever

(u+ v+w) ·P = uA+ vB+wC,

(u1 + v1 +w1) ·P1 = u1A+ v1B+w1C e

(u2 + v2 +w2) ·P2 = u2A+ v2B+w2C,

onde

u+ v+w �= 0, u1 + v1 +w1 �= 0 e u2 + v2 +w2 �= 0.

(⇒) Suponhamos P1 = P2.

Dessa hipótese temos que SPP1P2 = 0 ou seja

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xP1 yP1 1

xP2 yP2 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

uxA + vxB +wxC

u+ v+w
uyA + vyB +wyC

u+ v+w
1

u1xA + v1xB +w1xC

u1 + v1 +w1

u1yA + v1yB +w1yC

u1 + v1 +w1
1

u2xA + v2xB +w2xC

u2 + v2 +w2

u2yA + v2yB +w2yC

u2 + v2 +w2
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0.

Multiplicando-se as linhas por u+ v+w, u1 + v1 +w1 e u2 + v2 +w2, temos∣∣∣∣∣∣∣∣
uxA + vxB +wxC uyA + yvB +wyC u+ v+w

u1xA + v1xB +w1xC u1yA + v1yB +w1yC u1 + v1 +w1

u2xA + v2xB +w2xC u2yA + v2yB +w2yC u2 + v2 +w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
u v w

u1 v1 w1

u2 v2 w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

o que nos permite escrever∣∣∣∣∣∣∣∣
u v w

u1 v1 w1

u2 v2 w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
·2 ·SABC = 0 ⇒

∣∣∣∣∣∣∣∣
u v w

u1 v1 w1

u2 v2 w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

Como o determinante acima se anula para quaisquer valores de u, v e w (primeira linha), temos

que a terceira linha é múltipla da segunda, ou seja, existe um número real não-nulo k tal que

u2 = ku1, v2 = kv1 e w2 = kw1 ([5]).

(⇐) Suponha que existe um número real não nulo k tal que u2 = ku1, v2 = kv1 e w2 = kw1.

Dessa hipótese e da definição de coordenadas baricêntricas, temos que

P2 =
u2A+ v2B+w2C

u2 + v2 +w2
=

ku1 A+ kv1 B+ kw1C
ku1 + kv1 + kw1

=
u1 A+ v1 B+w1C

u1 + v1 +w1
= P1.



29

2.2 Coordenadas baricêntricas dos vértices, dos pontos mé-
dios dos lados e do baricentro do triângulo de referência

Usaremos a Definição 2.1 para calcular as coordenadas baricêntricas dos vértices A, B e C,

dos pontos médios D, E e F dos lados e do baricentro G do triângulo de referência ΔABC.

(1) Coordenadas baricêntricas dos vértices do triângulo de referência.

Como para o vértice A vale a igualdade

A =
1 ·A+0 ·B+0 ·C

1+0+0
,

concluı́mos que A é média ponderada dos vértices A, B e C com pesos 1, 0 e 0. Assim, as

coordenadas baricêntricas do vértice A são dadas por

A = (1 : 0 : 0).

Analogamente, temos B = (0 : 1 : 0) e C = (0 : 0 : 1).

(2) Coordenadas baricêntricas dos pontos médios dos lados do triângulo de referência.

Como para o ponto D (médio do lado BC) vale a igualdade

D =
B+C

2
=

0 ·A+1 ·B+1 ·C
0+1+1

,

concluı́mos que D é média ponderada dos vértices A, B e C com pesos 0, 1 e 1. Assim, as

coordenadas baricêntricas do ponto médio do lado BC são dadas por

D = (0 : 1 : 1).

Analogamente, temos E = (1 : 0 : 1) e F = (1 : 1 : 0).

(3) Coordenadas baricêntricas do baricentro G. Como, para o baricentro G vale a igualdade

G =
A+B+C

3
=

1 ·A+1 ·B+1 ·C
1+1+1

,

concluı́mos que o baricentro G é média ponderada dos vértices A, B e C com pesos 1, 1 e 1.

Assim, as coordenadas baricêntricas do baricentro G são dadas por G = (1 : 1 : 1).

Observação 2.1 Perceba que as coordenadas baricêntricas desses sete pontos não sofreriam

alteração caso mudássemos as coordenadas cartesianas dos vértices do triângulo de referência

ΔABC, pois elas não foram usadas no cálculo das coordenadas baricêntricas desses pontos.
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2.3 Relação entre coordenadas baricêntricas e área com sinal

Proposição 2.2 (COORDENADAS BARICÊNTRICAS E ÁREA COM SINAL) Sejam A, B

e C os vértices de um triângulo de referência ΔABC e P um ponto qualquer do plano. As

coordenadas baricêntricas do ponto P podem ser dadas por

P = (SPBC : SPCA : SPAB),

isto é, as coordenadas baricêntricas de um ponto são proporcionais às áreas com sinal

dos sub-triângulos que esse ponto P forma com os vértices A, B e C do triângulo de

referência ΔABC ou ainda, sendo P = (u : v : w), então u : v : w = SPBC : SPCA : SPAB.

Demonstração: Sejam A = (xA,yA), B = (xB,yB) e C = (xC,yC) as coordenadas cartesianas dos

vértices do triângulo ΔABC e P = (xP,yP) as coordenadas cartesianas de um ponto do plano.

Sabemos que a igualdade ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xP xP yP 1

xA xA yA 1

xB xB yB 1

xC xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

é verdadeira, pois a primeira coluna é igual à segunda.

Desenvolvendo o determinante pela primeira coluna, temos:

xP ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
− xA ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
+ xB ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xA yA 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
− xC ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xA yA 1

xB yB 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

⇓

xP ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
− xA ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
− xB ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xC yC 1

xA yA 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
− xC ·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP yP 1

xA yA 1

xB yB 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

⇓

xP · (2 ·SABC)− xA · (2 ·SPBC)− xB · (2 ·SPCA)− xC · (2 ·SPAB) = 0

⇓

SABC · xP = SPBC · xA +SPCA · xB +SPAB · xC. (∗)
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Analogamente, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

yP xP yP 1

yA xA yA 1

yB xB yB 1

yC xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

o que nos leva a

SABC · yP = SPBC · yA +SPCA · yB +SPAB · yC.

Daı́ e de (∗) temos

SABC ·P = SPBC ·A+SPCA ·B+SPAB ·C.

Daı́ e pela propriedade da decomposição da área com sinal (SABC = SPBC +SPCA +SPAB) vem

que

P =
SPBC ·A+SPCA ·B+SPAB ·C

SPBC +SPCA +SPAB
. (2.1)

A relação (2.1) nos diz que P é média ponderada dos vértices A, B e C com pesos SPBC, SPCA e

SPAB, mostrando que P = (SPBC : SPCA : SPAB).

Observação 2.2 Da relação (2.1) e do fato que a área de um triângulo é única e independente

da origem adotada para as coordenadas cartesianas dos vértices, concluı́mos que:

• Qualquer ponto P do plano pode ser escrito como média ponderada dos vértices do

triângulo de referência ΔABC.

• As coordenadas baricêntricas são invariantes por qualquer transformação rı́gida (como

rotações, translações e reflexões), já que essas preservam a área.

Na seqüência, usaremos a Proposição 2.2 para calcular as coordenadas baricêntricas dos

vértices, dos pontos médios dos lados e do baricentro do triângulo de referência, já obtidas

usando-se apenas a definição.

(1) Coordenadas baricêntricas dos vértices A, B e C do triângulo de referência ΔABC.

Substituindo-se na Proposição 2.2 o ponto P pelo ponto A, temos A = (SABC : SACA : SAAB).

Entretanto, como SABC = S e SACA = SAAB = 0, podemos escrever

A = (SABC : SACA : SAAB) = (S : 0 : 0) = (1 : 0 : 0).

Analogamente, B = (0 : 1 : 0) e C = (0 : 0 : 1).
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(2) Coordenadas baricêntricas dos pontos D, E e F , médios dos lados BC, CA e AB.

Substituindo-se na Proposição 2.2 o ponto P pelo ponto D, temos D = (SDBC : SDCA : SDAB).

Entretanto, como SDBC = 0 e SDCA = SDAB = S/2, podemos escrever

D = (SDBC : SDCA : SDAB) = (0 : S/2 : S/2) = (0 : 1 : 1).

Analogamente, E = (1 : 0 : 1) e F = (1 : 1 : 0).

(3) Coordenadas baricêntricas do baricentro G.

Substituindo-se na Proposição 2.2 o ponto P pelo ponto G, temos G = (SGBC : SGCA : SGAB).

Entretanto, como SGBC = SGCA = SGAB = S/3 (Exemplo 1.4 na página 25) , podemos es-

crever que

G = (SGBC : SGCA : SGAB) = (S/3 : S/3 : S/3) = (1 : 1 : 1).

2.4 Coordenadas baricêntricas de pontos sobre os lados do
triângulo de referência

Proposição 2.3 (COORDENADAS BARICÊNTRICAS DE PONTOS SOBRE OS LADOS DO

TRIÂNGULO DE REFERÊNCIA) Sejam X , Y e Z pontos do plano. Temos que:

(1) O ponto X pertence ao lado
←→
BC do ΔABC se, e somente se, X = (0 : XC : BX).

(2) O ponto Y pertence ao lado
←→
CA do ΔABC se, e somente se, Y = (CY : 0 : YA).

(3) O ponto Z pertence ao lado
←→
AB do ΔABC se, e somente se, Z = (ZB : AZ : 0).

B C

A

X
l

Z

Y

Demonstração: (⇒) Seja X um ponto pertencente ao lado
←→
BC do triângulo ΔABC. Dessa

hipótese, pela Proposição 1.5, vale que

X = (SXBC : SXCA : SXAB) = (0 : SXCA : SXAB) = (0 : XC : BX).
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(⇐) Suponha que X = (0 : XC : BX).

Neste caso, SXBC = 0 (primeira componente nula) o que garante que X , B e C são colineares.

Daı́, X pertence ao lado
←→
BC.

Deixamos a cargo do leitor as demonstrações das Proposições 2.3 (2) e 2.3 (3) que são análogas

à demonstração apresentada para o cálculo do ponto X .

Em particular, quando X , Y e Z são, respectivamente, os pontos médios D, E e F dos lados

do triângulo de referência ΔABC, temos que

BD = DC =
BC
2

, CE = EA =
CA
2

e AF = FB =
AB
2

Daı́ e da Proposição 2.3, concluı́mos que

D =
(

0 :
BC
2

:
BC
2

)
, E =

(
CA
2

: 0 :
CA
2

)
e F =

(
AB
2

:
AB
2

: 0

)

⇓

D = (0 : 1 : 1), E = (1 : 0 : 1) e F = (1 : 1 : 0).

2.5 Coordenadas baricêntricas do incentro

Observe na figura seguinte, onde a, b e c são as medidas euclidianas dos lados e r é o raio

do cı́rculo inscrito no triângulo ΔABC, que

SIBC = +
a · r
2

, SICA = +
b · r
2

e SIAB = +
c · r
2

.

A

B C

I

r

r

r

a

bc

Daı́ e da Proposição 2.2, concluı́mos que

I = (SIBC : SICA : SIAB) =
(

a · r
2

:
b · r
2

:
c · r
2

)
= (a : b : c).
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2.6 Coordenadas baricêntricas do circuncentro

Observe na figura seguinte, onde R é o raio do cı́rculo circunscrito ao triângulo ΔABC, que

SOBC = +
R2 · sen(2A)

2
=

R2 ·2 · senA · cosA
2

= R2 · senA · cosA

e, analogamente, SOCA = R2 · senB · cosB e SOAB = R2 · senC · cosC.

A

R R
2A

A

B C

O

Daı́ concluı́mos que

O = (SOBC : SOCA : SOAB)

= (R2 · senA · cosA : R2 · senB · cosB : R2 · senC · cosC)

= (R · senA · cosA : R · senB · cosB : R · senC · cosC).

O teorema dos senos (a/senA = 2R) e o teorema dos cossenos
(
a2 = b2 + c2−2bccosA

)
nos permitem escrever que

2R · senA = a e cosA =
−a2 +b2 + c2

2bc
,

com equações análogas para os ângulos B e C. Assim, temos que

O = (2R · senA · cosA : 2R · senB · cosB : 2R · senC · cosC)

=
(

a ·
(−a2 +b2 + c2

2bc

)
: b ·

(
a2−b2 + c2

2ac

)
: c ·

(
a2 +b2− c2

2ab

))

=
(

a2 · (−a2 +b2 + c2)
2abc

:
b2 · (a2−b2 + c2)

2abc
:

c2 · (a2 +b2− c2)
2abc

)
.

Multiplicando-se esta última equação por 2abc, temos que

O =
(
a2 (−a2 +b2 + c2) : b2 (a2−b2 + c2) : c2 (a2 +b2− c2)) .
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2.7 Coordenadas baricêntricas dos ex-incentros

A figura seguinte mostra um cı́rculo tangente ao lado BC (|BC|= a) e aos prolongamentos

dos outros dois lados (|CA| = b e |AB| = c) do triângulo de referência ΔABC. Este cı́rculo

e seu centro IA são denominados, respectivamente, cı́rculo ex-inscrito ao triângulo ΔABC e

ex-incentro, relativos ao lado BC. Sendo ra o seu raio, temos que

SIABC =−a · ra

2
, SIACA = +

b · ra

2
e SIAAB = +

c · ra

2
.

B

C

A

a

c

b

I

r

A

a

ra

ra

Daı́ concluı́mos que

IA = (SIABC : SIACA : SIAAB) =
(
−a · ra

2
:

b · ra

2
:

c · ra

2

)
= (−a : b : c).

Analogamente, IB = (a :−b : c) e IC = (a : b :−c).

2.8 Coordenadas baricêntricas do centro de Spieker

O cı́rculo de Spieker de um triângulo de referência ΔABC é o cı́rculo inscrito no seu

triângulo medial ΔDEF . O centro de Spieker, classificado como X(10) em ETC, nada mais

é do que o centro deste cı́rculo.

A

B C

E

D

F

S

a/2

b/2
c/2

p



36

As coordenadas baricêntricas do incentro I de um triângulo ΔABC de lados a, b e c são

dadas por I = (a : b : c). Daı́ e da definição de coordenadas baricêntricas podemos afirmar que

(a+b+ c) · I = a ·A+b ·B+ c ·C.

Pelo fato de Sp ser o incentro do triângulo medial ΔDEF de lados a/2, b/2 e c/2, podemos

então afirmar que (
a
2

+
b
2

+
c
2

)
·Sp =

a
2
·D+

b
2
·E +

c
2
·F

⇓

(a+b+ c) ·Sp = a ·D+b ·E + c ·F.

⇓

2p ·Sp = a ·
(

B+C
2

)
+b ·

(
C +A

2

)
+ c ·

(
A+B

2

)
⇓

4p ·Sp = (b+ c) ·A+(c+a) ·B+(a+b) ·C.

Como (b+ c)+(c+a)+(a+b) = 2a+2b+2c = 4p, temos que

Sp =
(b+ c) ·A+(c+a) ·B+(a+b) ·C

(b+ c)+(c+a)+(a+b)

ou seja, Sp é média ponderada dos vértices do triângulo de referência ΔABC com pesos b + c,

c+a e a+b. Daı́ e da Definição 2.1, as coordenadas baricêntricas do centro de Spieker Sp são

dadas por

Sp = (b+ c : c+a : a+b) = (2p−a : 2p−b : 2p− c).

Para os cálculos das coordenadas baricêntricas do incentro, do circuncentro, dos ex-incen-

tros e do centro de Spieker feitos anteriormente, mais uma vez consideramos casos particulares

de figuras, tomando o triângulo ΔABC orientado no sentido anti-horário. Eles bastam para

demonstrar o caso geral, pois pela Observação 1.3 na página 17, se uma relação (polinomial)

é verdadeira para apenas um dos sete casos, ela é verdadeira para todos os casos. No resto do

texto, usaremos esta técnica sem avisar explicitamente ao leitor.

Perceba também que, caso mudássemos a orientação do triângulo de referência ΔABC,

as coordenadas baricêntricas de todos os pontos calculados teriam o sinal invertido. Multipli-

cando-as por k = −1, obterı́amos as mesmas expressões encontradas acima e isto não altera as

coordenadas baricêntricas em virtude da Proposição 2.1 na página 27.
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Proposição 2.4 A soma das coordenadas baricêntricas do circuncentro

O =
(
a2 (−a2 +b2 + c2) : b2 (a2−b2 + c2) : c2 (a2 +b2− c2))

é dada por 4D2, onde D é o dobro da área com sinal S do triângulo de referência ΔABC.

Demonstração: Representando-se por t a soma das coordenadas do circuncentro, temos

t = a2 (−a2 +b2 + c2)+b2 (a2−b2 + c2)+ c2 (a2 +b2− c2)
= 2a2b2 +2a2c2 +2b2c2−a4−b4− c4 (2.2)

= (a+b+ c) · (−a+b+ c) · (a−b+ c) · (a+b− c)

= 2p ·2(p−a) ·2(p−b) ·2(p− c)

= 16 ·S2

= 4(2S)2

= 4D2.

Observação 2.3 Da Proposição 2.4 e da relação 2.2, destacamos a igualdade

4D2 = 2a2b2 +2a2c2 +2b2c2−a4−b4− c4

que será usada no cálculo das coordenadas baricêntricas de vários centros do triângulo.

2.9 Coordenadas baricêntricas homogêneas e exatas

Seja P um ponto tal que SPBC = 5, SPCA = 3 e SPAB = 1. Neste caso, pela propriedade da

decomposição da área com sinal, a área do triângulo de referência é

SABC = SPBC +SPCA +SPAB = 5+3+1 = 9

e podemos ainda escrever que

P = (SPBC : SPCA : SPAB) = (5 : 3 : 1) = (−5 :−3 :−1) = (5π : 3π : π) =
(

5
9

:
3
9

:
1
9

)
= · · ·

e observar que, entre todas as possibilidades de representação das coordenadas baricêntricas

deste ponto P, o terno ordenado (5 : 3 : 1) é o único que possui as três componentes iguais às

áreas com sinal dos sub-triângulos e o terno ordenado (5/9 : 3/9 : 1/9) é o único cuja soma das

componentes é igual a 1.
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Definição 2.2 Sejam A, B e C os vértices do triângulo de referência ΔABC. Se P é um

ponto de coordenadas baricêntricas P = (u : v : w), suas coordenadas baricêntricas serão

denominadas

(1) Exatas ou areais, quando u = SPBC, v = SPCA e w = SPAB. Neste caso, pela proprie-

dade da decomposição da área com sinal, teremos que u+ v+w = SABC.

(2) Homogêneas, quando u+ v+w = 1.

Na seqüência, usaremos a Definição 2.2 para obter as coordenadas baricêntricas exatas dos

vértices A, B e C, dos pontos médios dos lados D, E e F , do baricentro G, do incentro I e do

circuncentro O do triângulo de referência ΔABC.

(1) Coordenadas baricêntricas exatas dos vértices.

Como SABC = S e SACA = SAAB = 0, temos que A = (SABC : SACA : SAAB) = (S : 0 : 0).

Analogamente, B = (0 : S : 0) e C = (0 : 0 : S).

(2) Coordenadas baricêntricas exatas dos pontos D, E e F , médios dos lados.

Como SDBC = 0 e SDCA = SDAB = S/2, temos que

D = (SDBC : SDCA : SDAB) =
(

0 :
S

2
:
S

2

)
.

Analogamente, E = (S/2 : 0 : S/2) e F = (S/2 : S/2 : 0).

(3) Coordenadas baricêntricas exatas do baricentro.

Como SGBC = SGCA = SGAB = S/3, temos que

G = (SGBC : SGCA : SGAB) =
(

S

3
:
S

3
:
S

3

)
.

(4) Coordenadas baricêntricas exatas do incentro.

Como SIBC = a · r/2, SICA = b · r/2 e SIAB = c · r/2, temos que

I = (SIBC : SICA : SIAB) =
(

a · r
2

:
b · r
2

:
c · r
2

)
.

(5) Coordenadas baricêntricas exatas do circuncentro.

Como SOBC = (R2 · sen2A)/2, SOCA = (R2 · sen2B)/2 e SOAB = (R2 · sen2C)/2, temos que

O = (SOBC : SOCA : SOAB) =
(

R2 · sen2A
2

:
R2 · sen2B

2
:

R2 · sen2C
2

)
.
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Proposição 2.5 Seja P um ponto do plano de coordenadas baricêntricas P = (u : v : w).

Se u+ v+w �= 0, então as coordenadas baricêntricas homogêneas de P são dadas por

P =
(

u
u+ v+w

:
v

u+ v+w
:

w
u+ v+w

)
.

Demonstração: Somando-se as coordenadas baricêntricas do ponto P, temos

u
u+ v+w

+
v

u+ v+w
+

w
u+ v+w

=
u+ v+w
u+ v+w

= 1,

mostrando que essas coordenadas baricêntricas do ponto P estão na forma homogênea.

Observação 2.4 A Proposição 2.5 mostra que se a soma das coordenadas baricêntricas de um

ponto não é nula, é sempre possı́vel obter as coordenadas baricêntricas homogêneas deste ponto,

bastando para isso dividir cada componente pela soma das três.

Na seqüência, usaremos a Proposição 2.5 e a Definição 2.2 para obter as coordenadas ba-

ricêntricas homogêneas dos pontos médios dos lados D, E e F , do baricentro G, do incentro I,

do circuncentro O e dos ex-incentros IA, IB e IC do triângulo de referência ΔABC.

(1) Coordenadas baricêntricas homogêneas dos pontos médios dos lados.

Como D = (0 : 1 : 1) e a soma de suas coordenadas baricêntricas é 2, as coordenadas ba-

ricêntricas homogêneas do ponto médio da lado BC são

D =
(

0 :
1
2

:
1
2

)
.

Analogamente, E = (1/2 : 0 : 1/2) e F = (1/2 : 1/2 : 0).

(2) Coordenadas baricêntricas homogêneas do baricentro.

Como G = (1 : 1 : 1) e a soma de suas coordenadas baricêntricas é 3, as coordenadas ba-

ricêntricas homogêneas do baricentro são

G =
(

1
3

:
1
3

:
1
3

)
.

(3) Coordenadas baricêntricas homogêneas do incentro.

Como I = (a : b : c) e a soma de suas coordenadas homogêneas é 2p, temos que

I =
(

a
2p

:
b

2p
:

c
2p

)
.
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(4) Coordenadas baricêntricas homogêneas do circuncentro.

Como O =
(
a2 (−a2 +b2 + c2) : b2 (a2−b2 + c2) : c2 (a2 +b2− c2)) e a soma de suas co-

ordenadas é 4D2, temos que

O =

(
a2
(−a2 +b2 + c2

)
4D2 :

b2
(
a2−b2 + c2

)
4D2 :

c2
(
a2 +b2− c2

)
4D2

)
.

(5) Coordenadas baricêntricas homogêneas dos ex-incentro.

Como IA = (−a : b : c) e a soma de suas coordenadas baricêntricas é 2(p−a), temos que

IA =
( −a

2(p−a)
:

b
2(p−a)

:
c

2(p−a)

)
,

com IB =
(

a
2(p−b)

:
−b

2(p−b)
:

c
2(p−b)

)
e IC =

(
a

2(p− c)
:

b
2(p− c)

:
−c

2(p− c)

)
.

Observação 2.5 Note que as coordenadas baricêntricas do baricentro, incentro e circuncentro

possuem uma particularidade: as duas últimas componentes são obtidas a partir da primeira

fazendo-se permutações. Mais precisamente, se a primeira componente é dada por f (a,b,c),

então as outras duas são dadas por f (b,c,a) e f (c,a,b). Isto acontece porque o baricentro,

incentro e ortocentro não dependem da maneira como os vértices do triângulo de referência são

nomeados. Esta propriedade valerá para qualquer ponto com esta caracterı́stica e será usada

com freqüência nos cálculos que faremos de outros centros do triângulo. Observe também

que os ex-incentros e os pontos médios dos lados do triângulo de referência não possuem esta

propriedade e este é um dos motivos deles não estarem catalogados em ETC. Para mais detalhes

sobre as propriedades da função f , veja [10].

2.10 Ponto no infinito

A Definição 2.1 (página 27) pressupõe que a soma das coordenadas baricêntricas seja di-

ferente de zero. Contudo, será útil considerarmos o caso em que esta soma seja igual a zero,

o que nos leva à definição seguinte.

Definição 2.3 (PONTO NO INFINITO) Seja P um ponto com coordenadas baricêntricas

P = (u : v : w). Dizemos que P é um ponto no infinito se u+ v+w = 0.

No Apêndice A apresentamos uma interpretação geométrica para pontos no infinito usando,

para isto, coordenadas homogêneas. É importante observar que pontos no infinito não são
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pontos do plano euclidiano mas, sim, abstrações que dão consistência às operações sobre pontos

que serão definidas a seguir.

2.11 Operações com coordenadas baricêntricas

Definição 2.4 Sejam P1 e P2 pontos com coordenadas baricêntricas P1 = (u1 : v1 : w1) e

P2 = (u2 : v2 : w2). Ao ponto P de coordenadas baricêntricas

P = P1 +P2 = (u1 +u2 : v1 + v2 : w1 +w2)

denominamos soma de P1 e P2.

Observação 2.6 A soma de dois pontos que não estão no infinito pode ser um ponto no infinito.

De fato. Se P1 = (2 : 3 : 5) e P2 = (−6 :−1 : −3), então P = P1 +P2 = (−4 : 2 : 2), que é um

ponto cuja soma das coordenadas baricêntricas é nula. É por este motivo que se faz necessário

introduzir o conceito de pontos no infinito. Sem eles, a operação de adição não seria fechada.

Note também que a soma de dois pontos no infinito é um ponto no infinito e que a soma de um

ponto que não está no infinito com um ponto que está no infinito é um ponto que não está no

infinito.

Definição 2.5 Sejam k um número real e P1 um ponto com coordenadas baricêntricas

P1 = (u1 : v1 : w1). Ao ponto P de coordenadas baricêntricas

P = k ·P1 = (k ·u1 : k · v1 : k ·w1)

denominamos multiplicação de P1 pelo escalar k.

Perceba que quando k �= 0, então P = k ·P1 = (k · u1 : k · v1 : k ·w1) = (u1 : v1 : w1) = P1 e

quando k = 0, temos, naturalmente, que P = k ·P1 = (0 : 0 : 0).

Definição 2.6 Sejam P1 e P2 pontos com coordenadas baricêntricas P1 = (u1 : v1 : w1) e

P2 = (u2 : v2 : w2). Ao ponto P de coordenadas baricêntricas

P = P1−P2 = P1 +(−1) ·P2 = (u1−u2 : v1− v2 : w1−w2)

denominamos de diferença de P1 e P2.
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Observação 2.7 Quando as somas das coordenadas baricêntricas de dois pontos são iguais,

dizemos que esses pontos estão com as coordenadas baricêntricas balanceadas. Assim, a

diferença de dois pontos com coordenadas baricêntricas balanceadas é um ponto no infinito.

De fato, pois

u1 + v1 +w1 = u2 + v2 +w2 = s ⇒ (u1−u2)+(v1− v2)+(w1−w2) = s− s = 0.

2.12 Ponto divisor de um segmento em uma dada razão

A proposição seguinte tem por objetivo determinar as coordenadas baricêntricas do ponto

que divide um segmento orientado em uma dada razão. Assim, conhecidas as coordenadas

baricêntricas das extremidades P e Q de um segmento orientado PQ e a razão k em que um ponto

X da reta
←→
PQ divide este segmento orientado, teremos um método algébrico muito importante

com o qual poderemos calcular as coordenadas baricêntricas do ponto X .

Proposição 2.6 Sejam P e Q dois pontos distintos com coordenadas baricêntricas ba-

lanceadas e que não estão no infinito, X um ponto da reta
←→
PQ com X distinto de Q e k

um número real. Então

X divide PQ na razão k se, e somente se, X = P+ k ·Q.

Demonstração: (⇒) Considere k um número real diferente de −1. Supondo P e Q pontos

distintos com somas das coordenadas baricêntricas r, r �= 0 e X um ponto da reta
←→
PQ , X distinto

de Q com soma das coordenadas baricêntricas s, s �= 0, podemos concluir que

P =
(

r · SPBC

SABC
: r · SPCA

SABC
: r · SPAB

SABC

)
, Q =

(
r · SQBC

SABC
: r · SQCA

SABC
: r · SQAB

SABC

)
e

X =
(

s · SXBC

SABC
: s · SXCA

SABC
: s · SXAB

SABC

)
.

Como os cálculos se repetem, vamos trabalhar somente com as primeiras componentes uP, uQ

e uX das coordenadas baricêntricas de P, Q e X , onde teremos

uP = r · SPBC

SABC
, uQ = r · SQBC

SABC
e uX = s · SXBC

SABC

⇓

SPBC = SABC · uP

r
, SQBC = SABC · uQ

r
e SXBC = SABC · uX

s
. (∗)

Agora, denotando-se XQ por t, segue-se da hipótese que PX = k ·XQ = k · t. Como P, X e Q
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são colineares e B e C não pertencem à reta
←→
PQ , temos pela Proposição 1.5 (página 18) que:

SPCX

SPCQ
=

PX

PQ
=

t · k
t + t · k =

k
1+ k

e
SPXB

SPQB
=

PX

PQ
=

t · k
t + t · k =

k
1+ k

⇓

SPCX =
(

k
1+ k

)
·SPCQ e SPXB =

(
k

1+ k

)
·SPQB (1)

A

B C

P

Q

X

t k

t

.

Usando-se a relação 1.1 (página 12), tendo ΔXBC como triângulo de referência, segue-se que

SXBC = SPBC +SPCX +SPXB. (2)

Do mesmo modo, considerando-se agora ΔQBC como triângulo de referência, temos que

SQBC = SPBC +SPCQ +SPQB ⇒ SPCQ +SPQB = SQBC−SPBC. (3)

Substituindo-se (1) em (2), obtemos que

SXBC = SPBC +
(

k
1+ k

)
·SPCQ +

(
k

1+ k

)
·SPQB = SPBC +

(
k

1+ k

)
· (SPCQ +SPQB).

Daı́ e de (3), temos que

SXBC = SPBC +
(

k
1+ k

)
· (SQBC−SPBC).

Daı́ e de (∗), temos que

���SABC · uX

s
=���SABC · uP

r
+
(

k
1+ k

)
· (���SABC · uQ

r
−���SABC · uP

r
).

Logo,
r
s
·uX = uP +

(
k

1+ k

)
(uQ−uP) =

(
1

1+ k

)
uP +

(
k

1+ k

)
uQ.
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Portanto,
r
s
· (1+ k) ·uX = uP + k ·uQ.

Analogamente, temos

r
s
· (1+ k) · vX = vP + k · vQ e

r
s
· (1+ k) ·wX = wP + k ·wQ,

acarretando que

X = (uX : vX : wX)

=
(r

s
· (1+ k) ·uX :

r
s
· (1+ k) · vX :

r
s
· (1+ k) ·wX

)
= (uP + k ·uQ : vP + k · vQ : wP + k ·wQ)

= (uP : vP : wP)+(k ·uQ : k · vQ : k ·wQ)

= P+ k ·Q.

Isto encerra o caso k �=−1. Considere agora k =−1. Para esta hipótese, a fórmula X = P+k ·Q
também é verdadeira, pois para k =−1, temos X = P+(−1) ·Q = P−Q e, como as coordenadas

baricêntricas de P e Q estão balanceadas, X é um ponto no infinito.

(⇐) Suponhamos X = P+k ·Q e seja X ′ o ponto que divide PQ na razão k. Temos de (⇒)

que X ′ = P+ k ·Q. Da unicidade do ponto divisor, segue-se que X ′ = X . Assim, X divide PQ

na razão k, o que demonstra o resultado.

Corolário 2.1 Sejam P e Q dois pontos distintos com coordenadas baricêntricas balan-

ceadas e X um ponto da reta
←→
PQ com X distinto de Q e k um número real.

X é ponto médio de PQ se, e somente se, X = P+Q.

Demonstração: X é ponto médio de PQ ⇔ PX

XQ
= 1 ⇔ X = P+Q.

2.13 Coordenadas baricêntricas de T = X(55)

Seja T o ponto que divide internamente o segmento OI na razão k = R/r. Na sequência,

calcularemos as coordenadas baricêntricas deste ponto que é classificado em ETC como X(55).

Primeiramente, precisamos balancear as coordenadas baricêntricas dos pontos I = (a : b : c) e

O =
(
a2
(−a2 +b2 + c2

)
: b2

(
a2−b2 + c2

)
: c2

(
a2 +b2− c2

))
. Como as somas das coordena-
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das baricêntricas de O e de I são, respectivamente, 4D2 e 2p, tomemos

O =

(
a2
(−a2 +b2 + c2

)
4D2 :

b2
(
a2−b2 + c2

)
4D2 :

c2
(
a2 +b2− c2

)
4D2

)
e I =

(
a

2p
:

b
2p

:
c

2p

)
,

ambos com a soma das coordenadas baricêntricas igual a 1 (forma homogênea).

Em segundo lugar, como a área S de um triângulo de perı́metro 2p e lados a, b e c é

S =
abc
4R

ou S = p · r ou S2 = p(p−a)(p−b)(p− c),

onde R e r são os raios dos cı́rculos circunscrito e inscrito nesse triângulo e 2 ·S = |D|, vem que

k =
R
r

=
(abc)/(4S)

S/p
=

abc
4S
· p

S
=

abcp
(2S)2 =

abcp
|D|2 =

abcp
D2

e, finalmente, com as coordenadas baricêntricas de O e I balanceadas e sendo OT/T I = k,

temos, pela Proposição 2.6, que T = O+ k · I, acarretando uT = uO + k ·uI. Daı́,

uT =
a2
(−a2 +b2 + c2

)
4D2 +

abc�p
D2 ·

a
2�p

=
a2
(−a2 +b2 + c2

)
+2a2bc

4D2

=
a2

4D2 ·
(−a2 +b2 + c2 +2bc

)
=

a2

4D2 ·
[
(b+ c)2−a2]

=
a2

4D2 · (b+ c+a) · (b+ c−a) =
a2

4D2 ·2p ·2(p−a) =
p

D2 ·a2(p−a)

T = (uT : vT : wT ) =
(
a2(p−a) : b2(p−b) : c2(p− c)

)
.

Como p−a = (−a+b+ c)/2, também podemos escrever que

T =
(
a2 (−a+b+ c) : b2 (a−b+ c) : c2 (a+b− c)

)
.

2.14 Coordenadas baricêntricas de T ′ = X(56)

Seja T ′ o ponto que divide externamente o segmento OI na razão k =−R/r. Na sequência,

calcularemos as coordenadas baricêntricas deste ponto que é classificado em ETC como X(56).

Como já balanceamos as coordenadas de O e I e OT ′/T ′I = k ′, com k ′ = −abcp/D2, temos,

pela Proposição 2.6, que T ′ = O+ k ′ · I, acarretando uT ′ = uO + k ′ ·uI. Daı́,

uT ′ =
a2
(−a2 +b2 + c2

)−2a2bc

4D2 =
−a2

4D2 ·
[
a2− (b− c)2)

]
=
−a2

4D2 · (a+b− c) · (a−b+ c) =
−a2

4D2 ·2(p− c) ·2(p−b)

=
−a2

D2

(
p(p−a)(p−b)(p− c)

p(p−a)

)
=
−a2

D2

(
S2

p(p−a)

)
=
−S2

pD2 ·
a2

p−a
.
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Como no caso anterior, T ′ = (uT ′ : vT ′ : wT ′), acarretando que

T ′ =
(

a2

p−a
:

b2

p−b
:

c2

p− c

)
ou T ′ =

(
a2

−a+b+ c
:

b2

a−b+ c
:

c2

a+b− c

)
.

2.15 Teorema de Ceva para coordenadas baricêntricas

Definição 2.7 (CEVIANAS E TRAÇOS DE UM PONTO) As retas que ligam os vértices

do triângulo de referência ΔABC a um ponto P são denominadas cevianas do ponto P

e os pontos onde essas cevianas do ponto P cortam os lados opostos do triângulo de

referência são denominados traços do ponto P.

Diferentemente de um triângulo que tem infinitas cevianas, um ponto possui no máximo

três. Assim, a definição de ceviana de triângulo vista na página 21 não está se repetindo aqui.

Ao triângulo ΔXYZ cujos vértices são os traços de um ponto P denominamos de triângulo

ceviano do ponto P. Perceba que o triângulo medial é o triângulo ceviano do baricentro.

Lema 2.1 Sejam X , Y e Z os traços de um ponto P, respectivamente, sobre os lados BC,

CA e AB do triângulo de referência ΔABC.

(1) Se P divide XA na razão k, então P =
(
k ·BC : XC : BX

)
.

(2) Se P divide Y B na razão k, então P =
(
CY : k ·CA : YA

)
.

(3) Se P divide ZC na razão k, então P =
(
ZB : AZ : k ·AB

)
.

A

B C

P

X

Y
Z

Demonstração: Suponha que o ponto P divide a ceviana XA na razão k, ou seja, XP/PA = k.

Para demonstrar o Lema 2.1 (1), basta provar que k ·BC : XC : BX = SPBC : SPCA : SPAB e, para
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tal, basta mostrar que k ·BC : XC = SPBC : SPCA, pois pelo Corolário 1.1 (página 20) já temos

XC : BX = SPCA : SPAB. Do Corolário 1.1 e da Proposição 1.5 (página 18), temos que

BX

XC
=

SPAB

SPCA
,

XP

PA
=

SPBX

SPAB
e

XP

PA
=

SPXC

SPCA
.

Daı́ e também do fato que

k ·BC

XC
= k · BC

XC
=

XP

PA
· (BX +XC)

XC
=

XP ·BX +XP ·XC

PA ·XC
=

XP

PA
· BX

XC
+

XP

PA
,

podemos afirmar que

k ·BC

XC
=

SPBX

���SPAB
·���SPAB

SPCA
+

SPXC

SPCA
=

SPBX

SPCA
+

SPXC

SPCA
=

SPBX +SPXC

SPCA
=

SPBC

SPCA
,

ou seja, k · BC : XC = SPBC : SPCA, o que mostra o resultado. As demonstrações dos Le-

mas 2.1 (2) e 2.1 (3) são análogas à anterior.

Teorema 2.1 (TEOREMA DE CEVA PARA COORDENADAS BARIC ÊNTRICAS) Três

pontos X , Y e Z são os traços do ponto P = (x : y : z)

se, e somente se,

X , Y e Z são da forma

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

X = (0 : y : z)

Y = (x : 0 : z)

Z = (x : y : 0)

, para algum x, y, z.

A

B CX= (0 : y : z)

P=(x : y : z)

Y= (x : 0 : z)
Z= (x : y : 0)

Demonstração: (⇒) Suponhamos que X , Y e Z são os traços de P = (x : y : z).

Fazendo-se k = XP/PA, temos do Lema 2.1 (1) que P = (x : y : z) = (k ·BC : XC : BX) e,

então, XC : BX = y : z . Daı́ e como X está sobre o lado BC, temos X = (0 : XC : BX) = (0 : y : z).

Analogamente, temos que Y = (x : 0 : z) e Z = (x : y : 0).
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(⇐) Suponhamos que X , Y e Z são da forma

X = (0 : y : z), Y = (x : 0 : z) e Z = (x : y : 0),

para algum x, y, z. Dessas hipóteses e do fato dos traços X , Y e Z pertencerem aos lados do

triângulo de referência ΔABC, temos pela Proposição 2.3 (página 32) que

X = (0 : y : z) = (0 : XC : BX) ⇒ BX/XC = z/y .

Y = (x : 0 : z) = (CY : 0 : YA) ⇒ CY/YA = x/z .

Z = (x : y : 0) = (ZB : AZ : 0) ⇒ AZ/ZB = y/x .

Aplicando o teorema de Ceva ao triângulo ΔABC, temos que

AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
=

y
x
· z

y
· x

z
= 1,

garantindo AX , BY e CZ concorrentes. Logo, X , Y e Z são os traços do ponto P = (x : y : z).

Quando X , Y e Z são, respectivamente, os pontos D, E e F , médios dos lados, o ponto P é

o baricentro, acarretando que

A

B CD=(0:1:1)

E=(1:0:1)F=(1:1:0)
G

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

D = (0 : 1 : 1)

E = (1 : 0 : 1)

F = (1 : 1 : 0)

⇒ G = (1 : 1 : 1),

e quando X , Y e Z são os pés das bissetrizes internas, o ponto P é o incentro, acarretando que

A

B C

I

X

Y
Z

a k2.

b k1.c k1.

a k3.

b k3. c k2. ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

X = (0 : bk1 : ck1) = (0 : b : c)

Y = (ak2 : 0 : ck2) = (a : 0 : c)

Z = (ak3 : bk3 : 0) = (a : b : 0)

⇒ I = (a : b : c),

o que ratifica as coordenadas baricêntricas do baricentro G e do incentro I.
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2.16 Coordenadas baricêntricas do ortocentro

Para o cálculo das coordenadas baricêntricas do ortocentro H, consideraremos dois casos:

os triângulos retângulos e os não-retângulos. Em se tratando de triângulos não retângulos, cal-

cularemos as coordenadas baricêntricas primeiro em função das tangentes dos ângulos internos

e, em seguida, em função dos lados do triângulo de referência ΔABC.

(1) Coordenadas baricêntricas do ortocentro de um triângulo retângulo.

Quando o triângulo de referência ΔABC é retângulo, as três alturas (a altura relativa à hipo-

tenusa e os dois catetos) encontram-se no ângulo reto. Neste caso,

• se o triângulo é retângulo em A, temos H = A = (1 : 0 : 0),

• se o triângulo é retângulo em B, temos H = B = (0 : 1 : 0),

• se o triângulo é retângulo em C, temos H = C = (0 : 0 : 1).

(2) Coordenadas baricêntricas do ortocentro de um triângulo não retângulo.

(a) Coordenadas baricêntricas do ortocentro em função das tangentes dos ângulos internos.

Aplicando a definição de tg(x) ao ângulo B do triângulo retângulo ΔXAB, obtemos

tgB =
ha

|BX | ⇒ |BX |= ha

tgB

e, de modo análogo, obtemos os demais dados da figura seguinte.

A

B C

Y

H

X

Z

h
tgB
a h

tgC
a

h
tgC
b

h
tgA
b

h
tgA
c

h
tgB
c

Como

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X =
(

0 :
ha

tgC
:

ha

tgB

)
= (0 : tgB : tgC)

Y =
(

hb

tgC
: 0 :

hb

tgA

)
= (tgA : 0 : tgC)

Z =
(

hc

tgB
:

hc

tgA
: 0

)
= (tgA : tgB : 0)

, temos que H = (tgA : tgB : tgC).



50

(b) Coordenadas baricêntricas do ortocentro em função dos lados.

Aplicando o teorema de Pitágoras aos triângulos retângulos ΔXCA e ΔXAB, obtemos{
b2 = (ha)2 + |XC|2
c2 = (ha)2 +(a−|XC|)2

⇒ c2−b2 = a2−2a|XC| ⇒ |XC|= a2 +b2− c2

2a
.

Daı́ e como |BX |+ |XC|= a, temos que

|BX |= a−|XC|= a− a2 +b2− c2

2a
=

a2−b2 + c2

2a

e, de modo análogo, obtemos os demais dados da figura seguinte.

a
2b

2 −c2+b2

−a
2b

2 +c2+b2−a
2c

2 +c2+b2

a
2c

2−b2+c2

A

B C

Y

H

X

Z

a
2a

2−b2+c2 a
2a

2 −c2+b2

Com esses dados, podemos então concluir que

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X =
(

0 :
a2 +b2− c2

2a
:

a2−b2 + c2

2a

)

Y =
(

a2 +b2− c2

2b
: 0 :

−a2 +b2 + c2

2b

)

Z =
(

a2−b2 + c2

2c
:
−a2 +b2 + c2

2c
: 0

)
⇓⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X =
(

0 :
1

a2−b2 + c2 :
1

a2 +b2− c2

)

Y =
(

1
−a2 +b2 + c2 : 0 :

1
a2 +b2− c2

)

Z =
(

1
−a2 +b2 + c2 :

1
a2−b2 + c2 : 0

)
⇓

H =
(

1
−a2 +b2 + c2 :

1
a2−b2 + c2 :

1
a2 +b2− c2

)
.
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2.17 Coordenadas baricêntricas do Ponto de Gergonne

Sabemos da geometria euclidiana que as duas tangentes traçadas de um ponto exterior a

um cı́rculo têm medidas iguais. Considerando-se os dados da figura seguinte, onde X , Y e Z

são os pontos de tangência do cı́rculo inscrito em um triângulo ΔABC cujos lados têm medidas

euclidianas |BC| = a, |CA| = b e |AB| = c, temos que a = y + z, b = z + x e c = x + y (onde

x, y e z são distâncias euclidianas), acarretando que 2x + 2y + 2z = 2p. Assim, x + y + z = p

e, portanto, x + a = p, isto é, |AZ| = |YA| = p− a. Analogamente, |ZB| = |BX | = p− b e

|XC|= |CY |= p− c.
A

B CX

Y

Z

z

z

x
x

y

y

Observe agora que, com os dados da Figura 2.1, podemos escrever que∣∣∣∣AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA

∣∣∣∣=
∣∣∣∣ p−a

p−b
· p−b

p− c
· p− c

p−a

∣∣∣∣= 1 ⇒ AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
= 1,

pois, como os três fatores são positivos, fica eliminada a hipótese desse produto ser igual a −1,

permitindo-nos afirmar, pelo Teorema de Ceva, que as retas
←→
AX ,
←→
BY e

←→
CZ são concorrentes.

Este ponto de concorrência Ge é denominado ponto de Gergonne do triângulo ΔABC. Em ETC,

ele é o centro X(7).

A

B CX

Y

Z

p −c

p −c

p −a
p −a

p −b

p −b
Ge

Figura 2.1: Ponto de Gergonne Ge.
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Como ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

X = (0 : p− c : p−b) =
(

0 :
1

p−b
:

1
p− c

)

Y = (p− c : 0 : p−a) =
(

1
p−a

: 0 :
1

p− c

)

Z = (p−b : p−a : 0) =
(

1
p−a

:
1

p−b
: 0

) ,

segue-se que

Ge =
(

1
p−a

:
1

p−b
:

1
p− c

)
.

Mas, p−a = (−a+b+ c)/2, logo Ge =
(

1
−a+b+ c

:
1

a−b+ c
:

1
a+b− c

)
.

2.18 Coordenadas baricêntricas do Ponto de Nagel

Sejam |BC| = a, |CA| = b e |AB| = c, respectivamente, as medidas euclidianas dos lados

do triângulo de referência ΔABC e X , Y e Z os pontos de tangência dos cı́rculos ex-inscritos

com esses lados. Sejam também Xb, Xc, Yc, Ya, Za e Zb os pontos de tangência dos cı́rculos

ex-inscritos com os prolongamentos desses lados, como ilustra a figura abaixo.

A

B

C

Y

X

X

Z

t

t

k
k

c

Xb
Ya

Yc

Zb

Za

IA

IB

IC

Mostraremos que (1) |AXb| = |AXc| = |BYc| = |BYa| = |CZa| = |CZb| = p e também que

(2) |BX |= p− c e |XC|= p−b. De fato:

(1) Fazendo-se |BX |= |BXc|= t e |CX |= |CXb|= k, temos que

2p = a+b+ c = (t + k)+b+ c = (b+ k)+(c+ t) = |AXb|+ |AXc|.

Como |AXb|= |AXc|, temos que |AXb|= |AXc|= p e |BYc|= |BYa|= |CZa|= |CZb|= p.
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(2) Como |AXb|= p e |AXc|= p, temos que c+ t = p e b+k = p. Logo t = p−c e k = p−b.

Analogamente, |CY |= |ZB|= p−a, |YA|= p− c e |AZ|= p−b.

Observe agora que, com os dados da Figura 2.2, podemos escrever que∣∣∣∣AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA

∣∣∣∣=
∣∣∣∣ p−b

p−a
· p− c

p−b
· p−a

p− c

∣∣∣∣= 1 ⇒ AZ

ZB
· BX

XC
·CY

YA
= 1,

pois, como os três fatores são positivos, fica eliminada a hipótese desse produto ser igual a −1,

permitindo-nos afirmar, pelo Teorema de Ceva, que as retas
←→
AX ,
←→
BY e

←→
CZ são concorrentes.

Este ponto de concorrência Na é denominado ponto de Nagel do triângulo ΔABC. Em ETC, ele

é o centro X(8).

A

B C

Y

X

Z

I

N

I

I

a

A

C

B

p − c

p − a

p − c p − b

p − a

p − b

Figura 2.2: Ponto de Nagel Na.

Como ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

X = (0 : p−b : p− c)

Y = (p−a : 0 : p− c)

Z = (p−a : p−b : 0)

,

segue-se que

Na = (p−a : p−b : p− c).

Mas, p−a = (−a+b+ c)/2, logo Na = (−a+b+ c : a−b+ c : a+b− c).
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2.19 Coordenadas baricêntricas do centro do cı́rculo de nove
pontos

A figura seguinte mostra um triângulo ΔABC de circuncentro O e ortocentro H, onde D, E

e F são os pontos médios dos lados, S, T e U são os pés das alturas e A∗, B∗ e C∗ são os pontos

médios dos segmentos que ligam o ortocentro H aos vértices A, B e C.

H

B C

A

E

O

DS

NU

F

T
A

B C

*

* *
c

°

No Apêndice B, mostramos um resultado devido ao matemático Karl Wilhelm Feuerbach

que nos garante: os nove pontos D, E, F , S, T , U , A∗, B∗ e C∗ estão em um cı́rculo γ , denomi-

nado cı́rculo de nove pontos, cujo centro Nc é o ponto médio de OH e cujo raio é a metade do

raio R do cı́rculo circunscrito ao triângulo ΔABC.

Para calcular as coordenadas baricêntricas do centro do cı́rculo de nove pontos Nc, será

necessário balancear as coordenadas do circuncentro O e do ortocentro H. Para isso, como as

coordenadas baricêntricas do ortocentro H de um triângulo não retângulo ΔABC são dadas por

H =
(

1
−a2 +b2 + c2 :

1
a2−b2 + c2 :

1
a2 +b2− c2

)
,

fazendo-se −a2 +b2 + c2 = k1, a2−b2 + c2 = k2 e a2 +b2− c2 = k3, teremos certamente, que

k1 �= 0, k2 �= 0 e k3 �= 0, pois, por hipótese, o triângulo não é retângulo.

Daı́, podemos escrever que

H =
(

1
k1

:
1
k2

:
1
k3

)

=
(

k2k3

k1k2k3
:

k1k3

k1k2k3
:

k1k2

k1k2k3

)
= (k2k3 : k1k3 : k1k2)

=
(
a4−b4− c4 +2b2c2 : b4−a4− c4 +2a2c2 : c4−a4−b4 +2a2b2)

=
(

a4−(b2− c2)2
: b4−(c2−a2)2

: c4−(a2−b2)2
)

(2.3)
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Perceba que, quando escrito da forma (2.3), a soma s das coordenadas baricêntricas de H é

s =
(
��a4−��b4−��c4 +2b2c2

)
+
(
��b4−a4− c4 +2a2c2

)
+
(

��c4−��a4−b4 +2a2b2
)

= 2a2b2 +2a2c2 +2b2c2−a4−b4− c4 (∗)
= 4D2

onde, em (∗), usamos a Observação 2.3 (página 37). Assim, o ortocentro escrito da forma (2.3)

e o circuncentro possuem as coordenadas baricêntricas balanceadas, pois pela Proposição 2.4

(página 37) a soma das coordenadas baricêntricas de O também é 4D2. Daı́ e do fato de Nc

ser ponto médio de OH temos, pelo Corolário 2.1, que Nc = H +O, garantindo que a primeira

componente de Nc é dada por uNc = uH +uO, acarretando que

uNc = a4− (b2− c2)2 +a2(−a2 +b2 + c2)

= ��a4− (b2− c2)2−��a4 +a2(b2 + c2) = a2(b2 + c2)− (b2− c2)2

Nc =
(
a2(b2 + c2)− (b2− c2)2 : b2(c2 +a2)− (c2−a2)2 : c2(a2 +b2)− (a2−b2)2

)
.

Exemplo 2.1 Com base no resultado anterior, mostraremos que as coordenadas baricêntricas

do centro do cı́rculo de nove pontos Nc também podem ser dadas por

Nc = (a · cos(B−C) : b · cos(C−A) : c · cos(A−B)) .

2abca · cos(B−C) = 2abca · (cosB · cosC + senB · senC)

= 2abca ·
[(

a2−b2 + c2

2ac

)
·
(

a2 +b2− c2

2ab

)
+
(

2D

2ac

)
·
(

2D

2ab

)]

=
1
2
· [(a2−b2 + c2)(a2 +b2− c2)+4D2]

=
1
2
· [(a2− [b2− c2])(a2 +

[
b2− c2])+4D2]

=
1
2
·
[(

a2)2−(b2− c2)2
+4D2

]
(∗)
=

1
2
·
[
��a4−b4− c4 +2b2c2 +2a2b2 +2a2c2 +2b2c2−��a4−b4− c4

]
= a2b2 +a2c2 +2b2c2−b4− c4

= a2 (b2 + c2)−(b2− c2)2
,

onde em (∗) usamos a Observação 2.3 (página 37). Daı́ e do resultado anterior, temos que

Nc = (2abca · cos(B−C) : 2abcb · cos(C−A) : 2abcc · cos(A−B))

= (a · cos(B−C) : b · cos(C−A) : c · cos(A−B)) ,

o que mostra o resultado.
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3 Divisores harmônicos

Lema 3.1 Três pontos são colineares se, e somente se, é nulo o determinante da matriz

formada por suas coordenadas baricêntricas.

Demonstração: Sejam P1 = (u1 : v1 : w1), P2 = (u2 : v2 : w2) e P3 = (u3 : v3 : w3) pontos que

não estão no infinito, tais que u1 + v1 +w1 = s1, u2 + v2 +w2 = s2 e u3 + v3 +w3 = s3.

Dessas hipóteses, além de s1 �= 0, s2 �= 0 e s3 �= 0, temos que s1 ·P1 = u1 ·A+v1 ·B+w1 ·C,

s2 ·P2 = u2 ·A+ v2 ·B+w2 ·C e s3 ·P3 = u3 ·A+ v3 ·B+w3 ·C. Daı́,

SP1P2P3 =
1
2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xP1 yP1 1

xP2 yP2 1

xP3 yP3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
2
·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u1xA + v1xB +w1xC

s1

u1yA + v1yB +w1yC

s1
1

u2xA + v2xB +w2xC

s2

u2yA + v2yB +w2yC

s2
1

u3xA + v3xB +w3xC

s3

u3yA + v3yB +w3yC

s3
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
⇓

SP1P2P3 =
1
2
· 1

s1s2s3
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1xA + v1xB +w1xC u1yA + v1yB +w1yC u1 + v1 +w1

u2xA + v2xB +w2xC u2yA + v2yB +w2yC u2 + v2 +w2

u3xA + v3xB +w3xC u3yA + v3yB +w3yC u3 + v3 +w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
⇓

SP1P2P3 =
1

2 · s1s2s3
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
2 · s1s2s3

·

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
·2SABC

⇓

SP1P2P3 =
SABC

s1s2s3
·

∣∣∣∣∣∣∣∣
u1 v1 w1

u2 v2 w2

u3 v3 w3

∣∣∣∣∣∣∣∣
,

o que demonstra o resultado.
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Proposição 3.1 Sejam P1 = (u1 : v1 : w1) e P2 = (u2 : v2 : w2) pontos distintos que não

estão no infinito e que possuem coordenadas baricêntricas balanceadas e P = (u : v : w)

um ponto do plano.

Se existe um número real não nulo k tal que P = P1 + k ·P2,

então

P, P1 e P2 são colineares e P divide P1P2 na razão k.

Demonstração: Suponhamos que existe um número real não nulo k tal que P = P1 + k ·P2.

Dessa hipótese, temos que u = u1 + k · u2, v = v1 + k · v2 e w = w1 + k ·w2. Do Lema 3.1, os

pontos P, P1 e P2 serão colineares (SPP1P2 = 0) se∣∣∣∣∣∣∣∣
u v w

u1 v1 w1

u2 v2 w2

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

o que é o nosso caso, pois a primeira linha dessa matriz é uma combinação linear das outras

duas (L1 = L2 + k · L3). Como as coordenadas baricêntricas de P1 e P2 estão balanceadas, a

afirmação “P divide P1P2 na razão k” é garantida pela Proposição 2.6 (página 42).

3.1 Divisão harmônica de HG por Nc e O

Mostraremos agora que H, Nc, G e O são colineares e que Nc e O são conjugados harmônicos

em relação ao segmento orientado HG. Para isso, analisaremos os pontos H, G e O mostrando

que são colineares (reta de Euler) e analisaremos a razão em que G divide os outros dois e,

em seguida, faremos a mesma coisa com os pontos Nc, G e O. Entretanto, consideraremos

o triângulo de referência ΔABC não equilátero, pois usando coordenadas baricêntricas, pode-

mos facilmente verificar que quando o triângulo de referência ΔABC é equilátero, H, G e O

coincidem e, neste caso, a reta de Euler não está definida.

(1) Suponhamos ΔABC um triângulo retângulo.

Neste caso, se ΔABC é retângulo em

• A, temos H = (1 : 0 : 0) e O = (0 : 1/2 : 1/2) ⇒ G = H +2 ·O.

• B, temos H = (0 : 1 : 0) e O = (1/2 : 0 : 1/2) ⇒ G = H +2 ·O.

• C, temos H = (0 : 0 : 1) e O = (1/2 : 1/2 : 0) ⇒ G = H +2 ·O.
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(2) Suponhamos ΔABC um triângulo não retângulo.

Neste caso, o ortocentro H =
(
a4− (b2− c2)2 : b4− (c2−a2)2 : c4− (a2−b2)2

)
e o cir-

cuncentro O = (a2(−a2 + b2 + c2) : b2(a2− b2 + c2) : c2(a2 + b2− c2)) possuem as coor-

denadas baricêntricas balanceadas e, além disso, vale

xH +2 · xO = a4− (b2− c2)2 +2 · [a2 (−a2 +b2 + c2)]
= a4−b4− c4 +2b2c2−2a4 +2a2b2 +2a2c2

= 2a2b2 +2a2c2 +2b2c2−a4−b4− c4

(∗)
= 4D2

H +2 ·O = (4D2 : 4D2 : 4D2) = G,

onde em (∗) usamos a Observação 2.3 (página 37).

De (1) e (2) concluı́mos que G = H +2 ·O para qualquer triângulo. Daı́ e da Proposição 3.1,

H, G e O são colineares e o baricentro G divide internamente HO na razão k = 2, ou seja,

HG/GO = 2.

Fazendo-se GO = 2x, teremos HG = 4x, justificando a razão entre segmentos orientados

apresentada na Figura 3.1.

H

B C

A

G
O

D

EF

4x

Reta de
 Euler

2x

°

HG

GO
=

4x
2x

= 2

Figura 3.1: A reta de Euler passando por H, G e O, com HG = 2 ·GO .

Mostraremos agora que o centro do cı́rculo de 9 pontos Nc, o baricentro G e o circuncentro

O de um triângulo são colineares e OG = 2 ·GNc e, para isso, precisamos antes saber que o

baricentro G ′ do triângulo medial ΔDEF coincide com o baricentro G do triângulo de referência

ΔABC. De fato, pois

G ′ =
D+E +F

3
=

B+C
2

+
C +A

2
+

A+B
2

3
=

A+B+C
3

= G.
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Vimos que o circuncentro O, o ortocentro H e o baricentro G de um triângulo, são colineares

e vale a relação HG = 2 ·GO. Como Nc é o circuncentro, O é o ortocentro (Figura 1.6 na

página 24) e G é o baricentro do triângulo medial ΔDEF , podemos concluir que esses pontos

são colineares e vale a relação OG = 2 ·GNc. Fazendo OG = 2x, teremos GNc = x, justificando

a razão entre segmentos orientados apresentada na Figura 3.2.

B C

A

G O

D

Nc

EF

x 2x

Reta de
 Euler

°

OG

GNc
=

2x
x

= 2.

Figura 3.2: Reta de Euler passando por Nc, G e O com OG = 2 : GNc.

Reunindo-se os dados das Figuras 3.1 e 3.2, temos justificados os dados da Figura 3.3,

H

B C

A

G O

D

Nc

EF

x
3x

2x

Reta de
 Euler

°

Figura 3.3: H, Nc, G e O são colineares com NcG : GO : HNc = 1 : 2 : 3.

permitindo-nos escrever

HNc

NcG
=

3x
x

= 3 e
HO

OG
=

6x
−2x

=−3

⇓
HNc

NcG
=−HO

OG
,

mostrando que Nc e O são conjugados harmônicos em relação ao segmento orientado HG.
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3.2 Divisão harmônica de GNa por I e Sp

Analogamente ao que fizemos com H, Nc, G e O, mostraremos que I, G, Sp e Na são coline-

ares e que I e Sp são conjugados harmônicos em relação ao segmento orientado GNa. Para isso,

usaremos o mesmo método anterior onde os pontos serão divididos em dois grupos com três

pontos e também consideraremos o triângulo de referência ΔABC não equilátero, pois usando

coordenadas baricêntricas, podemos facilmente verificar que quando o triângulo de referência

ΔABC é equilátero, Na, G e I coincidem e, neste caso, a reta que os contém não está definida.

O incentro I = (a : b : c) e o ponto de Nagel Na = (2(p− a) : 2(p− b) : 2(p− c)) têm as

somas das coordenadas iguais a 2p (coordenadas balanceadas) e, além disso, vale que

Na +2 · I = (2(p−a) : 2(p−b) : 2(p− c))+2 · (a : b : c)

= (2p−2a+2a : 2p−2b+2b : 2p−2c+2c)

= (2p : 2p : 2p) = G.

Daı́ e da Proposição 3.1, I, G e Na são colineares e G divide internamente NaI na razão

k = 2, ou seja, NaG/GI = 2. Fazendo-se GI = 2x, teremos NaG = 4x, justificando a razão entre

segmentos orientados apresentada na Figura 3.4.

A

B C

GI
4x

Na

2x

NaG

GI
=

4x
2x

= 2

Figura 3.4: I, G e Na são colineares com NaG = 2 ·GI.

Mostraremos agora que I, G e Sp são colineares e que IG = 2 ·GSp. Temos que o incentro

I = (2a : 2b : 2c) e o centro de Spieker Sp = (b+c : c+a : a+b) têm as somas das coordenadas

iguais a 4p (coordenadas balanceadas) e, além disso, vale que

I +2 ·Sp = (2a : 2b : 2c)+2 · (b+ c : c+a : a+b)

= (2a+2b+2c : 2a+2b+2c : 2a+2b+2c)

= (4p : 4p : 4p) = G.
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Daı́ e da Proposição 3.1, I, G e Sp são colineares e G divide internamente ISp na razão k = 2,

isto é, IG/GSp = 2. Fazendo-se IG = 2x, teremos GSp = x, justificando a razão entre segmentos

orientados apresentada na Figura 3.5.

A

B C

GI
2x

S
x

p

IG

GSp
=

2x
x

= 2

Figura 3.5: I, G e Sp são colineares com IG = 2 ·GSp.

A partir das relações dadas nas Figuras 3.4 e 3.5, temos que GSp : IG : SpNa = 1 : 2 : 3,

permitindo-nos escrever

GSp

SpNa
=

x
3x

=
1
3

e
GI

INa
=−2x

6x
=−1

3
⇒ GSp

SpNa
=− GI

INa
.

Sendo assim, Sp e I são conjugados harmônicos em relação ao segmento orientado GNa.

A

B C

GI
2x

S
x

N

3x
p

a

Figura 3.6: I, G, Sp e Na são colineares com GSp : IG : SpNa = 1 : 2 : 3.

3.3 Divisão harmônica da bissetriz interna por I e IA

Como sabemos do Exemplo 1.5 (página 25), os pés das bissetrizes interna e externa traçadas

do mesmo vértice de um triângulo dividem harmonicamente o lado oposto. Assim, usando os

dados da figura abaixo, fica muito fácil verificar geometricamente que I e IA dividem harmo-

nicamente o segmento AX (bissetriz interna do triângulo ΔABC) pois I e IA são os pés das
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bissetrizes BI (interna) e BIA (externa) do triângulo ΔXAB.

A B

C

I
X

AI

Para demonstrar este resultado usando coordenadas baricêntricas de um ponto, procedemos

da maneira seguinte. Como I = (a : b : c), IA = (−a : b : c) e X é traço de I e de IA, temos que

X = (0 : b : c). Tomando A = (b+c : 0 : 0) (A e X com coordenadas baricêntricas balanceadas)

e fazendo k = (b+ c)/a, facilmente constatamos que

I = A+ k ·X e IA = A+(−k) ·X

⇓
AI

IX
= k e

AIA

IAX
=−k

⇓
AI

IX
=−AIA

IAX
,

mostrando que A, I, X e IA são colineares e I e IA são divisores harmônicos do segmento orien-

tado AX . Deixamos a cargo do leitor pesquisar o por que de

k =
b+ c

a
.

Observação 3.1 Como T = X(55) e T ′ = X(56) dividem o segmento orientado OI, respecti-

vamente, nas razões R/r e −R/r, temos que

OT

T I
=

R
r

e
OT ′

T ′I
=−R

r

⇓
OT

T I
=−OT ′

T ′I
.

Assim, T e T ′ são conjugados harmônicos em relação ao segmento orientado OI.
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4 Resumo dos centros estudados

Círculo de
 9 pontos

A

B CD

I

EF

G

O

H

Nc
Ge Na

Sc

T

T '

Reta de
  Euler

Figura 4.1: Resumo dos centros estudados.
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ETC Centro Geométrico Coordenadas baricêntricas

· · · Vértices do ΔABC A = (1 : 0 : 0), B = (0 : 1 : 0), C = (0 : 0 : 1)

exata A = (S : 0 : 0), B = (0 : S : 0), C = (0 : 0 : S)

homogênea A = (1 : 0 : 0), B = (0 : 1 : 0), C = (0 : 0 : 1)

· · · Pontos médios dos lados D = (0 : 1 : 1) , E = (1 : 0 : 1), F = (1 : 1 : 0)

exata D = (0 : S
2 : S

2 ) , E = (S
2 : 0 : S

2 ), F = (S
2 : S

2 : 0)

homogênea D = (0 : 1
2 : 1

2) , E = (1
2 : 0 : 1

2), F = (1
2 : 1

2 : 0)

· · · Pontos sobre os lados X = (0 : y : z), Y = (x : 0 : z), Z = (x : y : 0)

· · · Ex-incentros IA = (−a : b : c)

exata IA =
(
−a·ra

2 : b·ra
2 : c·ra

2

)
homogênea IA =

(
−a

2(p−a) : b
2(p−a) : c

2(p−a)

)
X(1) Incentro I = (a : b : c)

exata I = (ar
2 : br

2 : cr
2 )

homogênea I = ( a
2p : b

2p : c
2p)

X(2) Baricentro G = (1 : 1 : 1)

exata G = (S
3 : S

3 : S
3)

homogênea G = (1
3 : 1

3 : 1
3)

X(3) Circuncentro O = (a2(−a2+b2+c2): b2(a2−b2+c2): c2(a2+b2−c2))
exata O =

(
R2 sen2A

2 : R2 sen2B
2 : R2 sen2C

2

)
homogênea O =

(
a2(−a2+b2+c2)

4D2 : b2(a2−b2+c2)
4D2 : c2(a2+b2−c2)

4D2

)
X(4) Ortocentro H = ( 1

−a2+b2+c2 : 1
a2−b2+c2 : 1

a2+b2−c2 )

H = (tgA : tgB : tgC)

H =
(

a4−(b2−c2)2
: b4−(c2−a2)2

: c4−(a2−b2)2
)

X(5) Centro do cı́rculo Nc =
(
a2(b2 + c2)− (b2− c2)2 : · · · : · · ·)

de 9 pontos Nc = (acos(B−C) : bcos(C−A) : ccos(A−B))

X(7) Ponto de Gergonne Ge =
(

1
p−a

:
1

p−b
:

1
p− c

)
X(8) Ponto de Nagel Na = (p−a : p−b : p− c)

X(10) Centro de Spieker Sp = (2p−a : 2p−b : 2p− c)

Divisor de OI

X(55) na razão R/r T = (a2(p−a) : b2(p−b) : c2(p− c))

X(56) na razão −R/r T ′ =
(

a2

p−a
:

b2

p−b
:

c2

p− c

)
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APÊNDICE A -- Um modelo para pontos no infinito

usando coordenadas homogêneas

Desenvolveremos aqui uma interpretação geométrica para pontos no infinito usando as co-

ordenadas homogêneas de um ponto definidas a seguir e, por conveniência, vamos considerar

nosso plano como sendo o plano xy em R
3.

Dado então um ponto P = (xP,yP,0) do plano xy, definimos as coordenadas homogêneas

deste ponto como a tripla:

P ′ = (xP,yP,1).

Esta tripla, por sua vez, pode ser identificada com o conjunto formado pela reta que passa por

este ponto P ′ e pela origem O = (0,0,0) excluindo-se a própria origem O.

O y

x

z

1

¼
P '=( , ,1)

P=( , ,0)

xP
yP

xP yP

xP yP

Com efeito: dado qualquer ponto (x̂P, ŷP, ẑP) desta reta, existe um número real λ �= 0 tal que

(x̂P, ŷP, ẑP) = λ · (xP,yP,1). Sendo assim, a partir do ponto (x̂P, ŷP, ẑP) desta reta, podemos

recuperar as coordenadas homogêneas associadas dividindo-se o ponto por ẑP:(
x̂P

ẑP
,
ŷP

ẑP
,
ẑP

ẑP

)
= (xP,yP,1).

Observe então que cada ponto (xP,yP,0) do plano xy é representado por uma reta no espaço que
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passa pela origem (menos a origem). Por conseguinte, retas no plano xy podem ser identificadas

como planos passando pela origem menos a origem, como mostram as Figuras A.1 e A.2.

O

x

1

r

z

y

r'

A

B

A'

B'

¼

Figura A.1: A reta r do plano xy é identificada pelo plano que contem r′ e passa pela origem.

O

x

1

r

z

y

r'

A

B

A'

B'
¼

Figura A.2: A reta r do plano xy é identificada pelo plano que contem r′ e passa pela origem.

Contudo, existem retas no espaço que passam pela origem (menos a origem) que não estão

em associação com nenhum ponto do plano xy. Estas retas são justamente as retas contidas

no plano xy e elas representarão os pontos no infinito. Esta representação pode ser motivada

pelo argumento que se segue. Seja Pλ = λ · (a,b,0) um ponto sobre a reta r∞ de equação

bx = ay, z = 0. Considere também a reta rλ =
←−→
OP ′λ no espaço que representam os pontos Pλ .

Quando λ → ∞, a distância do ponto Pλ à origem tende a ∞ (“o ponto Pλ está tendendo ao

infinito”). Note que o ângulo entre a reta rλ =
←−→
OP ′λ e o eixo z tende a π/2. Desta maneira, a

reta rλ =
←−→
OP ′λ está “tendendo” à reta r∞, o que sugere considerar-se r∞ como a representação

do ponto no infinito P∞ associado à direção (a,b,0) no plano xy. Assim, pontos no infinito são

pontos que, em coordenadas homogêneas, têm a terceira componente nula.
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2b
b

2b
b

a̧

1

z

b̧
P ' 1 P ' 2

O

¸P ' 

a

2a

r1

¸P
P1 P2

3a

3b

P3

P ' 3

x

y

Figura A.3: A terceira coordenada homogênea nula caracteriza o ponto no infinito.

Esta representação permite dar sentido à frase “retas paralelas se encontram no infinito”.

De fato, sejam r1 e r2 duas retas paralelas no plano xy, como na Figura A.4.

O

z

1

x

y

rr1

r2

¼1

¼2

r'1
r'2

Figura A.4: Não existem retas paralelas quando as coordenadas são homogêneas.

Em coordenadas homogêneas, cada reta ri é representada por um plano πi que contém r′i e

passa pela origem, para i = 1,2. Sendo assim, elas intersectam-se em uma reta r no plano xy,

isto é, no ponto no infinito na direção desta reta.

Qual é a relação entre coordenadas baricêntricas e coordenadas homogêneas?

Sejam (u : v : w) as coordenadas baricêntricas do ponto P =(xP,yP) com relação ao triângulo
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de referência ΔABC com vértices A = (xA,yA), B = (xB,yB) e C = (xC,yC). Segue-se então que⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

uxA + vxB +wxC = λ · xP

uyA + vyB +wyC = λ · yP

u+ v+w = λ

isto é,

[
u v w

]
·

⎡
⎢⎢⎣

xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

⎤
⎥⎥⎦=

[
λ · xP λ · yP λ

]
. (A.1)

Como λ �= 0, o ponto (λ · xP,λ · yP,λ ) identifica o ponto (xP,yP,1) que, por sua vez, é a

representação em coordenadas homogêneas do ponto P = (xP,yP) do plano. Assim, a relação

entre os dois tipos de coordenadas é dada justamente pela Relação A.1.

Como pontos no infinito em coordenadas homogêneas têm a terceira componente nula,

podemos nos perguntar quais são as triplas (u : v : w) de coordenadas baricêntricas que, pela

Relação A.1, são levadas neste tipo de ponto. Como

[
u v w

]
·

⎡
⎢⎢⎣

xA yA 1

xB yB 1

xC yC 1

⎤
⎥⎥⎦=

[
xP yP 0

]
se, e somente se, u+ v+w = 0,

concluı́mos que o ponto de coordenadas baricêntricas P = (u : v : w) é levado em um ponto no

infinito se, e somente se, u+ v+w = 0.

Neste apêndice, usamos coordenadas homogêneas apenas para justificar o nome “ponto no

infinito” para pontos em coordenadas baricêntricas cuja soma das coordenadas é nula. Contudo,

este tipo de coordenadas tem outras aplicações. O leitor interessado pode consultar [3].
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APÊNDICE B -- O cı́rculo de nove pontos

A Figura B.1 mostra um triângulo ΔABC de circuncentro O e ortocentro H, onde D, E

e F são os pontos médios dos lados, S, T e U são os pés das alturas e A∗, B∗ e C∗ são os

pontos médios dos segmentos que ligam o ortocentro H aos vértices A, B e C.

H

B C

A

E

O

DS

NU

F

T
A

B C

*

* *
c

°

Figura B.1: O cı́rculo de nove pontos e seu centro Nc = X(5) em ETC.

Na seqüência mostraremos um belı́ssimo resultado devido ao matemático alemão Karl Wi-

lhelm Feuerbach (1800− 1834) que nos garante: os 9 pontos D, E, F , S, T , U , A∗, B∗ e C∗

estão em um cı́rculo γ cujo centro Nc é o ponto médio de OH e cujo raio r9 é a metade do raio

R do cı́rculo circunscrito ao triângulo ΔABC.

(a) Por D, E, F , S, T e U passa um único cı́rculo γ .

A

B CD

U

EF

A

B CD

T

EF

A

B CDS

EF

° ° °



70

Como DE = AB/2 (base média do triângulo ΔABC) e SF = AB/2 (mediana traçada do

ângulo reto do triângulo ΔSAB), vale que DE = SF . Daı́ e do fato de EF (base média

do triângulo ΔABC) ser paralelo a SD, temos que o quadrilátero DEFS é um trapézio

isósceles e, portanto, inscritı́vel.

Procedendo de modo análogo, os quadriláteros DET F e DEFU são também trapézios

isósceles e, portanto, inscritı́veis. Daı́ e da unicidade do cı́rculo passando por três pontos

não-colineares, podemos concluir que :

Um cı́rculo passa pelos pontos médios dos lados de um triângulo

se, e somente se,

este cı́rculo passa pelos pés das alturas desse triângulo.

(b) O cı́rculo γ passa pelos pontos médios dos segmentos AH, BH e CH.

Esta afirmação é conseqüência imediata do resultado anterior. Perceba na figura abaixo que,

em relação ao triângulo ΔHBC, S é o pé da altura HS (relativa ao lado BC), U é o pé da

altura BU (relativa ao lado CH) e T é o pé da altura CT (relativa ao lado HB). Daı́, por ser

o ponto de encontro das três alturas HS, BU e CT , A é o ortocentro do triângulo ΔHBC.

A

B CD

H

T

S

U

H H

E F

A

B C

T

S

U

T

S

U

A

B C

° ° °

De (a), como o cı́rculo γ passa pelos pés das alturas S, T e U , então o cı́rculo γ passa pelos

pontos médios dos lados BC, CH e de HB do triângulo ΔHBC. Com raciocı́nio semelhante,

concluı́mos que os pontos B e C são, respectivamente, ortocentros dos triângulos ΔHCA

e ΔHAB e o cı́rculo γ passa pelo ponto médio do segmento AH. Perceba também que o

cı́rculo γ é comum aos triângulos ΔABC, ΔHBC, ΔHCA e ΔHAB.

(c) O centro do cı́rculo γ é ponto médio de HO.

Observemos agora que o trapézio OFUH é retângulo em F e U . Logo, a mediatriz de

FU passa pelo ponto médio de OH e o mesmo acontece com as mediatrizes de SD e ET

como mostra a figura seguinte. Concluı́mos então que o centro do cı́rculo de nove pontos
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Nc é ponto médio de OH.

H

B C

E

O

DS

Nc

T

F

U

A

°

(d) O raio r9 do cı́rculo γ é a metade do raio R do cı́rculo circunscrito.

Como Nc é ponto médio de HO e A∗ é ponto médio de AH, temos que NcA∗ = r9 (base

média do triângulo ΔOAH) vale a metade de OA = R ou seja, r9 = R/2.

H

B C

A

E

O

DS

N

T

F

U

A

c

R
r9

*

°

Perceba que o centro do cı́rculo de nove pontos Nc também pertence à reta de Euler.

Ao cı́rculo γ que passa pelos pontos médios dos lados D, E, F (e formam o triângulo medial

ou triângulo pedal do circuncentro O), pelos pés das alturas S, T , U (e formam o triângulo

órtico ou triângulo pedal do ortocentro H) e pelos pontos médios dos segmentos que ligam os

vértices ao ortocentro do triângulo A∗, B∗, C∗ (e formam o triângulo de Euler), denominamos

cı́rculo de nove pontos e seu centro Nc (Nine point center) é o centro X(5) em ETC.

De outro modo, podemos dizer que

Os triângulos medial, órtico e de Euler possuem o mesmo cı́rculo circunscrito.
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[2] BORTOLOSSI, H. J., CUSTÓDIO, L. I. R. L., DIAS, S. M. M., Triangle Centers with
C.a.R., Universidade Federal Fluminense, 2009.

http://www.uff.br/trianglecenters/etcwc.html

[3] GOMES, J., VELHO, L., Fundamentos da Computação Gráfica. IMPA, Rio de Janeiro,
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