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Introducao

No colégio, estudamos o triangulo e aprendemos que existem muitas propriedades que sao
invariantes, isto &, independem da posi¢do e do formato do tridngulo. Por exemplo, as trés me-
dianas de um tridngulo sempre interceptam-se em um ponto, o baricentro do triangulo. Outros
pontos notaveis: o incentro (intersecdo das bissetrizes internas), o circuncentro (intersecdo das
mediatrizes) e o ortocentro (intersecdo das alturas) sd@o conhecidos desde a Grécia Antiga.

A geometria do triangulo é bastante rica. De fato, ao longo da historia da matematica,
varios outros pontos com propriedades especiais foram identificados. Recentemente, o pes-
quisador Clark Kimberling catalogou mais de 3000 centros especiais do triangulo em sua obra
Encyclopedia of Triangle Centers (ETC). Nesta enciclopédia, cada centro é descrito através
de suas coordenadas baricéntricas. Este tipo de coordenadas foi apresentado pelo matematico
alemdo August Ferdinand Mdbius em 1827 e, como veremos, elas possuem propriedades muito
convenientes.

Coordenadas baricéntricas estao intimamente ligadas ao conceito de area. De fato, é possivel
construir todo um sistema axiomatico para a geometria usando-se areas. O método da area tra-
dicional &€ muito antigo. A demonstracdo de Euclides para o teorema de Pitagoras, por exemplo,
faz o uso de areas. De maneira curiosa, 0 emprego de areas para se resolver problemas em geo-
metria ndo & um habito ocidental como é, por exemplo, na China. De fato, a ferramenta padréo
que estamos acostumados a usar &€ semelhanga ou congruéncia de tridngulos. Contudo, em mui-
tos casos, ndo fica evidente quais tridngulos considerar e para que isto aconteca, construcoes
ndo-intuitivas de retas auxiliares sdo necessarias embora triangulos com um lado em comum
aparecam muito mais naturalmente em um enunciado de um teorema em geometria do que
tridangulos semelhantes ou congruentes.

Neste trabalho, estamos considerando conhecidas as formulas da geometria analitica que
determinam as coordenadas cartesianas do ponto médio Mag de um segmento de reta AB, as
coordenadas cartesianas do baricentro G de um tridangulo AABC e a area S convencional (eucli-
diana) deste triangulo, a saber :

A+B

Mag = ———
AB 2

A+B+C
c_AtB+



Xa ya 1
1 1
S = =D =5 |det | xs y5 1

X Yo 1

O conceito de ponto no infinito é tratado no Apéndice A e o maravilhoso circulo de nove
pontos, no Apéndice B. O leitor interessado pode verificar as demais formulas da geometria
euclidiana aqui usadas (e listadas na sequéncia), consultando em [8].

Area convencional (euclidiana) do triangulo.

_a-hy S_ a-b-senC

S ;
2 2

, S°=p(p—a)(p—b)(p—c), S=—= e S=p-.

Teorema dos cossenos e teorema dos senos.

a b c

2 2, 2
a“=b"+c°—2-b-c-cosA e = = —
+ senA senB  senC

Teorema da bissetriz interna (TBI) e teorema da bissetriz externa (TBE).




1 Segmento orientado e area com sinal
de um triangulo

1.1 Segmento orientado

Definicdo 1.1 (SEGMENTO ORIENTADO) Um segmento orientado € um segmento de
reta ao qual se atribui uma escolha para as extremidades inicial e final do segmento.
Usaremos a notacdo AB para designar o segmento orientado cuja extremidade inicial é
0 ponto A e cuja extremidade final & o ponto B.

Naturalmente, se A e B sdo pontos distintos de uma reta, o segmento orientado AB é dife-
rente do segmento orientado BA e também o sdo as suas medidas que serdo definidas a seguir.

Definicdo 1.2 (MEDIDA DE SEGMENTO ORIENTADO) A medida (ou comprimento) de
um segmento orientado AB, que por abuso de linguagem também sera denotada por AB,
é definida da seguinte maneira: se A e B sdo dois pontos de uma reta orientada /¢, entdo

= | +IAB|, se AB tem a mesma orientacdo da reta ¢,
—|AB|, caso contrario,

onde |AB| representa a medida euclidiana do segmento de reta com extremidades A e B.

Sejam a e b as coordenadas dos pontos A e B sobre uma reta orientada ¢ como na figura.

A B /
c o |
a b

Sabemos que a medida euclidiana |AB| é dada pela expressao |b — a|. Qual & a expressao para a
medida do segmento orientado AB em termos das coordenadas a e b?



(1) Se AB e / tém a mesma orientacdo, sua medida sera

AB=+|AB|=|b—a|=b-a.
(2) Se AB e / tém orientag®es contrarias, sua medida sera
AB=—|AB|=—]b—a|=—(a—b)=b—a.

Portanto, AB = b —a. Note assim que, ao contrario da medida euclidiana, a medida de um
segmento orientado & uma funcdo polinomial das coordenadas dos pontos.

Proposicéo 1.1 Sejam A, B e C trés pontos colineares. Entdo,
(1) AB+BA = 0. Em particular, AB = —BA.
(2) AB = 0 se, e somente se, A = B.

(3) AC+CB=AB.

Demonstracdo: Sejam a, b e ¢ as coordenadas dos pontos A, B e C.

(1) AB+BA=b—a+a—b=0.
(2) AB=0<b—-a=0sa=b< A=B.

(3) AC+CB=c—a+b—-c=b—a=AB. -

Observe que a Proposicdo 1.1 (3) é valida independentemente da posicédo de C: este pode estar
entre A e B, estar a direita de A e B ou a esquerda de A e B. A expressao & sempre a mesma. No
caso de medidas euclidianas, precisamos considerar 3 casos:

(1) Para o ponto C entre A e B, vale que |AC| + |CB| = |AB|.

A C B J4
< @ < »
a b

(2) Para o ponto C a direita de A e B, vale que |AC| — |CB| = |AB]|.

A B C /
c < ® |
a b




(3) Para o ponto C a esquerda de A e B, vale que —|AC| + |CB| = |AB|.

C A B Y4
‘e o o .
a b

1.2 Divisao de um segmento orientado em uma dada razao

Definicdo 1.3 (D1VISAO DE UM SEGMENTO EM UMA DADA RAZAO) SejamA,BeP
pontos de uma reta ¢ com A e B distintos e seja k um niamero real, k = —1. Dizemos que
o ponto P = B divide 0 segmento orientado AB na razdo k se

=K.

|| >
3l 3|

Note que k deve ser diferente de —1 pois, por hipotese, A e B sdo pontos distintos. De fato:

é:;:—l = AP=-1.PB = AP+PB=0 = AB=0 = A=B,

0 que & uma contradicd@o pois A deve ser diferente de B.

Na sequiéncia, para mostrar a unicidade do ponto divisor, mister se faz conhecer o lema
seguinte envolvendo quatro pontos colineares.

Lema 1.1 Se A, B, C e D sdo pontos colineares, entdo

.CD+AC-DB+AD-BC =0.

%
o

Demonstracdo: Fazendot =AB-CD+AC-

+AD - BC, temos:

vs)

t = AB-CD [DA+AB] +AD- [BA+AC]
iC.[AD

—AD+AB| +AD - [-AB+AC|

0 que demonstra o resultado. -



Proposicéo 1.2 (UNICIDADE DO PONTO DIVISOR) Sejam A e B pontos distintos. Se
os pontos C e D dividem AB na mesma razdo k, entdo C = D.

Demonstragdo: Como, por hipotese, C e D dividem AB na mesma razéo k, temos que

D

O

k =

%l 8
m.

Dai, AC-DB = AD-CB e, portanto, AC-DB — AD-CB = 0. Sendo assim,

B-CD - [AC-DB - AD CB| = AB

AB-CD+AC-DB+AD-BC.

U\

B-CD=

>
>

Como A, B, C e D sdo pontos colineares, pelo Lema 1.1 segue-se que esta Ultima expressao é
igual a zero. Mas, por hipotese, A # B, assim CD = 0, o que finalmente implicaemC =D. g

Proposic¢do 1.3 Dado um segmento orientado AB e uma raz&o k, k = —1, temos:

(1) Se k > 0, existe um Gnico ponto P € AB que divide AB nessa razdo. Neste caso,
denominaremos o ponto P de divisor interno do segmento AB.

(2) Se k < 0, existe um Gnico ponto P € AB — AB que divide AB nessa razdo. Neste
caso, denominamos o ponto P de divisor externo do segmento AB.

Demonstracgdo: Escolhendo um sistema de coordenadas onde A tem coordenada 0 e B tem
coordenada 1, temos estabelecida uma orientacdo para a reta que passa por A e B. Sejam k um
namero real, k = —1 e P o (Unico) ponto de coordenada

k
P= 1k
Dai, temos
o k k
Ezp_a_l——i—k_ _m:k
PB b—p 1_L L '
1+k 14Kk

ou seja, exibimos um ponto que divide AB na razdo k. A unicidade de P & consequiéncia imediata
da Proposicdo 1.2 e também da unicidade do real p, coordenada de P. Agora, observe que:

(1) Parak >0, temos 0 < p < 1 e isto mostra que P € AB.

(2) Parak < 0,temos p <0ou p > 1eisto mostraque P € AB — AB. -
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1.3 Divisao harmonica

Com os resultados anteriores, temos que se A e B sdo pontos distintos de uma reta / e k é
um namero real diferente de —1 e 1, entdo existem exatamente dois pontos M e N pertencentes
a reta ¢ que dividem o segmento AB nas razdes k e —k, ou seja,

Perceba ainda que:

(1) Sek=0,entdlo A=M =N.
(2) Sek >0, entdo M & divisor interno e N & divisor externo de AB.

(3) Sek <0, entdo M & divisor externo e N & divisor interno de AB.

Definicdo 1.4 (D1vISAO HARMONICA) Sejam A, B, M e N pontos colineares. Dizemos
que M e N dividem harmonicamente o segmento AB, se

AV AN
MB  NB’

Neste caso, M e N sdo denominados divisores harmdnicos ou conjugados harmdnicos
com relagdo ao segmento AB.

Exemplo 1.1 Considere os pontos A, B, M e N como na figura abaixo.

12 8 40
A M B N

(1) Observe que valem as igualdades

AM 12 AN 60 3 AM AN

3
_ = —— = = e = = = = — = = = =,
MB 8 2 B —40 2 MB NB

seguindo-se dai que M e N s3o conjugados harmdnicos com relagdo ao segmento AB.

(2) Observe que valem as igualdades

MA 12 1 MB_ 8 1 MA
AN

vy)

[¢]

AN 60 5 BN 40 5

2E

seguindo-se dai que A e B s@o conjugados harmdnicos com relagcdo ao segmento MN. g
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Exemplo 1.2 Com os dados da figura abaixo temos:

P Q R

3 7 9 15

(1) Observe que valem as igualdades

3
-

-3 P 15-3 PQ PS
e ::7:—2 = _ = =,
—7 SR 9-15 OR SR

o= = _

seguindo-se dai que Q e S sdo conjugados harmdnicos com relagdo ao segmento PR.

(o]

(2) Observe que valem as igualdades

P_38-7_ 1 QR_9-7 1 _ QP _ QR
PS 15-3 3 RS 15-9 3 PS RS’
seguindo-se dai que P e R sdo conjugados harmonicos com relagdo ao segmento QS. -

Observacdo 1.1 Quando M e N s3o conjugados harmonicos com relagdo ao segmento AB, vale

que L L L L
ﬂ:_ﬂ N —MA:_ B
MB NB AN —BN
]
MA  WB
AN BN’

seguindo-se dai que A e B sdo conjugados harmdnicos com relagdo ao segmento MN. Logo, se
M e N sdo conjugados harmoénicos com relagdo ao segmento AB entdo, reciprocamente, A e B
sao conjugados harmoénicos com relagdo ao segmento MN. -

1.4 Area com sinal de triangulo

Definicdo 1.5 (AREA COM SINAL DE UM TRIANGULO) Sejam A, B e C trés pontos
do plano. Definimos a area com sinal Sagc como sendo:

0, seA, BeC forem colineares (triangulo degenerado),
Saec = § +VABC, se A, B e C estdo dispostos no sentido anti-horario,
—VABC, seA, B e C estdo dispostos no sentido horario,

onde VABC representa a area convencional (euclidiana) de um triangulo AABC.
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h
Sagc = +VABC = +a7

Sagc = —VABC = —%h

A area com sinal possui duas propriedades importantes:
(1) (Propriedade da permutacdo) Segue-se da definicdo que
SaBc = SBCA = ScAB = —SacB = —Scea = —SgaAC-

(2) (Propriedade da decomposi¢do) Sendo AABC um triangulo, um ponto P no plano determina
outros trés sub-triangulos APBC, APCA e APAB.

Com a noc¢do de areas com sinal, podemos relacionar as areas destes quatro triangulos
através de uma Unica expressao:

Sasc = Spac + Spca + Spag- (1.1)

Se estivéssemos trabalhando com areas convencionais, seria necessario considerar as sete relacdes
possiveis, dependendo da posi¢do do ponto P, como indicam as Figuras 1.1 e 1.2.

A

B C
Figura 1.1: Sagc = Spac + Spca + Spas € VABC = VPBC + VPCA + VPAB.
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\%",
P

VABC=+VPBC—-VPCA+VPAB VABC=-VPBC+VPCA+VPAB

VABC=+VPBC+VPCA—-VPAB VABC=-VPBC+VPCA—VPAB

VABC=-VPBC—-VPCA-+VPAB VABC=+VPBC—-VPCA—-VPAB

Figura 1.2: Sagc = Spec + Spca + Spas.

Perceba que ao tomar P no interior do tridngulo AABC, temos todas as areas dos sub-
tridngulos positivas e, assim, chamamos a regido interior de (+ : + : +). Se considerarmos
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os pontos fora do tridangulo AABC, teremos mais seis regides para analisar, aléem dos pontos
pertencentes aos lados BC, CA e AB. A combinatoria dos sinais é indicada na Figura 1.3.

Figura 1.3: As 7 regides mostrando os sinais de Spgc, Spca € Spas.

Perceba ainda que, conhecidas as areas dos sub-triangulos formados por um ponto, temos uma
condicdo necessaria e suficiente para afirmar que este ponto esta no interior de triangulo, caso

essas trés areas sejam positivas.

Na sequiéncia, nosso objetivo & mostrar que se A = (Xa,Ya), B= (Xg,y8) € C = (Xc,Yc) sao
as coordenadas cartesianas de trés pontos do plano, a area com sinal Sagc & dada por

Xa ya 1
-D, ondeD=det|xg yg 1

X Yo 1

SaBc =

N~

Para isso, antes precisaremos demonstrar o seguinte resultado:

Lema 1.2 Sejam A = (Xa,Ya), B = (X8,yB) € C = (Xc,Yc) as coordenadas cartesianas
dos veértices de um triangulo AABC e P = (Xp,Yyp), Q = (Xq,Yq) € R = (Xr,YyRr) as coor-
denadas cartesianas dos veértices do triangulo APQR obtido por uma rotagdo seguida de

uma translacdo dos vértices A, B e C. Sejam também

Xa ya 1 X yp 1
D = |xg yg 1 e @f:XQ Yo 1.

X Yo 1 X Yr 1



15

Entdo:

(1) Ds=D.

(2) |D|=2-VABC.

(3) Se A, B eC sdo colineares, entdo D = 0.

(4) Se A, B e C estdo dispostos no sentido anti-horario, entdo D > 0.

(5) Se A, B e C estdo dispostos no sentido horario, entdo D < 0.

Demonstracdo: Determinantes satisfazem as seguintes propriedades ([5]):

xa+h ya+k 1| [xa ya 1
xg+h ys+k 1/=|xg ys 1f. (Pl)
xc+h yc+k 1] |x¢ yc 1

MXa —NYya  NXa +Mya 1 Xa YA 1
mxg —nys nxg+myg 1| =(M*+n?)-|xg yg 1|. (P)
mXc —Nyc Nxc+myc 1 X Yo 1

(1) Sejam m =cos(6) en=sen(O).
Aplicando uma rotacdo Ry ao ponto A = (xa,Ya), obtemos o ponto

Ro(A) = (m —n) (XA> = (Mxa — Nya, NXa +Mya)

n m YA

e, a partir dai, aplicando uma translacdo ao ponto Ry (A), chegamos ao ponto
P = (Xp,Yp) = (MXa —NYya +h,nXa +Mya +K).

Analogamente, obtemos Q = (Xq,Yq) = (mxg — nyg + h,nxg + myg + k) e também temos
R = (Xr,Yr) = (NXc —nyc + h,nxc +myc + k). Assim,
xp yp 1 mxa —nya+h nxa+mya+k 1
Di=1|xq Yo 1|=|mxg—nyg+h nxg+myg+k 1.
XR YR 1 mxc —nyc +h nxc+myc+k 1
Dai, de (Py) e de (P,), temos que
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mXa —Nya NXa+mya 1 Xa Ya 1
Dt = |mxg—nys nxg+myg 1|=(m’+n?)-|xg yg 1.
mXc —Nyc nNxc+myc 1 X Yo 1

Como m? +n? = cos?(0) +sen?(0) = 1, segue-se que Dy = D.

(2) Na figura seguinte, aplicamos ao tridngulo AABC uma rotacdo de angulo —6 (onde 6 é a
inclinacdo da reta EY:)) de forma que B e C ficassem sobre 0 eixo X e, em seguida, aplicamos
uma translacdo levando B até O = (0,0), C até R = (a,0), coma > 0e A até P = (xp,yp),
comyp = —h ou yp = +h, dependendo da orientac¢do do tridngulo AABC.

yA
P:(‘Tpvyp)
c b
h
T 0 a R T
0 01
Do Lema 1.2 (1), temos |D|=|D¢|=|det| a 0 1||=|ah|=2-VABC.
X yp 1

(3) Perceba que, quando A, B e C sdo colineares, temos h = 0 o que acarreta D = 0.

(4) Perceba que, quando A esta no semiplano hachurado, A, B e C ficam dispostos no sentido
anti-horario e, neste caso, temos P = (xp,h) o que acarreta D > 0.

(5) Perceba que, caso tomassemos o vértice A no semiplano oposto, A, B e C ficariam dispostos
no sentido horério e, neste caso, teriamos P = (xp, —h) 0 que acarretaria D < 0. -

Proposicdo 1.4 Sejam A = (Xa,Ya), B=(xs,Ys) € C = (Xc,Yc) as coordenadas cartesi-
anas de trés pontos no plano. Entdo a area com sinal Sagc € dada por
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Xa ya 1

Spge = =D = det|{ xg yg 1

N -
N =

X Yo 1
1
= 5 (XayB +X8Yc+Xcya—Xa¥a —XcYs —Xa¥c).  (1.2)
Note que, em particular, a area com sinal do tridngulo AABC é uma func¢do polinomial
das coordenadas dos vértices do triangulo.

Demonstracdo: Para a demonstragdo, vamos considerar casos.

(1) Para A, B e C colineares, temos pela definicdo de area com sinal que Sagc = 0 e pelo
Lema 1.2 (3), D = 0. Neste caso, vale que

-D.

N =

Sasc =

(2) Para A, B e C dispostos no sentido anti-horario, temos pela defini¢cdo de area com sinal e
pelo Lema 1.2 (2) que Spgc = +VABC = |D|/2 e pelo Lema 1.2 (4), D > 0. Neste caso,
como |D| = D, vale que

SABC - D

N|

(3) Para A, B e C dispostos no sentido horéario, temos pela defini¢cdo de area com sinal e pelo
Lema 1.2 (2) que Sagc = —VABC = —|D|/2 e pelo Lema 1.2 (5), D < 0. Neste caso, como
|D| = —D, vale que

1 1
Sapc = —= - (—=D)==-D.
ABC > (=D) >
. . 1
De (1), (2) e (3), quaisquer que sejam A, B e C, temos Sagc = 3 D. -
Observagao 1.2 Perceba que definindo-se § = Sagc, teremos D = 28. -

Observacdo 1.3 Note que, com a expressdo 1.2, & possivel demonstrar a relagdo 1.1 direta-
mente, sem a necessidade de considerar separadamente cada um dos sete casos das figuras
1.1 e 1.2. De fato: verificar a validade de 1.1 é verificar se um polindmio nas duas variaveis xp
e yp € identicamente nulo. Se o fizermos para xp e yp em um aberto, isto &, se demonstrarmos
que este polindmio se anula em um conjunto aberto, concluiremos que ele se anula sempre.
Dito de outra maneira: se demonstrarmos que a relagdo 1.1 é verdadeira para apenas um dos



18

sete casos das figuras 1.1 e 1.2, estaremos demonstrando que ela é verdadeira para todos 0s
casos e esta idéia seré usada com muita frequéncia. -

1.5 Teorema do co-lado

Proposicdo 1.5 Tridngulos com alturas iguais tém areas com sinal proporcionais as me-
didas com sinal de suas bases.

P

SpaB
Spec

A B C

Figura 1.4: Proporcdo entre areas com sinal e bases de tridangulos de mesma altura .

Demonstracdo: Considere o caso particular da Figura 1.4, com B entre A e C e os tridngulos
APAB e APBC orientados no sentido anti-horario. Tomando |AB| e |BC| como bases, os tridangulos
APAB e APBC tém a mesma altura h. Logo,

~ |BC| BC

Spa VPAB B
Spec VPBC

RN -

.|BC|-h

N

Os demais casos (A entre B e C, C entre A e B, os triangulos orientados no sentido horario
ou no sentido anti-horario) sdo tratados analogamente ou, se preferir, basta usar o argumento
da Observacao 1.3: um caso prova todos os demais. -

Outra forma de interpretar essa igualdade & observar na Figura 1.4 que A, B e C sdo trés
pontos colineares distintos e P € um ponto que ndo pertence a reta £ que passa pelos pontos A,

B e C. Assim, a equagdo o
Spas  AB

Spec  BC
nos diz que, em ocorrendo as condi¢es anteriores, podemos substituir uma divisao de areas
com sinal que envolve o ponto P por uma razdo de medidas de segmentos orientados onde P
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ndo aparece, isto €, podemos usar a equacao para eliminar o ponto P daquela expressdo. Evi-
dentemente, o resultado continua valido mesmo quando P ndo aparece no inicio da expressao:

SPAB _ SABP _ SBPA _ AB
Seec  Sscp  Scpe  BC

Teorema 1.1 (O TEOREMA DO CO-LADO) Se 0 ponto X # P € a intersecdo das retas
AP e %, entédo

Spec @
Spec  PX’
A

B X C

Figura 1.5: O Teorema do co-lado: Sagc /Spec = AX /PX.

Demonstracéo: Pela Proposi¢éo 1.5 temos
(a) B, X e C sdo colineares e A ndo pertence a reta @ logo Sasc/Sasx = BC/BX.
(b) A, P e X sdo colineares e B ndo pertence a reta AP, logo Sagx /Spex = AX /PX.

(c) B, X e C sdo colineares e P ndo pertence a reta %, logo Spex /Spec = BX /BC. Dali,

>
=

Saec _ Sasc Smex Seex _ BC AX

Seec  Sasx Spex Spsc BX P

2| =

O Teorema do co-lado (que & aplicado a triangulos com um lado comum) nos fornece uma
relacdo entre a area do triangulo AABC e a area do sub-tridangulo APBC. Observe na Figura 1.5
os tridngulos AABC e APBC (BC & um lado comum) e o ponto X = APNBC. Assim, a equacéo

Sasc B AX

Spec  PX

nos diz que, em ocorrendo as condi¢Bes anteriores, podemos substituir uma razdo entre medidas
de segmentos orientados envolvendo o ponto X por uma razao entre areas com sinal onde X nao
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aparece, isto &, podemos usar a equacgao para eliminar X daquela expressao (que sera substituido
por BC).

A ferramenta basica para atacar problemas de geometria é a semelhancga (ou congruéncia)
de tridngulos. Contudo, nem sempre é Obvio identificar quais tridngulos sdo semelhantes na
configuracdo geométrica descrita pelo problema. Para obter tridngulos semelhantes, lanca-se
mao de retas auxiliares nada intuitivas. Nessas configuracdes geométricas, &€ muito mais facil
encontrar triangulos com um lado comum do que tridngulos semelhantes.

O proximo resultado é apenas uma outra forma de se escrever o Teorema do co-lado e ele
sera muito conveniente para os calculos e demonstractes das proximas secoes.

Corolario 1.1 Se um ponto P ndo pertence a qualquer dos lados de um triangulo AABC
e a reta AP corta a reta BC em X, entdo

Spas  BX

Spca  XC’

Demonstracdo: Perceba na figura que os triangulos ABPA e ACPA tém o lado PA em comum.
ComoX #CeX = BCN ﬁ, temos pelo Teorema do co-lado que

Sepa  BX

Scpa CX
Dai e do fato que Sgpa = Spag, Scpa = —Spca € CX = —XC, temos que

SpaB _ SePA BX
Seca  —Scpa —CX

|| &3
S
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1.6 Teorema de Ceva

Este teorema foi demonstrado pelo matematico italiano Giovanni Ceva (1648-1734) e com
ele é possivel unificar varios resultados como a concorréncia das medianas, bissetrizes e alturas
de um triangulo. Retas em um tridngulo que ligam um vértice com um ponto do lado oposto
sdo denominadas cevianas do tridngulo (assim, medianas, bissetrizes e alturas sdo cevianas). O
Teorema de Ceva estabelece uma condicdo necessaria e suficiente para que trés cevianas de um
tridangulo sejam concorrentes.

Teorema 1.2 (CEVA) Sejam X, Y e Z pontos situados, respectivamente, sobre os lados
BC, CA e AB de um triangulo AABC.

As cevianas AX, BY e CZ s3o concorrentes

se, e somente se,

N

S

Sk
l

~ = = A
Demonstracdo: (=) Suponha que as retas AX, BY e CZ sejam concorrentes em P, conforme a
figura abaixo.

X Seca’ YA  Spas B Spac

AZ BX CY _Spca Spas Seec
B XC YA Spgc Seca Seas
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(<) Admita que o o
AZ BX Y _
ZB XC YA
e suponha, para uma contradicdo, que AX, BY e CZ nio sdo concorrentes. Tomando Z’ sobre

1

— — = .
AB tal que CZ' passa por P = AX NBY, podemos aplicar o resultado que demonstramos em (=)
para garantir que

>
N

AZBX OV _,
Az B O

N
oy}

Dai e da hip6tese, temos

cY AZ" AZ
R — :> = =,
YA Z'B B

=
N

Z' BX COY_AZ BX
Z'B XC YA ZB XC

de onde podemos afirmar que Z’ e Z dividem AB na mesma razdo. Dai e da unicidade do
ponto divisor, concluimos que Z’ = Z e como CZ’ passa pelo ponto P, entdo CZ passa por P, 0
que caracteriza uma contradi¢do por negar a hipotese, mostrando assim que AX, BY e CZ sdo

concorrentes. u

Evidentemente, o teorema que acabamos de demonstrar ndo é valido para qualquer escolha
dos pontos A, B, C e P. Por exemplo, o tridangulo AABC deve ser ndo-degenerado (Sagc # 0) e
o0 ponto P deve ser tal que as interse¢Bes X, Y e Z sejam todas normais (existe apenas um ponto
de intersecdo entre cada par de retas, de forma que X, Y e Z estejam bem definidos). Estas
condicdes sdo denominadas condi¢cOes de ndo-degenerescéncia do teorema.

Exemplo 1.3 Mostraremos que as medianas, as bissetrizes internas e as alturas de um triangulo
sdo concorrentes.
Suponhamos, para os trés casos, que
IBC|=a, |CA|=Db, |AB|=c, hy, hy, e hc

sdo as medidas euclidianas dos lados e das alturas de um triangulo AABC.
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. v e I = . ~ T
Quando as cevianas AX, BY e CZ sdo medianas, X, Y e Z sdo pontos médios dos lados do
triangulo AABC, valendo os dados abaixo, de onde obtemos

Y AB/2 BC/2 CA/2

‘YA AB/2 BC/2 CA/2

A
A

0 que mostra que as medianas sdo concorrentes. O baricentro, ponto G de encontro das
medianas, é o centro X(2) em ETC.

Usando o teorema da bissetriz interna no triangulo AABC, obtemos as igualdades

IBX| |XC]| ICY| |YA] |AZ|  |ZB|

c b a C b a =k,

onde k1, ko e k3 sdo niameros reais ndo-nulos, justificando os dados da figura seguinte. Dai,

b-k3‘C-k1.a-k2
a-k3 b~k1 C-kz

=1 =

AZ BX CV
ZB XC YA

N

Sk

Si9
_l

pois, como AZ/ZB > 0, BX/XC > 0 e CY /YA > 0 (para qualquer orientagdo dos lados),
fica eliminada a hipo6tese deste produto ser igual a —1, mostrando assim que as bissetrizes
internas também sdo concorrentes. O incentro, ponto | de encontro das bissetrizes internas,
é o centro X(1) em ETC.
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(3) Quando o triangulo é retangulo, as trés alturas (a altura relativa a hipotenusa e os dois
catetos) encontram-se no angulo reto. Neste caso, as trés alturas sdo concorrentes. Para
, valem os dados abaixo, de onde obtemos

tridngulos ndo retdngulos, como tgB = h,/|BX

he/tgA ha/tgB hy/tgC 1 = AZ BX
he/tgB ha/tgC hp/tgA| ZB XC

N
o

1<)

ZB XC YA

pois, como os trés fatores sao positivos (tridngulo acutangulo) ou um & positivo e dois sao
negativos (tridngulo obtusangulo), fica eliminada a hipotese desse produto ser igual a —1,
mostrando assim que as alturas sdo concorrentes. O ortocentro, ponto H de encontro das
alturas, & o centro X (4) em ETC.

T \B _---"C
B he, X ha C 3:”?
tgB tgC H

Observacao 1.4 Em se tratando de mostrar que mediatrizes sdo concorrentes, ndo podemos
aplicar o teorema de Ceva, pois mediatrizes ndo sdo cevianas. Para isso, tomemos na Figura 1.6
o tridngulo ADEF, denominado triangulo medial, cujos vértices sdo os pontos médios dos lados
do triangulo de referéncia AABC.

Figura 1.6: Circuncentro O como ortocentro do tridangulo medial.
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Como os lados do triangulo medial ADEF sdo paralelos aos lados do triangulo de referéncia
AABC, as mediatrizes dos lados do triangulo AABC sao também perpendiculares aos lados do
tridangulo medial ADEF. Assim, as mediatrizes dos lados do triangulo de referéncia AABC sédo
também alturas do triangulo medial ADEF e, portanto, concorrentes. O circuncentro, ponto O
de encontro das mediatrizes, é o centro X (3) em ETC. -

Exemplo 1.4 Mostraremos que, se G € o baricentro do tridangulo AABC, entdo os sub-triangulos
AGBC, AGCA e AGAB sdo equivalentes, isto &, eles possuem a mesma area (euclidiana).

Seja G o baricentro do tridangulo AABC de area 8§ = Sagc. Do Corolario 1.1, temos

SGAB BD SGCA AF 8
SGCA = == SGBC EB GAB GCA GBC 3 .

Exemplo 1.5 Mostraremos que os pés das bissetrizes interna e externa tracadas do vértice A de
um tridngulo AABC dividem harmonicamente o lado oposto BC.

B M C N

BM _c¢  BN_ ¢
MC b NC b
I
BM _ BN
MC  NC’

mostrando que M e N s&o conjugados harmonicos em relagdo ao segmento orientado BC. -
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2 Coordenadas baricéntricas

A figura abaixo mostra as coordenadas cartesianas dos vértices do triangulo AABC e dos
pontosP,R,QeT.

yﬂ

A=(2,5)

5¢T=(0,5)

A média ponderada Mp dos vértices A, B e C com pesos 3,4e 1é

_3A+4B+1C 3(2,5)+4(1,2)+1(6,1) (16,24) . .
A 8 =g ~@¥y=P

0 que nos permite, tomando o triangulo AABC como referéncia, associar ao ponto P o terno
ordenado de nimeros reais formado por aqueles pesos, escrevendo P = (3:4:1).

Da igualdade

R (4,1)= “HZ5)T4(12)+5(61)  —1A+4B+5C
—\"4) = 8 — T as 7

temos que R & média ponderada de A, B e C com pesos —1, 4 e 5 0 que nos permite, tomando o
triangulo AABC como referéncia, escrever R = (—1:4:5). De forma analoga, verifica-se que

e Q= (7:—-4:5),0useja, Q & média ponderada de A, Be C compesos 7, —4e5 e

e T=(7:4:-3),0useja, T & média ponderada de A, B e C com pesos 7,4 e —3.
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De forma geral, para pesos u, v e w, com u+Vv+w # 0, o ponto P obtido pela média
ponderada de A, B e C com estes pesos & dado por

p_ uA+vB+wC
 u+v4w

2.1 Definicao de coordenadas baricéntricas

Definigdo 2.1 (COORDENADAS BARICENTRICAS) Sejam A, B e C os vértices de um
tridangulo AABC e P um ponto do plano. Dizemos que u, v e w sdo as coordenadas
baricéntricas de P em relagdo ao triangulo AABC se

o _ UA+VBWC
U4 Vv4w

)

isto &, se 0 ponto P pode ser obtido como média ponderada dos vértices A, B e C com
pesos u, v e w, respectivamente. Desta maneira, o ponto P passa a ser identificado por
esses pesos e, neste caso, usaremos a notagdo

P=(u:v:w).

Um mesmo ponto P pode ser representado por mais de uma tripla de coordenadas ba-
ricéntricas. Por exemplo, se P=(2:5:3) e Q = (2k : 5k : 3k), com k # 0, entdo P = Q. De

fato:
2kA+5kB+3kC  2A+5B+3C

Q=—kiekrk 24513 "

A proxima proposicdo mostra que qualquer outra tripla de coordenadas baricéntricas para
o0 ponto P deve ser obrigatoriamente da forma Q = (2k : 5k : 3k), com k £ 0.

Proposicdo 2.1 Sejam P; = (U : vy :wg) e P = (uUz : Vo 1 Wp) as coordenadas ba-
ricéntricas dos pontos P; e P, em relacdo a um triangulo de referéncia AABC.

PL=P,
se, e somente se,
existe um namero real ndo nulo k tal que uy = kuy, vo = kvy e wp = kwy.

Demonstracao: Sejam Pp = (up : vy :wp) € Po = (uz : v : Wp) as coordenadas baricéntricas
dos pontos P; e P, em relagdo a um tridngulo de referéncia AABC de area S e P = (u:v:w)
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as coordenadas baricéntricas de um ponto qualquer do plano. Com essas hipoteses podemos

escrever
(U+v+w)-P = uA+vB+wC,
(U1—|—V1—|—W1)~P1 = WA+viB+wiCe
(U2—|—V2—}—W2>-P2 = UA+VvoB+w,C,
onde

U+v+w#0, ur+vi+wi#0 e Ux+Vva+wy#0.

(=) Suponhamos P; = P,.
Dessa hipotese temos que Spp,p, = 0 0u seja

UXa +VXg +WXc Uya-+Vys +Wyc

u+v-+w u+v-+w
X yp 1
UiXa +V1Xg +-WiXc  UiYa +Viys +WiYc
Xp, VP, 1= 1l=o0.
o U +V1+Wg U +V1+Wg
XPZ sz 1

UoXa +VoXB +WoXc  Ugya + VoY +WoYc
Us 4+ Vo +Wo Us + Vo +Wo

1

Multiplicando-se as linhas por u+v+w, Ui + Vi +W1 € U + Vo + Wy, temos

UXa 4+ VXg +WXc uya+Yyve +Wwyc u+v+w u v wj| |[Xxa ya 1
UiXa +ViXg +WiXe Uiya+Viys+Wiyc Ur+Vvi+wi|=|up vi wi|-|xg yg 1/=0,

UoXa + VoXg +WoXc  U2Ya + VoY +Woyc Uz + Vo +Wo Uz V2 Wp| [Xc Yc 1
0 que Nnos permite escrever

u v w u v w
Uy vi wi|-2-Saec=0 = |up vi wy|=0.
U Vo Wp U Vo Wy

Como o determinante acima se anula para quaisquer valores de u, v e w (primeira linha), temos
que a terceira linha & maltipla da segunda, ou seja, existe um nimero real nao-nulo k tal que
Uz = kug, vo = kvy e wp = kwy ([5]).

(<) Suponha que existe um nimero real ndo nulo k tal que uz = kus, vo = kvy e wp = kwj.
Dessa hipotese e da definicdo de coordenadas baricéntricas, temos que

P, _ UpA+VvoB+wC  kupA+kviB+kwi C  ugA+viB+w;C _p
2T T 4vVat+ws  Kup+kvitkwi  upi4vitw, O ©
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2.2 Coordenadas baricéntricas dos vertices, dos pontos mé-

dios dos lados e do baricentro do triangulo de referéncia

Usaremos a Definicdo 2.1 para calcular as coordenadas baricéntricas dos vértices A, B e C,

dos pontos médios D, E e F dos lados e do baricentro G do tridngulo de referéncia AABC.

D)

@)

(3)

Coordenadas baricéntricas dos vértices do triangulo de referéncia.
Como para o vértice A vale a igualdade

~ 1.A+0-B+0-C
o 1+0+0 '

concluimos que A & média ponderada dos vértices A, B e C com pesos 1, 0 e 0. Assim, as
coordenadas baricéntricas do vértice A sao dadas por

A=(1:0:0).
Analogamente, temosB=(0:1:0)eC=(0:0:1).

Coordenadas baricéntricas dos pontos médios dos lados do triangulo de referéncia.
Como para 0 ponto D (médio do lado BC) vale a igualdade

B4+C 0-A+1.B+1.C

D 2 0+1+1 ’

concluimos que D é média ponderada dos vértices A, B e C com pesos 0, 1 e 1. Assim, as
coordenadas baricéntricas do ponto médio do lado BC sdo dadas por

D=(0:1:1).
Analogamente, temosE = (1:0:1)eF =(1:1:0).

Coordenadas baricéntricas do baricentro G. Como, para o baricentro G vale a igualdade

_ A+B+C _1.A+1.B+1.C

G 3 - 1+1+1 ’

concluimos que o baricentro G é média ponderada dos vértices A, Be C compesos 1, 1 e 1.
Assim, as coordenadas baricéntricas do baricentro G séo dadas por G=(1:1:1).

Observacao 2.1 Perceba que as coordenadas baricéntricas desses sete pontos ndo sofreriam

alteracdo caso mudassemos as coordenadas cartesianas dos vértices do triangulo de referéncia

AABC, pois elas ndo foram usadas no calculo das coordenadas baricéntricas desses pontos. g
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2.3 Relacdo entre coordenadas baricéntricas e area com sinal

Proposicdo 2.2 (COORDENADAS BARICENTRICAS E AREA COM SINAL) Sejam A, B
e C os vértices de um tridngulo de referéncia AABC e P um ponto qualquer do plano. As
coordenadas baricéntricas do ponto P podem ser dadas por

P = (Spac : Spca : Spas),

isto &, as coordenadas baricéntricas de um ponto sdo proporcionais as areas com sinal
dos sub-triangulos que esse ponto P forma com os vértices A, B e C do tridngulo de
referéncia AABC ou ainda, sendo P = (u:v:w), entdo u:v:w = Sppc : Spca : Spas.

Demonstracao: Sejam A = (xa,Ya), B = (xg,yB) € C = (Xc,Yc) as coordenadas cartesianas dos
vértices do triangulo AABC e P = (xp,yp) as coordenadas cartesianas de um ponto do plano.
Sabemos que a igualdade

Xp Xp yp 1
Xa Xa ya 1
Xs Xg Y 1

X X Yo 1

é verdadeira, pois a primeira coluna & igual a segunda.

Desenvolvendo o determinante pela primeira coluna, temos:

Xa Ya 1 X yp 1 X yp 1 X yp 1
Xp-ixg yB l|—Xa-|xg yB 1|+X8-|Xxa ya 1l/—Xc-|xa ya 1|=0
Xc yo 1 Xc yo 1 X Yo 1 X yg 1
(8
Xa ya 1 Xp yp 1 Xp yp 1 X yp 1
Xp-Ixg Y8 1l|—Xa'|xg Y8 1l|—Xs-|Xxc Yc 1|—Xc-|xa ya 1| =0
X Yo 1 Xc Yo 1 Xa ya 1 Xxg yg 1
(8
Xp - (2-Sapc) —Xa- (2-Spac) —XB - (2-Spca) —Xc - (2-Spag) =0

I

SaBc - Xp = Spec - Xa + Spca - XB + Spag - Xc- (%)
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Analogamente,

Yp Xp Yp
YA Xa YA
YB XB YB
Yc Xc Yc

e T T

0 que nos leva a
Sasc - Yp = Spec YA + Spca - YB + SpaB - Ye.-

Dai e de (x) temos
Saec - P =Spec -A+Spca-B+Spag-C.

Dai e pela propriedade da decomposi¢do da area com sinal (Sagc = Spsc + Spca + Spag) vem

que
_ Spac*A+Spca-B+Spag-C

N Spec +Spca+SpaB
A relagdo (2.1) nos diz que P & média ponderada dos vértices A, B e C com pesos Spgc, Spca €

P

(2.1)

Spag, mostrando que P = (Spac : Spca : Spas)- -

Observacdo 2.2 Da relacdo (2.1) e do fato que a area de um tridngulo é Gnica e independente
da origem adotada para as coordenadas cartesianas dos vértices, concluimos que:

e Qualquer ponto P do plano pode ser escrito como média ponderada dos veértices do
tridangulo de referéncia AABC.

e As coordenadas baricéntricas sdo invariantes por qualquer transformacdo rigida (como
rotacdes, translacOes e reflexdes), ja que essas preservam a area. -

Na seqiiéncia, usaremos a Proposi¢do 2.2 para calcular as coordenadas baricéntricas dos
veértices, dos pontos médios dos lados e do baricentro do triangulo de referéncia, ja obtidas
usando-se apenas a definicdo.

(1) Coordenadas baricéntricas dos veértices A, B e C do tridngulo de referéncia AABC.
Substituindo-se na Proposicdo 2.2 o ponto P pelo ponto A, temos A = (Sasc : Saca : SaaB)-

Entretanto, como Sagc = 8 € Saca = Saas = 0, podemos escrever
A:(SABCISACAZSAAB):(SZOZO):(1:0:0).

Analogamente,B=(0:1:0)eC=(0:0:1).
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(2) Coordenadas baricéntricas dos pontos D, E e F, médios dos lados BC, CA e AB.
Substituindo-se na Proposi¢do 2.2 o ponto P pelo ponto D, temos D = (Spgc : Spca : Spag)-

Entretanto, como Spgc = 0 e Spca = Spas = 8/2, podemos escrever
D= (SDBC - Spca : SDAB) = (0 . 8/2 . 8/2) = (0 21 1).
Analogamente, E=(1:0:1)eF=(1:1:0).

(3) Coordenadas baricéntricas do baricentro G.
Substituindo-se na Proposi¢do 2.2 o ponto P pelo ponto G, temos G = (Sgac : Scca : Scas)-

Entretanto, como Sgec = Scca = Scas = 8/3 (Exemplo 1.4 na pégina 25) , podemos es-
crever que
G = (Seac : Seca i Seas) = (8/3:8/3:8/3)=(1:1:1).

2.4 Coordenadas baricéntricas de pontos sobre os lados do
triangulo de referéncia

Proposicdo 2.3 (COORDENADAS BARICENTRICAS DE PONTOS SOBRE 0OS LADOS DO
TRIANGULO DE REFERENCIA) Sejam X, Y e Z pontos do plano. Temos que:

(1) O ponto X pertence ao lado BC do AABC se, e somente se, X = (0: XC : BX).

(2) O pontoY pertence ao lado CA do AABC se, e somente se, Y = (CY : 0:YA).

(3) O ponto Z pertence ao lado AB do AABC se, e somente se, Z = (ZB : AZ : 0).
A

Demonstracdo: (=-) Seja X um ponto pertencente ao lado BC do tridangulo AABC. Dessa
hipotese, pela Proposicdo 1.5, vale que

X = (SXBC . SXCA . SXAB) = (O . SXCA . SXAB) = (O :XC: W)
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(<) Suponha que X = (0 : XC : BX).
Neste caso, Sxgc = 0 (primeira componente nula) o que garante que X, B e C sdo colineares.
Dai, X pertence ao lado BC.

Deixamos a cargo do leitor as demonstra¢des das Proposicfes 2.3 (2) e 2.3 (3) que sdo analogas
a demonstracdo apresentada para o célculo do ponto X. -

Em particular, quando X, Y e Z sdo, respectivamente, os pontos médios D, E e F dos lados

do triangulo de referéncia AABC, temos que
E:_C:%, CE-EA-" ¢ AF_FB- e

Dai e da Proposi¢do 2.3, concluimos que

BC BC _(CA__.CA _ (AB AB.
o= (62 %), = (T0:F) o ro(BEoo)

4
D=(0:1:1), E=(1:0:1) e F=(1:1:0).

2.5 Coordenadas baricéntricas do incentro

Observe na figura seguinte, onde a, b e ¢ sdo as medidas euclidianas dos lados e r € o raio
do circulo inscrito no tridangulo AABC, que

a-r b-r c-r
Sigc = + Sica = t— e SiaB = =
Dai e da Proposicdo 2.2, concluimos que
| = (Sisc - Sica: Sias) = (28206 T) L aipig)
= (Giscvicaome) = | s | = (@b
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2.6 Coordenadas baricéntricas do circuncentro

Observe na figura seguinte, onde R & o raio do circulo circunscrito ao triangulo AABC, que

R?.sen(2A)  R?-2-senA-cosA
Sosc = + sez( ) _ se2 COSA _ R2.senA-cosA

e, analogamente, Soca = R?-senB-cosB e Spag = R?-senC - cosC.

Dai concluimos que

O = (Sosc:Soca : Sors)
= (R%-senA-cosA:R%.senB-cosB:R?-senC-cosC)

= (R-senA-cosA:R-senB-cosB:R-senC-cosC).

O teorema dos senos (a/senA = 2R) e o0 teorema dos c0Ssenos (a2 =b?+¢? —2bc cosA)
nos permitem escrever que

2 22
2R-senA—=a e cosA:m,
2bc

com equagdes analogas para os angulos B e C. Assim, temos que
O = (2R-senA-cosA:2R-senB-cosB:2R-senC-cosC)
_ (. —a?4b? 2 b a2 —b? 4 c? e a?+b%>—c?
N 2bc ' 2ac ' 2ab

a?-(—a?+b%+c?) b?-(a?—b?+c?) c?-(a®+b%—c?)
2abc ' 2abc ' 2abc '

Multiplicando-se esta Gltima equagdo por 2abc, temos que

0= (a% (—a? +b?+c?) : b? (a2 —b? +¢?) : c? (a® +b? —c?)).
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2.7 Coordenadas baricéntricas dos ex-incentros

A figura seguinte mostra um circulo tangente ao lado BC (|BC| = a) e aos prolongamentos
dos outros dois lados (|CA| = b e |AB| = c¢) do triangulo de referéncia AABC. Este circulo
e seu centro Ia sd@o denominados, respectivamente, circulo ex-inscrito ao triangulo AABC e
ex-incentro, relativos ao lado BC. Sendo r, 0 seu raio, temos que

a-ry b-ra C-Ia

SixBC = 5 Sixca = +T e Sjpas =+

5

Dai concluimos que

a-r, b-rgy c-r
|A=(S|ABciS|ACAiS|AAB):(— 23: 2a: Za):(—a:b:c).

Analogamente, I =(a: —b:c)elc=(a:b: —c).

2.8 Coordenadas baricéntricas do centro de Spieker

O circulo de Spieker de um tridngulo de referéncia AABC é o circulo inscrito no seu
tridngulo medial ADEF. O centro de Spieker, classificado como X(10) em ETC, nada mais

e do que o centro deste circulo.
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As coordenadas baricéntricas do incentro | de um triangulo AABC de lados a, b e ¢ sdo
dadas por | = (a:b:c). Dai e da defini¢do de coordenadas baricéntricas podemos afirmar que

(a+b+c)-1=a-A+b-B+c-C.

Pelo fato de S ser o incentro do triangulo medial ADEF de lados a/2, b/2 e ¢/2, podemos
entdo afirmar que

a b c a b c
<—+—+—)-Sp:—-D+—-E+—-F

2 2 2 2 2 2
)
(a+b+c)-Sp=a-D+b-E+c-F.
I
2p-Sp=a- (¥)+b- (#) +c- (?)
U

4p-Sp=(b+c)-A+(c+a)-B+(a+b)-C.

Como (b+c)+ (c+a)+ (a+b) =2a+2b+2c = 4p, temos que

(b+c)-A+(c+a)-B+(a+b)-C
(b+c)+(c+a)+(a+b)

Sp:

ou seja, Sp & média ponderada dos veértices do triangulo de referéncia AABC com pesos b +c,
c+aea+b. Daie da Defini¢do 2.1, as coordenadas baricéntricas do centro de Spieker Sy sdo
dadas por

Sp=(b+c:ct+a:a+b)=(2p—a:2p—b:2p—c).

Para os célculos das coordenadas baricéntricas do incentro, do circuncentro, dos ex-incen-
tros e do centro de Spieker feitos anteriormente, mais uma vez consideramos casos particulares
de figuras, tomando o tridngulo AABC orientado no sentido anti-horario. Eles bastam para
demonstrar o caso geral, pois pela Observacdo 1.3 na pagina 17, se uma relacdo (polinomial)
é verdadeira para apenas um dos sete casos, ela & verdadeira para todos os casos. No resto do
texto, usaremos esta técnica sem avisar explicitamente ao leitor.

Perceba também que, caso mudassemos a orientagdo do tridngulo de referéncia AABC,
as coordenadas baricéntricas de todos os pontos calculados teriam o sinal invertido. Multipli-
cando-as por k = —1, obteriamos as mesmas expressdes encontradas acima e isto ndo altera as
coordenadas baricéntricas em virtude da Proposicdo 2.1 na pagina 27.
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Proposicdo 2.4 A soma das coordenadas baricéntricas do circuncentro
0 = (a®(—a?+b?+c?) : b? (a® —b? +c?) : ¢? (8% + b? — c?))

é dada por 4D?, onde D & o dobro da area com sinal § do triangulo de referéncia AABC.

Demonstracdo: Representando-se por t a soma das coordenadas do circuncentro, temos
t = a%(—a®+b*+c?) +b?(a?—b%+c?) +c? (a® +b?—c?)
— 2a’h®+2a’c®+2b%c? —a* —b*—c* (2.2)
= (a+b+c)-(—a+b+c)-(a—b+c)-(a+b—c)
= 2p-2(p—a)-2(p—b)-2(p—c)
= 16-8°
= 4(28)°
= 4D% =

Observacéao 2.3 Da Proposicdo 2.4 e da relagdo 2.2, destacamos a igualdade
4D? = 2a%h? 4 2a°c? + 2b%c? —a* —b* —¢*

que sera usada no calculo das coordenadas baricéntricas de varios centros do triangulo. -

2.9 Coordenadas baricéntricas homogéneas e exatas

Seja P um ponto tal que Spgc = 5, Spca = 3 € Spag = 1. Neste caso, pela propriedade da
decomposicdo da area com sinal, a area do triangulo de referéncia é

Saec = Spec +Spca+Spae =5+3+1=9
e podemos ainda escrever que
5 3 1
P = (Spec :Spca:Spag) =(5:3:1)=(-5:-3:-1)=(57:3rn:7) = (§:§:§) =...

e observar que, entre todas as possibilidades de representacdo das coordenadas baricéntricas
deste ponto P, o terno ordenado (5:3:1) & o (nico que possui as trés componentes iguais as
areas com sinal dos sub-tridngulos e o terno ordenado (5/9:3/9:1/9) é o Gnico cuja soma das
componentes é igual a 1.
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Definicdo 2.2 Sejam A, B e C os vértices do tridngulo de referéncia AABC. Se P & um

ponto de coordenadas baricéntricas P = (u: v : w), suas coordenadas baricéntricas serdo

denominadas

(1) Exatas ou areais, quando u = Spgc, V = Spca € W = Spag. Neste caso, pela proprie-

dade da decomposicdo da area com sinal, teremos que u-+V+W = Sagc.

(2) Homogéneas, quando u+v+w = 1.

Na seqiiéncia, usaremos a Defini¢do 2.2 para obter as coordenadas baricéntricas exatas dos

veértices A, B e C, dos pontos médios dos lados D, E e F, do baricentro G, do incentro | e do

circuncentro O do triangulo de referéncia AABC.

(1) Coordenadas baricéntricas exatas dos veértices.

Como Sagec = S e Saca = Saag = 0, temos que A= (SABC :SAcA - SAAB) = (8 :0: O).

Analogamente,B=(0:8:0)eC=(0:0:8).

(2) Coordenadas baricéntricas exatas dos pontos D, E e F, médios dos lados.

Como Spec =0 e Spca = Spas = 8/2, temos que

D = (Spac : Sbca : Spas) = (O : % : %) )
Analogamente, E = (§/2:0:8/2)eF =(§/2:8/2:0).
(3) Coordenadas baricéntricas exatas do baricentro.
Como Sgec = Scca = Scas = §/3, temos que
G = (Seec : Seca : SgaB) = (2 ; 2 ; 2) -

(4) Coordenadas baricéntricas exatas do incentro.
Como Sjgc =a-r/2,Sica=b-r/2eSag =c-r/2, temos que

a-r b-r c-r
| = (Sigc : Sica:SiaB) = (777)

(5) Coordenadas baricéntricas exatas do circuncentro.

Como Sppc = (R?-sen2A) /2, Soca = (R?-sen2B) /2 e Soag = (R?-sen2C) /2, temos que

R%.sen2A RZ?.sen2B R?-sen2C

O = (Sogc : Soca : Soas) = ( 5 : 5 ; 5

).
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Proposicéo 2.5 Seja P um ponto do plano de coordenadas baricéntricas P = (u:v:w).
Se u+v+w # 0, entdo as coordenadas baricéntricas homogéneas de P sdo dadas por

_ u _ v _ W
U+V4+W U+v+w u+v+w/’

Demonstragdo: Somando-se as coordenadas baricéntricas do ponto P, temos

u N v N w _u+v+w_1
U+V+W U+VH+W U+VHW  U+VHW

mostrando que essas coordenadas baricéntricas do ponto P estdo na forma homogénea. -

Observacao 2.4 A Proposicdo 2.5 mostra que se a soma das coordenadas baricéntricas de um
ponto ndo & nula, & sempre possivel obter as coordenadas baricéntricas homogéneas deste ponto,
bastando para isso dividir cada componente pela soma das trés. -

Na sequiéncia, usaremos a Proposi¢cdo 2.5 e a Defini¢do 2.2 para obter as coordenadas ba-
ricéntricas homogéneas dos pontos médios dos lados D, E e F, do baricentro G, do incentro |,
do circuncentro O e dos ex-incentros la, Ig € Ic do tridngulo de referéncia AABC.

(1) Coordenadas baricéntricas homogéneas dos pontos médios dos lados.

Como D = (0:1:1) e asoma de suas coordenadas baricéntricas & 2, as coordenadas ba-
ricéntricas homogéneas do ponto médio da lado BC s&o

11
o (0:2:1).
Analogamente, E = (1/2:0:1/2)eF =(1/2:1/2:0).

(2) Coordenadas baricéntricas homogéneas do baricentro.

Como G = (1:1:1) e asoma de suas coordenadas baricéntricas & 3, as coordenadas ba-
ricéntricas homogéneas do baricentro séo

111
G—(g.g.g).

(3) Coordenadas baricéntricas homogéneas do incentro.

Como | = (a:b:c)easoma de suas coordenadas homogéneas é 2p, temos que

_(a.b. ¢
S \2p2p2p)°
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(4) Coordenadas baricéntricas homogéneas do circuncentro.
Como O = (a? (—a? +b? +c?) : b? (a2 —b? +¢?) : ¢? (a® +b? — c?)) e a soma de suas co-

ordenadas & 4D2, temos que

o <a2 (—a?+b?+c?) b?(a2—b?+c?) c? (a2+b2—cz)>

4D2 412 4D2

(5) Coordenadas baricéntricas homogéneas dos ex-incentro.

Como Ia = (—a:b:c) e asoma de suas coordenadas baricéntricas é 2(p — a), temos que

-a b c
'A:(2<p—a>'2<p—a>'2<p—a>)’

a b c - a . b —c
COm'B:<2(|o—b)'2<|o—b)'2(|0—b>) © 'C_(2<p—0>'2(9—0)'2@—0))

Observacao 2.5 Note que as coordenadas baricéntricas do baricentro, incentro e circuncentro
possuem uma particularidade: as duas Gltimas componentes sdo obtidas a partir da primeira
fazendo-se permutacdes. Mais precisamente, se a primeira componente é dada por f(a,b,c),
entdo as outras duas sdo dadas por f(b,c,a) e f(c,a,b). Isto acontece porque o baricentro,
incentro e ortocentro ndo dependem da maneira como os Vvértices do tridngulo de referéncia sdo
nomeados. Esta propriedade valera para qualquer ponto com esta caracteristica e sera usada
com freqiiéncia nos calculos que faremos de outros centros do tridngulo. Observe também
que 0s ex-incentros e os pontos médios dos lados do triangulo de referéncia ndo possuem esta
propriedade e este & um dos motivos deles ndo estarem catalogados em ETC. Para mais detalhes
sobre as propriedades da funcgéo f, veja [10].

2.10 Ponto no infinito

A Definicdo 2.1 (pagina 27) pressupde que a soma das coordenadas baricéntricas seja di-
ferente de zero. Contudo, sera Gtil considerarmos o caso em que esta soma seja igual a zero,
0 que nos leva a defini¢do seguinte.

Definicdo 2.3 (PONTO NO INFINITO) Seja P um ponto com coordenadas baricéntricas
P = (u:v:w). Dizemos que P & um ponto no infinito se u+v+w = 0.

No Apéndice A apresentamos uma interpretacdo geomeétrica para pontos no infinito usando,
para isto, coordenadas homogéneas. E importante observar que pontos no infinito ndo sao
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pontos do plano euclidiano mas, sim, abstracdes que dao consisténcia as operacdes sobre pontos
que serdo definidas a seguir.

2.11 Operagdes com coordenadas baricéntricas

Definicdo 2.4 Sejam P; e P, pontos com coordenadas baricéntricas P; = (ug : vy :wy) €
P, = (uz : v2 : W>). Ao ponto P de coordenadas baricéntricas

P="Py+P;=(Up+Up:Vy+Vp:Wg+Wp)

denominamos soma de Py e P,.

Observacao 2.6 A soma de dois pontos que ndo estdo no infinito pode ser um ponto no infinito.
De fato. Se P, =(2:3:5)eP,=(—6:—-1:-3),entdoP =P+ P, = (—4:2:2), que € um
ponto cuja soma das coordenadas baricéntricas é nula. E por este motivo que se faz necessario
introduzir o conceito de pontos no infinito. Sem eles, a operacé@o de adi¢cdo ndo seria fechada.
Note também que a soma de dois pontos no infinito & um ponto no infinito e que a soma de um
ponto que ndo esta no infinito com um ponto que esta no infinito & um ponto que nao esta no
infinito. -

Definicdo 2.5 Sejam k um nGmero real e P; um ponto com coordenadas baricéntricas

Py = (u1 :v1:wsq). Ao ponto P de coordenadas baricéntricas

P=k-Pp=(k-up:k-vqy:k-wy)

denominamos multiplicag¢@o de P; pelo escalar k.

Perceba que quando k # 0, entdo P =k -P;p = (k-ug 1 k-vy i k-wp) = (up:vy:wp) =Pr e
quando k = 0, temos, naturalmente, que P =k-P; = (0:0:0).

Definicdo 2.6 Sejam P; e P, pontos com coordenadas baricéntricas P; = (ug : vy :wy) €
P, = (U2 : V2 : W>). Ao ponto P de coordenadas baricéntricas
P=P,—P,=P+(-1)-P,=(ug — U vy — Vo : W —Wy)

denominamos de diferenca de P; e P».
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Observacao 2.7 Quando as somas das coordenadas baricéntricas de dois pontos sdo iguais,
dizemos que esses pontos estdo com as coordenadas baricéntricas balanceadas. Assim, a
diferenca de dois pontos com coordenadas baricéntricas balanceadas & um ponto no infinito.
De fato, pois

Up+Vi+wy =U+Vo+Wo =5 = (Up—Uz)+(Vi—V2)+ (Wi —Wp)=s—-5=0.

2.12 Ponto divisor de um segmento em uma dada razao

A proposicdo seguinte tem por objetivo determinar as coordenadas baricéntricas do ponto
que divide um segmento orientado em uma dada razdo. Assim, conhecidas as coordenadas
baricéntricas das extremidades P e Q de um segmento orientado PQ e a razdo k em que um ponto
X da reta %) divide este segmento orientado, teremos um método algébrico muito importante
com o qual poderemos calcular as coordenadas baricéntricas do ponto X.

Proposicdo 2.6 Sejam P e Q dois pontos distintos com coordenadas baricéntricas ba-
lanceadas e que ndo estdo no infinito, X um ponto da reta %) com X distinto de Q e k
um ndmero real. Entdo

X divide PQ na razéo k se, e somente se, X =P +k- Q.
Demonstracdo: (=-) Considere k um namero real diferente de —1. Supondo P e Q pontos

distintos com somas das coordenadas baricéntricas r, r = 0 e X um ponto da reta fﬁ) X distinto
de Q com soma das coordenadas baricéntricas s, s # 0, podemos concluir que

S S S
P:(r Seec . . Seca ., SPAB), Q:<r- Qec . SqcA . QAB) .

SaBcC SaBcC SaBc SaBcC SaBc SaBcC

X _ (s- SXBC . SXCA .. SXAB)
Spec SaBc  SaBc
Como os calculos se repetem, vamos trabalhar somente com as primeiras componentes Up, Ug

e Uy das coordenadas baricéntricas de P, Q e X, onde teremos

S S S
b 3Py g Seec o Sxee
SARC SaBc Saec
[}
Up u Ux
Spec = Sagc - - SoBc = Sagc - TQ e Sxsc = Sasc- < (%)

Agora, denotando-se XQ por t, segue-se da hipotese que PX =k-XQ =k-t. Como P, X e Q
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sdo colineares e B e C ndo pertencem a reta Wﬁ temos pela Proposicéo 1.5 (pagina 18) que:

Spcx_@_ t-k B k o SPXB W t-k k
Sch_m_t-i-t-k_l-i-k SPQB PQ Ct4t- k 1+Kk
J
Srox = [ —— ) -Sco € Sexe=[——)-s (1)
Pex = | 15x ) Seee Pxe = | 751 ) ~Seas

C

Usando-se a relagdo 1.1 (pagina 12), tendo AXBC como triangulo de referéncia, segue-se que

Sxec = Spec + Spcx + Spxa- (2)

Do mesmo modo, considerando-se agora AQBC como tridngulo de referéncia, temos que

SoBc = Spec +SpcQ +Spoe = Spcq + Spge = Sgec — Spac- (3)

Substituindo-se (1) em (2), obtemos que

k k k
Sxec = Spac + (m) Spcq + (1+k) SpoB = Spac + (1+k> - (Spcq +SpoB)-

Dai e de (3), temos que

k
Sxec = Spec + (ﬂ) - (SoBc — Spac)-

Dai e de (x), temos que

s s ()t s

[u—u+L(u—u)—iu+Lu
s X7 PTA TRV T\ k) P \1rk )@

Logo,
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Portanto,
-(14+k)-ux =up+k-ug.

wl=

Analogamente, temos

-(l+k)-Vx:Vp+k-VQ e -(l+k)-Wx:Wp+k-WQ,

wm| =
wm| =

acarretando que

X = (ux:vx:wx)
r r r
- (14K)-ux: = (1+K)-vy : = (14K)-
(5 @+ o (4K v - (LK) wy )
= (up+Kk-ug:vp+k-vg:wp+k-wg)
(up:vp:wp)+(k-ug:k-vg:k-wq)
= P+k-Q.

Isto encerra o caso k # —1. Considere agora k = —1. Para esta hipotese, a formula X =P +k-Q
também é verdadeira, poisparak = —1,temos X =P+ (—1)-Q =P —Q e, como as coordenadas
baricéntricas de P e Q estdo balanceadas, X é um ponto no infinito.

(<) Suponhamos X = P +k-Q e seja X’ 0 ponto que divide PQ na razdo k. Temos de (=)
que X’ = P +k-Q. Da unicidade do ponto divisor, segue-se que X’ = X. Assim, X divide PQ
na razdo k, o que demonstra o resultado. -

Corolario 2.1 Sejam P e Q dois pontos distintos com coordenadas baricéntricas balan-
ceadas e X um ponto da reta fﬁ) com X distinto de Q e k um nimero real.

X & ponto médio de PQ se, e somente se, X = P+ Q.

Demonstragdo: X & ponto médio de PQ & =1 & X=P+Q. -

X|| T
Sl =

2.13 Coordenadas baricéntricas de T = X(55)

Seja T o ponto que divide internamente o segmento OI na razdo k = R/r. Na sequéncia,
calcularemos as coordenadas baricéntricas deste ponto que é classificado em ETC como X (55).
Primeiramente, precisamos balancear as coordenadas baricéntricas dos pontos | = (a:b:c) e
0 = (a%(—a?+b?+c?) :b? (a? —b? +c?) : ¢? (a2 +b® — ¢?)). Como as somas das coordena-
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das baricéntricas de O e de | sdo, respectivamente, 4D? e 2p, tomemos

O_(az(—a2+b2+c2) _b? (a® —b%+c?) .cz(a2+b2—c2)> . I_(a b c)

4D2 4D?2 ' 4D2 2p 2p 2p

ambos com a soma das coordenadas baricéntricas igual a 1 (forma homogénea).

Em segundo lugar, como a area S de um tridngulo de perimetro 2p e lados a, bec é

Szi—k;: ou S=p-r ou S®2=p(p—a)(p—b)(p—c),

onde R e r sdo os raios dos circulos circunscrito e inscrito nesse tridngulo e 2-S = |D|, vem que

K — R _ (abc)/(4S) abc p _abcp _abcp _ abcp
r  S/p 45 S (252 |D]Z D2

e, finalmente, com as coordenadas baricéntricas de O e | balanceadas e sendo OT /TT = k,
temos, pela Proposicdo 2.6, que T = O+k- 1, acarretando ur = up +k - u;. Dali,

a*(—a*+b*+c®) abcp a _ a*(-—a’+b?+c?)+2a%hc

ur =

4D? D2 2p 4D?
a? 2 | 12 o2 a? 2.2
= @-(—a +b“+c +2bc)zm-[(b+c) —a°]
_ @ bicra)(bic_a)= 2 2p2p_a)= L ap_a)
= 4D2 ~gpz PP = &P

T =(ur:vr:wr)=(a’(p—a):b*(p—b):c*(p—c)).
Como p—a= (—a+b+c)/2, também podemos escrever que

T = (a®(—a+b+c):b?(a—b+c):c?(a+b—c)).

2.14 Coordenadas baricéntricas de T’ = X (56)

Seja T’ o ponto que divide externamente o segmento Ol na razdo k = —R/r. Na sequéncia,
calcularemos as coordenadas baricéntricas deste ponto que é classificado em ETC como X (56).
Como ja balanceamos as coordenadas de O e 1 e OT//T /I =k’, com k’ = —abcp/D?, temos,
pela Proposicao 2.6, que T’ = O +k’ -1, acarretando ut = up +k’ - uy. Dai,

a?(—a?+b?+c?)—2a%bc  —a?
Upr = ( 57 ) :4D2,[a2_(b_c)2)]
a2 a2

- pD?2 p-a’

_ @ (pp-a)p-b)(p-c)\ _ @/ § \_ -8 2
- P ( p(p—a) )_ D2 (p(p—a>)
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Como no caso anterior, T’ = (ugs : vy : wy/), acarretando que

T/ a® b ou T/ — > b
~\p—a ' p-b ' p-c ~ \—a+b+c a—b+c at+bh—c/’

2.15 Teorema de Ceva para coordenadas baricéntricas

Definicdo 2.7 (CEVIANAS E TRACOS DE UM PONTO) As retas que ligam os vértices
do tridngulo de referéncia AABC a um ponto P sdo denominadas cevianas do ponto P
e 0s pontos onde essas cevianas do ponto P cortam os lados opostos do tridngulo de

referéncia sdo denominados tragos do ponto P.

Diferentemente de um tridngulo que tem infinitas cevianas, um ponto possui no maximo
trés. Assim, a definicdo de ceviana de tridngulo vista na pagina 21 ndo esta se repetindo aqui.
Ao triangulo AXY Z cujos vértices sdo os tragcos de um ponto P denominamos de triangulo
ceviano do ponto P. Perceba que o tridngulo medial é o tridngulo ceviano do baricentro.

Lema 2.1 Sejam X,Y e Z os tracos de um ponto P, respectivamente, sobre os lados BC,

CA e AB do tridngulo de referéncia AABC.
(1) Se P divide XA na razdo k, entdo P = (k-BC : XC : BX).
(2) Se P divide YB narazdo k, entdo P = (CY : k-CA:YA).

(3) Se P divide ZC narazdo k, entdo P = (ZB : AZ : k- AB).

Demonstragdo: Suponha que o ponto P divide a ceviana XA na razdo k, ou seja, XP/PA = k.
Para demonstrar o Lema 2.1 (1), basta provar que k-BC : XC : BX = Spgc : Spca : Spag €, para
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tal, basta mostrar que k- BC : XC = Spgc : Spca, pois pelo Corolario 1.1 (pagina 20) ja temos
XC : BX = Spca : Spag. Do Corolario 1.1 e da Proposicéo 1.5 (pagina 18), temos que

BX  Seas  XP _ Spgx 5 XP  Spxc

XC Spca’ PA  Spas P Spca

ol
o
@
3
O

(BX+XC) XP-BX+XP-XC
PA

|

Il

L

[

[l
23

I

_|_
=%

e
><' o]
S

>

podemos afirmar que

k-BC _ Spex .§PA€+ Sexc _ Seex N Sexc _ Seex +Spxc _ Spec
XC  Spag Seca  Spca  Spca  Seca Spca Spca’

ou seja, k-BC : XC = Spgc : Spca, 0 que mostra o resultado. As demonstragdes dos Le-

mas 2.1 (2) e 2.1 (3) sdo analogas a anterior. -

Teorema 2.1 (TEOREMA DE CEVA PARA COORDENADAS BARICENTRICAS) Trés
pontos X, Y e Z s&o os tracos do ponto P = (X :y: z)

se, e somente se,

X
X,YeZsdodaformaq Y =(x:0:z) ,paraalgumx,y, z.
Z

X=0:y:2) ¢

Demonstracdo: (=) Suponhamos que X, Y e Z sdo os tracos de P = (x:y : z).

Fazendo-se k = XP/PA, temos do Lema 2.1 (1) que P = (x:y:z) = (k-BC : XC : BX) ¢,
entdo, XC : BX =y :z. Dai e como X esta sobre o lado BC, temos X = (0: XC :BX) = (0:y:2).
Analogamente, temosqueY = (x:0:z)eZ=(x:y:0).
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(<) Suponhamos que X, Y e Z s&o da forma
X=(0:y:2), Y=(x:0:2) e Z=(x:y:0),

para algum x, y, z. Dessas hip6teses e do fato dos tracos X, Y e Z pertencerem aos lados do
tridangulo de referéncia AABC, temos pela Proposicédo 2.3 (pagina 32) que

X=(0:y:2)=(0:XC:BX) = BX/XC=z/y.
Y=(x:0:2)=(CY:0:YA) = CY/YA=x/z.
Z=(x:y:0)=(ZB:AZ:0) = AZ/ZB=y/x.

Aplicando o teorema de Ceva ao tridngulo AABC, temos que

Sk
B
_<
<
N
>

garantindo AX, BY e CZ concorrentes. Logo, X, Y e Z sdo os tragos do ponto P = (x:y:z). m

Quando X, Y e Z sdo, respectivamente, os pontos D, E e F, médios dos lados, o ponto P é

0 baricentro, acarretando que

X =(0:bky:cky)=(0:b:c)
Y =(aky:0:cky)=(a:0:c) =I1=(a:b:c),
Z=(aks:bk3:0)=(a:b:0)

B ok X b-ky C

0 que ratifica as coordenadas baricéntricas do baricentro G e do incentro I.
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2.16 Coordenadas baricéntricas do ortocentro

Para o calculo das coordenadas baricéntricas do ortocentro H, consideraremos dois casos:
os triangulos retangulos e os ndo-retdngulos. Em se tratando de triangulos ndo retangulos, cal-
cularemos as coordenadas baricéntricas primeiro em funcédo das tangentes dos angulos internos
e, em seguida, em funcdo dos lados do triangulo de referéncia AABC.

(1) Coordenadas baricéntricas do ortocentro de um triangulo retangulo.
Quando o triangulo de referéncia AABC é retangulo, as trés alturas (a altura relativa a hipo-
tenusa e o0s dois catetos) encontram-se no angulo reto. Neste caso,
e se o tridngulo é retdngulo em A, temosH = A= (1:0:0),
e se o tridngulo é retdngulo em B, temosH =B =(0:1:0),

e se o tridngulo é retdnguloem C, temosH =C = (0:0:1).
(2) Coordenadas baricéntricas do ortocentro de um triangulo ndo retangulo.

(a) Coordenadas baricéntricas do ortocentro em funcdo das tangentes dos angulos internos.

Aplicando a defini¢do de tg(x) ao angulo B do tridngulo retdngulo AXAB, obtemos

tgB = LY
=X T tgB

e, de modo analogo, obtemos os demais dados da figura seguinte.

X:(O:E:E = (0:tgB:tgC)

tgC tgB
(e oy . A R -
Como< Y = th'O'tgA = (tgA:0:tgC) ,temosque H = (tgA:tgB:tgC).
Z= E:E:O = (tgA:tgB:0)
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(b) Coordenadas baricéntricas do ortocentro em fungdo dos lados.

Aplicando o teorema de Pitagoras aos triangulos retdngulos AXCA e AXAB, obtemos

aZ+b?—c?

b? = (ha)?+ |XC|?
{ (ha)" +[XC| ¢2—b?=a2—2aXC| = XC| =

¢? = (ha)?+ (a—[XC|)?
Dai e como |BX| + |[XC| = a, temos que

2002 _ 2 a2 _p2.c?
|BX|:a—|XC|:a—a +b°—c _a b“+c
2a 2a

e, de modo analogo, obtemos os demais dados da figura seguinte.

Com esses dados, podemos entdo concluir que

. 2 h2_ 2 2 n2. 2
X — 0 : ac+bc—c : ac—b°+c
2a 2a
v a?+b%>—c? 0 -2+ b?4c?
a 2b ' ' 2b
2 1202 a2 n2. 02
7_ ac—b°+c : a‘+bc+c : 0
L 2C 2C
NS
( 1 1
X = 0 : :
( a2 —b2+c? a2+b2—c2)
_ 1, 1
~\—a?+bh?2+c? "a?+b2—c?
[~ \—a?+b2+c? a?—b?4c?
I3

o 1 I R
-\ —a2+b2+c? a?2—b?+c2 a?+h2—c?)’
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2.17 Coordenadas baricéntricas do Ponto de Gergonne

Sabemos da geometria euclidiana que as duas tangentes tracadas de um ponto exterior a
um circulo tém medidas iguais. Considerando-se os dados da figura seguinte, onde X, Y e Z
sdo 0s pontos de tangéncia do circulo inscrito em um tridangulo AABC cujos lados tém medidas
euclidianas |BC| = a, |[CA|=Dbe |AB|=c, temosque a=y+2z, b=z+xe c=x+Yy (onde
X, y e z sdo distancias euclidianas), acarretando que 2x 4+ 2y + 2z = 2p. Assim, X+y+z=1p
e, portanto, x+a = p, isto &, |AZ| = |YA| = p—a. Analogamente, |ZB| = |[BX|=p—be
IXC|=|CY|=p—c.

Observe agora que, com os dados da Figura 2.1, podemos escrever que

AZ BX CY p—a p—b p-c 1 AZ BX CY
ZB XC YA|

pr— — :> = = —

p—b p-c p-a ZB XC YA
pois, como os trés fatores sao positivos, fica eliminada a hipotese desse produto ser igual a —1,
permitindo-nos afirmar, pelo Teorema de Ceva, que as retas AX : BY e CZ sdo concorrentes.
Este ponto de concorréncia Ge € denominado ponto de Gergonne do tridngulo AABC. Em ETC,

ele & o centro X (7).

Figura 2.1: Ponto de Gergonne Ge.
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Como . 1 1
X=0:p—c:p—b)= 0 :ﬂ:ﬁ
1 1
{ Y=(p-c:0:p—a)= ? 01 ‘p=¢c)
Z=(p—-b:p-a:0)=({—:——: 0
\ (p—b:p ) b—a p_b
segue-se que
1 1 1
Ge_(p—a'p—b'p—C)’
1 1 1
Mas,p—az(—a+b+0)/2’|0900e:(_a+b+c:a—b+c:a+b—c)'

2.18 Coordenadas baricéntricas do Ponto de Nagel

Sejam |BC| = a, |CA| = b e |AB| = c, respectivamente, as medidas euclidianas dos lados
do triangulo de referéncia AABC e X, Y e Z o0s pontos de tangéncia dos circulos ex-inscritos
com esses lados. Sejam também Xy, Xc, Y¢, Ya, Za € Z, 0s pontos de tangéncia dos circulos
ex-inscritos com os prolongamentos desses lados, como ilustra a figura abaixo.

Mostraremos que (1) |AXp| = |AXc| = |BYc| = |BYa| = |CZ4| = |CZy| = p e também que
(2) IBX| = p—ce |XC| = p—b. De fato:

(1) Fazendo-se |BX|=|BXc| =te |CX|=|CXp| =Kk, temos que
2p=a+b+c=(t+k)+b+c=(b+k)+(c+t) =|AXp| + |AXc].

Como |AXp| = |AXc|, temos que |AXp| = |AXc| = p e |BYc| = |BYa| = |CZ4| = |CZy| = p.
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(2) Como |AXp| =p e |AXc| = p,temosquec+t=peb+k=p. Logot=p—cek=p—Dh.

Analogamente, |CY| = |ZB|=p—a, [YA|=p—ce|AZ|=p—bh.

Observe agora que, com os dados da Figura 2.2, podemos escrever que

= 'XC VE| =

AZ BX CY 'p—b p—c p—a AZ BX CY
. . :1 = :‘:'::1
p—a p—b p-c /B XC YA

pois, como os trés fatores sao positivos, fica eliminada a hipotese desse produto ser igual a —1,

- . v ~v i~
permitindo-nos afirmar, pelo Teorema de Ceva, que as retas AX, BY e CZ sdo concorrentes.

Este ponto de concorréncia N, & denominado ponto de Nagel do tridangulo AABC. Em ETC, ele

€ o centro X(8).

Figura 2.2: Ponto de Nagel N,.

Como

(0O:p—b:p—c)
(p—a:0:p—c) ,
(p—a:p—Db:0)

X
Y
z

segue-se que
Na=(p—a:p—b:p—c).

Mas, p—a=(—a+b+c)/2,logoNg=(—a+b+c:a—b+c:a+b—c).
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2.19 Coordenadas baricéntricas do centro do circulo de nove
pontos

A figura seguinte mostra um triangulo AABC de circuncentro O e ortocentro H, onde D, E
e F sdo os pontos médios dos lados, S, T e U sdo os pés das alturas e A*, B* e C* s@o 0s pontos
médios dos segmentos que ligam o ortocentro H aos vértices A, Be C.

4

-~

-
-~
-~

dplass

-~
-~

No Apéndice B, mostramos um resultado devido ao matematico Karl Wilhelm Feuerbach
que nos garante: os nove pontos D, E, F, S, T, U, A*, B* e C* estdo em um circulo y, denomi-
nado circulo de nove pontos, cujo centro N¢ & o ponto médio de OH e cujo raio & a metade do
raio R do circulo circunscrito ao tridngulo AABC.

Para calcular as coordenadas baricéntricas do centro do circulo de nove pontos N¢, sera
necessario balancear as coordenadas do circuncentro O e do ortocentro H. Para isso, como as
coordenadas baricéntricas do ortocentro H de um tridngulo nédo retangulo AABC sao dadas por

_ 1 . 1 . 1
- _a2+b2+C2'a2_b2_|_C2'a2_|_b2_C2 !
fazendo-se —a? +b? +c? =kq, a2 —b%4c? = ky e a? +b% — c? = ks, teremos certamente, que

ki1 # 0, ko £ 0 e k3 £ 0, pois, por hipbtese, o triangulo ndo é retangulo.

Dai, podemos escrever que

1 1 1
i = (k—k—k—)

B koks | kiks | kikz
n kikoks * kikoks ~ kikoks
= (kgkg . k1k3 . k1k2>

= (a*-b*-c +2b2 2:p*—at —c*+2a%c% ¢t —a’ — b* + 2a%b?)
— <a4 2 ph (c —az)2 ¢t — (a% - bz)z) (2.3)
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Perceba que, quando escrito da forma (2.3), a soma s das coordenadas baricéntricas de H &

<{—b"—a‘+2b2c2) + <J8’(— a4—c4+2a2c2) + (;/—a"(— b4+2a2b2)

— 2a%h? 4 2222 4 2b2c2 — a* —b* — ¢t & 42

onde, em (), usamos a Observacdo 2.3 (pagina 37). Assim, o ortocentro escrito da forma (2.3)

e 0 circuncentro possuem as coordenadas baricéntricas balanceadas, pois pela Proposicdo 2.4

(pagina 37) a soma das coordenadas baricéntricas de O também é 4D2. Dai e do fato de N¢

ser ponto médio de OH temos, pelo Corolario 2.1, que N = H + O, garantindo que a primeira

componente de N¢ & dada por un, = uy + Uop, acarretando que

UN, =

a® — (02— )2 +a2(—a2 b2+ c?)
' — (02 —c?)? — @ +a(b? + %) = a?(b?+c?) — (b? —c?)?

Ne = (a2(b? +¢c?) — (b? —c?)2 : b?(c? +a2) — (c? —a2)2 : c?(a? + b?) — (a2 — b?)?).

Exemplo 2.1 Com base no resultado anterior, mostraremos que as coordenadas baricéntricas

do centro do circulo de nove pontos N também podem ser dadas por

2abca-cos(B—C)

N = (a-cos(B—C):b-cos(C—A):c-cos(A—B)).

x| I
NIFRPNIRFRPN RPN -

2abca- (cosB - cosC +senB-senC)
pabea a?—b?+c?\ (a?+b?—c? 2D\ (2D
' 2ac 2ab i 2ac 2ab
- [(a% —b? +c?) (a2 +b? — c?) +4D?]
[(a® = [b*

.
(a?)" (b

—c?]) (&% + [b? —c?]) +4D?]

2_?)” 4417
: [/2(‘— b* — c* + 2b2c? + 2a%b? + 2a2c? + 2b%c? —af — bt — 04]
a%b? +a%c? +2b%c? —b* —c*

a? (b2 +¢2) — (b2 —c?)°,

onde em () usamos a Observacao 2.3 (pagina 37). Dai e do resultado anterior, temos que

NC -

0 que mostra o resultado.

(2abca-cos(B—C) : 2abchb - cos(C —A) : 2abcc - cos(A—B))
(a-cos(B—C):b-cos(C—A):c-cos(A—B)),



56

3  Divisores harmonicos

Lema 3.1 Trés pontos sdo colineares se, e somente se, € nulo o determinante da matriz
formada por suas coordenadas baricéntricas.

Demonstracao: Sejam P; = (Up : vy :Wy), P = (U2 :vp i W) e Ps = (u3:v3:ws) pontos que
nao estdo no infinito, tais que Uy +Vvy +W1 =S1, Up + Vo +Wp =Sy € U3 + V3 + W3 = S3.

Dessas hipoteses, aléem de s; #0,sp #20es3#0,temosque sy -Pr =u;-A+vy-B+wy -C,
S,-Po=uy-A+vy-B+wy-Cesz-P3=u3-A+vz-B+ws-C. Dai,

UiXa +V1Xg +W1Xc  Uiya +ViyB +WiYyc 1
Xp, Y 1 S1 S1
S 1 1 |upXa+VoXg +WoXc  U2Ya +VaYB +WaYc 1
PiP2Ps = 5 Xp, Yp, 1l|= 2" 57 s
Xp, Yp, 1 UsXa T VsXg +WsXc  Usya +Vsys +Wsyc
S3 S3
|3
1 UiXa +ViXg +W1Xc Uiya+ViyB+Wiyc U1 +Vi+Wp
SpypP; = 2 Sisyss |U2XATV2XB T W2Xe UgYah VoYt Waye Uz V2t Wo
U3Xa +V3Xg +W3Xc Usya +V3ys +Wsyc U3z —+V3+Ws
I
Up Vi Wil [Xa ya 1 Up vi W
S ! ! 2S
PPy ==———"|Us Vo Wol-|X =————-|Uy Vo Wy|-25aBC
PP = 5 s 5,53 2 V2 W2 B YB 2515553 2 V2 W2
Uz vz W3| |xc¢ Yc 1 Uz V3 Ws
|3
up vi W
1723 515253 2 2
us vi Ws

0 que demonstra o resultado.
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Proposicdo 3.1 Sejam P; = (ug : vy : W) e P, = (U : Vo @ Wp) pontos distintos que ndo
estdo no infinito e que possuem coordenadas baricéntricas balanceadas e P = (u: v :w)
um ponto do plano.

Se existe um nimero real ndo nulo k tal que P =Py +k - Py,
entao
P, P; e P, sdo colineares e P divide P;P, na razao k.

Demonstragdo: Suponhamos que existe um namero real ndo nulo k tal que P = P +k - P..
Dessa hipbtese, temos que u = Uy +k-uUp, v=vy +k-vo e w =w; +k-wp. Do Lema 3.1, 0s
pontos P, Py e P, serdo colineares (Spp,p, = 0) se

u v w
up vi wg| =0,

U Vo Wp

0 que é 0 nosso caso, pois a primeira linha dessa matriz € uma combinacgéo linear das outras
duas (L; = Ly +k-Lg). Como as coordenadas baricéntricas de P; e P, estdo balanceadas, a
afirmacdo “P divide P;P, na razao k” é garantida pela Proposicdo 2.6 (pagina 42). -

3.1 Divisdo harmonica de HG por N e O

Mostraremos agora que H, N¢, G e O s@o colineares e que N e O sdo conjugados harmonicos
em relacdo ao segmento orientado HG. Para isso, analisaremos os pontos H, G e O mostrando
que sdo colineares (reta de Euler) e analisaremos a razdo em que G divide os outros dois e,
em seguida, faremos a mesma coisa com 0s pontos N¢, G e O. Entretanto, consideraremos
o tridngulo de referéncia AABC nao equilatero, pois usando coordenadas baricéntricas, pode-
mos facilmente verificar que quando o triangulo de referéncia AABC é equilatero, H, Ge O
coincidem e, neste caso, a reta de Euler ndo esta definida.

(1) Suponhamos AABC um triangulo retangulo.
Neste caso, se AABC é retangulo em
e AjtemosH =(1:0:00e0=(0:1/2:1/2) = G=H+2-0.
e B,temosH=(0:1:00e0=(1/2:0:1/2) = G=H+2-0.
e C,temosH=(0:0:1)e0=(1/2:1/2:0) = G=H+2.0.
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(2) Suponhamos AABC um triangulo ndo retangulo.
Neste caso, o ortocentro H = (a* — (b? —¢2)2: b* — (¢ —a?)? : ¢* — (a® — b?)?) e o cir-
cuncentro O = (a?(—a? +b? 4 ¢?) : b?(a? — b2 +c?) : ¢?(a + b2 — c?)) possuem as coor-
denadas baricéntricas balanceadas e, além disso, vale

XH+2-x0 = a'—(b?—c?)?+2-[a?(-a®+b?+c?)]
— a*—b*—c*+2b%c? —2a% +2a%b? + 2a%c?
— 2a%b? +2a%c? +2b%c? —a* —b* —c*

*

= 4D?

—
~

H+2-0=(4D%:4D?: 4D?) =G,

onde em (x) usamos a Observacdo 2.3 (pagina 37).

De (1) e (2) concluimos que G = H +2- O para qualquer tridngulo. Dai e da Proposicdo 3.1,
H, G e O sdo colineares e o baricentro G divide internamente HO na razdo k = 2, ou seja,
HG/GO = 2.

Fazendo-se GO = 2x, teremos HG = 4x, justificando a razdo entre segmentos orientados
apresentada na Figura 3.1.

Reta de

Figura 3.1: A reta de Euler passando por H, Ge O,comHG =2-GO.

Mostraremos agora que o centro do circulo de 9 pontos N, 0 baricentro G e o circuncentro
O de um tridngulo sdo colineares e OG = 2 - GN, e, para isso, precisamos antes saber que o
baricentro G’ do tridangulo medial ADEF coincide com o baricentro G do tridngulo de referéncia
AABC. De fato, pois
B+C C+A A+B
_D+E+F 5 Tt T A4B4C
3 3 3

G’ G.
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Vimos que o circuncentro O, o ortocentro H e o baricentro G de um tridngulo, sdo colineares
e vale a relagdo HG = 2-GO. Como N & o circuncentro, O & o ortocentro (Figura 1.6 na
pagina 24) e G é o baricentro do triangulo medial ADEF, podemos concluir que esses pontos
sdo colineares e vale a relagdo OG = 2- GN,. Fazendo OG = 2x, teremos GN, = x, justificando

a razdo entre segmentos orientados apresentada na Figura 3.2.

Reta de
/2 Euler

Figura 3.2: Reta de Euler passando por N¢, G e O com OG = 2 : GN,.

Reunindo-se os dados das Figuras 3.1 e 3.2, temos justificados os dados da Figura 3.3,

Reta de
/. Euler

Figura 3.3: H, N¢, G e O s&o colineares com NG : GO:HN,=1:2:3.

permitindo-nos escrever

HN HO
NG X 0OG —2x
4
AN, _HO
NGOG’

mostrando que N¢ e O sdo conjugados harmonicos em relacdo ao segmento orientado HG.
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3.2 Divisdo harmonica de GN, por I e S,

Analogamente ao que fizemos com H, N, G e O, mostraremos que |, G, Sp e N séo coline-
ares e que | e Sy sdo conjugados harménicos em relagédo ao segmento orientado GN,. Para isso,
usaremos 0 mesmo método anterior onde os pontos serdo divididos em dois grupos com trés
pontos e também consideraremos o tridngulo de referéncia AABC ndo equilatero, pois usando
coordenadas baricéntricas, podemos facilmente verificar que quando o triangulo de referéncia
AABC é equilatero, N5, G e | coincidem e, neste caso, a reta que 0s contém nao esta definida.

Oincentro | = (a:b:c) e o ponto de Nagel N; = (2(p—a):2(p—Db):2(p—c)) tém as
somas das coordenadas iguais a 2p (coordenadas balanceadas) e, além disso, vale que

Na+2-1 = (2(p—a):2(p—b):2(p—c))+2-(a:b:c)
= (2p—2a+2a:2p—2b+2b:2p—2c—+2c)
= (2p:2p:2p)=0G.

Dai e da Proposicdo 3.1, I, G e N, sdo colineares e G divide internamente N,I na razdo
k =2, ou seja, NaG/GI = 2. Fazendo-se GI = 2x, teremos N4 G = 4x, justificando a raz&o entre
segmentos orientados apresentada na Figura 3.4.

A

B C

Figura 3.4: I, G e N, sdo colineares com N,G = 2-Gl.

Mostraremos agora que I, G e Sp séo colineares e que IG=2. G—SFJ Temos que o incentro
| = (2a:2b:2c) e ocentro de Spieker S, = (b+c:c+a:a+b) ttm as somas das coordenadas
iguais a 4p (coordenadas balanceadas) e, além disso, vale que

1+2-Sp = (2a:2b:2c)+2-(b+c:c+a:a+b)
= (2a+2b+2c:2a+2b+2c:2a+2b+2c)
= (4p:4p:4p)=0C.
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Dai e da Proposicdo 3.1, I, G e Sy, sdo colineares e G divide internamente ISy, na razéo k = 2,
isto &, 1G/GS, = 2. Fazendo-se IG = 2x, teremos GS, = X, justificando a razdo entre segmentos

orientados apresentada na Figura 3.5.

A

:—:2

1IG 2
GS,

C

Figura 3.5: I, G e Sp, séo colineares com I1G = 2- GS,,.

A partir das relacBes dadas nas Figuras 3.4 e 3.5, temos que GSp : 1G : SyN; = 1:2

permitindo-nos escrever
X Gl 2X 1 GSp Gl
3 SoNa N,

GSp BRI ]
-3 TN,  6x

Sendo assim, S e | sdo conjugados harmdnicos em relagéo ao segmento orientado GNa.

C

Figura 3.6: I, G, Sp e N, séo colineares com GSp : 1G: SyNa =1:2: 3.

3.3 Divisao harmonica da bissetriz interna por | e I

Como sabemos do Exemplo 1.5 (péagina 25), os pés das bissetrizes interna e externa tracadas
do mesmo vértice de um tridngulo dividem harmonicamente o lado oposto. Assim, usando 0s
dados da figura abaixo, fica muito facil verificar geometricamente que | e I dividem harmo-
nicamente o segmento AX (bissetriz interna do tridngulo AABC) pois | e I, sdo os pés das
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bissetrizes BI (interna) e Bla (externa) do triangulo AXAB.

Para demonstrar este resultado usando coordenadas baricéntricas de um ponto, procedemos
da maneira seguinte. Como |l = (a:b:c), la=(—a:b:c)e X étraco de | e de I5, temos que
X =(0:b:c). Tomando A= (b+c:0:0) (AeX com coordenadas baricéntricas balanceadas)
e fazendo k = (b +c)/a, facilmente constatamos que

| =A+k-X e la=A+(—k)-X

2
i:k e i:—k
IX IaX
\
Al Ay
X X

mostrando que A, I, X e I s@o colineares e | e I sdo divisores harmdnicos do segmento orien-
tado AX. Deixamos a cargo do leitor pesquisar o por que de

_b+c
=

k

Observagdo 3.1 Como T = X(55) e T’ = X(56) dividem o segmento orientado OI, respecti-
vamente, nas razdes R/r e —R/r, temos que

19
I
| 2o
(¢»)
=
I
|
| 7o

T r T/l r
4
or ot
T T

Assim, T e T sdo conjugados harmonicos em relacdo ao segmento orientado Ol. -
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Resumo dos centros estudados

Reta de
Euler

\
Fs ‘«. L
) 7 N(L

I
L &

N,

B D

Circulo de
9 pontos

Figura 4.1: Resumo dos centros estudados.
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ETC | Centro Geométrico Coordenadas baricéntricas
Veértices do AABC A=(1:0:0),B=(0:1:0),C=(0:0:1)
exata A=(8:0:0),B=(0:8:0),C=(0:0:9)
homogénea A=(1:0:0),B=(0:1:0),C=(0:0:1)
Pontos médios dos lados | D=(0:1:1),E=(1:0:1),F=(1:1:0)
exata D=(0:5:53),E=(3:0:5),F=(5:5:0)
homogénea D=(0:3:3),E=(3:0:3),F=(3:1:0)
Pontos sobre os lados X=(0:y:2),Y=(x:0:2),Z=(x:y:0)
Ex-incentros la=(—a:b:c)
a-bra.cra
exata Ia = —%Tr%)
A _ —a b c
homogénea A= 2-a) - 2p=a) 2(p—a)>
X(1) | Incentro l=(a:b:c)
exata | =(&:T:aq
A . b .
homogénea | = (3525 25)
X(2) | Baricentro G=(1:1:1)
5.5.5
A 1.1.1
homogénea G=(3:3:3)
X(3) | Circuncentro 0 = (a2(—a2-+b2+c?): b2(a2—b2+c?): c2(a2-+b2—c2))
exata 0— stenzA stenzB st%nzc
A - az+b2+c2 . b?(@®—b%4c?) . c?(a®+h?>—c?)
homogénea 0= 4@2 17?2 17?2 )
X(4) | Ortocentro H= (= +b2 = > =7 +blz_c2>
H = (tgA:tgB:tgC)
( (b2— Cz 4 (c2— az)z- c4—(a2—b2)2)
X(5) | Centro do circulo = (a%( b2+c2 (b?—c?)2 1ot
de 9 pontos = (acos(B—C) :bcos(C—A):ccos(A—B))
1 1 1
X(7 Ponto de G Ge = ; ;
(7) onto de Gergonne e (p—a 5 b p—c)
X(8) | Ponto de Nagel =(p—a:p—b:p—c)
X(10) | Centro de Spieker Sp=(2p—a:2p—b:2p—c)
Divisor de Ol
X (55) | narazdo R/r T =(a?(p—a):b?(p—b):c?(p—c))
a2 b* ¢
a0 —R T = : :
(56) | narazdo —R/r <p—a 5 b p—c)

64
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APENDICE A - Um modelo para pontos no infinito
usando coordenadas homogéneas

Desenvolveremos aqui uma interpretacdo geométrica para pontos no infinito usando as co-
ordenadas homogéneas de um ponto definidas a seguir e, por conveniéncia, vamos considerar
nosso plano como sendo o plano xy em R3.

Dado entdo um ponto P = (xp,yp,0) do plano xy, definimos as coordenadas homogéneas
deste ponto como a tripla:

P/ = (XP,yP,l).

Esta tripla, por sua vez, pode ser identificada com o conjunto formado pela reta que passa por
este ponto P’ e pela origem O = (0,0,0) excluindo-se a propria origem O.

Com efeito: dado qualquer ponto (Xp,Vp,Zp) desta reta, existe um nimero real A # 0 tal que
(%p,¥p,2p) = A - (Xp,yp,1). Sendo assim, a partir do ponto (Xp,¥p,Zp) desta reta, podemos
recuperar as coordenadas homogéneas associadas dividindo-se o ponto por Zp:

Xp yp Zp
—, > | = (Xp,yp,1).
(55 ) = tem)

Observe entdo que cada ponto (xp,yp,0) do plano xy é representado por uma reta no espacgo que
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passa pela origem (menos a origem). Por conseguinte, retas no plano xy podem ser identificadas
como planos passando pela origem menos a origem, como mostram as Figuras A.1 e A.2.

Figura A.2: A reta r do plano xy & identificada pelo plano que contem r’ e passa pela origem.

Contudo, existem retas no espaco que passam pela origem (menos a origem) que ndo estao
em associagdo com nenhum ponto do plano xy. Estas retas sdo justamente as retas contidas
no plano xy e elas representardo os pontos no infinito. Esta representacdo pode ser motivada
pelo argumento que se segue. Seja P, = A - (a,b,0) um ponto sobre a reta r.. de equacdo
bx=ay, z=0. Considere também aretar; = <O—P£{ no espago que representam os pontos P, .
Quando A — <o, a distancia do ponto P, & origem tende a - (*“0 ponto P, est4 tendendo ao
infinito”). Note que o angulo entre areta r) = 65; e 0 eixo z tende a 7 /2. Desta maneira, a
retar, = 65; esta “tendendo” a reta r.., 0 que sugere considerar-se r.. COmo a representacao
do ponto no infinito P., associado a direcdo (a,b,0) no plano xy. Assim, pontos no infinito s&o
pontos que, em coordenadas homogéneas, tém a terceira componente nula.
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Figura A.3: A terceira coordenada homogénea nula caracteriza o ponto no infinito.

Esta representacdo permite dar sentido a frase “retas paralelas se encontram no infinito”.
De fato, sejam ry e r, duas retas paralelas no plano xy, como na Figura A.4.

Figura A.4: Nao existem retas paralelas quando as coordenadas sdo homogéneas.

Em coordenadas homogéneas, cada reta r; & representada por um plano 7 que contém ri e
passa pela origem, para i = 1,2. Sendo assim, elas intersectam-se em uma reta r no plano xy,
isto &, no ponto no infinito na dire¢do desta reta.

Qual é a relacdo entre coordenadas baricéntricas e coordenadas homogéneas?

Sejam (u:v:w) as coordenadas baricéntricas do ponto P = (xp,yp) com relagdo ao tridngulo
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de referéncia AABC com vértices A = (Xa,Ya), B = (xg,yg) € C = (Xc,Yc). Segue-se entdo que

UXpA +VXg +WXc = A - Xp

Uya +Vyg +Wyc =4 -yp

u+v+w=A2A
isto &,

Xa ya 1

[uvw}- xg yg 1 :[QL-XP A-yp A |- (A1)

X Yo 1
Como A # 0, 0 ponto (A -xp,A -yp,A) identifica o ponto (xp,yp,1) que, por sua vez, é a
representacdo em coordenadas homogéneas do ponto P = (Xp,yp) do plano. Assim, a relacéo
entre os dois tipos de coordenadas & dada justamente pela Relagdo A.1.

Como pontos no infinito em coordenadas homogéneas tém a terceira componente nula,
podemos nos perguntar quais sdo as triplas (u : v : w) de coordenadas baricéntricas que, pela
Relacdo A.1, sdo levadas neste tipo de ponto. Como

Xa ya 1
[u v W]' xg yg 1 z[xP yp O]Se,esomentese,u+v+w:0,

X Yo 1

concluimos que o ponto de coordenadas baricéntricas P = (u: v:w) & levado em um ponto no
infinito se, e somente se, u+v+w = 0.

Neste apéndice, usamos coordenadas homogéneas apenas para justificar o nome “ponto no
infinito” para pontos em coordenadas baricéntricas cuja soma das coordenadas é nula. Contudo,
este tipo de coordenadas tem outras aplicacdes. O leitor interessado pode consultar [3].



APENDICE B - O circulo de nove pontos

A Figura B.1 mostra um tridngulo AABC de circuncentro O e ortocentro H, onde D, E

e F sdo os pontos médios dos lados, S, T e U s@o os pés das alturas e A*, B* e C* s@o 0s

pontos médios dos segmentos que ligam o ortocentro H aos vértices A, B e C.

4

-~

-
-~
~ o

dplass

-~
-~

Figura B.1: O circulo de nove pontos e seu centro N; = X (5) em ETC.

Na seqliéncia mostraremos um belissimo resultado devido ao matematico alemao Karl Wi-
Ihelm Feuerbach (1800 — 1834) que nos garante: os 9 pontos D, E, F, S, T, U, A*, B* e C*
estdo em um circulo vy cujo centro N¢ & o ponto médio de OH e cujo raio rg & a metade do raio

R do circulo circunscrito ao triangulo AABC.

(@ PorD,E,F,S, T eU passaum anico circulo 7.




(b)

(©)
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Como DE = AB/2 (base média do tridngulo AABC) e SF = AB/2 (mediana tracada do
angulo reto do tridngulo ASAB), vale que DE = SF. Dai e do fato de EF (base média
do triangulo AABC) ser paralelo a SD, temos que o quadrilatero [ADEFS & um trapézio
isosceles e, portanto, inscritivel.

Procedendo de modo analogo, os quadrilateros (A\DETF e (ADEFU sdo também trapézios
isosceles e, portanto, inscritiveis. Dai e da unicidade do circulo passando por trés pontos
nado-colineares, podemos concluir que :

Um circulo passa pelos pontos médios dos lados de um triangulo
se, e somente se,
este circulo passa pelos pés das alturas desse triangulo.

O circulo y passa pelos pontos médios dos segmentos AH, BH e CH.

Esta afirmacdo & conseqiiéncia imediata do resultado anterior. Perceba na figura abaixo que,
em relacdo ao tridngulo AHBC, S é o pé da altura HS (relativa ao lado BC), U & o pé da
altura BU (relativa ao lado CH) e T & o pé da altura CT (relativa ao lado HB). Dai, por ser
0 ponto de encontro das trés alturas HS, BU e CT, A é o ortocentro do tridngulo AHBC.

De (a), como o circulo y passa pelos pés das alturas S, T e U, entdo o circulo y passa pelos

pontos médios dos lados BC, CH e de HB do triangulo AHBC. Com raciocinio semelhante,
concluimos que os pontos B e C sdo, respectivamente, ortocentros dos triangulos AHCA
e AHAB e o circulo y passa pelo ponto médio do segmento AH. Perceba também que o
circulo y & comum aos tridngulos AABC, AHBC, AHCA e AHAB.

O centro do circulo y & ponto médio de HO.

Observemos agora que o trapézio [AOFUH é retdangulo em F e U. Logo, a mediatriz de
FU passa pelo ponto médio de OH e 0 mesmo acontece com as mediatrizes de SD e ET
como mostra a figura seguinte. Concluimos entdo que o centro do circulo de nove pontos
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N¢ & ponto médio de OH.

-
-
-

(d) Oraio rg do circulo y & a metade do raio R do circulo circunscrito.

Como N é ponto médio de HO e A* é ponto médio de AH, temos que NcA* = rg (base
média do tridngulo AOAH) vale a metade de OA = R ou seja, rg = R/2.

Perceba que o centro do circulo de nove pontos N também pertence a reta de Euler.

Ao circulo y que passa pelos pontos médios dos lados D, E, F (e formam o tridngulo medial
ou triangulo pedal do circuncentro O), pelos pés das alturas S, T, U (e formam o triangulo
ortico ou triangulo pedal do ortocentro H) e pelos pontos médios dos segmentos que ligam os
veértices ao ortocentro do triangulo A*, B*, C* (e formam o triangulo de Euler), denominamos
circulo de nove pontos e seu centro N (Nine point center) & o centro X (5) em ETC.

De outro modo, podemos dizer que

Os triangulos medial, ortico e de Euler possuem o mesmo circulo circunscrito.
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