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O TERCEIRO SEGMENTO

A. Zumpano* & J. C. E. SANTO ||

Dados dois segmentos de medidas a e b, queremos construir um terceiro segmento de medida ¢
que guarda a seguinte relacao homotética: ¢ estd para b assim como b estd para a. A construcao
do terceiro segmento nao é tao facill Depende das relacbes métricas de um triangulo retangulo.
Construa com régua e compasso o terceiro segmento ¢ com a propriedade descrita acima. (Sug-
estao: a altura de um triangulo retangulo divide a hipotenusa em dois segmentos; o maior deles é

0 terceiro segmento procurado).

Suponha que queiramos construir o terceiro segmento da maneira mais elementar possivel, qual
seja; emendar os dois segmentos dados. (Gnoémon). Serd que existe alguma proporgao que permita

essa construcao?

Encontremos uma proporg¢ao entre a e b de forma que o terceiro segmento ¢ seja igual a soma

¢ = a+ b e ainda, de forma que c esteja para b assim como b estiver para a. Digamos que b = \a;
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entao, b= se, e somente se 1 + X\ = A2, A tnica solucdo positiva dessa equacao é
a

145
_T.

A

Denotamos esse nimero pela letra grega ¢. Imagens que guardam essa proporgao em suas di-

mensoes, por uma razao historica, cultural ou fisioldgica, tém um sabor estético singular.

Euclides, em sua obra “Os Elementos”denomina a razao ¢ de “média e extrema razao”. No
Renascimento, por influéncia de Kepler, ficou conhecida como razao aurea ou ainda, ntimero de

ouro, divina propor¢ao. A denominacao de Euclides é semanticamente vazia nesse contexto.

Surpreendentemente a proporg¢ao encontrada acima também permite uma subtragao espetacu-

lar: (b — a) estard para a assim como a estiver para b, ou seja, a = A(b — a).

Assim, pode-se crescer emendando pedacos sem perder a proporcao intrinseca. Ainda, a sub-
tracao de dois segmentos que estao em proporcao aurea também estd em proporgao aurea com o

primeiro, assim como a soma esta em proporc¢ao aurea com o segundo! Podemos esticar e encolher
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segmentos com atividades aritméticas de adigao e subtracao. A ubiqiiidade da Razao Aurea talvez
encontre ai sua génese. O nuimero ¢, o Unico que proporciona simultaneamente um crescimento
com caracteristica aritmética, através da soma dos dois termos anteriores para obter o terceiro,
e também geométrica, ou seja, homotética, com a razao entre os termos consecutivos igual ao
nimero ¢. Por esse motivo muito peculiar podemos nos referir ao niimero ¢ como aquele que gera

uma homotetia aritmética.

Para cada par de niimeros reais («, 3) seja F'(«, 3) o conjunto de todas as seqiiéncias de niimeros
reais (u,) tais que:

Uy + BUpiy = Upyo para todon = 0,1, 2...

Verifica-se facilmente que F(a, (3) é um espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros reais com a

soma (uy,) + (v,) = (u, + v,) e a multiplicacao por escalar A(u,) = (Auy,).

Dois vetores (u,) e (v,) em F(a,3) serao linearmente independentes se, e somente se, os ve-
tores (ug,u;) e (v, v;) forem linearmente independentes em R2. O espago F'(«, ) tem dimensao

2 qualquer que seja o par («, 3) de nimeros reais.

Os espacos F(a, ) sao denominados espagos de Fibonacci e seus elementos sdo as seqiiéncias
de Fibonacci. Comumente os elementos de F'(1,1) sdo denominados seqiiéncias de Lucas e, em
particular, a seqiiéncia de Lucas cujos dois primeiros termos sao iguais a 1 é chamada de seqiiéncia
de Fibonacci, e seus termos sao os niumeros de Fibonacci. Nao faremos aqui essas distingoes,
para ndés uma seqiiéncia de Fibonacci serd qualquer elemento de um dos espagos F'(a, 3), ou seja,
uma seqiiéncia de nimeros reais (u,) é denominada seqiiéncia de Fibonacci se cada um de seus
termos, a partir do terceiro, for a combinagao linear dos dois termos anteriores, combinacao esta,

estabelecida por um par (a, ) de nimeros reais.

Faremos em seguida uma andlise da estrutura global das seqiiéncias de Fibonacci. O conhe-
cimento dessa estrutura propicia dedugoes simples e elementares de resultados classicos sobre o
assunto em questao.

O discriminante de um espago de Fibonacci F(a, #) é o ntimero

A = (3% + 4a.

Uma base homotética de um espaco de Fibonacci é uma base formada por duas seqiiéncias em
progressao geométrica, isto ¢, duas seqiiéncias em progressao geométrica e linearmente indepen-
dentes.

Perguntamos: por que seria importante a existéncia de uma base homotética? Simples: con-

hecemos o comportamento dinamico de progressoes geométricas.



Sejam a e b dois niimeros reais nao necessariamente distintos. Queremos um terceiro nimero c
formado pela combinagao linear de a e b estabelecida pelo par («, 3) cuja proporcionalidade entre

ele e b seja a mesma proporcionalidade entre b e a. Em linguagem estreita e menos elucidativa

temos:
b = Mda
c = «aa-+ (b
c = Ma.

A proporcionalidade s6 sera preservada se a homotetia satisfizer a equacao
2
a+ B =\

Suponha que o discriminante de um espago de Fibonacci F'(«, 3) seja positivo. Sendo assim,
a equacao o + B\ = A\? possui duas raizes distintas; digamos, A\; e Ay. Denotemos por \; aquela
de maior valor absoluto e por A\ a de menor. As raizes dao origem a uma base homotética para
F(a, ), a saber, (A})" e (Ag)", n=10,1,2,---

A solucgao geral serd

up, = x(M)" +y(A)".

Note que a raiz Ay pode ser nula. Neste caso a seqiiéncia (\y)™ = (1,0,0, ...... ), ou seja, estamos
convencionando que 0° = 1. Trata-se aqui evidentemente do espago F'(0, 3) com 3 # 0.
Se as raizes nao forem simétricas, entdo para toda seqiiéncia (u,) em F'(«, 3), com coordenada

x diferente de zero evidentemente, temos que:

. Upy1
lim /&= = )\

n—00 Uy,

O caso mais conhecido é quando aw = 3 = 1, ou seja, o espago F'(1,1). A base homotética deste
1++5 1

espago ¢ formada pelas seqiiéncias (¢)" e (¥)", em que ¢ = 5 ¢a razao aurea ey = —— é a
outra raiz. Temos aqui a famosa convergéncia da seqiiéncia formada pelos quocientes dos niimeros
Un+41

de Fibonacci consecutivos: para todo elemento (u,) em F(1,1) a seqiiéncia converge para ¢,

n
o famigerado ntimero aureo.

Se as raizes forem simétricas, entao Ay = —\; e a solugao geral sera dada pela formula abaixo:

u, = x(A\)" +y(=A)" = [z + (=1)"y](M\)"

Vemos que a seqiiéncia dos quocientes de termos sucessivos nao converge, exceto quando x = 0
ou y = 0. Note que raizes simétricas implicam necessariamente a auséncia do escalar 3. Neste caso
estamos tratando do espaco F'(a,0) com a > 0.

A dinamica das seqiiéncias dos quocientes de termos sucessivos é bem intrigante.



Vejamos:

T B l.()\l)n+1+y(/\2)n+1

Up x(A)" +y(A)"

A1+ Aot
1+t

Logo, a dinamica da convergéncia é determinada pela fungao acima quando ¢ converge para zero.
Supondo as raizes nao-simétricas com Ay # 0 temos dois casos: se § > 0, entao A\; > 0 e Ay < 0;
caso [ seja negativo, entao ambas serao negativas. Lembre que A\ é a maior raiz em valor absoluto.

A1+ Aot

O desenho abaixo é elucidativo: em vermelho temos o grafico da funcao T+1 nos dois casos.

Vemos que quando as raizes tém sinais contrarios ¢ tende a zero oscilando e isso implica que
a seqiiéncia dos quocientes tende a \; também oscilando. Mais precisamente, a subseqiiéncia dos
termos pares e a subseqiiéncia dos termos impares sao monotonas: uma crescente e a outra decres-
cente ou vice-versa, dependendo dos sinais de x e y. No caso das raizes com mesmo sinal, ambas

negativas, temos convergéncia monétona, crescente ou decrescente, dependendo dos sinais de x e y.

Temos aqui a explicacao do carater oscilatério da seqiiencia dos quocientes dos niimeros suces-

sivos de Fibonacci convergindo para o ntimero aureo (p, pois estas sao precisamente as seqiiéncias



do espaco F(1,1).

Vamos supor agora que o discriminante seja nulo. Neste caso temos apenas uma raiz, digamos
A. Esta deficiéncia de raizes impede a existéncia de uma base homotética, pois um elemento do
espago F'(a, f) é uma progressao geométrica se, e somente se a razao da progressao for uma raiz
da equagao o+ B\ = A% Podemos supor que essa Unica raiz nao é nula, pois F(0,0) é um espago
que nado tem interesse: todas as seqiiéncias de F'(0,0) sdo da forma (a, b, 0,0, ...). Devemos buscar
outro elemento, além da seqiiéncia ()\,), para formar uma base do espago. Nao pode ser um

outro elemento qualquer: algum controle na dinamica da seqiiéncia faz-se necessario. Para isso

observamos:
(n+2)A? = nA\? +2)\?
= nA* 4 (A
= n(a+ BN+ 6A
= na+ fBn+ 1A
Donde,

an)® + B(n+ DA™ = (n 4+ 2)A"*? paran = 0,1,2, - --

Assim, vemos que as seqiiéncias (nA") e (\") formam uma base para F(«, [3).

A solucao geral sera:

u, = x(nA\") +y(A\")
= (zn+y)\"

A solucao geral nos mostra que as seqiiéncias dos quocientes de termos sucessivos, todas elas

convergem para a raiz A de maneira crescente ou decrescente. Nao hé jamais oscilacao.
O caso em que as duas raizes sao complexas é tratado da seguinte maneira: somando e sub-

traindo as duas seqiiéncias geradas pelas raizes conjugadas z e Z obtemos duas seqiiéncia linear-

mente independentes no espago F'(«, [3), quais sejam,

{1,0,1,0,2,"‘ aana"'}e{oabl)an"' 7bn7"'}'

Em que a,, é a parte real de 2" e b,, é a sua parte imaginaria.

Nao ha, portanto uma base homotética, mas uma base bem razoavel é dada por:



(r" cos(nf)) e (r"sen(nf)),n =0,1,2,---

A existéncia de raizes complexas permite fenémenos curiosos: o espago F'(—1,—1) sé possui

sequiéncias de fibonacci periddicas, todas com periodo 3.

Uma coisa é certa: se a raiz complexa z for unitéria (|z| = 1) e seu argumento 6 for divisor
de 360, entao todas as seqiiéncias de F(a, 3) ser@o periddicas de periodo igual a 360/6. (Divisor
significa que o nimero 360/6 é um nimero natural, ou seja,  é um submultiplo de 360. Logo,

os valores para 6 sao: 0 = 360/k,k = 1,2,3,---). Este é um fato muito simples de se perceber.

Temos que a raiz complexa z sera unitaria se, e somente se & = —1, pois
L = A1+
4
B 3? — 3?2 — 4a
B 4
= —q.

No caso do espago F'(—1, —1) vemos que o argumento da raiz z é # = 60°. Por isso o periodo é 3.

O quarto escuro consiste na existéncia de seqiiéncias periddicas fora dessas condigoes! Se é que

ha! Também nao ha como conhecer a dinamica das seqiiéncias dos quocientes de termos sucessivos!

A razao durea do espago F'(«, ) é um numero real 7 > 1 tal que:
e A progressdo geométrica (r") pertence ao espago F'(«, [3).
e A progressao geométrica inversa (r~") pertence ao espago F'(a, —f3).

Vamos verificar que um espago de Fibonacci F'(«, ) possui razao aurea se, e somente se o = 1
e 3 >0.

Para que a seqiiéncia (r™) pertenca ao espago F'(«, [3) é necessario e suficiente que r seja raiz
da equacdo a + Br = r?. Para que (™) pertenca a F(a, —3) é necessério e suficiente que r seja

raiz da equacao ar? — Br = 1. Dai, concluimos que o = 1 e que 1 + 3r = r2. Ou seja,

PSRV
—

Uma simples inspegao na igualdade nos mostra que » > 1 se, e somente se 3 > 0. Logo, o

espago F'(a, ) possui uma razao durea se, e somente se, « = 1 e § > 0. Evidentemente a razao



aurea ¢ Unica, visto que uma raiz é positiva e a outra é negativa e maior do que —1. Temos

assim em F'(1,(3) a mesma situagao de F(1,1). Nao podemos entao defender, pelo menos com
os argumentos utilizados, a singularidade do nimero aureo ¢ e seu dual ¢ = —@, pois a raiz
((-durea) r possui, para todo [ positivo, as mesmas propriedades enunciadas para a propor¢ao

divina. Se denominarmos por s a outra raiz teremos que s = ——. A seqiiéncia (") com n variando
r

de menos infinito a mais infinito ¢ uma seqiiéncia geométrica de razao r e homoclinica, isto é, nao

inicia nem termina, e cada termo é a combinacao linear dos dois termos anteriores determinada

pelo par (1, 3). Exatamente como a seqiiéncia (") de razao durea ¢, em que 3 = 1.

Exercicios

(1) Construa com régua e compasso o terceiro segmento mencionado no primeiro pardgrafo do
texto. Relacione-o com a média geométrica.
(2) Qual é a razao aurea do espago F(1,1)?7

a—+ bt
1+t

(3) Esboce o grafico da fungao f(t) = parat > —1e |a| > |b] > 0.
(4) Conclua que a seqiiéncia do quociente dos termos consecutivos de uma seqiiéncia em F'(1, 3),

B > 0, converge de maneira alternada e monétona para a razao aurea do respectivo espago, isto
n+1

é, a seqliéncia converge para 7, em que r é a razao aurea do espaco F(1,3), os termos pares

n
sao crescentes e os termos impares sao decrescentes, ou vice-versa. Esse fato é verdadeiro para
todas as seqiiéncias de F(1,3) que nao estao em um determinado subespago préprio de F'(1,3).

Descreva esse subespaco.

(5) Encontre uma base para cada um dos seguintes espagos de Fibonacci: F(0,0); F(0,1); F(1,0);

F(—1,2) e F(—1,1). Calcule o discriminante de cada um desses espagos.

(6) Verifique que toda seqiiéncia em F'(—1,1) tem perfodo 6.

(7) Descubra seqiiéncias periédicas em F(—1, ), com —2 < 3 < 2.

(8) Descubra seqiiéncias periédicas em F(a, 3), com 3% +4a < 0e a # —1.

(9) Gnomon. Pesquise o significado dessa palavra no contexto da geometria e do crescimento
do nautilo. Tente explicar o motivo da denominacao gnomon para um relégio de sol. Compare

reflexivamente gnomon, gnose, gnomo e ctonico. Consulte um diciondrio etimolégico. Procure

também o significado da palavra etimologia. Leia o mito de Er no Livro X da Reptblica de



Platao. Pesquise ainda todos os nomes que aparecem no poema abaixo e o aprecie.

Cinqlienta e quatro anos mais velho do que Santo Tomas de Aquino.
Fibonacci nao pode ler a Suma Teolégica.

O Reino de Népoles nao dista muito de Pisa.

Que absurdo!

Proximidade geografica e temporal nao se consubstanciam.

Também nao lhe foi possivel ouvir o Contraponto.

Estabat Mater, Pergolesi; Napoles, Século X VIII!

A virgem Cloto preenche lacunas na felicidade dos de hoje.

Laquesis amplia essas lacunas dos de ontem.

Atropos garante que sempre havera lacunas para preencher e para ampliar.



