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COMPREENDENDO AS FUNCOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS
COM O AUXILIO DO CALCULO DIFERENCIAL
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Resumo

E inquestiondvel a grande aplicagao das fungoes exponencial e logaritmica em diversas areas do conhecimento.
Os alunos sao apresentados a estas funcoes e suas propriedades ainda no Ensino Médio, infelizmente de forma
meramente mecanica.

No curso de Calculo 1 os alunos sao reapresentados a estas fungoes, entretanto raramente é feita a ligagdo entre
as duas abordagens. Os alunos apreendem novas propriedades destas fungoes, sem vincular as antigas.

Pretendemos neste mini-curso revisar as propriedades das fungoes exponencial e logaritmica usando a ferramenta
do Célculo Diferencial. Mostraremos que podemos recuperar todas as propriedades partindo do conhecimento da
derivada da exponencial. A idéia é mostrar aos alunos que fizeram, pelo menos, um curso de Célculo o poder da

derivada e, com um pouco de sorte, motiva-los a fazer um curso de Equagoes Diferenciais.
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1 Introducao

Séculos atras, no amago dos estudos envolvendo exponenciais e logaritmos, objetivava-se estabelecer estruturas
que transformassem produtos em somas. Algumas dessas tentativas levaram a caminhos proficuos de estudos dentro
da propria Matematica e dreas afins.

Hoje em dia, no ambito escolar, o uso de tal argumento, como justificativa para que os conceitos de funcoes
exponenciais e logaritmicas facam parte dos conteudos curriculares, ja nao tem tanta forga. Devido o surgimento
de outros métodos e equipamentos mais potentes, a multiplicacao entre niimeros formados por muitos algarismos
ja nao consiste numa grande dificuldade para alunos do ensino médio.

Por outro lado, a potencialidades didaticas nas propostas de modelagem matematicas para situagoes problemas
reavivaram o interesse dos educadores pelas fungoes exponenciais e logaritmicas. S&o intdmeros os fendémenos,
naturais ou nao, que podem ser modelados conforme estas funcées. Podemos citar a construcao da escala de notas
musicais, o cdlculo do tempo de meia vida de particulas radioativas e a avaliagao do crescimento de populagoes
dentre outros.

A organizac@o e interligacdo das dreas de conhecimentos sugeridas pelos Parametros Curriculares Nacionais:
Ensino Médio (PCNEM) estimula a abordagem de tais conceitos em aulas de outras disciplinas, por exemplo:
Quimica e Fisica.

Todavia, espera-se uma anélise mais rigorosa com relagao as propriedades e seu dominio de validade, pelo menos,
por parte dos futuros professores de matemédtica para o Ensino Médio. O propésito deste mini-curso é de trazer
uma abordagem diferenciada para a apreciagao das fungoes logaritmicas e exponenciais bem como da obtencao de
suas propriedades a partir de poucos conhecimentos do cédlculo diferencial e andlise, permitindo assim, aos futuros
professores do Ensino Médio ou até mesmo do Ensino Superior, que possam ampliar as suas proprias: percepgao;

interpretagao e modelagem de fendmenos, bem como de seus alunos.
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2 As funcgoes exponenciais no ensino médio

Ao ingressar no Ensino Médio, o aluno j& esta familiarizado com o significado de uma potenciagao cujo expoente
é um numero natural ou até mesmo racional. Além disso, j4 ndo é mais mistério a propriedade que relaciona
o produto de duas poténcias de mesma base a outra de base ainda idéntica e cujo expoente é igual a soma dos
expoentes das duas poténcias citadas anteriormente. Entretanto, o dominio de validade dessa propriedade nao

abrange algumas situacoes.

Definigao 2.1. Para um nimero real a positivo diferente de 1, define-se a fungao a®, com dominio nos reais.
Os alunos sao apresentados, a seguir, as propriedades:

(a1) a®1 2 = g®1 . q®2 para todos T1 e T nlimeros reais e a’ =1,

(ag) (a™)®2 = a® 2 para todos 1 e xo nimeros reais.

(az) Se a > 1 a fungao é crescente; x1 < x2 implica que a® < a®2; Se 0 < a < 1 a fungdo é decrescente; x1 < @2

implica que a®* > a®2

3 As funcgoes exponenciais nos cursos de calculo

Nos cursos de céalculos, voltamos a trabalhar com a funcao exponencial, s6 que agora utilizamos uma base
especifica, o estranho niimero e irracional (e = 2, 7182818284590452353602874713527 - - -). Nossa fungao exponencial

assa a ser e, além das propriedades ja conhecidas do Ensino Médio, ganha novas propriedades:
) )

(E1) A fungdo exponencial é derivdvel e sua derivada é ela mesma: (e*) = e”,

(E2) Comportamento da fungéo exponencial no infinito: lim,_, o e* = 400 € lim, o e* =0

4 Nova abordagem

Vamos no concentrar apenas nas propriedades (E;) e parte de (a;). Use uma borracha para apagar de sua
memoria as outras propriedades e vamos constatar que podemos recuperar todas as outras propriedades.

Suponha que exista uma funcao derivdvel F(z) definida para todo nimero real z, E : R — R, satisfazendo a
seguinte equagao:

(Eql) %E(m) =F'(z) = E(x), E(0)=1

Vamos partir desta funcao e resgatar as outras propriedades.

Propriedade 4.1. E(—z) = % para todo x real, em particular E(zx) # 0.

Prova: defina a funcéo f(x) = E(x) - E(—x), calculando a derivada (regra do produto e regra da cadeia) temos:
f'(x) = E'(z) - E(=x) + E(z) - (E(=x))' = E(z) - E(=2) + E(z) - (-B(-x)) = 0

Desta forma temos que a fungao f tem derivada nula (Coroldrio 7.2 do anexo). Logo podemos concluir que a
fungao é constante, em particular f(z) = f(0), sé que temos f(x) = E(x)- E(—x) e f(0) = E(0)- E(—0) = 1, assim
E(x) - E(—x) = 1, provando a propriedade.

O

Propriedade 4.2. Ezistem poucas func¢des que coincidem com sua derivada, mais precisamente, se uma funcao
¢ : R — R coincide com sua derivada ¢'(x) = ¢(z) entdo ¢(x) = ¢(0) - E(x) para todo x real. Em particular, isto

mostra que s6 existe, no mdzimo, uma funcao satisfazendo a equacao (Eql).



Prova: Defina g(z) = ¢(x) - E(—x); calculando a derivada desta funcdo (outra vez regra do produto e regra da

cadeia), encontramos

g'(x) = ¢'(z) - E(=z) + ¢(z) - (E(=2))" = ¢(2) - B(—2) — ¢(x) - E(—x) =0

g'(z) = 0, outra funcdo com derivada nula, logo é uma fungao constante; g(xz) = ¢g(0), consequentemente ¢(x) -
E(—z) = ¢(0) - E(0) = ¢(0), e usando E(—z) = m concluimos ¢(z) = ¢(0) - E(z). Se além de ¢'(x) = ¢(x)
temos ¢(0) = 1, outra solugdo da equacao (Eql) temos que ¢(z) = ¢(0) - E(x) =1 E(z) = E(x), mostrando que a

equagao, tem no maximo, uma solugao.

a

Propriedade 4.3. Transformagdo do soma em produto, E(a+b) = E(a)-E(b), para todos a e b reais, em particular
E(na) = (E(a))™, para todo n inteiro

Prova: Defina g(x) = F(a + z), calculando a derivada obtemos o seguinte resultado: ¢'(x) = E'(z + a) =
E(xz + a) = g(z); usando a Propriedade 4.2 para nossa fungdo g = g(x) = E(a+ z) = ¢(0) - E(z) = E(a) - E(x),
fazendo = = b obtemos o resultado desejado: E(a + b) = E(a) - E(b). A demonstragdo da tltima parte fica como

exercicio. Para o caso natural use inducao finita e termine usando a propriedade 4.1.

Propriedade 4.4. A funcao E(x) € positiva e mondtona crescente.

Prova: Sabemos que o crescimento de uma fungio estd vinculado ao sinal da derivada primeira (veja coroldrio
7.2 no anexo), desta forma basta verificar que E(z) > 0, para concluir que ela é crescente; entra em cena outro
importante teorema, o teorema do valor intermedidrio, que em um de seus corolarios afirma que se uma funcao
continua (nossas fungbes sdo derivdveis, logo continuas) estd definida em um intervalo que troca de sinal (tem
dois pontos com sinais diferentes) estao ela tem algum zero neste intervalo. Pela propriedade 1, sabemos que a
fungao E(x) nao tem zeros, logo ela nao pode trocar de sinal, como sabemos que a fungdo é positiva num ponto

(E(0) =1 > 0), concluimos que ela é sempre positiva.

Propriedade 4.5 (Limite no infinito). lim, 4. F(z) = 400 e lim,,_o E(x) =0

Prova: Defina e = E(1); como 1 > 0 e a funcdo E(x) é crescente, temos e = F(1) > E(0) = 1. Usando
a propriedade 4.3 temos que E(2) = E(1+1) = E(1) - E(1) = e-e = €2, analogamente E(3) = E(1 +2) =
E(1)- E(2) = e-e? = €3, podemos usar inducdo finita para concluir que e® = E(n) para todo n natural, ji que
e > 1, sabemos que lim,,_. . e” = 400, ou seja, dado M € R, existe um nimero natural ng, tal que para todo
n > ng temos e > M; em particular e™ > M, usando outra vez que a fungao é crescente temos x > ng implica
que E(x) > E(ng) > M, mostrando que lim,_, ;. E(xz) = +00. Para o outro limite, colocando x = —t e temos

limg o E(z) = limy_ 4 ﬁ =0.

Propriedade 4.6. A imagem da funcao € os niumeros reais positivos.

ImagemE = E(R) =R}, ={z R | z > 0}



Prova: Como a fungao é positiva E(z) > 0, temos que E(R C (0, +00); dado y € (0, 4+00), como lim,_, 4 E(x) =
“+o0. Sabemos que existe um ndmero real x; tal que F(z1) > y; analogamente, como lim,_,_, E(z) = 0, existe
outro nimero real xs tal que E(z2) < y usando o Teorema do Valor Intermedidrio concluimos que existe um niimero

real xg tal que E(xo) = y.

5 A funcgao logaritmica

Observe que a nossa fungao E(x) é uma bije¢ao na sua imagem E : R — R, assim faz sentido falar de sua
inversa, que denotaremos por L : RY — R, assim L(E(x)) = x para todo z real e E(L(y)) = y para todo y real
positivo. Vamos agora demonstrar propriedades de L (nossa func¢do logaritmica), observe que L(1) = L(E(0)) =0
e L(e)=L(E(1)) =1.

Propriedade 5.1. Transformagdo do produto em soma: L(a-b) = L(a) + L(b), para a e b reais positivos, e

L(%) = L(a) — L(b), em particular L(a™) = nL(a), para a real positivo e n inteiro.

Prova: Defina A = L(a) e B = L(b), usando a Propriedade 4.3 temos E(A + B) = E(A) - E(B) = E(L(a)) -
E(L(b)) = a-b. Aplicando a funcdo L nesta identidade concluimos L(a - b) = L(E(A + B)) = A + B, ou seja,
L(a-b) = L(a) 4+ L(b). Como exercicio prove que L($) = L(a) — L(b). Por tltimo, calcule E(nA) = (E(A))" =
(E(L(a)))™ = a™, aplicando L obtemos: L(a™) = L(E(nA)) = nA = nL(a)

Propriedade 5.2. A derivada da fung¢io L(z): L'(z) = 1 | para todo x real positivo.

Prova Pelo Teorema da Funcao Implicita (E'(z) = E(x) # 0), sabemos que L tem derivada, derivando a seguinte
identidade E(L(x)) = «, E'(L(z))-L'(x) = 1, como conhecemos a derivada da fungio E(x), temos E(L(z))-L'(z) =

z - L'(z) =1, assim concluimos que L'(z) = L.

6 A fungao exponencial geral (a).

Como conseguir uma boa definicio para (a’), como a real positivo e b real? A resposta ¢ simples para os casos
b natural e inteiro.

Caso 1: n natural e a real: a® =1; a! =a e a” =axa x--- x a, produto de n fatores iguais (n maior que 1).

Caso 2 n inteiro a # 0 real: s6 falta fazer o caso n negativo, neste caso a" = (1)™".

Caso 3: a real positivo e ¢ racional: para definir de forma apropriada a? teremos que admitir conhecido o
calculo de raiz de n-ésima de um numero real positivo, isto é, dados a real positivo e n natural positivo e existe

(inico) b real positivo tal que b™ = a, neste caso dizemos que b é a raiz de ordem n (n-ésima) de a e escrevemos

{/a = b. Assumindo isto podemos escrever am = %/a™ = ( %/a)". Observe que existem muitos detalhes a serem
provados.

Caso 4: a real positivo e b real, como definir a®? Nao é uma pergunta simples e muitas vezes passa despercebido
este importante tépico, vamos usar a nossa fungao logarftmica (L) para resolver de forma rdpida e simples este
impasse.

Definigao Geral: a® =%¢f E(b- L(a)), para a real positivo e b real.



Vamos mostrar que esta definicao coincide com a definicao usual para os casos 1 e 2. Vejamos o caso 1:
E(n- L(a)) = E(L(a™)) = a™, observe que usamos a propriedade 5.1; E(1- L(a)) = E(L(a)) = a e E(0- L(a)) =
E(0)=1=ad"

O caso 2 é consequéncia de

1
E(-1-L(a)) = E(—L(a)) = E(L()) == a t.
Para o caso 3, suponha conhecido ¥/a = ¢, ou seja, a = ¢™, aplicando a fungéo L, L(a) = L(c™) = mL(c), logo
L(%/a) = L(c) = = - L(a), assim olhando para nossa defini¢ao E(Z - L(a)) = E(n - L( ¥/a)) = E(L(( {L/E)”)) =
(%/a)".

O caso 4 pode ser visto como uma extensao dos casos anteriores, que funciona bem nos casos ja conhecidos.

7 Anexos

Os teoremas aqui enunciados, ja se encontram demonstrados em livros de anélise real, tais como: Lima 2004 e
Avila 2006 ou 1999.

Teorema 7.1 (Teorema do Valor Intermedidrio (TVI)). Se f : [a,b] — R € continua entao f assume todos os

valores entre f(a) e f(b).

Corolario 7.1. Se f : [a,b] — R € continua e f(a) - f(a) < 0, entao a fungdo tem, pelo menos, uma raiz no

intervalo aberto (a,b), noutras palavras, toda vez que uma fun¢do continua troca de sinal ela tem uma raiz.

Teorema 7.2 (TVM). Dada uma fungdo continua f : [a,b] — R, derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entao,
existe ¢ € (a,b) tal que f(b) = f(a)+ f'(c)(b—a). Em outras palavras, existe um ponto do intervalo (a,b) cuja reta

tangente ao grdfico da fungdo y = f(x) € paralela a reta secante definida pelos pontos (a, f(a)) e (b, f(b)).
Corolério 7.2. O sinal de f'(z) determina o crescimento da funcdo f(x).
i. f'(x) > 0 no intervalo (a,b), implica que a fun¢ao é mondtona crescente.
ii. f'(x) < 0 no intervalo (a,b), implica que a fun¢ao é mondtona decrescente.
iii. f'(z) <0 no intervalo (a,b), implica que a fungdo € mondtona ndo-crescente.
. f'(z) > 0 no intervalo (a,b), implica que a fungdo é mondtona ndo-decrescente.

v. f'(x) =0 no intervalo (a,b), implica que a fungdo é constante neste intervalo.
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