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Neste trabalho vamos apresentar o conceito de fungoes geradoras, sendo esta uma poderosa ferramenta que é
util para resolver problemas de contagem, particularmente problemas envolvendo a escolha e arranjo de objetos
com repeticoes e restrigoes. Este conceito foi introduzido por Abraham de Moivre em 1730, e largamente utilizado
por Leonard Euler quando ele estudava partigbes de numeros inteiros. O conceito de particbes e uma extensao
deste, sobrepartigoes de inteiros sao largamente utilizados na teoria de cédigos quanticos e em algumas partes de
mecanica estatistica. Seguindo Euler vamos encontrar a fungao geradora para partigoes de inteiro sem restrigoes

nas suas partes, a partir de partigoes em partes distintas.

Definigao 0.1. A fungdo geradora da sequéncia {a,}S2, € uma série de poténcias formal:

o0

E anq", onde q € C.

n=0

De fato, g é uma indeterminada, e nao nos concernimos em estudar a convergéncia desta série de poténcias, e

sim o coeficiente de ¢", para n > 0, ver [Euler?].

Definigao 0.2. Uma particdo de um inteiro n € uma soma nao ordenada de inteiros positivos tais que
A+ X+ ...+ g =n. Convencionamos Ay > Ao > ... > Ag.

Exemplo 0.1. Para n =7, temos as sequintes particoes: 7, 6+1, 5+2, 5+1+1, 443, 44241, 44+1+1+1,
34+3+1, 3+24+2 3+24+1+1, 3+14+1+14+1, 242+241, 242+14+1+1, 24+14+1+14+1+1,
1+14+14+1+14+1+1.

Exemplo 0.2. Suponha que queremos exibir todas as possiveis parti¢oes consistindo de uma parte par e uma impar,
cada parte menor que 7. Podemos escrever cada uma delas (no total de 9); entretanto, podemos obté-las de um

produto de polinémios:
(@ +¢* +O)d" + & +¢°) =
P4 23 4 25 gt g3 gD gLy 643 L 645
¢ +2¢° +3¢" +2¢° + ¢

Sendo este a fungdo geradora para esta classe de particoes. Note que a sequnda linha exibe exatamente em seus

expoentes todas as particoes com uma parte par, wma impar, e cada menor que 7.

Vamos em seguida obter a fungao geradora para particoes irrestritas a partir da funcao geradora para partigoes

em partes distintas.
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1 Resultados

Lema 1.1. A fun¢do geradora para parti¢ées de n em partes distintas é:

o0

[Ha+a, la<1 (1.1)

n=1
Prova:
Seja n um inteiro positivo e consideremos uma particio A = A1 + Ay + ...+ Ag em que \; # A, para i # j,
generalizando o exemplo anterior, cada parte de A pode ser escolhida como um expoente de ¢ na expansao de
(1+q)(1+¢*)(1+ ¢*)...(1 + ¢™)..., pela arbitrariedade de \, a funcio geradora para particdes de inteiros em
partes distintas é:

o0
[Ta+am (1.2)
n=1
Por questdes de convergéncia consideramos o niimero complexo [g] < 1.

Teorema 1.1. A funcdo geradora para parti¢oes de inteiros é:

H (1 —1q")’ gl <1 (1.3)

Prova:
Suponha que permitiremos que uma parte qualquer de uma particdo possa repetir até d vezes. A fungao geradora
para particoes em que as partes podem repetir até d vezes é:
1_g(d+Dn
[T (I +a" + ¢ +q™) =T[2
A ultima parte da igualdade é devida férmula para soma geométrica finita. Pela arbitrariedade de d, podemos
fazer d — oo e assim obtemos:

nzzop(n)q” = };[0 e _1qn) (1.4)

Onde p(n) é a funcao que associa a cada n ao seu ntimero de parti¢oes irrestritas.

[
A muitas identidades que podem ser interpretadas em termos de particoes de inteiros, como as famosas identi-

dades de Rogers-Ramanujan:

2

,;) I=—9)1 =) (1=q") (6 eo(q% %) (1.5)

n2+n 1

) q B
2 (I-q)(1—¢?)...01—q") (1.6)

n=0 (q2;q5)oo(q3;q5)oo'

O lado direito da primeira identidade é a fungao geradora para parti¢cbes em partes congruentes a 1 e 4 médulo
5, enquanto o lado esquerdo é a funcao geradora para partigoes em que a diferenga entre partes consecutivas é pelo
menos 2.

Analogamente a segunda identidade diz que o niimero de parti¢cbes em que a diferenca entre partes é pelo menos
2 e a menor parte é pelo menos 2, é igual ao nimero de particoes em que as partes sao congruas a 2 e a 3 médulo 5.
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