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Leonhard Euler Leonhard Euler

Introducao

Nascido em 15 de Abril de 1707, em Basil, na Suica, Euler foi sem duvida
o maior matematico do século dezoito. Com 886 trabalhos publicados, a
maioria deles no final de sua vida, quando ja estava completamente cego,
Euler foi t3o importante n3o apenas para a matemadtica, mas também a
fisica, engenharia e astronomia, que termos como: Nimero de Euler,
Numeros Eulerianos, Férmula de Euler, significam coisas diferentes de
acordo com o contexto.
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Nascido em 15 de Abril de 1707, em Basil, na Suica, Euler foi sem duvida
o maior matematico do século dezoito. Com 886 trabalhos publicados, a
maioria deles no final de sua vida, quando ja estava completamente cego,
Euler foi t3o importante n3o apenas para a matemadtica, mas também a
fisica, engenharia e astronomia, que termos como: Nimero de Euler,
Numeros Eulerianos, Férmula de Euler, significam coisas diferentes de
acordo com o contexto.

Seu pai um padre calvinista que nutria esperancas de que seu filho o
precedesse no clericato. Ele ensinou a Euler a matemdatica. Quando entrou
na Universidade de Basel, estudou Teologia e a lingua Hebraica, e atendia
a uma aula de uma hora por semana com Johannes Bernoulli. Ele fez
amizade com Daniel e Nicolaus Bernoulli, e recebeu seu primeiro mestrado
aos dezessete anos. Aos dezenove anos, Euler recebeu mengdo horosa por
uma solu¢do que enunciou a um problema posto pela academia de Paris.
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Leonhard Euler Leonhard Euler

Em 1735, Euler perdeu a visao de um de seus olhos, e, logo apds seu
retorno a Rissia, a visdo em seu outro olho comecou a deteriorar. Euler
sempre teve uma memoria excepcional, e era capaz de fazer enormes
célculos de cabeca, logo ele se preparou para sua futura cegueira
aprendendo a escrever férmulas em uma tabua e ditar matemdtica a seus
filhos ou secretaria. Ele foi cego pelos tltimos 17 anos de sua vida, e
durante este tempo sua produtividade somente aumentou.
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filhos ou secretaria. Ele foi cego pelos tltimos 17 anos de sua vida, e
durante este tempo sua produtividade somente aumentou.

Euler teve contribuicbes a vérias dreas da ciéncia, incluindo dindmica dos
fluidos, toeria das 6rbitas lunares (marés), mecanica, " A teoria matemdtica
do investimento” (seguros, anuidades, pensdes), bem como essencialmente
todas as areas da matemdtica que existiam naquela época.
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célculos de cabeca, logo ele se preparou para sua futura cegueira
aprendendo a escrever férmulas em uma tabua e ditar matemdtica a seus
filhos ou secretaria. Ele foi cego pelos tltimos 17 anos de sua vida, e
durante este tempo sua produtividade somente aumentou.

Euler teve contribuicbes a vérias dreas da ciéncia, incluindo dindmica dos
fluidos, toeria das 6rbitas lunares (marés), mecanica, " A teoria matemdtica
do investimento” (seguros, anuidades, pensdes), bem como essencialmente
todas as areas da matemdtica que existiam naquela época.

Ele permaneceu sdo e alerta até o fim da sua vida, quando morreu de um
derrame aos 76 anos. O trabalho ativo de Euler provocou uma tremenda

demanda da academia de S3o Petesburgo, que continuou publicando seus
trabalhos por mais de 30 anos apds sua morte
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A memodria de Euler era lendaria, assim como seus poderes de
concentracdo. Chamado de " Andlise Encarnada”, ele era capaz de recitar
toda a Eneida de cor, e nunca foi atrapalhado por interrupgdes ou
distragdes, de modo que muito de seu trabalho foi realizado tendo suas
criancas a sua volta. Ele era capaz de realizar célculos prodigiosos de
cabeca, uma necessidade depois que ele ficou cego. Seu matematico
contemporaneo, Condorcet, conta uma histéria aonde dois dos estudantes
de Euler estavam calculando independentemente uma complicada série
infinita, e chegaram a uma discussido depois de somarem dezessete termos,
por uma diferenga na quiquagésima casa decimal. Euler resolveu a disputa
fazendo a soma de cabega.
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Preliminares

Lemma

lim (1+x)* = e
x—0
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Preliminares Preliminares

Demonstracao

/ 1 /
Seja f(x) = Inx. Entdo f (x) = —, portanto f (1) = 1.
X
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Preliminares Preliminares

Demonstracao

/ 1 /
Seja f(x) = Inx. Entdo f (x) = —, portanto f (1) = 1.
X

Pela definicdo de derivada, temos que

' f(1 —f(1
£(1) = lim (22 =)
x—0 X
_lim In (1+x)—1In (1)

x—0 X
= li 1I (1+x)
_xino X’ n x
:|im0 In (1+x)%
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Preliminares Preliminares

Demonstracao

como In é continua

(1) =In { im (1 —i—x)% ] )

I
x—0
sabendo que f'(1) = 1, temos que

F(1) =In [ lim (1+ x)* ] ~1

x—0
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Demonstracao

como In é continua

(1) =In { m (1+x)§ ],

li
x—0
sabendo que f'(1) = 1, temos que

F(1) =In [ lim (1+ x)* ] ~1

x—0

Logo,

lim (1+x)* = e.
x—0
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1 ) 1 -
Tome x = —, assim n = —. Como x — 0, ent3o n — oo.
n X

Logo,
: i 1\”
lim (1+x)x = lim 1+; =e.

x—0 n—o0

Que representa outra maneira de observar o mesmo limite.
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1 ) 1 -
Tome x = —, assim n = —. Como x — 0, ent3o n — oo.
n X

Logo,
: 1 : 1\"
im(1+x)x=lim (1+=) =e.
x—0 n—o0 n

Que representa outra maneira de observar o mesmo limite.
Vamos expressar o nimero e através de uma série infinita. Visto que

1 n
lim (1 + ) =e,
n—oo n

) . n" ..
comecemos por desenvolver o bindmio (1 + — | , n inteiro.
n
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Q) )

1 n(n=1)1 n(n—1)(n
—14n- l
A TR 31 n

it (D) 2 () (=2
N 21 n 3! n n
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(=) 06 06 <0 6)

nn—1)1 n(n—1)(n—-2) 1
T 3l

1
=l+n—+
n

n—1 n-—2

Fazendo n — oo os quocientes ) , etc, todos tendem a 1, de
n n

modo que

T 1+1+1+1+1+1+
e_nLrT;o n o 1! 3l 51
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OO0

B 1 nn=1)1 n(n—1)(n-2)
B TR 31 P

1+1+1 n—1 +1 n—1 n—2 n
B 2! n 3! n n

-1 -2
n n , etc, todos tendem a 1, de

Fazendo n — oo os quocientes

modo que
1 1 1 1 1

. 1\"
e=lim {1+ ) =1+ g+ttt 1
n 1! 3!

n—oo 5

Mas a fungdo f(x) = €* também pode ser expressa através de uma série

infinita.
7 de Maio de 2010 9/19
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Seja a expressao:
X n
(1 + —) ,
n

X 1
fazendo — = —, temos que n = mx.
n m
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Seja a expressao:
X n
(1 + —) ,
n

X 1
fazendo — = —, temos que n = mx. Portanto
n m

o2 (o))
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Seja a expressao:
X n
(1 + —) ,
n

X 1
fazendo — = —, temos que n = mx. Portanto
n m

o2 (o))

Quando n — oo, m — oo de modo que

X n 1 maX 1 m X
lim (1+—) = lim [<1+> ] :{Iim <1+) } — e
n—oo n m—o00 m m—oo m
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Seja a expressao:
X n
(1 + —) ,
n

X 1
fazendo — = —, temos que n = mx. Portanto
n m

o2 (o))

Quando n — oo, m — oo de modo que

X n 1 maX 1 m X
lim (1+—) = lim [<1+> ] :{Iim <1+) } — e
n—oo n m—o00 m m—oo m

X n
Desenvolvendo (1 + 7) pelo bindmio de Newton e fazendo n — oo,
n

temos

x> x> XX

X
=l gttt T
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Preliminares Preliminares

Vamos expressar as funcdes sin x e cos x como séries infinitas. Sabemos
- . ! ! -
que a derivada (sinx) = cosx e (cosx) = —sin x.
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Vamos expressar as funcdes sin x e cos x como séries infinitas. Sabemos
. . ! ! . . ~

que a derivada (sinx) = cosx e (cosx) = —sinx. As deriva¢cdes

sucessivas produzem os seguintes resultados

(sin x)/ = cos x
(sin x)" = —sinx
"

(sinx) = —cosx

(sin x)™® = sin x

(cos x)/ = —sinx
1
(cosx) = —cosx
" i
(cosx) =sinx

(cos x)(4) = cos X
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Vamos desenvolver sin x e cos x como séries de poténcias de x,

sinx = Ag + Arx + Aox? + Asx3 + Agx* + Asx® + - -

cosx = By + Bix + Box? + B3x® + Bax* 4+ Bsx®> + - - -
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Vamos desenvolver sin x e cos x como séries de poténcias de x,

sinx = Ag + Arx + Aox? + Asx3 + Agx* + Asx® + - -

cosx = By + Bix + Box? + B3x® + Bax* 4+ Bsx®> + - - -

Como parax =0,sin0=0ecos0=1, assim Ag=0e By = 1.
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Derivando-se sucessivamente sin x e cos x temos:

O para sin x

cos x = A1 4 2Aox + 3A3x? + 4Asx3 4+ 5Asx* + 6Aex® + - - -
—sinx = 2As + 2.3A3x + 3.4A4x> + 4.5A5x> + 5.6Aex* + - - -

—cosx = 2.3A3 + 2.3.4Asx + 3.4.5A5x> + 4.5.6Asx> + - - -
sinx = 2.3.4A4 + 2.3.4.5A5x + 3.4.5.6A¢x> + - - -
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Fazendo nestas igualdades x = 0 e lembrando que sin0 =0 e cos0 =1,

deduzimos

Arlyson (IFET - AL)

A1
Az
A3
Ay
As
A6
A7
Ag

= 1 B, = 0
= 0 B, = —1/2!
= —1/3l By = 0
= 0 By, = 1/4
1/50 By = 0
= 0 Bs = —1/6!
= 11" B, = 0
= 0 Bs = 1/8
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De modo que o desenvolvimento de sin x e cos x em séries de poténcias de
X sdo:

. . x3 x° x7 x9
smx—x——3l—|——5|——7|—|——9|---

e
x2 x* x0 x8
cosx:l——+———+—---
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Férmula de EULER Férmula de EULER

Agora voltemos a fun¢do

—1 X X2 X X4 X5
taty Tyt atEa T

3
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Agora voltemos a fun¢do

x> x3 x* X

X
=14+ttt

3! 50

Euler supds x imaginario puro da forma x = ifl e entrou nesta expressdo

obtendo
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Férmula de EULER Férmula de EULER

o _q 10 G602 @8 () (6  (9)° (i)
e TR 3t e Te e T
_1. 0 0> 0> o i° ¢° io”
I T T TR TR H R T

(4 0> 0* 6P o i0* 0> g
T TR A G TR TR T

_1929496 (o0 0 0 o
I TR TR TR A G TR TR TR TR
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o .10 (@02 (i0) (i) (i0)> | (i9)° . (i0)
T TR TR T R - R R TR
o 6% i3 e* > 0° o7
=14 - ——— + = — — = — =

1 20 30 "4 s el 7

(4 0> 0* 6P o i0* 0> g
TR TR TR A G TR TR TR TR
(1 0> ot 0° (o0 0 0 o
A R TR A G TR TR T

e, como os polindmios entre parénteses sio as séries do cosf e sinf,
respectivamente, concluiu que

0

e’ = cosO + isinf.
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Tomando 6 = 7w e sabendo que cosm™ = —1 e sinm = 0, obtemos a famosa
férmula que envolve os 5 nlimeros mais famosos da Matematica:
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Férmula de EULER Férmula de EULER

Tomando 6 = 7w e sabendo que cosm™ = —1 e sinm = 0, obtemos a famosa
férmula que envolve os 5 nlimeros mais famosos da Matematica:

e™+1=0.
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