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Resumo

Procuramos aqui abordar o contetido de polinomios: definigao, histéria, ensino, além de novos tépicos. Eventos aqui
retratados envolvendo situagoes intrigantes e inesperadas. Como a histéria de dois matematicos, que realizaram
imensa contribuicdo aos estudos em Matemética. Por fim, verificam-se novas ou possiveis realizagoes envolvendo

polinémios.
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1 Introducao

A histéria dos polindémios coincide com a histéria da matemética. Ambas sem data de nascimento ou “cidade” natal.
O pensamento mateméatico é desenvolvido pelo ser humano desde a época primitiva. Pode-se pensar nele presente
ha 50.000 anos, quando o homem dava forma aos barcos que o levaram a Austrilia e planejavam as quantidades
de recursos a serem transportados durante a viagem. Ou mesmo ha 2.000.000 de anos quando o homo-habilis
quebrava pedras para dar-lhe formas tteis. Veremos aqui, numa abordagem algébrica, caracteristicas das solugoes

de equacoes polinomiais de graus 2 ou 3 com coeficientes da sequéncia de Fibonacci.

2 Definicao

Conhecer as definigdes é extremamente necessario no estudo de todo e qualquer contetido matemadtico, em nosso
caso precisamos conhecer os polinémios reais de grau 2 e 3.

Os polindmios sdo expressoes algébricas cuja forma canénica é: apx™ + a12” ' +... +apn_1T + an (n natural,
e a; € IR, para todo 0 < i < n), também definido como fungao racional inteira da varidvel. O maior expoente (n)
da incognita de uma expressao algébrica em sua forma canoénica é dito grau do polinémio.

Equagoes envolvendo expoentes negativos ou fracionarios nao sao polinémios, portanto nao faz sentido algum
falar em grau, ja que essa nocao esta diretamente ligada a de polinémios.

Outra defini¢gdo para polindmios de coeficientes reais remete a seqiiéncias: o conjunto dos polinémios de co-
eficientes reais, denotado por P, é um conjunto de sequéncias quase nulas', no qual estdo definidas a adicdo,

multiplicacao e igualdade.

3 Um pouco de Historia

No decorrer da histéria vérios problemas envolvendo polindmios (equagdes polinomiais) instigaram a curiosidade
de grandes matematicos como Nicolé Fontana (Tartdglia), Ludovico Ferrari, Isaac Newton dentre muitos outros.

Parte muito interessante dessa histéria envolve as equagoes polinomiais de 4° grau.
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Antigamente eram comuns disputas entre os mateméticos da época, nas quais se trocavam desafios. Numa
dessas ocasides um certo Zuanne de Tonini da Coi submeteu Gregori Cardano (grande “escritor” de matemética da

época) a uma questao que envolvia a equagao

z* + 622 — 60z +36 =0

Apés varias tentativas sem éxito, Cardano passou a questdo ao jovem Ferrari que, num lampejo de génio,
encontrou o método geral para a solugao das equagoes de 4° grau, que foi publicado por Cardano no maior compendio
algébrico (matemadtico) da época, Ars Magna.

H4 ainda um intrigante episédio sobre grandes e, em vida, nao reconhecidos matematicos: Niels Henrik Abel e
Evariste Galois.

(b) Niels Henrik Abel

(¢) Evariste Galois

Figura 1: Matematicos na Histéria da Matematica. Fonte: Garbi

Ambos sdo grandes matematicos de vida tragica, o primeiro aos 24 anos morreu de tuberculose, dois dias antes
de chegar uma carta do amigo garantindo o emprego, tao esperado, em Berlim. O segundo em um duelo, travado

por conta de uma ”coquette”, morreu aos 20 anos apos ter realizado grandes e marcantes contribuigoes a Teoria dos



Grupos (nome primeiramente usado por ele). Desconhecidos um do outro desenvolveram raciocinio idéntico para

provar a impossibilidade de um método geral para a resolucao das equagoes polinomiais de grau maior que 4.

4 O ensino de polindmios

O estudo de matematica nos ensinos fundamental e médio é baseado na aritmética, geometria e dlgebra. Polinomio,
como conteido basicamente algébrico, é trabalhado na 6% e 7% séries do ensino fundamental e muito utilizado a
partir dai envolvendo outros contetidos nas séries seguintes. Na verdade trata-se de um conteido onipresente em
matematica, por isso é de suma importancia que os alunos o dominem com seguranca. Hoje em dia, muitas vezes,
sdo deixadas de lado partes essenciais do estudo de polinémios, como o pleno dominio da fatoracao, raizes racionais,
somas e produtos de raizes, graficos e polinémios irredutiveis. E comprovada a falta de compreensao do que vem
a ser encontrar raizes de uma equacao polinomial, além do abuso de férmulas como a de Bhaskara como relata
Coxford. Os préprios livros diddticos expressam maior énfase no processo/método que no conceito (utilizando
exercicios magantes e repetitivos), diferentemente da proposta do PCN (Parametros curriculares nacionais) que

sugere a énfase no conceito e em sua importancia e nao em gravar métodos de resolucao.

5 Algo mais

Ainda hd muitos topicos envolvendo polinémios que podem ser profundamente pesquisados ou vislumbrados. Dentre
estes as raizes de uma equagao polinomial de 2° grau onde seus coeficientes pertencem a dados conjuntos ou em
determinada sequéncia, por exemplo a “Sequéncia de Fibonacci”.

Seja a equagao geral
az? +bx+c

com a, b, ¢c nimeros da Sequéncia de Fibonacci, por conseguinte, 0 < a < be ¢ = a+b. Vale lembrar que a Sequéncia
de Fibonacci é formada pela soma de seus elementos dois a dois anteriores, iniciando-se por 1 (1,1,2,3,5,8,13,...),
e que, ao se montar a equacao, os elementos nao devem sair desta ordem.

As raizes da equacao anteriormente proposta, utilizando a resolucao da equacdo do 2° grau, sao

_ —bEVb? — 4ac

x
CL2

uma vez que ¢ = a + b, temos

—b+t+/b% —4a(a+b)
€r =

de modo que para ter duas raizes reais o termo sob o radical (A) deve ser positivo. Se a = b (caso dos coeficientes
1,1,2)

A=b -4 — 4 =-T* <0 - z€lR
Para os demais casos a < b, suponhamos A > 0, logo

b2 — 4a® — 4ab > 0

= b2 > 4a® + 4ab

como b pertence a seqiiéncia de Fibonacci, termo subseqiiente a a,



b=a+d
onde d é o termo anterior a a

(a+ d)* > 4a® + 4a(a + d)

a® + 2ad + d% > 7a® + 4ad + >

Absurdo, j4 que a® > d?. Logo A < 0, por conseguinte as raizes da equacdo quadratica de coeficientes

pertencentes a Sequéncia de Fibonacci nao sao reais.

O que nao quer dizer que seja valido para toda seqiiéncia crescente, vejamos agora esta seqiiéncia (1,9, 10, 19, 31, ...).
Crescente nao?

Mas se tomarmos os elementos 1, 9, 10 e formarmos uma equacao (2 + 92 + 10 = 0) suas raizes serdo reais,
pois seu A = 41 (convidamos o leitor a verificar).

No caso dos polindomios de grau 3, andlogo aos de grau 2, temos uma férmula para encontrar os zeros do
polinémio, chamada “Férmula de Cardano”, porém esta a penas se aplica as ctibicas da forma 2% 4+ pr +¢ =0, a

saber:

Utilizando tal féormula podemos observar que para as ctbicas com coeficientes pertencentes a Seqiiéncia de
Fibonacci (SF), no mesmo sistema das quadriticas anteriormente apresentadas, ndo possuem raizes todas reais.

De fato, consideremos a equacao

ax® + b’ +cx+d=0

b

3. » obtemos a equagao equivalente, desprovida do termo quadratico (convidamos o

fazendo a substituicao z = y —

leitor a realizar tais célculos)

Pty <3ac — b2> 203 — 9abe 4 27da? _0

3a? 27a3

substituindo na férmula, o A (termo sob o radical quadratico) serd

A _ (20— 9abe +27da”\* L (Boc—t?
N 54a? 9a?

para que A < 0 (e assim, teremos 3 rafzes reais)

3ac — b?

902 <0

ja que o termo quadratico é positivo para todos os valores reais

= 3ac < b?



Como a,b,c,d € SF, a <b, c=a+b, d= b+ c. Substituindo

3a(a + b) < b
paraa=1b
6b% < b —|—

Para a < b, de € SF, tal que e < a, b = e + a, assim

3a(a+a+e) < (a+e)?

3(2a* + ae) < a* + 2ae + € —|—
. A >0, por conseguinte tais clibicas nao possuem 3 raizes reais, mas sim 2 complexas e uma real.

Concluimos estao que equagoes polinomias de graus 2 ou 3 com coeficientes da sequéncia de Fibonacci possuem
raizes conplexas.
Podemos entao ver quanto pode ser pesquisado sobre equagoes polinomiais, e quantas surpresas estas pesquisas

nos reservam. Em espacial as pesquisas referentes as raizes de equagoes com caracteristicas especificas. Como é o
caso das apresentadas aqui.
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