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RESUMO

A Andlise Matematica pode ser compreendida como o estudo de processos infinitos
envolvendo grandezas continuas. O presente trabalho expde, identifica, analisa e discute vestigios
de processos infinitos implicitos nos pensamentos filosoficos de Zenon, Antifon e Brison. Para isso,
através de uma metodologia de pesquisa em Histéria da Matemadtica, tais pensamentos sao
interpretados em uma linguagem da Analise Matematica, utilizando-se dos conceitos de seqiiéncias,
séries, supremo e infimo. Assim, o ferramental l6gico-formal da Andlise Matematica, viabiliza
desenvolver argumentos que apresentam uma resposta aos problemas filoséficos derivados das

idéias desses antigos filésofos gregos.



Introduciao

Os refinados conceitos de seqili€ncias e séries que se t€ém hoje sdo resultados de um longo
processo historico de desenvolvimento e aprimoramento de idéias que surgiram na Grécia Antiga.
De fato, como ndo podia deixar de ser, os filosofos gregos da Antigiiidade j& mostravam em suas
concepgoes filosoficas, vestigios do conceito de série. Zenon de Eléia, (490-430 a.C.) quando expde
aos filésofos de sua época seus argumentos, em particular, os paradoxos de Aquiles e a tartaruga e
da Dicotomia, na verdade, antecipa um problema que serd, nos tempos modernos, abordado
utilizando-se o conceito de série.

Antifon de Atenas (480-411 a.C.) cogitou o seguinte método para o calculo da area de um
circulo: por meio de sucessivas duplicacdes do nimero de lados de um poligono regular, inscrito
num circulo, a diferenga entre as areas do circulo e dos poligonos ao fim se exauriria.

Brison (450-390 a.C.) aprimora o método de Antifon, considerando poligonos regulares
inscritos e circunscritos em um circulo. Ambos, no entanto, se depararam com a necessidade de
tratar com processos infinitos, o que para eles, na época, era impraticavel. Para superar tal entrave
no concretizar das idéias de Antifon e Brison foi utilizado, posteriormente, o chamado método de
exaustao atribuido a Eudoxo (408-355 a.C.).

O objetivo da palestra é apresentar a utilizagdo da completude do sistema dos nimeros reais,
precisamente os conceitos de supremo e infimo, para viabilizar os processos infinitos propostos por

Antifon e Brison.

1 —Tracos das Concepc¢oes Filosoficas que Influenciaram os Principios Matematicos na Grécia

Antiga

Como enfatizam alguns historiadores da Matematica, em particular Struik, “As
matematicas orientais surgiram como uma ciéncia pratica com os objetivos de facilitar o calculo do
calendario, a administracdo das colheitas, a organizacdo das obras publicas e a cobranga de
impostos. (Struik, 1992, p.47) E mesmo, “as matematicas mesopotamicas atingiram um nivel mais
elevado do que o obtido pelas matematicas egipcias”™ (Struik, 1992, p.56).

Assim, ao considerar esse carater pragmatico presente na matematica oriental, os gregos
foram além dos objetivos predominantemente praticos e das solucdes de problemas através de
prescrigdes ritualisticas, aos quais egipcios e babilonicos parecem ter se limitado. Ou seja, os
gregos, por meio da reunido de experiéncias adquiridas através do intercimbio cultural com os
egipcios e babilonios, promoveram a criagdo de uma abordagem dedutiva e sistemdtica, construindo

teorias que visavam organizar e facilitar a manipulacdo do conhecimento em contraposi¢do ao



conhecimento empirico e fragmentério que os povos do Oriente tinham recolhido durante alguns
séculos.

Ao ponderar as consideracdes estabelecidas por Struik € necessario explicitar que ha um
respeito pelos empreendimentos realizados pelos egipcios e babilonios na matematica, pois esses
mostram um consideravel avango em processos aritméticos, algébricos e geométricos. De fato, ao
avaliar os problemas descritos nos papiros' egipcios e nas plaquetas de argila® dos babildnicos,
observa-se que essas civilizagdes utilizaram a aritmética, a algebra e a geometria para diversos
propositos: no comércio ¢ na administragdao, na medi¢ao de superficies de terrenos, para estimar a
producdo agricola, no calculo de volumes de reservatdrios e da quantidade de ladrilhos ou blocos de
rochas necessarios para construir um templo ou uma pirdmide e no estudo da astronomia® com o
intuito de confeccionar calendarios astrondmicos® para satisfazer suas necessidades domésticas,
comerciais e religiosas.

Porém, ainda que os egipcios e babilonios apresentassem uma matematica bem

desenvolvida ndo havia tracos de demonstracdes em sua pratica, segundo Bicudo:

Bourbaki salienta que “ndo hd, hoje, qualquer duvida de que houve uma matematica pré-helénica
bem desenvolvida. Ndo somente sdo as nogoes (ja muito abstratas) de numero inteiro e de medida de
quantidade comumente usadas nos documentos mais antigos que nos chegaram do Egito ou da Caldéia, mas
a algebra babilonia, por causa da elegancia e seguranca de seus métodos, ndo deve ser concebida como
uma simples cole¢do de problemas resolvidos por um tatear empirico” (Bourbaki, 1969, p.9). No entanto,
ndo encontramos, seja nos documentos egipcios, seja naqueles da ja mais encorpada matematica babilonia,
qualquer trago do que se assemelhe a uma “demonstra¢do”, no sentido formal da palavra. O conceito de
ciéncia dedutiva era desconhecido dos povos orientais da antiguidade. Seus textos matemdticos, que
chegaram até nos, sdo, em geral, coletaneas de problemas, mais ou menos interessantes, e suas solucoes, em
forma de prescrigdo, como as indicacdes das etapas de um ritual, oferecido a uma deidade. Nada de

teoremas e demonstragéoes, nada de defini¢oes, nada de axiomas. (Bicudo, 1998, p. 307-308)

Os filosofos gregos assimilaram desses povos seus principios empiricos, satisfazendo
assim seus interesses puramente intelectuais e estabelecendo fundamentos tedricos que sustentam
tais principios. Desse modo, procuraram encontrar demonstracdes dedutivas e rigorosas (no
contexto da época) para os principios empiricos presentes nas referidas aplicagdes praticas.

Conforme Russell:

Ocupo-me (...) das matemdticas, ndo por si mesmas, mas em relagdo a filosofia grega — relagdo

' Gilling, R. J. Mathematics in the Time of the Pharaohs. New York: Dover, 1982.
Neugebauer, O. The Exact Sciences in Antiquity. New York: Dover, 1969.
Ciéncia ainda confusamente perdida no enovelado da astrologia.

Sideral, Solar, Lunar e Lunissolar.



essa que, principalmente em Platdo, era muito estreita. A preeminéncia dos gregos aparece com mais nitidez
nas matematicas e na astronomia do que em qualquer outra coisa. O que fizeram na arte, na literatura e na
filosofia, pode julgar-se melhor ou pior segundo os gostos, mas o que realizaram na geometria estd
inteiramente acima de qualquer questdo. Aprenderam alguma coisa do Egito e um pouco menos da
Babilonia,; mas o que obtivera dessas fontes foi, nas matematicas, principalmente regras rudimentares e, na
astronomia, registros de observagoes que se estendiam sobre periodo muitos longos. A arte da demonstragdo

matematica foi, quase inteiramente, de origem grega. (Russell, 1969, p.242)

Diante de tais consideracdes historicas e filosoficas pode-se afirmar, conforme a tradigdo
dos relatos histéricos de filésofos e comentadores, que tém inicio, com Tales de Mileto® (624-546
a.C.), a Filosofia e a Matematica grega. Tales ¢ considerado um dos sete sabios® da Antigiiidade € o
primeiro membro da chamada escola jonica; assim, como os demais membros dessa escola, Tales
foi um filésofo da natureza que através de observagdes empiricas sobre os seres € os fendmenos,
especialmente os meteorologicos, chegou a concepcao de que todo o universo estava submetido a
um processo € a uma transformac¢do continua, € conjeturou que: a dgua ¢ o principio da natureza.

Assim, com essa nova maneira de pensar as questdes impostas pelo universo, buscando
principios geradores da natureza, surge um novo tipo de homem, o filésofo, que se contrapde ao
homem sacerdote que buscava exclusivamente o poder, a riqueza, as honras e o interesse na
possivel vida apds a morte.

O pensamento filoséfico jonico continha intima conexdo com o problema cosmoldgico
buscando um principio concreto para a natureza, enquanto na escola pitagorica, fundada por
Pitagoras de Samos’ (582-497 a.C.), o pensamento filos6fico adquire outra caracteristica: a mesma
preocupacao em estudar a esséncia das coisas, os primeiros principios e causa do que existe em
consonancia com as concepgdes da escola jonica, embora admitindo como principio uma entidade
abstrata, ou seja, os problemas metafisicos.

Frente ao pensamento jOnico, onde a agua ¢ o elemento primordial, o pitagorismo
apresenta uma nova e original caracteristica em relagdo a natureza de tal elemento, propondo o
niimero como novo elemento primordial, isto €, a onipoténcia e onipresen¢a do nlimero em todas as
coisas que compdem o cosmo. Desse modo, segundo relatos de Aristoteles, na Metafisica 1 5, 985-
986a, Pitagoras e os pitagdricos supuseram que os elementos dos numeros eram os elementos de
todas as coisas existentes e que todo o céu era harmonia e numero.

As doutrinas e concepcdes filosoficas pitagdricas conduziram seus partidarios a estudarem

> Uma das maiores cidades helénicas da Asia Menor, pertencente ao territorio da Caria.

O emprego mais antigo da palavra “sabio” em grego refere-se a destreza ou habilidade em exercicios de alguma
pratica artesanal; e depois, a destreza propria do estadista, como era o caso dos “sete sabios”. Platdo, em Protdgoras
343a, nos oferece o mais antigo testemunho de uma lista dos “sete sabios”, em que figuram: Tales de Mileto, Pitaco
de Mitilene, Bias de Priene, Sélon de Atenas, Cledbulo de Lidia, Mison de Quenea e Quildon de Lacedemonia.

Uma das principais ilhas gregas do Mar Egeu, hoje cidade de Samos.
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as propriedades dos numeros relacionadas com a aritmética, a geometria elementar plana e a
espacial, a musica e a astronomia. Esses estudos constituiram um programa essencial para a
formagdo dos discipulos dessa escola filosofica e, com Filolau de Crotona®(470-390 a.C.), foram
divulgados para um maior nimero de adeptos, ja que a escola pitagdérica era uma espécie de
irmandade secreta mistica, politica, cientifica e religiosa. Porém, antes disso, na primeira metade do
século V a.C., houve o aparecimento de uma outra escola filoséfica chamada Eleata, cujo fundador
foi Parménides de Eléia’ (549-420 a.C.).

Com Parmeénides, apresenta-se uma nova forma no pensamento reflexivo, isto €, a agdo
necessaria da razdo como processo dialético do pensar, surgindo como primeiro resultado dessa
operacdo natural a distingdo entre o que é a esséncia e o que ¢ a forma das coisas. Diante da
realidade sensivel que se percebe, com pequena diferencga nas acepgoes, existe uma realidade eterna,
imutavel e imovel do ser. Portanto, o homem deve buscar esta realidade por detras das aparéncias
do mundo dos sentidos e discernir a verdade (o ser) da suposta opinido (o ndo ser). Com efeito,
Parménides buscava um modo de se obter a verdade através do pensamento, segundo relatos de
Proclo de Bizancio (412-487), em seus comentarios ao Timeu, I 345, 18-20, de Platdo, e Simplicio

de Cilicia, em seus comentarios a Fisica, 116, 28-32-117, 1, de Aristoteles:

Pois bem, te direi, escuta com atengdo minha palavra, quais sdo os unicos caminhos de
investiga¢do que se possa pensar; um: o que é e o que é possivel no ser; é o caminho da persuasdo
(acompanha, com efeito, a Verdade); o outro: o que ndo é e o que é necessario ndo ser. Mostrar-te-ei que
esta senda é completamente inescrutavel; ndo conhecerds, com efeito, o que ndo é (pois ¢ inacessivel) nem

te mostraras. (Lan e Julia, 1986v.1, p.436)

Nesta passagem observa-se que, na primeira asser¢do de Parménides, o caminho
logicamente transitavel que pode ser percorrido pelo pensamento para se buscar a verdade ¢ através
de: o que é e o que é possivel ndo ser. E na segunda asser¢cdo o caminho intransitavel é: o que ndo é
e 0 que ¢ necessario ndo ser; pois seria contraditorio pensar que existe o que nao é.

Pode-se dizer, conforme Russell, que sua doutrina foi exposta num poema intitulado Sobre
a Natureza' e escrito numa entoagdo profética e alegérica''. Parménides ndo mostra os
procedimentos para se chegar a verdade, porém inicia uma forma de pensamento critico com

relacdo ao conhecimento vigente e introduz, na constru¢do do conhecimento cientifico, um rigor

8 Hoje Crotona, na Idade Média, Cotrone, uma das cidades mais poderosas da magna Grécia, na costa oriental do

Brutio (ou Brucio, antiga regido da Italia), fundada pelos Aqueus, em 710 a.C.

Regido do Peloponeso, na Grécia. Hoje Vélia na Italia.

Teofrasto diz que Empédocles foi admirador de Parménides e um imitador seu ao escrever poemas, pois este
também publicou em versos seu discurso Sobre a Natureza. (Lan e Julia, 1986, p.415)

Derivada do grego, significa: palavra ou imagem que desperta o pensamento de outra. Por exemplo: o apbélogo ¢ a
parabola sdo espécies de alegorias.
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logico que nao foi alcangado pelo empirismo jonico nem pelo misticismo pitagorico, e que procura
descobrir na capacidade racional do homem a qualidade que o possibilita ter conhecimento sobre a
esséncia.

Além disso, conforme Campos, ao citar Szabd, a forma mais arcaica de demonstragdo ¢
por reducgdo ao absurdo e a mais antiga aplicagdo dessa prova encontra-se em Parménides, segundo
relato de Simplicio de Cilicia, em seus comentarios a Fisica, 145, 6-11, de Aristoteles.

Desse modo, a escola eleata negava a validade dos sentidos como meio para alcancar a
verdade. De acordo com esse preceito, os eleatas pretendem demonstrar que, através da razao,

seriam capazes de provar que a mensagem dos sentidos deveria ser ignorada.

2. Vestigios Historicos de Processos Infinitos Elaborados por Antifon e Brison

Durante o século VI a.C. as condi¢des de vida nas colonias gregas da Asia Menor sio
alteradas, em razdo das mudangas na economia ¢ facilidades nas transa¢des comerciais. Desse
modo, houve um fortalecimento econdmico e social daqueles que viviam do comércio, da
navegacdo e do artesanato, marcando definitivamente a decadéncia da organizac¢do social baseada
numa aristocracia hereditdria e, consequentemente, alterando também o quadro econdmico,
politico, social e cultural de Atenas; assim, segundo Sciacca (1967), houve a necessidade de uma
filosofia que caracterizasse os interesses dessa nova classe social.

Essa nova vertente filosofica (filosofia sofistica), contribuiu para que o homem fosse
preparado para cuidar de si e progredir a todo custo na comunidade. Assim, o ensino era planejado
pelo sofista'?, de forma cuidadosa e minuciosa, para que os jovens gregos aprendessem a usar
argumentos l6gicos que nao pudessem ser contrariados, buscando despertar o sentido critico da
investigacdo em oposicao a todo dogmatismo. Segundo Sciacca, o sofista e a sofistica caracterizam-

se por:

(...) o sofista, que abandona a indagac¢do em torno do “principio” das coisas e concentra a sua
atengdo sobre o homem e seus problemas humanos (politicos, morais, juridicos, estéticos etc.). Sofista é
propriamente aquele que exercita a profissdo de sabio (do mestre de virtudes) e ensina mediante estipéndio.
O intento da sofistica, mais que especulativo, é pratico-educativo: a cultura (e a filosofia) como instrumento
de formagdo do homem para a vida publica (do homem politico) como meio de educacgdo, limitada ao
interesse por tudo o que ¢ humano e pode ser util aos assuntos publicos como aos privados. A filosofia tem

por objeto o homem no mundo, portanto, torna-se antropologia. (Sciacca, 1967, p.38-39)

Conforme Russell: A palavra “sofista” ndo tinha, a principio, sentido pejorativo; significava, bastante
aproximadamente, o que hoje chamamos “professor”.



2.1 - A Abordagem de Antifon e Brison para o Calculo da Area do Circulo

Pode-se conjeturar que esta forma de pensamento sofistico auxiliou de alguma maneira os
métodos de demonstracdes utilizados pelos gedmetras gregos, pois se conhecem na Histdria da
Matematica Grega pelo menos dois gedmetras considerados sofistas, conforme Michel"*: Antifon'
de Atenas (480-411 a.C.), o sofista, orador rival de Socrates (470-399 a.C.) que, como educador da
juventude ateniense, dedicou-se as diversas ciéncias, autor da obra Sobre a verdade. Como
gedmetra, Antifon ¢ conhecido por suas pesquisas relativas a quadratura do circulo, isto ¢, segundo
Temistio (317-387), inscrevendo progressivamente no circulo poligonos regulares de

3,6 12, 24,48, ..., 3.2% ., (k>0) lados.

Em lugar de: com respeito a Antifon nada teria que dizer o gedmetra, porque, inscrevendo um
triangulo eqiiildatero no circulo, e sobre cada um dos lados do triangulo inscrito um tridngulo isosceles com
vertice na circunferéncia do circulo e fazendo isso continuamente creia que, uma vez ou outra, coincidiria o

lado do triangulo final, a pesar de ser linha reta, com a periferia. (Bacca, 1961, p.44)

Ou, conforme Simplicio, inscrevendo progressivamente no circulo poligonos regulares de

4,816 32, .., 2% . (k>2)lados.

Antifon descreveu um circulo e inscreveu nele uma das superficies poligonales que podem ser

inscritas. Seja, por exemplo, o quadrado do poligono inscrito... (Bacca, 1961, p.44)

Antifon queria chegar, com essa duplicacdo progressiva, a um ponto no qual, por sua
pequenez, os lados do poligono se confundiriam com os arcos minimos correspondentes, ¢ a area do
poligono, cada vez mais, se confundiria com a area do circulo.

Ainda de acordo com Michel'®, o outro sofista é Brison'® de Heracles ou Brison o sofista
(450-380 a.C.), filho do historiador Herdédoto de Heracles. Como gedmetra Brison ¢ conhecido por
suas pesquisas relativas a quadratura do circulo, isto ¢, segundo Aristoteles, Alexandre de Afrodisia

(200-300), Temistio (317-387) e Joao Filopono (490-566), inscrevendo e circunscrevendo

progressivamente no circulo poligonos regulares de 4, 8, 16, 32, ..., Zk, . , (k 2 2) lados, de tal

forma que a diferenga entre a area do poligono circunscrito (sempre maior que a area do circulo) e a

3 Michel, 1950, p.182-183.

" Qualificado de “o sofista” para se distinguir de seu contemporaneo Antifon de Romante, orador e politico ateniense.
> Michel, 1950, p.226-227.

Nao confundir com Brison filho de Estipdo, um dos mestre de Pirron, ou com Brison de Acaia, mestre de Crates,
nem com o Brison citado por Jamblico entre os discipulos imediatos de Pitdgoras.



area do poligono inscrito (sempre menor que a area do circulo) resulte minima, isto €, aproxima-se
cada vez mais de zero; e as areas dos poligonos inscritos e circunscritos, cada vez mais,

aproximam-se do valor da area do circulo.

Mas a quadratura do circulo por Brison é eristica e sofistica, porque ndo procede segundo os
principios proprios da geometria, conforme outros mais gerais. Que o circunscrever ao circulo um
quadrado e inscrever outro dentro e entre os dois quadrados outros mais e dizer depois que o circulo é o que
se encontra entre os dois quadrados, e semelhantemente dizer que o quadrado intermediario entre os dois
quadrados ditos ¢ menor do que o quadrado circunscrito e maior do que o inscrito e que as (causas) que
sdo de vez maiores e menores que as demais sdo iguales entre si, - portanto sdo iguais o circulo e o
quadrado -, procede de certos principios gerais falsos: gerais, porque poderiam corresponder a numeros, a
tempos, a lugares e a outras causas; falsos, com o todo, porque oito e nove sdo maiores e menores do que

dez e sete e, apesar de eles ndo serem iguales. (Bacca, 1961, p.45)

3.2 - Uma Abordagem da Analise Matematica para os Problemas de Antifon e Brison

Uma figura plana /' ¢ uma parte do plano limitada por uma curva fechada ' que se
denomina fronteira da figura F.

Diz-se que o poligono estd inscrito numa figura plana F, quando todos os pontos desse
poligono pertencem a figura F ou a sua fronteira. Além disso, diz-se que o poligono estd
circunscrito na figura F, quando todos os pontos dessa figura F' e de sua fronteira pertencem ao
poligono. Conforme as defini¢cdes expostas, a area de qualquer poligono inscrito na figura F' nao ¢
maior do que a area de qualquer poligono circunscrito nessa figura F.

Seja {P;} o conjunto numérico das areas dos poligonos regulares inscritos numa figura F' e
seja {P.} o conjunto numérico das areas dos poligonos regulares circunscritos nessa figura F;
observe que para todo i e ¢, vale: P; < P.. Denota-se o supremo do conjunto {P;} por A4; , o qual
denomina-se area inferior da figura F ¢ o infimo do conjunto {P.} por A;, o qual denomina-se area
superior da figura F. Desse modo, nota-se que a area inferior 4; da figura F ndo pode ser maior do
que a area superior dessa figura, isto ¢, 4; < A;. Com efeito, suponha que ¢ valida a desigualdade
contraria A; > A;. Entdo, tomando (4; — A;)/2 = € > 0 e tendo em conta a defini¢gdo de supremo e
de infimo, encontra-se um poligono inscrito na figura F cuja area P; seja maior do que o nimero
Ai— &= (A, + A)/2, ou seja, (A; + Ay)/2 < P;, ¢ um outro poligono circunscrito na figura ' com
area P. menor do que o numero A4, + & = (4, + A)/2 , ou seja, P. < (4; + Ay)/2. Assim,

comparando as duas desigualdades obtidas, encontra-se que P. < P;, o que é impossivel.



Pode-se definir que uma figura plana F ¢ mensuravel quando a area superior A; coincide
com a area inferior 4;. Além disso, o numero 4 =A4; = A, denomina-se area da figura F.

De acordo com o que foi exposto, enuncia-se ¢ demonstra-se a seguinte proposicao: para
que a figura F seja mensurdvel é necessdrio e suficiente que para qualquer numero £ possa-se
indicar um poligono circunscrito e um poligono inscrito na figura F tais que sua diferenca seja
menor do que &, isto ¢, existem P; e P. tais que P. — P; < & Demonstra-se a condi¢do necessaria:
seja a figura F mensuravel, isto é, A = A, = A,. Dado que A; ¢ A, sao o supremo ¢ infimo dos
conjuntos {P;} e {P.}, para qualquer nimero £ > 0, pode-se indicar um poligono inscrito na figura
F tal que sua area P; se diferencia de 4; = A em menos de &2, isto é, A — P; < &/2 Para este
mesmo € > 0 pode-se indicar um poligono circunscrito na figura F tal que sua area P, se diferencia
de A, = A em menos de &2, isto é, P. — A < &2 Portanto, somando as desigualdades obtidas,

encontra-se que P.— P; < £ . Por fim, demonstra-se a condigdo suficiente: sejam P, e P; as areas

dos poligonos para os quais P, — P; < €. Dado que P; £ 4A; < A; < P., tem-se que A, — A = A..

Portanto, a figura ¢ mensuravel.
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	Além disso, conforme Campos, ao citar Szabó, a forma mais arcaica de demonstração é por redução ao absurdo e a mais antiga aplicação dessa prova encontra-se em Parmênides, segundo relato de Simplício de Cilícia, em seus comentários à Física, 145, 6-11, de Aristóteles.
	Desse modo, a escola eleata negava a validade dos sentidos como meio para alcançar a verdade. De acordo com esse preceito, os eleatas pretendem demonstrar que, através da razão, seriam capazes de provar que a mensagem dos sentidos deveria ser ignorada. 

