Capitulo

Equacoes Diferencias Ordinérias de 2¢

Ordem

1.1 Notas Historicas

A histéria das equacoes diferenciais comeca com o estudo do célculo por Pierre
de Fermat (1601-1665), Isaac Newton (1642-1727), e Gottfried Wilhelm Leibniz
(1646-1716) quando esses incriveis matemaéticos tiveram entendimento suficiente e
notagao para a derivada. As solucoes para estas equacoes, entretanto, nao eram tao
faceis. As manipulacoes simboélicas e simplificacdes algébricas ajudaram apenas um
pouco. A integral e seu papel teorico no Teorema Fundamental do Calculo ofereceu
ajuda direta apenas quando as variaveis eram separadas, em circunstancias muito
especiais. O método de separacao de variaveis foi desenvolvido por Jakob Bernoulli
(1654-1705) e generalizado por Leibniz. Assim estes pesquisadores no século XVII
focalizaram estes casos especiais e deixaram um desenvolvimento mais geral das

teorias e técnicas para aqueles que os seguiram.

Ao final do século XVII e inicio do XVIII, a préoxima onda de pesquisadores
de equacoes diferenciais comegou a aplicar estes tipos de equacoes a problemas em

astronomia e ciéncias fisicas. Jakob Bernoulli estudou cuidadosamente e escreveu



equacoes diferenciais para o movimento planetéario, usando os principios de gravi-
dade e momento desenvolvidos por Newton, seu incluiu também o desenvolvimento
da catenaria e o uso de coordenadas polares. O irmao de Jakob, Johann Bernoulli
(1667-1748), foi provavelmente o primeiro matematico a entender o calculo de Leib-
niz e os principios de mecanica para modelar matematicamente fenémenos fisicos
usando equacoes diferenciais e a encontrar suas solugoes. Outro matemético de
destaque é Giacomo Ricatti (1676-1754) que ndo pode concluir seu trabalho por
conta da falta de ferramentas para solucionar casos especiais da equagao que leva
hoje seu nome. Os Bernoullis, Jakob, Johann e seu filho, Daniel (1700-1782), todos
estudaram os casos da equacao de Ricatti também. Na época, Brook Taylor usou
séries para “resolve” equacoes diferenciais, outros desenvolveram e usaram estas
séries para varios propositos. Contudo, o desenvolvimento de Taylor de diferencas
finitas comecou um novo ramo da matematica intimamente relacionado ao desen-
volvimento das equagoes diferenciais. No inicio do século XVIII, este e muitos
outros matemaéticos tinham acumulado uma crescente variedade de técnicas para
analisar e resolver muitas variedades de equacoes diferenciais. Entretanto, muitas
equacoes ainda eram desconhecidas em termos de propriedades ou métodos de
resolucao. Cingiienta anos de equacoes diferenciais trouxeram progressos consid-

erdveis, mas nao uma teoria geral.

A situacdo mudou quando Leonhard Euler (1707-1783) chegou a cena das
equacoes diferenciais e propos que a chave para o entendimento de equacoes difer-
enciais estava na teoria das funcoes. Euler entendeu o papel e a estrutura das
funcoes, estudou suas propriedades e definicoes, desenvolveu procedimentos para
solucoes de muitos tipos de equacoes, sendo o primeiro a entender as propriedades
e 0s papéis das fungoes exponenciais, logaritmicas, trigonométricas e muitas outras

fungoes elementares. Em 1739, desenvolveu o método de variacao de parametros.

Depois de Euler vieram muitos especialistas que refinaram ou estenderam
muitas das idéias de Euler. Em 1728, Daniel Bernoulli usou os métodos de Eu-

ler para ajuda-lo a estudar oscilacoes e as equacoes diferenciais que produzem



estes tipos de solugdes. O trabalho de D’Alembert em fisica matematica en-
volveu equagcoes diferenciais parciais e exploracoes por solucoes das formas mais el-
ementares destas equagoes. Lagrange seguiu de perto os passos de FEuler, desenvol-
vendo mais teoria e estendendo resultados em mecanica, especialmente equacoes de
movimento problema dos trés corpos e energia potencial. As maiores contribuicoes
de Lagrange foram provavelmente na definicao de funcao e propriedades, o que
manteve o interesse em generalizar métodos e analisar novas familias de equagoes
diferenciais. Lagrange foi provavelmente o primeiro matemético com conhecimento
teodrico e ferramentas suficientes para ser um verdadeiro analista de equacoes difer-
enciais. Em 1788, ele introduziu equagoes gerais de movimento para sistemas
dindmicos, hoje conhecidas como equagoes de Lagrange. O trabalho de Pierre-
Simon Laplace (1749-1827) sobre a estabilidade do sistema solar levou a mais
avancos, incluindo técnicas numéricas melhores e um melhor entendimento de in-
tegracao. Em 1799, introduziu as idéias de um laplaciano de uma func¢ao. Laplace
reconheceu as raizes de seu trabalho quando escreveu “Leia Euler, leia Euler, ele é

nosso mestre”.

O nome de Laplace esta ligado a hipdtes nebular da cosmologia, a chamada
equacao de Laplace da teoria do potencial, a Transformada de Laplace que posteri-
ormente se tornaria a chave do calculo operacional de Heavisade. Laplace consegui
ser uma autoridade nos assuntos que estudo. Morreu em 1827, exatamtente um
século depois do falecimento de Newton. Segundo relatos suas ultima palavras

foram “o que sabemos ¢ insignificante; o que nao sabemos ¢ imenso.”

Joseph Fourier (1768-183), outro grande destaque, teve sua pesquisa matematica
voltadas ao estudo de calculos da difusao de calor e a solucao de equacgoes diferen-
ciais. Muito deste trabalho aparece em The Analytical Theory of Heat (A Teoria
Analitica do Calor,1822) de Fourier, no qual ele fez uso extensivo da série que leva
seu nome. Este resultado foi uma ferramenta importante para o estudo de os-
cilagoes. Fourier, contudo, pouco contribuiu para a teoria matemaética desta série,

a qual era bem conhecida anteriormente por Euler, Daniel Bernoulli, e Lagrange.



As contribuicoes de Charles Babbage vieram por uma rota diferente. Ele desen-
volveu uma maquina de calcular chamada de Maquina de Diferenca que usava

diferencas finitas para aproximar solucoes de equagoes.

Do século XIX para os dias de hoje, grandes contribuicoes foram dadas, muitas
teorias foram desenvolvidas apos o aparecimento das varidveis complexas. Vieram
nessa época e apos isso, Gauss, Cauchy, em 1876, Lipschitz (1832-1903) desen-
volveram teoremas de existéncia para solucoes de equacoes diferenciais de primeira
ordem. Foi nesse periodo que os estudos se voltaram para uma anélise qualitativa

da equacoes diferenciais.

Equagoes nao lineares foram o proximo grande obstaculo. Henri Poincaré
(1854-1912), o maior matematico de sua geragao, produziu mais de 30 livros téc-
nicos sobre fisica matemaéticas e mecanica celeste. A maioria destes trabalhos
envolveu o uso e andlise de equagoes diferenciais. Em mecanica celeste, traba-
lhando com os resultados do astréonomo americano George Hill, conquistou a es-
tabilidade das oOrbitas e iniciou a teoria qualitativa de equagoes diferenciais nao
lineares. Muitos resultados de seu trabalho foram as sementes de novas maneiras
de pensar, as quais floresceram, tais como anélise de séries divergentes e equacoes
diferenciais nao lineares. Poincaré entendeu e contribuiu em quatro areas princi-
pais da matematica - anéalise, adlgebra, geometria e teoria dos nimeros. Ele tinha
um dominio criativo de toda a matemética de seu tempo e foi, provavelmente, a
ultima pessoa a estar nesta posicao. No século xx, George Birkhoff usou as idéias
de Poincaré para analisar sistemas dinamicos grandes e estabelecer uma teoria
para a andlise das propriedades das solucoes destas equacoes. Na década de 1980,
a teoria emergente do caos usou os principios desenvolvidos por Poincaré e seus

seguidores.



1.2 Equacoes Lineares de Segunda Ordem

Uma equagao diferencial linear ordinaria (EDO) de segunda ordem tem a forma

d*y dy
= 1.1
onde g (z,y, %) = f(z) — p(z)% — q(z)y. Em geral, escrevemos (1.1) como
d*y dy
= 1.2
o3 T o) a2y = f(z), (1.2)

onde p,q,f : (a,b) — R sdo fung¢des continuas definidas num intervalo aberto
(a,b), de uma variavel independente z e outra dependente, y, com y = y(z). Em
muitos problemas, o intervalo considerado é (0, co) ou até mesmo (—oo, 00). Se f é
identicamente nula, entao dizemos que (1.2) é homogénea, caso contrario, dizemos
que ela é nao homogénea. Por outro lado, se p e ¢ sao funcoes constantes entao,
(1.2) & homogénea de coeficientes constantes ou nao homogénea de coeficientes

constantes conforme a funcao f seja ou nao identicamente nula.

Equagoes como (1.2), em geral, requerem duas integracoes para que possamos
obter a solucao y que, evidentemente, deve ser duas vezes diferencidvel no intervalo
aberto em questao. Em consequéncia disso, devemos ter duas condicoes iniciais a

saber, y(zo) = yo € ¥/ (x9) = yg, onde yp e y, sdo nimeros dados.

A seguir, enunciaremos um resultado de muita importancia para o estudo das
EDOs de segunda ordem, entretanto, sua demonstragao sera omitida uma vez que

requer muitos pré-requisitos que transcendem a simplicidade desse texto.

Teorema 1.1 (Existéncia e Unicidade). Se p, q e f sao fungoes continuas em

um intervalo aberto I, entao o problema de valor inicial

d? d
—5 +p(@) L +q(@)y = f(2)

y(mo) = Yo, y/(l‘o) = ?Jf)

(1.3)

admite uma unica solucao definida em todo intervalo I



d? d
Doravante, por simplicidade, escreveremos 3" e ¢ no lugar de d—g e d_y’
x x

res-

pecti-vamente.

Existem diversos métodos' para a obtengao da solugao de (1.3). Alguns deles
sao, método dos coeficientes a determinar; variacao dos parametros; redugao da
ordem; solucao via séries e o método tratado nesse trabalho que ¢ a solucao via

Transformada de Laplace .

Por hora, vamos nos concentrar, na equagcao homogénea de coeficientes cons-
tantes

ay” + by’ + cy = 0. (1.4)

Essas equagoes compreendem uma classe ampla e importante de EDOs que
podem ser resolvidas, de maneira relativamente faceis, em termos de funcoes ele-

mentares.

Suponha que y; e yo sejam solugdes de (1.4) e que existam constantes reais
a1 e ap tals que y = oy + agye, entao ¥ = aqyy + agyh e Y’ = aqyl + aoyl.
Substituindo y, ¥’ e " em ay” + by’ + ¢ obtemos, a1 (ay] + by + cy1) + as(ayy +
by + cyz) = 0. Isso mostra que qualquer combinagao linear de y; e yo é solucdo
de (1.4), esse resultado é conhecido como Principio da Superposicdo e, em geral,

vale também para EDOs homogénea de coeficientes variaveis.

Para encontrar a solu¢ado de (1.4) basta encontrar as raizes da sua equa¢do

caracteristica’ ar? + br + ¢ = 0, temos de analisar trés casos:

Caso 1, b? — 4ac > 0: A equacdo caracteristica admite duas raizes reais e

distintas e a solugao de (1.4) é dada por

y(x) = c1e™ + cpe™ (1.5)

Caso 2, b? — 4ac = 0: A equacao caracteristica admite duas rafzes reais iguais

!Para um melhor aprofundamento do assunto, consulte [?], se¢do 4.2, p99.
2Para obter a equagio caracterisca basta substituir a fun¢do y = "% em (1.4).



e a solugao de (1.4) é dada por

y(x) = c1e™ + coze™ (1.6)

Caso 3, b?2 — 4ac < 0: Nesse caso, as rafzes da equacdo caracteristica sio

complexas conjugadas e a solugao de (1.4) é dada por

At

y(x) = c1eM cos ut + coeM sen i, (1.7)

onde A\ é a parte real da raiz complexa e u, a parte imaginaria. Além disso, nos

trés casos acima, c; e co sao constantes arbitrarias.

Outra questao relevante é a solucao de equacoes nao homogéneas. Suponha

que (1.2) & ndo homogénea, entdo sua solucao sera dada por

y(x) = cryi(x) + coye () + ype (), (1.8)

onde y; e Yy sao solucoes da equagao homogénea associada e y,; ¢ uma solugao

particular da equagdo ndo homogénea (1.2).

Tendo feito essas consideracoes, esperamos que o leitor se sinta confiante a
prosseguir na leitura. No proximo capitulo trataremos do ponto central desse

trabalho.



Capitulo
A Transfomada de Laplace

2.1 Introducao

Considere a equagao diferencial 3" + 3y’ —y = f(x) escrita na forma D%y +

3Dy—y = f(x),onde D = o Se pudéssemos ressolver essa ultima equacao como
T

3 . . f(z) .
se fosse uma equacao algébrica, bastaria escrever y(r) = ————-——, porém, isso
quagao alg , y(@) = 55— Porem,
nao faz sentido algum. Por outro lado, podemos extrair algo desse igénuo raciocinio

e tentar algebrizar a equacao diferencial. Antes, precisamos da

Definicao 2.1. Dada uma funcao f definida num intervalo da reta I, uma trans-

fomada integral tem a forma geral
TUfe) = Flo) = [ K@) (@) (21)

onde F(y) é denominada a transformada integral da fun¢ao f, sendo K(x,y) o

nicleo da transformada

As transformadas integrais sdo ferramentas muito uteis na resolucao de equacoes
diferenciais. A idéia geral é relativamente simples. Deve-se usar (2.1) para trans-
formar o problema para uma funcao desconhecida f em um mais simples para F'.

Em seguida deve-se resolver o problema mais simples para encontrar F' e final-



mente deve-se recuperar a funcao desejada f de sua transformada F'. Essa tultima
etapa do processo é conhecida como inversao da transformada. Nesse trabalho,
vamos considerar apenas a Transformada de Laplace, entretando, existem outras

tranformadas integrais.

2.2 Definicao da Transformada de Laplace

Dada uma fungao f definida no intervalo [0, co) , definimos a sua Transformada

de Laplace, F(s), por

C1f() = F(s) = / e f(a)da (2.2)

supondo que a integral convirja pelo menos para algum valor de s. O leitor deve
obsevar que a integral acima esta definida no intervalo de zero a infinito. E im-
portante dizer que, integrais definidas em um intevalo ilimitado sao chamadas
de integrais improprias e sao definidas como um limite de integrais definidas em

intervalos finitos; assim,

| #ayda = tim " faya, (2.3)

onde A ¢ um nimero real positivo. Se a integral do lado direito da igualdade (1.3)
existir para todo A > a e se o limite quando A — oo existir, entdo dizemos que a
integral imprépria converge para aquele valor do limite. Caso contrario a integral

diverge ou nao existe.

Pela Transformada de Laplace, a funcao f, na variavel original x, é levada em
uma outra funcao F' na varidvel s. Uma vantagem é que, em muitos casos F' é

mais simples que f, veja o exemplo a seguir:



Exemplo 2.1.

9] A
L [ekﬂ = e e dr = lim e~ Rz
0 A=00 Jo
. e—(s—k)a: A
= lim —

S — k‘AHoo

1
= > k. 24
T ¢S (2.4)
Outra grande vantagem é que a Transformada de Laplace nos permite tra-
balhar com uma fungio, F'(s), mais regular que f(x). A chamada fun¢do degrau

unitdrio ou func¢ao de Heavisade, definida a seguir, exemplifica esse fato.

A funcao degrau unitdrio é definida por

0, sex<c

ue(r) = { (2.5)

1, sex>c

onde ¢ é uma constante real positiva. Sua Transformada de Laplace é dada por:

A c o)
lim e Tuc(r)dr = / e uc(x)dr + / e *uc(z)dr
0 c

A—o0 0
oo
= / e dx
Cc

A
= lim e *dx
Cc

. ol A
= ——(hm e SC| >
S \A—o0 ¢

1
= —= ( lim e %4 — e_sc)

A—o0

Assim

—SC

Lluc(x)] = , para s > 0. (2.6)



Dois pontos essenciais para nosso estudo sao a existéncia da Transformada de
Laplace e a existéncia da inversa dessa transformada. Antes, ¢ conveniente expor

algumas definicoes.

Dizemos que uma funcao f é continua por partes num intervalo I, se pudermos
dividir esse intervalo num nimero finito de subintervalos, onde f é continua em
cada subintervalo. Por outro lado, se existem constantes positivas M e « tais que,

para todo x no intervalo [0, co) tivermos
|f(z)| < Me*" sempre que x — 00, (2.7)

entao dizemos que f é de ordem exponencial .

Considere agora I=[0, c0), se f & continua por partes em I e é de ordem
exponencial, quando x — oo, entao f é dita admissivel . Daqui em diante, a
menos que se diga ao contrario, iremos considerar apenas fungoes admissiveis.

Essa hipotese nos permite um importante resultado enunciado a seguir.

Teorema 2.1 (Existéncia). Seja f uma funcao admissivel de ordem exponencial o
no intervalo |0, co). Entao sua Transformada de Laplace F(s), definida por (2.2),

existe para todo s>a.

o
Demonstracao: Devemos mostrar que a integral e ** f(z)dr converge para

. , . - . 0 .
s > «a. Por hipotese f é admissivel , entdao existem constantes M e « tais que

|f(z)] < Me*, assim, para qualquer zq > 0

o zo
/ e | f(z)|dx < M/ ele=)e gy =
0 0

e(a—s)x’

a— S

ou seja,
M

a—s

/oxo e f(@)|da <

Assim, para funcoes admissiveis a integral imprépria é absolutamente
o0

convergente, o que mostra a convergencia de e ** f(x)dx. Mais do que isso,



temos uma estimativa para a funcao F', isto é,

M

F(s)ga_s.

Corolario 2.2. Se f é uma funcao admissivel entao sua integral

g(z) = /O " fe)de (2.9)

também ¢ admissivel e, portanto sua Transformada de Laplace também existe para

s > .

Demonstracao:

9(x)] < /0x|f(€)|d§
M/xeafd{f
(-

M
< Ke®, onde K = — .
o

IN

IA

(0%

A Transformada de Laplace goza também da seguinte propriedade de uni-
cidade, que enunciaremos logo abaixo. Vale reiterar que o resultado a seguir é

conhecido como Teorema de Lerch

Teorema 2.3 (Unicidade). Se f e g sao fungoes admisiveis em|0, oo) e se existe
uma constante sq tal que F(s) = L[f(x)] = L[g(x) = G(s)] para todo so > s, entdo
f(z) = g(z) para todo x>0, exceto possivelmente nos pontos de descontinuidade

desssas funcoes.

Antes de demonstrar-mos esse teorema, é conveniente enunciar o lema a seguir.
A demonstracao do lema, porém foge ao objetivos desse trabalho e por isso iremos

omiti-la.

Lema 2.4 (Aproximagdo de Weierstrass). Dada uma fun¢do continua



f:10,1] — R, eziste uma sequéncia de funcoes' polinomiais de [0, 1] em R que

converge uniformemente® para f.

O leitor interessado na demosntracao desse lema deve consultar [?]. Vamos

entao a demonstracao do teorema 2.3.

Demonstrac¢ao: Definindo h(z) = f(x) — g(z), temos que H(s) = 0. Para essa

demonstragao vamos supor a continuidade da fungao h, entao
H(so+n)= / e % " h(x)dr, paran=1,2... (2.10)
0

Se fosse o caso de h ter descontinuidades, bastaria desmembrar a integral (2.10)
em soma de integrais tomadas sobre intervalos onde h é continua. Sendo assim,
segue

H(sp+n) = / e "' (z)dr, (2.11)

0
onde v(z) = [ e™*'h(t)dt. Observe que v(0) = 0. Integrando (2.11) por partes
vem que
H(sp+n) = e "v(z) go + n/ e "u(z)d.
0
Segue de (2.8) que
/ e "v(z)dx = 0. (2.12)
0

E importante observar que nos pontos onde h é continua, v é derivavel e v'(z) =

e *%h(x). Logo, basta provar que v(z) = 0 e seguir-se-a que h(x) = 0.
Em (2.12), facamos x = —Int e u(t) = v(—Int), assim, obtemos

Seguros desses dois resultados, podemos seguir adiante e apresentar as pro-

priedades da Transformada de Laplace .

1Uma sequéncia de fungoes, em um dominio D, é definida como um conjunto {f,} de fungdes
fn : D — R indexadas com um indice n, inteiro positivo.

2Uma sequéncia de funcoes f,, : D — R, definida em um dominio D, converge uniformimente
para uma func¢do f: D — R se, dado £ > 0, existir ng € N tal que |f,(z) — f(x)| < e, para todo
ze D



2.3 Propriedades da Transformada de Laplace

No que segue, enunciaremos, em forma de teoremas, as propriedades da Trans-
formada de Laplace que serao de grande utilidade para nosso trabalho. Ao final

dessa segao, serao apresentados alguns exemplos.

Teorema 2.5 (Linearidade). Sejam f e g duas funcoes de ordem exponencial «
e 8 no intervalo |0, 0o) , respectivamente. Suponha que ezistam constantes, reais
ou complezxas, tais que h(x) = Af(z) + Bg(x) entdo h € admissivel e de ordem

exponencial no minimo igual a v = maz{a, B}. Além disso, vale a relagao

Lih(x)] = LIAf(z) + Bg(x)] = AL[f(x)] + BL[g(x)] (2.13)

Demonstragao: Para a primeira parte desse teorema considere o |h(x)|, dai
|h(2)| = [Af(z) + Bg(2)| < |Allf(2)] + [Bllg(x)|

Como, por hipotese, f e g sao de ordens exponenciais, entdao existem constantes
M e N tais que
|h(z)| < |A|Me®® + |B|NeP”

Podemos supor, sem perda de generalidade que o > 3. Assim
|h(x)] < [|AIM +|B|NelP=®)]ear,
quando x — oo temos

|h(z)| < Ke” onde K = |A|M e v = a.

Para mostrar a linearidade, facamos
L) = [ el @ + Byl
0

= A/OOO e f(x)dr + B/OOO e *g(x)dx
— AL[f(@)] + BLg(x) :



Exemplo 2.2 (Transformada do Cosseno Hiperboéllco). Inicialmente lem-

6&7 + 6—:[ . i

bramos que cosh = — neste exemplo vamos calcular £ [coshaz], isto é,
6ax + e—(lZ

L —5 | onde a é uma constante real positiva. Usando a propriedade de

linearidade, teorema 2.5, vem que:
1
L [cosh azx] = 5(6 "] + L [e7**]),

por (2.4), obetemos

1 1 1 s
L [coshax] = = = > lal. 2.14
[cosh ax] 5 [s—a—i_s—l—a} 2o baras |al (2.14)
Com um raciocinio anélogo é possivel calcular a Transformada de Laplace do

seno hiperbdlico de ax, dada por,

L [senh az] = LQ, para s > |al, (2.15)
—a

52

axr —axr

— €

onde senh az = 5

Para uma funcao f definida para x > 0, vamos considerar muitas vezes a

fungao deslocada de f(z) dada por

fc<x):{0, se r < c,

flx—c), sex>c,

que representa um deslocamento de f por uma distancia ¢ no sentido dos x posi-

tivos. Podemos escrever f. em termos da fungao degrau unitario da seguinte forma

fe(x) = ue(x) f(z = ¢)

Teorema 2.6. Se L[f(x)] = F(s), entdo, para qualquer nimero positivo c, tem-se
que:

Llfe(x)] = eL[f(z)] = e F(s) (2.16)



[e.9]

Demonstracao: L[(f.(z))] = / e uc(x)f(x —c)de = / e f(x —c)dx.
Fazendo t = x — ¢, obtemos dt L dx, t — 0 quando z — et — 0o quando

r — 00, daf
Cl()] = / &5 £ (1)t

— —sc - —st d
e /0 e U f(t)dt
= e “F(s)

O teorema 2.6 diz, simplesmente que o deslocamento de f por uma distancia
¢ no sentido dos x positivos corresnponde & multiplicacdo de F(s) por e *¢. Esse
resultado tera grande valia mais adiante. Uma boa pergunta a se fazer é: O que
podemos afirmar sobre o deslocamento de F'(s)? Para responder essa pergunta

precisaremos do

Teorema 2.7. Se a Transformada de Laplace de f(x) € F(s), entao para qualquer

numero real ou complexo 3 tem-se:

L[e” f(x)] = F(s—p) (2.17)

Demonstragio: Vamos calcular £ [ f(z)], entao

/OO e f(x)dx = /00 e P2 f(z) = F(s — ) .
0 0

Exemplo 2.3 (Transformada do Seno). Pela fomula de Euler® tem-se que

Y

{ e’ =cosx +isent ()

e~ =cosx —isent (%*)

subtraindo (xx) de (x) encontramos

et _ ot
seny = ———,
21

3A formula de Euler é dada por €’ = cos6 + i sen 6



por (2.13), temos

L [senx] = i(ﬁ (€] + L[e7™]) = .

21 T2

(L [emuo(x)] + L [e_i“”uo(x)}),

pelo teorema 2.7 e por (2.6) encontramos

1 1 1
Llsenz] = 2—( -+ +.)
2 \S—1 S 7
1
= m, paras>0. (218)

Agora, podemos responder a pergunta sobre o deslocamento de F(s) pois, o
teorema acima conta-nos que a multiplicagio de f(x) por €°® resulta num deslo-

camento da transformada F'(s), representado pelo vetor diferenga §— B

Teorema 2.8. Se a Transformada de Laplace de f(x) é F(s), entao a Transfor-
mada de Laplace de f(cx), onde ¢ é uma constante real positiva, é dada por
1 s
c —°F (—) 2.19
f@)=-F (2 (219)

Demonstragao: Para calcular L[f(x)] fagamos uma mudanca de variavel.

Se t = cx, entao

/000 e f(ex)dr = %/000 e~ f(t)dt = %F (g) .

Exemplo 2.4. Podemos usar o teorema acima e o exemplo 2.3 para calcular a

Transformada de Laplace da funcao senaz, paraa > 0e s > a.

11
- (2.20)

1
Lsenax] = —L[sen 7] S/a:a(s/a)g—f-l 52 4 a?

a

O proximo teorema nos conta que a Transformada de Laplace “destroi derivadas”,
isso sera bem 1til na hora de resolver equacoes diferenciais, ja que para resolvé-las

teremos de calcular a Transformada de Laplace de derivadas.



Teorema 2.9. Se a funcao f € derivdvel em (0,00), com f admissivel , entao
L1/@) = sLIF@)] = F(01), se s>k (2.21)

onde f(07) = lim f(x).

z—0t

Demonstracao: Por (2.9) sabemos que se f'(x) é admissivel entdo f também é

admissivel . Para calcular £ [f’(x)], usaremos o método da integracdo por partes.
A

/00 e f'(x)de = lim e f'(x)dx
0

A—00 0

— lim [e—wf<x>|§+s / e f(x)dx]

A—o0 0
= sF(s)+ L}grolo (e™*Af(A) — f(O))]
= sF(s)— f(0)

Como f é continua em [0, 00), podemos escrever f(0) = f(0T), assim

L[f'(x)] =sLI[f(@)] = f(O7)

Suponha que f seja n vezes diferenciavel, com n inteiro positivo e f(™ admis-

sivel. Suponha também que, ao substituirmos f’ por f™ Y em (2.21) obteremos
L[V (@)] = s"TL[f(@)] = "2 F(0F) == sf7(0) — f72(07),

ou de forma mais enxuta

n—2

LD ()] =L f(x)] =Y s" R 000, (2.22)

k=0



onde f(O(z) = f(z). Subistituindo ™ (x) por f™~V(z) em (2.21), obtemos

L[fM=)] = sC[f" V()] - V(0"

= S| f@)] = S O0)

n—2

It
k=0

n—2

= SLf() = sy S0 - £ o)

k=0

n—1

= L) = S5O0,

Assim, demonstramos o

k=0

Corolario 2.10. Se a funcao [ € deriwvdvel em (0,00) até a ordem n, n € N,

com f™ admissivel entdo

n—1

2L [f"(@)] = s"L[f(2)] =Y _ 8" FPOF) = fOTI(0). (2.23)

k=0

Exemplo 2.5 (Transformada do Cosseno). Neste exemplo vamos calcular

a transformada da funcao cosax. Para isso, observe que a derivada da funcao

(1/a)senax é justamente a funcao cuja transformada queremos calcular. Assim,

pelo teorema 2.9

L [cos ax]

c[()oue]

1

—(sL [senat] — sen(a - 0))

a

1 as s

- = 2.24
as’+a?  s2+a? (2.24)

Vamos enunciar agora um teorema sobre a transformada da integral

da funcao f

Teorema 2.11 (Integral de f(x)). Se F(s) é a Transformada de Laplace de f(x)

entao

c [ /0 wf(f)ds] = F(s) (2.25)



Demonstracao: Se g ¢ uma funcao dada por (2.9), entao aplicando (2.21) com g

obtemos

N
=
-
!
>
SN
=
=
I

SE[g(x)] — g(07) = L { I f(g)dg}

e portanto

c [ /0 ) f(é)df} = F(s)

Exemplo 2.6 (Transformada de ™). A Transformada de Laplace de 2" é dada
! . ~ . .
r —2+. Para encontrar o que queremos, vamos usar indu re n, um inteir
or 7. Para encontrar o que queremos, vamos usar indugao sobre n, teiro
positivo. Para n = 1, em particular, vamos encontrar a Transformada de Laplace

da funcao identidade. Assim, pelo teorema que acabamos de mostrar,

* 1 11 1
Suponha a validade do teorema para n =k — 1, isto é
o1y (B—1)!
Assim,
k T

assim, '

w1 - .

Lz"] = 1o paran inteiro positivo e s > 0 (2.27)

Para finalizar essa se¢ao, vamo enunciar agora um resultado sobre derivada da

funcao transformada F'

Teorema 2.12. Se f(x) admite F(s) como a sua Transformada de Laplace entao a

funcao —x f(x) tem como Transformada de Laplace a derivada de F(s), em geral,

LD @) = T, (2.25)

Demonstracao: Vamos usar inducao sobre n para essa demonstracao. Se n = 1,



sob o sinal de integracao?,

l /0 T f(x)dx}

/0 " et (e f())da
£l-af()]

pela regra de Leibniz

d

F'(s) 7

Vamos supor que o teorema ¢ valido para n = k, isto é,

/0 e (k@) = (~1)FfO(s).

Assim, usando a regra de Leibniz mais uma vez segue que

d
T [(C1FF9(s)] = (—1)FTEED (),
portanto, o teorema vale para todo n inteiro positivo. .

Vamos agora apresentar uma tabela onde consta a Transformada de Laplace
de algumas fungoes. Como nosso objetivo maior encontra-se no proximo capitulo,
decidimos nao estender demais esse capitulo, o que nao seria possivel se féssemos

resolver todos os exemplos.

Funcao Transformada
k k/s
e* sen wax (S_k)%, s>k
er* cos wr (S_Z)_%, s>k
1723 ALTB AstB
e [A coswr + =52 sen wx} i 5> k
T
t”eat #7 s >a
2 e —A_ n>1,s>k
(n—1)! (s=k)r? = =— 7

Tabela 1: Transformada de Laplace de algumas funcoes

1Veja o Teorema 3, p. 54 de [?]




2.4 O Problema da Inversao

Até agora estavamos interessados em encontrar a Transformada de Laplace de
algumas funcoes mediante as propriedades apresentadas. Na proxima se¢ao iremos
discutir o modo como a Transformada de Laplace ajuda na resolucao de EDOs,
porém, com ja foi dito anteriormente, além de saber calcular a Transformada de

Laplace é preciso inverté-la para encontrar a solucao desejada.

Para encontrar a inversa da Transformada de Laplace , que existe pelo teorema
2.3, podemos fazer uso de tabelas. Essa tabelas contém diversas funcoes com suas
respectivas Transformadas de Laplace. Vejamos um exemplo de como podemos

usa-las

1

Exemplo 2.7. Encontre a transformada inversa de G(s) = ———
52 —4s+5

Completando o quadrado no denominador podemos escrever

1

GO =i -

F(s—2),
onde F(s) = ﬁ Essa transformada ja figurou nesse trabalho e é precisamente
a Transformada de Laplace de senx, com queremos L' [F(s — 2)], pelo teorema

2.7, encontramos g(x) = €**senx

O exemplo acima foi bem simples, por outro lado, pode ser bem tedioso recu-
perar a funcao so fazendo uso de tabelas, isso ocorre porque muitas vezes é preciso
decompor F'(s) em fragoes parciais e na maioria das vezes nao conseguimos a

reducao a formas tabeladas.

A seguir, apresentaremos um método poderoso na recuperacao da funcao ori-

ginal.



2.4.1 Produto de Transformadas e Convolucao

Definicao 2.2. Sejam f e g duas fungoes integraveis. Definimos a convolucao de

f e g como a funcao dada por
ba) = (2 0)0) = [ fwdata =iy (229)
O produto de convolugao satisfaz as seguintes propriedades

C1) Comutativa: fxg=gx* f
C2) Associativa: f* (g*h) = (f*g)*
C3) Distributiva: f*(g+h)=fxg+ f*h

Teorema 2.13. Sejam f e g duas funcgoes admissiveis tais que h = f % g, entao a

Transformada de Laplace de h € dada por
H(S)=F(9G(S), (2.30)

onde F' e G sdo as Transformadas de Laplace de [ e g, respectivamente

Demonstragao: Se F(s) = / e f(u)du e G(s) = / e *" f(v)dv, entao
0 0

F(s)G(s) = /0 e () du /0 e (o) do. (2.31)

Como as fungoes que figuram nos integrandos acima sao continas, podemos escrever

/ /R e f(u)g (o) dud, (2.32)

onde R = {(u,v) € R? : uw > 0,v > 0}. Facamos agora uma mudanca de variaveis
r=u+vey=u,quando u = 0 tem-se que x = v, ou seja, x > 0; quando v = 0
tem-se que x = y e y > 0. Assim, a regido R? é transformada na regido B, onde
B={(z,y) eR?:2 >0,y > 0}.



g

A

Figura 1: Regiao B

O determinante jacobiano de mudanca de variaveis é dado por

or 01
ou Ov 11:_1'
% Oy 10

ou Ou

Assim, podemos escrever (2.32) como,

/ / e f(y)g(x — y)dwdy. (2.33)

A convergéncia absoluta da Transformada de Laplace, nos permite escrever (2.33)

como uma integral iterada sobre B, ou seja,

//B e f(y)g(x — y)dady = /Ooo g [/O Fy)g(e — y)dy] de.  (2.34)

Pela hipotese do teorema temos, h(x) = (f * g)(x), daqui e de (2.34) obtemos

F(s)G(s) = /0 T e mh()de = H(s)

a
s2(s%2 +a?)’
Observe que H & o produto de s~2 por a/(s*+a?) que, de acordo com os exemplos

Exemplo 2.8. Vamos calcular a transformada inversa de H(s) =

(2.26) e 2.20, sao as transformadas das fun¢des x e sen ax, respectivamente. Assim,

h(x) =t x senax e pelo teorema 2.13

h(z) = L7 [H(s)] = /Ow(t —a)senatdt = ar —senar

a?



Capitulo

Aplicacoes

3.1 Introducao

Muitos problemas praticos de engenharia envolvem sistemas mecanicos sob a
acao de fungoes descontinuas. Os métodos citados no capitulo 1 sao, muitas vezes,
complicados de se usar em tais problemas. A idéia é usar a teoria desenvolvida
nos capitulos anteriores, principalmente no capitulo 2, como uma poderosa ferra-
menta na resolugao desses problemas. Neste capitulo serao apresentadas algumas
aplicacoes da Transformada de Laplace na obtencao de solucoes de EDOs, na
mecanica, e no estudo do comportamento da derivada da solucao de uma EDO.
Em todo o capitulo, vamos supor que a variavel independente é ¢, exceto quando for
dito o contrario e, por simplicidade, vamos usar algumas vezes Y, em substitui¢cao

de Y (s), nas equagoes.

3.2 Solucgao de Problemas de Valores Iniciais

Nesta secao, mostraremos através de exemplos como a Transformada de Laplace

pode ser usada na obtencao da solucao de EDOs lineares.



Exemplo 3.1. Considere o problema
Y — 3y + 2y = 4e*,y(0) = —3,4/(0) = 5. (3.1)

Aplicando a Transformada de Laplace, obtemos

sV +35—5—3(sY +3)+2Y =

s—2’
que simplificando nos dé&
4
(s =35 +2)Y +3s — 14 = )
s—2
ou seja,
4 14 — 3s
Y J—
(s2—=3s+2)(s—2) i s?2 —3s+2
3524205 — 24
o (s—1)(s—2)2
-7 4 4

- 3—1+5—2+(s—2)2'

Usamos fracoes parciais para obter Y na expressao acima, assim a solucao de (3.1)

é dada por

-7 4 4
t)y=L"" = —7e' + 4e* + 4t°2t
y(t) s—1+s—2+(s—2)2 c AT

E interessante que o leitor tente resolver essa EDO pelos métodos citados na

secao 1.2 para fazer uma comparacao.
Exemplo 3.2. Vamos resolver agora o problema
y' + 4y + 5y = e P cost, y(0) =2, y(0) = 1. (3.2)

Aplicando a Transformada de Laplace, obtemos

s+ 3

Y =25 —1+4+4sY —8+5Y = —————
s S + 4s + G132+ 1



e dai

1 s+3
Y =—"7-—12 94+ ——~1 .
s2+4s+5 i +(s+3)2+1

Se fossemos usar o método das fracoes parciais neste exemplo teriamos muito
trabalho. Vamos entao, usar o teorema 2.13 do capitulo anterior, secao 2.4. Antes,
vamos escrever a expressao acima como

2549 n 1 s+3
(s+2)22+1 (s+2)2+1(s+3)2+1’

Y(s) =
usando o resultado da tabela 1, linhas 2 e 3, do capitulo anterior obtemos que
Y(s) =L [e*(2cost + 5sent)] + L [e > sent]| L [e* cost],

portanto

y(t) = e *(2cost + 5sent) + (e * sent) * (e * cost),
pela definicao de convolucao temos que
t
e ?sent) x (et cost) = e~ sen (u)e 3% cos(t — u)du
( ) * (
0
t
= ¥ / e"sen (u) cos(t — u)du.
0

Usando o método da integragao por partes na integral acima encontramos a solu¢ao
de (3.2) dada por

1 -3z T T
y(t) = € (cosx + 9e” cosx — 2senx + 28e” sen x)

3.2.1 Obtencao de uma solucao particular de uma EDO nao
homogénea

Vamos agora descrever um método para encontrar uma solugao particular de
uma EDO de segunda ordem nao homogénea. Considere o problema de valor
inicial

ay” +by +cy = f(t), ¥'(0) =0, y(0) = 0. (3.3)



Aplicando a Transformada de Laplace na equacao acima com as condigoes iniciais,

obtemos
1
Llyt)]=——=LI[f(?)],
y(®)] 05) ()]
1
onde p(s) = as® + bs + c¢. Se g é uma funcao tal que L[g(t)] = — temos que,

p(s)
y(t) = g(t) * h(t) e dai concluimos que

w0 = | (= (e (3.4

¢ a solucao particular procurada. A fungao g é chamda de funcao de Green para

o problema (3.3).

Exemplo 3.3. Vamos encontrar uma solugao particular para o problema
y" 4+ 4y = 3cos2t, y(0) =0, y'(0) =0. (3.5)

Primeiramente, observe que aplicando Transformada de Laplace na equacao acima

obtemos

1
o 4L' [3 cos 2t] .

Y(s) =
Assim, a Funcao de Green para esse problema é g(t — &) = 1/2sen(2(t —&)), onde
g(t) = 1/2sen 2t dai

y(t) = /Ot 1/2sen(2(t — £))3 cos(28)d§ = ;tcostsent

3.3 Oscilador Harmonico

Nesta se¢ao, iremos abordar o estudo das oscilagoes, e o modo como a Trans-

formada de Laplace é 1til na analise de movimentos oscilatoérios.

Podemos encontrar oscilacoes em todos os campos da fisica. Péndulos e cor-
das de instrumentos musicais sao apenas dois exemplos de sistemas mecanicos
vibratorios. Um outro explemplo bem simples é o sistema constituido por uma

massa m presa a uma mola. A figura 2 (a) mostra o sistema em equilibrio. Em



(b), a mola foi esticada, sofrendo um deslocamento z; > 0 em relacdo o nivel de

equlibrio z = 0.

MM (a)

(b)

-

X0

Figura 2: Sistema Massa-Mola

A Lei de Hooke' diz que “a extencdo é proporcional a forca”, ou seja,
F(x) = —kz. A constante k e chamada constante da mola ou rigidez e o sinal
negativo da equagao anterior indica que a forca da mola tem sempre sentido con-
trario ao deslocamento da extremidade livre. Pela Lei de Hooke e pela 2% lei de

Newton? obtemos a seguinte equacao do movimento correspondente

ma" = F(z) = — K, (3.6)
ou seja
2"+ wir =0, (3.7)
onde ,
d k
l’// = d_tf e C()2 = E

O sistema dinamico descrito pela equagdo (3.7) é chamdo de oscilador har-

monico, especificamente é a equacao do oscilador harmonico simples.

Suponha que hé, no oscilador, a presenca de uma forca resistiva proporcional a

velocidade, invocando novamente a 2 lei de Newton temos que mz” = —kx — ua’,

!Em homenagem a Robert Hooke, um ciéntista inlgés do final do século XVII.
2A 22 Lei de de Newton afirma que a forca resultante sobre um corpo & igual ao produto da
massa do corpo pela aceleracao do corpo



onde p é uma constante positiva, ou seja,

ma" + px' + kx =0, (3.8)
fazendo 2a = £ e w? = £ em (3.8) tem-se que:
2" + 202’ + wir =0, (3.9)

essa ¢ a euqcao do oscilador harménico amortecido

Ainda ha o caso em que a massa esta sob a acdo de uma forca externa f(¢) que
independe de sua posicao e velocidade, mas que pode variar com tempo. Nesse

caso, a 2% lei de Newton nos da ma” = —ux’ — kx + F(t), isto é,
ma” + px' + kx = F(t), (3.10)

que é a equacao do oscilador harmoénico amortecido e forcado. Faremos um ex-

pemplo envolvendo esse tltimo sistema na proxima secao.

3.3.1 Oscilador Harmoénico Simples

No que segue, estudaremos a equagao (3.7), cuja solugao pode ser obtida re-
solvendo a equacao caracteristica A\? + w? = 0, dai segue que a solucao geral de
(3.7) é dada por

z(t) = ¢y cost + cosent. (3.11)

Suponha que as condigoes iniciais sejam x(0) = zg e 2/(0) = vy, derivando (3.11)

e aplicando as condigoes iniciais, encontramos

. Vo .
Assim, ¢; = xp e co = — e (3.11) pode ser escrita como
w

x(t) = xg coswt + % sen wt, (3.12)
w



se definirmos as constantes A e ¢ por

; sen¢ = o (3.13)

Vo 2 ZTo
A= 2 4 (—> D cosp = — ,
o w ¢ Aw

A
desde que 0 < ¢ < 27, usando (3.13) em (3.12) segue que
x(t) = Acos (wt — ¢). (3.14)

A equagao (3.14) nos conta que estamos tratando de um movimento oscilatorio
s

em torno de x = 0, que é a posicao central, de periodo — e cuja amplitude do
w

movimento é A. Veja a figura abaixo:

X
I
H
V‘CH /\ /\
\/ 005 Um \7 t
-3
10

Figura 3: Oscilador Harmoénico simples

3.3.2 Oscilador Harmonico Amortecido

Vamos no preocupar agora em estudar a equagao (3.9), cuja solucdo sera encon-
trada mediante o uso da Transformada de Laplace . Usando as condicoes iniciais

x(0) = g e 2/(0) = vy, aplicando a Transformada de Laplace em (3.9) encontramos
s*wos — vy + 2a(sX — x9) + WX =0,

isolando X obtemos
st + (vo + 2a)

s2 +2as +w?

X(s) =



A fracdo acima pode ser decomposta em uma soma de duas outras fracoes e em
seguida, podemos completar o quadrado no denominador e assim obter

(s + a)xg vy + ax

X(s) = .
(5) (s+a)P+w?—a? (s+a)+w?—a?

Caso 1, w? — a? > 0: Nesse caso,
+
v =L1[X(s)] = z0e”* cos (Vw? — a?) + %e’at sen(vVw? — a?t), (3.15)
w? —«
simplificando a expressao acima obtemos

Vg + Xy

x(t) = e *(xq cos Bt + sen f3t), (3.16)

onde 0 = vw? — a?. O movimento em questao é chamado de oscilatorio amorte-
cido, e definindo as constantes A e ¢ como em (3.13) com as devidas adaptagoes,

isto é,

Vo + ax 2 X Vo + ax
A= |22+ (%) ; cosqﬁzzo; sen¢:0A—Bo,

obtemos
z(t) = Ae " cos (Bt — ). (3.17)
2
O periodo de oscilacao desse movimento é % e a frequéncia® é o quando
s

. w . n
a = 0 segue que J = w e a frequéncia passa a ser o conhecida como frequén-
s
cia natural. Observe também que x(f) — 0 quando x — oo, assim, as oscilagoes

decrescem exponencialmente, veja figura 4.

Caso 2, w? — a? = 0: Nesse caso,

2o 1 Vg + Xy
S+« S+«

at

w(t)y=L"" = zoe~ " + (vo + azg)te ™,

ou simplesmente (veja linha 5 da tabela 1),

z(t) = e *(xo + (vo + amp)t). (3.18)

3A frequéncia é o inverso do periodo



Aqui, a particula nao oscila indefinidamente ao redor de zero, ao invés disso,
se aproxima de 0 gradualmente, mas nunca o alcanca. Para ver isso basta tomar
o limite de z(t) quando ¢ tende ao infinito, observe a figura 5. O movimento
é chamado criticamente amortecido, pois qualquer decréscimo na constante de

amortecimento u (veja (3.8)) produzird oscilagoes.

Caso 3, w? — a? < 0: Nesse caso,

o) = £ (s 4+ a)xg Vo + oz
(s+a)—(a2—w?) (s+a)?—(a®—w?)
= xgcosh~yt + Yo+ o senh 7, (3.19)
Y

onde v = va? — w?. Esse caso descreve o chamado movimento ultra-amortecido,

um movimento nao oscilatorio, veja figura 5.

X, ultra

critico

Figura 4: Oscilacoes amortecidas. A Figura 5: Comparacao de amorteci-

curva pontilhada é dada por Ae™* mentos

3.4 Funcoes Descontinuas

E muito comum modelar situacoes envolvendo anélise de circuitos elétricos
ou vibracoes mecanicas com EDOs de coeficientes constantes e com o termo nao
homogéneo descontinuo. Esse termo geralmente é chamado de termo forgante. A

resolgao dessas EDOs envolve o uso de funcoes com decontinuidades de primeira



4

espécie®, nesse caso, ¢ conveniente usar a funcao degrau unitario afim de facilitar

os calculos.

Exemplo 3.4. Considere o problema
2y" +y' + 2y = g(t), y(0) =0, y'(0) =0, (3.20)

onde

g(t) = (3.21)

1, 5<t <20
{ 0, 0<t<5et>20
Esse problema representa a resposta de um oscilador amortecido forcado, cujo
termo forcante é unitario no intervalo de tempo 5 < t < 20 e é zero em

0 <t<5et>20. Observe que podemos escrever g como g(t) = us(t) — ug(t).

A Transformada de Laplace da equagdo (3.20) é

25%Y — 25y(0) — 2/ (0) + sY —y(0) +2Y = L [us(t)] — L [uzo(t)]

6755 _ 67203

S

Usando as condicoes iniciais e resolvendo para Y, obtemos
6753 . 67203

V) = ae st

Observe que Y (s) = (e75 — e 2%)H(s), onde H(s) = 1/s(2s* + s+ 2). Assim,
Y(s) = e *H(s) — e 2 H(s).

Entdo, se h(t) = L7'[H(s)], pelo teorema 2.6 do capitulo anterior temos,
y(t) = us(t)h(t — 5) — ugoh(t — 20). Para determinar H, usamos a expansao em
fragoes parciais e encontramos
/2 1/ (s+3)+1
e - L2 (),
S 2 \(s+ 71) + 16

4830 funcoes cujos limites laterais no ponto em questdo existem, mas sio diferentes.




de modo que pela tabela 1, linha 4, do capitulo anterior, obtemos

h(t) = % - % [e‘t/4 cos <@t> + (ﬁ—l_;) e % sen <@t>] :

A partir de h(t) calcula-se h(t — 2) e ai obtem-se a resposta desejada.

O leitor deve ter em mente que, se fossemos resolver (3.20) por outros métodos
que nao envolvesse nenhuma transformada integral, teridmos que resolver trés
equacoes distinas: para 0 < t < 5 a equacao seria 2y” 4+’ 42y = 0 com as mesmas
condigoes iniciais do problema; para t > 5, 2y” + 1’ +2y = 1 e as condigoes iniciais
sao y(5) = 0 e ¢/ (5) = 0; finalmente, para t > 20 voltariamos a ter 2y" +y' +2y =0
e as condicoes iniciais sao encontradas resolvendo o problema de valor inicial para
t > 5 e depois derivando a solucao. Veja a figura abaixo, onde é ilustrado a

solugao y(t)
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Figura 6: Solugao do problema (3.20)

3.5 Comportamento da Derivada

Algumas vezes é interessante estudar o comportamento da derivada de um

problema de valor inicial qualquer. Podemos resolver esse problema para encontrar



sua solucao e depois a derivamos para fazer de fato o estudo em questao. Essa
secao, porém, tem o objetivo de mostrar ao leitor que, usando a Transformada de
Laplace , podemos obter essa derivada sem a necessidade de calcular a solugao do

problema.

Considere o problema de valor inicial

{ "+ ar’ + bx = f(t) (3.22)

2(0) = o, 2'(0) = yo

Fazendo 2/ = y em (3.22), obtemos

{ 2 =y { z(0) = xg (3.23)
y' = —ay —br + f(t) y(0) = wo

Se X = L[z] e Y = L]y], aplicando a Transformada de Laplace nessas duas

equacoes, ficamos com o seguinte sistema linear em X e Y

bX + (a+s)Y = F(s) +yo
Pela regra de Cramer segue que
S Zo
b F(s)+yo sF(s) 4+ syo — bxg
Y = = 5 2 (3.25)
s 1 s+ as+
b (a+s)

A equagao (3.25) pode ser invertida para detremina y(t) = 2/(t).



