Teorema Fundamental da

Trigonometria

Na ciéncia nadaé sagrado, tuda@ real deriva
da experéncia, da adlise e da bgica e a ex-
periénciaé o crierio da verdade.

Prof. Grangeiro.

Arelacdo entre o comprimento da circurdecia e o chmetro determinado por ela
€ mesma, independente do raio da circuariera. Os povos antigos, mescmicos
e gregos perceberam esta rélag calcularam com a aproxingacdecimal e &
centesimal. O grego Arquimedes, usandoigmios regulares inscrito e
circunscrito, com & 96 lados mostrou qué;—(lj < % < 3%. Os povos anti-
gos usaram sempre pgbnos regulares inscritos e/ ou circuncrito para encon-
trar esta rela@o. Outros mateaticos posteriormente, utilizando gnos regu-
lares inscritos com olmmero de lados cada vez maior emcontrou estadelagm
aproxima@o milesimal. Atualmente os mataticos utilizam éries infinitas para
encontrar o valor desta rekg com a aproximap que desejar, com milhares e
milhares de casas decimais. Nexalo XVIII Euler esta relago porn (pi), pelo
fato da circunfegncia representar a periferia dooulo. Em1884 mostro que or

€ um rumero transcedental, ou sejanpode ser expresso em termos dmaros

inteiros, das operdées fundamentais e das opdyas de potenci&p e radiciago.



O queé muito esquisit@ que apesar de todo esse estudo sebreenhuma
equa@o simples foi encontrada para expéess Outro fato tamém esquisite@
gue a Aralise Matenatica rao sabe encorérlo, pois r@o se pode utilizaresies in-
finitas como meio de eoncontrar @, pois este § utliza a relago

nt - . .
lim —~ = 1, que por sua vez utiliza o valor de Fazer istoé cair numa re-
tundancia, num @culo vicioso. Alguns escritores de livros daleulo chamam

e sent - . .
o limite Pr% — = 1 como limite fundamental da trigonometria, desconhecendo

qgue o limite fundamental da trigonomet@ao poprio = e que 0,151_{% %nt =1
deriva facilmente do limite. O livro de aralise do Professor Elon Lages taem
nao traz nada a respeito do limite
Para corrigir esta defighcia da Adlise Matenatica e para maior compre&s
do estudo doicculo e da circunféncia pelo alunos do ensincedlio€é que eu re-
solvi publicar este trabalho. Demonstrarei o0 Teorema Fundamental da trigonome-
tria de forma rogorosa, segundo os (i da aalise, e como corério apre-

sentarei umaé&ie de resultados.

Teorema 0.1 (Teorema Fundamental da Trigonometria)Dada uma circunfegncia
de raior, tem-se que a reld@p entre o comprimenté’ da circunfeéncia e o seu

diametroD = 2r, independe do raio e & dada por

C ) (180°)
— = lim n sen .
2r  n—oo n

Demonstrag@o: Inicialmente tomemos unirculo de raioR e um polgono regu-

lar inscrito no @&rculo comn lados.

Calculemos o pémetro do padigono. Temos qué’, = nl,, ondeP, & o
pefimetro do pdigono,n o numero de lados do pigono el,, 0 comprimento do
lado do poigono.

Temos que

I, 0, 180° 180°
—:rsengzrsen = [, = 2r sen ,

2 n n




o]

0 N
. Entao

poisé,, =

180°
P, = 2rn sen ( ) .
n

Observe que a medida quecresce oP, tamkem cresce, se aproximando
cada vez mais do “comprimento da circui@iecia”. Podemos eab naturalmente
definir o comprimento da circunféncia como sendo 91&10 P, se este limite
existir. De fato este limite existe poi3, € uma segencia crescente e limitada.
Isto garante sua convégcia. A observeap quel, € crescente e limitada pode
ser observada diretamente pela figura,épordemonstrarei algebricamente em
seguida.

Sendo assim, temos:

180° 180°
C = lim P, = lim 27’nsen< 80):2r limnsen( 80).

n—oo n—oo n n—oo n

Portanto

2r n—00 n

C . (1800)
=7 = lim n sen .

Observe quer independe de.

(o}

Lema 0.2 A seg@&nciaF,, = 2rnsen ( ) € crescente.

n

~ 180° 180° 1
Demonstra@@o: Tomemosy = 1 e = . Temos erdo que’ = a+—a.
n n
R 1 k
Tomemos ofngulosa;, = —a, s = —a, ..., = —Q, ..., Q, = 204 =ae
n n n n

1 1
nt a=a+—a=/0.
n

Opt1 =
Observe que

SeNQg41 — senay < Senoyy — Sendyg_1.



De fato pois

Qg1 + Q1 — Q1
senay41 + senay,_, = 2sen — 5 | cos [ —M—————

= senayiq +senay_q < 2senay

= senay,; — senqy, < senay — Sen_y.
Observe tamém que
sena,, = (sena,, — senay, 1)+ (senc,,_; — senay, _5)+. . .+(sena; — sen0)+sen0.
Logo
sena,, > (sena,, — senay, 1)+ (sena,, — sena,,_1) +. ..+ (senaq,, — senq,, 1) =

= n (senq,, — senay,, 1) > n (sena, 1 — senay,) .

Portanto

senqy, > n (sena, 11 —senay,) = (n+ 1) senq,, > n senay,

= (n+1)sena > n senf

180° 180°
= (n+1) sen > n sen :
n+1 n
180° 180°
2r(n+ 1) sen ( ) > 2rn sen < ) .
n+1 n

Portanto

|
N 0%\ , . .
Lema 0.3 A seg@ncialP,, = 2rn sen < ) é limitada.
n
Demonstrago: Observe que
180° 90° 90° 45° 45° 90° 45°
sen = 2 sen - COS =4 sen cos - COS < 4 sen—,
n n n n n n n
. 80° 45°
Ou sejasen < 4 sen—.

n



No Lema 0.2 dividimosx emn angulos congruentes entre si e mostramos que

1
sena > n <sena — sen <a — —a)> .
n

Usando este resultado para= 45° temos

4 o
send5® > n |sendb® — sen (45° — > )}

n
= nsendb® — nsend5® - cos + n cos45°sen
n n
Portanto
o] o) (o] o] 450 o 450
P, = sen45® > n sen4b” — n sendb® + n cos45° sen = ncos45° sen—.
n n
Ento
1 > nsen .
n
Portanto
(o] (e} Pn
2Rn sen < 8rn sen <8 ou — <4.
n n 2r

Coroléario 0.1 O valor der tamkem pode ser dado pela exprass

7= lim 2" 2—\/2+\/2+\/2+...+\/§,

k—o0

comk raizes.

o

Demonstra@o: Sendor = lim n sen , tomemosn = 2!, Sendo

n—oo n



180°
. N 180° 1 -+ cos _2k—1
180° O\ 28 L+ 5

S 9k+1 2

2
/1 4+ cos45°
1+\/1+...+ T .
5 :5\/2+\/2+...+\/§

comk raizes quadradas.

Temos que
180° 1 1
sen :\/1—1(2+ 2+...+\/§) :5\/2— 24 ...+
Portanto

comk raizes.

Corolario 0.2 A area de um tculo de raior & dada porA = 72,

Demonstra@o: Tomemos um padono regular inscrito de lados no @rculo de
raior e calculemos suarea.

Dividindo o poligono emn triangulos iguais temosi = nAx onde
Py
Ax = H,l,. EnB0A = H,, - nl,, = Hn7.

Definindo aarea do @culo comolim A, se este limite existir temos

n—oo

A= lim A, = lim Hn%.

n—oo n—oo

P, 2
Observe qudim H, =re lim — = il .

P,
Portantod = lim H,, - lim — =7r-7r = 7r? = A = mr?.

n—oo n—oQ



Definamos uma nova unidade de medida, o radiano, tal que
2rradianos= 2nrad = 360°.

Portantorrad = 180°. Esta nova unidade de mediéamais conveniente para
o estudo da aise que o grau. Para encontrar o comprimento de um arco da
circunfe@ncia com énguloa em radianos basta multiplicarpor r. Isto surgge

do fato de o comprimento do arco ser proporcionahiagulo.

L, . . ) . t
Corolario 0.3 Senda medido em radiano tem-%e% SeTn =1.

Demonstra@o: Se0 < t < 1 enBodn € N* tal que

T T T
0< <t< —=0<sen <sent<sen<—>
n + n n+1 n
e
n+1 1 n n 1 n+1
>0 = < =<K .
™ t s T t s
Logo
n T sent n-+1 T
—sen < < sen(—).
T n+1 t T n
Sendo
1 1
lim “sen | — — = lim —~ (n + 1)sen T lr=1
n—oo T n-+1 T n—oomn 4+ 1 n-+1 ™
e
oon—+1 T 1 .. n+1 T
lim sen— = — lim nsen— = —-1-m =1,
n—oo T n  mTnooo N n
pois
180° 1
lim nsenzz lim nsen 80 =1 e lim n =1.
n—oo n n—oo n n—oo n

Entao pelo teorema do confronto temos

¢
lim o 1,

n—oo



Masn — oo =t — 0*. Logo

sent sent
lim — = lim — = 1.
n—oo t—0t ¢t

Set < 0tomemosu = —t. Enfao

. sent . sen(—u) . —senu
lim — = lim —— = lim =
t—0—- ¢ u—0t —U u—0t —Uu

Portanto pelo teorema dos limites laterais temos

1m
u—0t

senu

u



