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Resumo

Neste trabalho, baseados em corpos de funcgoes algébricas, forneceremos construgoes de
c6digos lineares disjuntos. Além disso, nds estudaremos comportamentos assintéticos de cédigos

lineares disjuntos a partir da nossa construcao.
Palavras chave- Corpos de funcoes algébricas, cédigo algébrico geométrico, cédigos lineares

disjuntos.
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Abstract

In this work, based on algebraic function fields, we give constructions of disjoint linear codes.
In addition,we study the asymptotic behavior of disjoint linear codes from our constructions.

Key words- Algebraic function fields, algebraic-geometry code, disjoint linear codes.
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Notacao

IF, - corpo finito com ¢ elementos onde ¢ é a poténcia de um nimero primo;

e [x] - fungdo maior inteiro aplicada em x, isto ¢, [z]| := min{n € Z; v < n};
e [ |- indica referéncias;
e (v1, ..., v,) - subespago gerado por {vy, ... , v,};

e A< B - A éum subespaco vetorial de B;

|x] - fun¢do menor inteiro aplicada em x, isto &, |x| := max{n € Z; n < x};

|C| - cardinalidade de um conjunto C;
e (my, ..., my,) - ideal gerado por my, ..., my;

e deg(p) - grau do polinémio p(x);

[F': K] - dimensao de F' como K— espago vetorial, onde o corpo F' é uma extensao do

corpo K;

F/K - considerando que F' e K sao corpos, significa que F' é um corpo de fungoes sobre
K.

’

deg P - grau do divisor P.
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Introducao

Historico

O artigo “A teoria matematica da comunicacao” de Claude Shannon publicado em 1948 mar-
cou o nascimento da Teoria da Codificagao, um campo de estudo relacionado com a transmissao
de dados e a recuperagao de mensagens corrompidas. Em pouco mais de meio século, a Teoria
da Codificagao viveu um crescimento fenomenal, com ampla aplicacao em dreas que vao desde
sistemas de comunicacao para leitores de discos compactos a tecnologia de armazenamento.

Apesar dos problemas da Teoria da Codificacao surgirem frequentemente das aplicacoes da
engenharia, é fascinante observar a relacao intima entre a matematica e o desenvolvimento da
teoria. A importancia da algebra, geometria e combinatéria na drea de codificacao é um fato
geralmente reconhecido, com profundidade de muitos resultados matemaéticos.

Mas, nao sé a matemadtica auxilia diretamente no estudo dos cédigos como a Teoria da
Codificagao também traz grandes contribuicoes para a matemdtica. Um exemplo disso é o
estudo das funcoes resilient, que necessitam da existéncia de Cédigos Lineares Disjuntos para a
veracidade de alguns resultados. Logo, os recursos dos c6digos nao sao apenas para engenheiros
e cientistas da computagao mas também para os matemaéticos.

Dentre os muitos cédigos estudados sem divida os mais importantes para esta dissertagao
sao os Cdédigos de Goppa e os Cdédigos Concatenados. Os Cédigos Concatenados tém criacao
atribuida a Forney cuja primeira aparicao foi no artigo de mesmo autor “Codigos Concatenados”
de 1966. Os Cédigos de Goppa sao atribuidos a Goppa e surgiram pela primeira vez no seu
artigo “Cédigos associados com divisores” publicado em 1977.

O estudo de Cédigos de Goppa estd diretamente ligado aos estudos de Corpos de Fungoes
Algébricas, afinal foi justamente Goppa que utilizou corpos de fungoes algébricas na construcao
dos cédigos que levam o seu nome. Os corpos de fungoes algébricas sao tipos especiais de
extensoes de corpos e ocorrem naturalmente em varios ramos da matemaética como a geometria
algébrica, teoria dos niimeros e a teoria das superficies compactas de Riemann. Dai pode-se
estudar corpos de funcoes algébricas a partir de pontos de vista muito diferentes.

Entretanto, a exposicao puramente algébrica da teoria dos corpos de fungoes algébricas
¢ que ird nortear todo o trabalho desenvolvido nesse texto. E essa abordagem aliada aos
c6digos mencionados anteriormente nos permitird, considerando corpos de funcoes algébricas
sobre corpos finitos, obter cédigos lineares disjuntos e cotas para o nimero de cédigos lineares

disjuntos.



Descricao do trabalho

Esta dissertacao ¢ constituida de quatro capitulos.

No Capitulo 1, apresentamos os conceitos bésicos relativos a Teoria de Corpos de Fungoes
Algébricas, pois esses conceitos permeiam a maioria dos resultadaos abordados. Além da
definicao de corpos de funcoes algébricas, vamos estudar temas como: divisores,corpos de
fungoes racionais e espagos de Riemann-Roch.

No Capitulo 2, fazemos uma breve discussao sobre Extensoes Algébricas de Corpos de
Funcgoes Algébricas juntamente com o Teorema e a Cota de Hasse-Weil.

No Capitulo 3, fornecemos alguns resultados bésicos da Teoria da Codificagao. Em seguida,
definiremos Cédigos de Goppa e Cédigos Concatenados expondo alguns resultados e exemplos.

Finalmente, no Capitulo 4,com base no artigo "Disjoint Linear Codes From Algebraic Func-
tion Fields", construiremos Cédigos Lineares Disjuntos sobre corpos finitos. Além disso vamos
estimar a quantidade de cédigos dessa natureza bem como fazer anélises de.comportamentos

assintéticos obtidos a partir de uma familia de cédigos cuja existéncia é devida a essa construgao.
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Capitulo 1

Corpos de Funcoes Algébricas

Definigoes e resultados bésicos da teoria de corpos de fungoes algébricas como valorizacoes,
lugares, género de um corpo de fungoes, sao fundamentais ao estudo de cédigos algébricos
geométricos, um dos temas principais do nosso trabalho. Considerando essas nocgoes bédsicas

veremos o conceito de Divisores bem como o Teorema de Riemann.

1.1 Nocoes Preliminares

Como ja haviamos mencionado a definicao de lugar é fundamental para o nosso estudo, mas
antes apresentaremos algumas definigoes e resultados relativos a extensoes de corpos. O leitor
interessado em mais detalhes pode consultar [3].

Seja K um corpo. Uma extensio de K é um corpo F' que contém K. Note que podemos
considerar F' como um espaco vetorial sobre K. Assim, o grau de F' sobre K é a dimensao de
F' como espago vetorial sobre K. Notacao: [F': K]. Se [F': K] ¢ finita, dizemos que F' é uma

extensao finita de K. Se K C F' C L é uma torre de corpos, entao verifica-se que
[L:K]=|[L:F][F:K].

Além disso, se [L : K] < oo, entdo [L: F] < oo e [F: K| < c0.
Seja F' uma extensao de K. Um elemento a € F' é chamado algébrico sobre K se existir
f € K[X], ndo nulo, tal que f(a) = 0. Note que dentre todos os polindomios nao nulos f € K[X]|
tal que f(a) = 0 existe um tinico polindmio de menor grau monico e irredutivel p tal que p(a) = 0
e serd denotado por
p = irr(a, K).

Um elemento que nao é algébrico é chamado transcendente. Se todo elemento de F for algébrico
sobre K, dizemos que F' é uma extensao algébrica de K. Verifica-se que toda extensao finita é

algébrica e que o conjunto dos elementos de F' que sao algébricos sobre K é um subcorpo de F.

Proposigao 1.1 Sejam K um corpo e f € K|x]. Entdo o anel quociente
K]
(f)

F= ={g9+(f): g€ Klz]}



é um corpo se, e somente se, f é um polinomio irredutivel sobre K. Em particular, se deg f = n,
entao
F={r+(f):re€Klz], comr=0 ou degr < n}.

Nesse caso, F' é um espago vetorial (extensao) sobre K de grau n, pois

{1+(f),z+(f),. ... 2" "+ ()}

¢ uma base para F.

Sejam F' uma extensao de K e a € F. A intersecao de todos os subcorpos de F' que contém
K e a (e, portanto, o menor subcorpo de F' que contém K e a ) serd denotada por K(a). Pode

ser provado que

(@) = {49 g€ KIX] e ala) 20}

e que se a € F' ¢ algébrico sobre K, entao
[K(a) : K| < 0.

Um corpo de fungoes algébricas de uma varidvel sobre K é uma extensao F' de K tal que
F & uma extensao finita de K(z), para algum elemento x € F' que é transcendente sobre K.
Denotamos por F'/K o corpo de fungoes algébricas de uma varidvel sobre K. Se K é um corpo
finito, dizemos que F'/K ¢é um corpo de fungoées global. Com o objetivo de simplicar a notacao

vamos nos referir a F'//K como um corpo de fungoes.

Proposigao 1.2 Os elementos de F' que sao transcendentes sobre K podem ser caracterizados
como segue: z € F' é transcendente sobre K se, e somente se, a extensao F de K(z) é de grau
finito.

Prova. Por definicao, existe x € F' transcendente sobre K tal que
[F: K(x)] < o0.
Logo, F' é uma extensao algébrica sobre K (z). Assim, para qualquer z € F', existe
p(X) =irr(z, K(x)) € K(z)[X]
tal que p(z) = 0. Portanto,

241y 2" M-+ =0, onde ri:Zi((xi € K(x), com bj(x) #0, Vi=0,...,n—1.
i\ L

Pondo b(x) = bo(x) - - - by—1(x) € K(z)*, obtemos

b(2)p(2) = b(x)2" + b(x)a,_1(z)z" 1 + - - + b(z)ag(x) = 0. (1.1)



Note que essa expressao pode ser considerada como um polindémio com coeficientes em K (z)

aplicado em x. Além disso, esse polinomio é nao nulo, pois seu termo constante é
b(0)z" + b(0)a,—1(0)2""" + - -+ + b(0)ag(0)

desde que z é transcendente sobre K. Assim, pela equagao (1.1), x é algébrico sobre K(z).
Nesse caso,
K (2)(w) : K(2)] < 0,

de modo que F' é uma extensao algébrica sobre K (z,z), pois
K(z) C K(z,2) C F.

Portanto,
[F: K(2)]=[F: K(z,2)|[K(z,2) : K(2)] < o0.

Reciprocamente, suponhamos, por absurdo que z seja algébrico sobre K. Entao
[F:K]|=[F:K((2)|K(z): K] <o,
o que é uma contradicao. |

O conjunto
K ={z € F: z ¢ algébrico sobre K}

¢ um subcorpo de F'. O corpo K & chamado o corpo de constantes de F// K.

Proposigao 1.3 Seja F' um corpo de fun¢oes sobre K. Entao K é algebricamente fechado em

F, isto é, qualquer elemento de F' — K & transcendente sobre K.

Prova. Seja z € F algébrico sobre K. Entdo existe p € K [X] tal que p(z) = 0, onde
p= irr(z,IN() —co+e X+ 4o X+ X

Logo, z ¢ algébrico sobre K(cg, ..., c,—1). Assim,

[K(coy ... cn-1,2): K(coy...,cn1)] <00

e
[K(Co, R ,Cnfl) : K] < 00,
pois os ¢y, . . ., c,_1 sao algébricos sobre K. Portanto,
[K(co, ... cn-1,2) : K| =[K(coy-..,n1,2) : K(co,...,cn1)|][K(co,...,cn1): K] < 0.
Neste caso, z é algébrico sobre K, ou seja, z € K. |



Observacao 1.4 Se z € F ¢é transcendente sobre K, entao z é transcendente sobre K. Além
disso,
KCKCF

e F' é um corpo de funcoes sobre KeK # F. De fato, seja x € F transcendente sobre K.
Entao segue da Proposicao 1.2
[F: K(x)] < o0.

Como

K(z) CK(z)CF

temos que
[F: K(z)] < co.

Dizemos que K é algebricamente fechado em F' ou K é todo o corpo de constantes se K =K.
Um corpo de fungoes algébricas F'/K ¢é dito um corpo de fungdes racionais se F' = K(x),

para algum z € F', que é transcendente sobre K.

Exemplo 1.5 Se F/K é um corpo de fun¢des racionais, entao K = K. De fato, seja

z = / € K(x), com mde(f,g) =1,
g
algébrico sobre K. Entao existem ay,...,a, € K tais que

ag+ a1z + -+ a,2" =0=apg" +arfg" "t +--+a,f" =0.
Assim,
f’aO € g’an-

Portanto, f,ge K ez € K. [ |

Um anel de valorizagdo sobre um corpo de fungoes F'//K é um subanel O C F que satisfaz

as seguintes propriedades:

1. KCcOCF

2. Para qualquer z € F, se z ¢ O entao, 27! € O.
Essa defini¢ao é motivada pela seguinte observagao: dado um polinémio moénico e irredutivel
p € K[z] o conjunto

C%={§:ﬁgekﬁip*geg%0}

¢ um anel de valorizagdo de K (x)/K. De fato, é claro que K C O, C K(z). Além disso, se
z = / € K(x), com mdc(f,g) =1,
9

entao podemos supor que
pffouptg

de modo que se z ¢ O,, entdo, z~* € O,. Note que se p e ¢ sdo polindomios irredutiveis sobre
K, entao O, # O,.



Proposicao 1.6 Seja O um anel de valoriza¢ao do corpo das fungoes F/K. Entao as sequintes

afirmagoes sao satisfeitas:

7

1. O é um anel local, isto é, O possui um tunico ideal maximal P = O — O°, onde O°® € o
grupo das unidades de O.

2. Sejax € F*, x € P se, e somente se, 271 ¢ O.

3. Para o corpo K das constantes de F/K, obtemos K C O e KN P = {0}. Neste caso,
[F: K(x)] < oo, para todo x € P.

Prova. Confira [10, p.2, Proposition 1.1.5]. [ |

Teorema 1.7 Sejam O um anel de valorizagio do corpo de fungoes F/K e P seu unico ideal

maxtmal. Entao:
1. P é um ideal principal.

2. Se P =tQ, entao qualquer z € F™* pode ser escrito de modo unica sob a forma

z = t"u,

para algumn € Z e u € O°.

Prova. Confira [10, p.3, Theorem 1.1.6]. [ |

Um lugar (place) P de um corpo de fungoes F'/K ¢é o ideal maximal de algum anel de
valorizagdo O de F/K. Neste caso, qualquer elemento t € P tal que P = tO chama-se
elemento primitivo para P. Vamos denotar por P o conjunto de todos os lugares de F'/ K, em
stmbolos,

Pr={P: P éum lugar de F/K}.

Note que existe uma correspodéncia biunfvoca O < P = t(0. Como veremos a seguir

Observagao 1.8 Se O é um anel de valorizacao de F//K e P é o seu ideal mazimal, entao O

é unicamente determinado por P. De fato, pelo item 2 da Proposicao 1.6,
O={zeF:z"¢ P}u{0}.
Nesse caso, O = Op chama-se o anel de valorizagao associado ao lugar P.

Para darmos uma segunda descricao de lugar, vamos estender o dominio Z adjuntando um
elemento oo que ndo pertence a Z, isto é, o dominio estendido de Z é o conjunto Z U {cco}
munido com a adigao e a multiplicagdo de Z estendida a Z U {oc} por

otoo=0c0+m=m+oo=00eoo>n YV m,néeEZL.

Uma wvalorizagdo discreta sobre F/K & uma fungdo v : F' — Z U {oco} satisfazendo as

seguintes propriedades:



1. v(z) = oo se, e somente se, z = 0.

2. v(zy) = v(z) + v(y), para todos z,y € F.

3. v(x +y) > min{v(z), v(y)}, para todos z,y € F. (Desigualdade Triangular)
4. Existe um elemento z € F tal que v(z) = 1.

5. v(a) = 0, para todo a € K*.

Note que as propriedades (2) e (4) garantem que v é sempre sobrejetora. Além disso, a
propriedade (2) prova que v ¢ um homomorfismo de grupos do grupo multiplicativo F™* no
grupo aditivo de Z.

Observagao 1.9 Sejam v uma valorizagdo discreta sobre F/K ec € R, com 0 < ¢ < 1. Entéo
a fungao |-|, : F — R definida como

{ @ se x40
0, se x =20
satisfaz as sequintes propriedades:

1. |z|, >0 e |z|, = 0 se, e somente se, x = 0.

2. |zyl, = |z|, |vl,, para todos x,y € F.

3. |z +yl, <l|z|, +yl,, para todos x,y € F.

Neste caso, a fungao ||, satisfaz as propriedades semelhantes do valor absoluto usual. Além

disso, uma fungao |-|, que satisfaz as propriedades 1, 2 e 3' a sequir
3 |z +y|, <max{|z|,,|yl,}, para todos x,y € F.

Também satisfaz a propriedade 3. Portanto, é uma valorizagao discreta sobre F//K. Uma

valoriza¢do satisfazendo as propriedades 1, 2 e 3' chama-se nao Arquimediana.

Lema 1.10 (Desigualdade Triangular Estrita) Sejam F/K um corpo de fun¢des, v uma
valorizagao discreta sobre F/K e x,y € F, com v(z) # v(y). Entdo

v(z +y) = min{o(z), v(y)}
Prova. Pelas propriedades (2) e (5) da definigao de valorizagao discreta, obtemos
v(ay) =v(a) +v(y) =0+v(y) =v(y), ¥V a € K"

Em particular, v(—y) = v(y). Sendo v(z) # v(y), podemos supor que v(z) < v(y). Supon-
hamos, por absurdo, que

v(z +y) # minfo(z), v(y)}-

6



Assim, pela propriedade (3) da definigdo de valorizacao discreta, obtemos
v(z 4 y) > v(x).
Portanto,
() = v((z +y) —y) = min{v(z +y), v(=y)} = minfo(z +y),v(y)} > v(2),
o que é um absurdo |

Para qualquer P € Pr associamos uma fungdo vp : F' — Z U {oco} definida como segue:
Escolha um elemento primitivo ¢ para P. Entao qualquer z € F™ pode ser escrito de modo
tnico sob a forma

z = t"u,

para algum n € Z e u € O%. Agora, defina

Up(z):{ n, se z#0

oo, se z=0.

Observe que a unicidade da representacao garante que vp é uma funcao e que esta depende

apenas de P e nao da escolha de t. De fato, se t; é um outro elemento primitivo para P, entao
P=tOp =1t,0p.
Logo, existe w € O% tal que t = wt,. Portanto,
t"u = (wty)"u = 7 (uw™),
para algum uw" € Op.
Teorema 1.11 Seja F'/K um corpo de fungoes.
1. Para qualquer P € Pr, a fungdo vp é uma valorizagdo discreta sobre F/K. Além disso,

Op={z€F:vp(z) >0}, Op ={2€ F:up(z) =0} e P={z€ F:vp(z) > 0}.

2. Um elemento t € F' é um elemento primitivo para P se, e somente se, vp(t) = 1.

3. Qualquer anel de valorizacao O de F/K é um subanel préprio maximal de F'.

4. Se v é uma valorizagdo discreta sobre F/K. Entao o conjunto
P={zeF:v(z) >0}

¢ um lugar de F/K e
Op={z€F :v(z) >0}

¢ o anel de valorizagao correspondente.



Prova. Vamos provar apenas o item 3, para os demais itens confira [10, p.5, Theorem 1.1.13].
Seja M um subanel de F' tal que O C M C F e M # F. Suponhamos, por absurdo, que
M # O. Entao existe z € M tal que z ¢ O.

Afirmacao. F = O|[z].
De fato, como z ¢ O temos que z~! € P. Logo, vp(z~!) > 0. Assim, dado y € F, existe, pela

Lei Arquimediana, um k£ € N tal que
kvp(z™) > —vp(y).

Donde
vp(yz~") = kup(z™") + vp(y) > —vp(y) + vp(y) =0,
isto &, w =yz % € O ey =wzk € Oz] Portanto, F' C O[z] Neste caso, F' = M, o que ¢ uma

contradicao. |

Sejam F'/K um corpo de fungoes, P € Pr e Op seu anel de valorizagdo. Entao o anel de
classes residuais

Fp = 5 ={z+P:2€0p}={x(P):2€0p}

¢ um corpo. Estendendo Fp para Fp U {oco} definimos rara qualquer x € F — Op, z(P) = c©.
Note que a fungao 7p : Op — Fp definida como 7p(z) = x(P) ¢ um epimorfismo de anéis tal
que
o ="7plg: K — Fp
¢ injetor, pois
rekerper(P)=PosrecPsrePNK ={0}.

Assim, podemos considerar K (K) como um subcorpo de Fp. Nesse caso, a fungao de F' em
Fp U{oo} definida como, = — x(P), chama-se fun¢do de classes residuais em relagao ao lugar

P. O nimero
deg P = [Fp : K]

chama-se o grau de P. Um lugar de grau 1 é chamado um lugar racional de F/K.
Proposicao 1.12 Sejam F/K um corpo de funcgées, P € Pr e x € P, com x # 0. Entao
deg P < [F: K(x)] < o©.

Prova. Segue da Proposi¢ao 1.6 que [F' : K(x)] < oo. Assim, basta provar que quaisquer
21, ..., 2n € Op cujas classes residuais z1(P), . .., z,(P) € Fp sejam LI sobre K sejam LI sobre

K (z). Suponhamos, por absurdo, que existam ¢,(z) € K(z), ndo todos nulos, tais que

n
> wi(x)z =0, (1.2)
i=1
Podemos supor, sem perda de generalidade, que os ¢, () sdo polindmios em x e que nem todos
eles sejam divisiveis por x, isto &,

() = a; + xg;(x), onde a; € K e g;(x) € K[x],

7
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e os a; nao todos nulos. Como x € P e g;(x) € Op temos que
o;(x)(P)=a;(P)=a; i=1,...,n.

Aplicando a funcao classe residual na equagao (1.2), obtemos:
0=0(P) =Y ¢(x)(P)z(P) = az(P),
i=1 i=1

que contradiz a independéncia linear de z;(P), ..., z,(P) sobre K. [ |
Coroldrio 1.13 Seja F//K um corpo de fungdes. Entao
K : K] < co.

Prova. Vamos admitir que Pr # (), confira Corolédrio 1.16. Assim, existe P € Pp, de modo
que
[Fp:K|=[Fp:K|[K:K|]=[K: K| <[Fp: K| < o,

que ¢é o resultado desejado. [ ]

Observagao 1.14 Sejam F/K um corpo de fungées e P € Pr comdeg P = 1. Entdo Fp = K,
pots
1=degP = [Fp: K].

Sejam F/K um corpo de fungoes, z € F' e P € Pp. Dizemos que P é um zero de z se

vp(2) > 0 e P éum polo de z se vp(z) < 0. Sejam m,n € N. Se
vp(z) =m >0,

entao P é um zero de z de ordem m e se
vp(z) = —n <0,

entao P é um polo de z de ordem n,

Teorema 1.15 Sejam F/K um corpo de fungdes e R um subanel de F', com K C R C F. Se
{0} #1 C R é um ideal proprio de R, entio existe P € Pp tal que I C P e K C P.

Prova. Confira [10, p.7, Theorem 1.1.19]. [

Coroldrio 1.16 Sejam F/K um corpo de fungées e z € F transcendente sobre K. FEntdo
existem P,Q € Pr tal que P é um zero de z ¢ Q é um polo de z. Em particular, Pr # ().

Prova. Consideremos o anel R = K|[z| e o ideal I = zK[z]. Note que se z é transcendente
sobre K, entao

K|[z] ~ K[X].
Assim, podemos identifcar I = zK[z] com X K[X]. Logo, pelo Teorema 1.15, existe P € Pg
tal que I C P. Portanto, 2 € P e P ¢ um zero de z. De modo anglogo, prova-se que z~! tem

um zero em ) € Pr. Portanto, z tem um polo em Q. |

9



Proposicao 1.17 Sejam F/K um corpo de funcées e Py, ..., P, zeros do elemento x € F.

Entao §
vai(x) deg P, < [F: K(x)].
i=1
Prova. Confira [10, p.13, Proposition 1.3.3]. [

Coroldrio 1.18 Seja F/K um corpo de fungoes. Entao qualquer x € F, com x # 0, possui

uma quantidade finita de zeros e de polos.

Prova. Se x é algébrico sobre K, entao x € K C O%. Assim, vp(x) = 0, isto é, z nao possui

zeros nem polos. Se z é trancendente sobre K, entao pela Proposicao 1.17
vai(x) deg P, < [F: K(x)].
i=1
Como Py, ..., P, sao zeros de = temos que vp,(x) > 1. Portanto,
r<[F: K(z)],

pois

De modo andlogo, temos que o nimeros de zeros de ™! (e, portanto, o niimero de polos de )

¢ menor do que ou igual a [F': K(z7')]. Portanto, z possui finitos zeros e polos. |

1.2 O Corpo das Funcoes Racionais

Vamos investigar os conceitos de valorizacao e lugares no caso de um corpo de funcoes
racionais ' = K(z), onde z é transcendente sobre K.

Dado um polindémio monico e irredutivel p € K|x], consideremos o anel de valorizagao

OpZ{grf,geK[xL pfgeg#o}

Para obtermos o lugar associado a O, basta determinar os elementos que nao sao invertiveis.

(5) -4

temos que esse elemento nao possui inverso em O, se p divide f, Portanto, o ideal maximal de

De fato, como

O,, em simbolos P,, ¢ dado por

Pp={§rf,g€K[$], plf, ptge 9#0}-

Neste caso,

(’);:{g:f,geff[x], ptf, pfge 9#0}-

10



Em particular, se p = x — «, entao escreveremos P, = P,_, € Pp.

Existe outro anel de valorizagdo de F//K, a saber,

Omz{gtﬁQGKM,g#Oed%fﬁd%g}

Onde o grau do polinémio nulo é —oco, com

— 0+ -0 =-00, —0+nNn=—-00e —oo<n, VneELZ.
Logo,
0
Ozie(’)oo.

Os elementos nao invertiveis de O sao
/
=, com deg f < deggy,
g

desse modo o lugar correspondente a O, chamado de lugar infinito, é dado por

sz{g:ﬁgeKM,g%Oed%f<d%g}

A seguir apresentamos alguns resultados com o intuito de descrever melhor algumas carac-

teristicas de K (x). Um desses resultados, cuja demonstracdo vamos omitir, é

ko -1 (2).

Lema 1.19 Sejam A um anel noetheriano. Se A é um dominio de fatoragao tunica, a € A* e

p um elemento primo em A, entao existe um tnico n, € Z, tal que
p"™ | a, mas p" ta.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que o resultado seja falso. Entao, para qualquer n = n, €
7., fixado, existe b, € A tal que a = p"b,,. Logo,

bn = Py,
pois a = p"*1b, .1, de modo que
(bo) C (b1) C (b2) C -
é uma cadeia estritamente crescente de ideais em A, o que é uma contradicao. |

Sejam A um dominio de fatoragao tnica, a € A e p um elemento primo em A. A multipli-

cidade de p em a, em simbolos v,(a), é o dnico elemento n, € Z, tal que
p™ | a, mas p™*t¢a,

com vy(a) = oo se a = 0. Quando v,(a) =1 (vy(a) > 1), dizemos que p é um fator simples
(fator mailtiplo) do elemento a.
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Proposicao 1.20 Seja F/K o corpo de fungdes racionais.

1. Seja P = P, € Pp, onde p € K[z| é um polinémio monico e irredutivel sobre K. Entdo

p € um elemento primitivo de P e sua valorizacao associada é definida como

— ot
n, sez=p'L
UP(Z):{OO sez:Og

onden € Z e g € Op. Além disso, o corpo das classes residuais

_Or K1
P

1

f(x) + (p) — f(z)(P). Consequentemente, deg P = deg p.

2. Sep=x—«, entio deg P =1 e a funcdo de classe residual é definida como

2(P) = z(«), ‘v’zzgeF

onde z(«) é definido como

)

[ se g(a) #0
0

oo, se g(a)

3. Se P = P, entao deg P, = 1. Um elemento primitivo para Py, é
t==

X

e a valorizacao discreta correspondente vy, € definida como
Y _
Uso | = | = degg — deg f.
g

A fungdo de classe residual associada a P, é definida como

2(Poo) = 2(0),

onde z(c0) ¢é definido como

5_Z= sem=mn
z(00) =1 0, sen<m

sendo
f at+ax+---+aya”

z2=%== , COm Gy, by, #£ 0,
g bo+bix+---+bypam 7
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Prova. Vamos provar apenas os itens 1 e 3, para mais informagoes consulte [10, p.9, Proposition

1.2.1]: 1 Note que o ideal P, é gerado por p, pois se
f

ZZEEPP,

entdo existe u € K[z] tal que f = up. Assim,

z =

e |~

u u
Ezp;ézépopiPp:pOp.

Logo, p é um elemento primitivo de P. Como K|x] é um dominio de fatoragao tinica e F' é

seu corpo quociente temos que qualquer elemento z € F' pode ser escrito de modo tinico sob a

nf
g

forma

E=p —

onden € Z e % € Op. Assim, por definicao,

nf

n, sez=p"L
UP(Z):{ i

00, se z =20,

possui as propriedades desejadas.

iePoo e K(x):K(é) = {K(:r):KGﬂ =1,

Logo, pela Proposicao 1.12,

3 Sabemos que

1
deg Py, < {K(x)K(EH =1=degP, = 1.

1 . . .. .
Note que ¢ um elemento primitivo para Py, pois se

z= i € P,
g
entao 1 of . )
x
z=—-—=2€ -0y = P =—-0.
T g x x
Os resultados que restam seguem diretamente da afirmacgao anterior. [ ]

Teorema 1.21 Seja F'/K o corpo de fungoes racionais. Entdo os tunicos lugares de F/K sao

P, e Py, com p € K[x] monico e irredutivel.

Prova.Seja Op um anel de valorizacao de F/K.
1.° Caso. Suponhamos que x € Op. Entao K[z] C Op. Prova-se que o conjunto [ :=
K[z]N P é um ideal primo de K{[z|. Temos, també,m que a aplicagao de classes residuais induz

o seguinte homomorfismo:
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v:Klz] — K(z)p
flx) = f@)(P)
Note que, kery = I. Assim, pelo Teorema do Isomorfismo:
Ka]
1
Observe que I # {0}, pois se [ = {0}, entao

~Im~vy < K(x)p.

e Im~ teria dimensao infinita, um absurdo. Isso signfica que existe um polindémio irredutivel
e monico (unicamente determinado) p(z) € K[z] tal que I = p(z)K|z]. Qualquer elemento
g(x) € K[z], com p(x) f g(x), ndo estd em I, assim, pela Proposicao 1.6,

1
g(I)¢P6m60p

Logo, concluimos que

0, - {% :p<x>+g<x>} cor

Segue do Teorema 1.11 que qualquer anel de valorizacao é um subanel préprio maximal de
K(z). Logo, Op = O,
2.° Caso. Suponhamos agora que x ¢ Op, entao, pela Proposi¢ao 1.6, 2! € P, logo

Kz COpeatePNnKz .

Assim, como no caso anterior, temos o ideal primo PN K[z7!| = p(x~ ) K[z7!] onde p(x~!) €

K[z~ & um polindmio monico e irredutivel. Entretanto p(z~!) = x7!, desse modo PNK|[z™!]

r7'K[x7!] e mais uma vez como no Caso 1, obtemos:

Op D {f f, g € Klx _1],g7éOex_1J(g(x_1)}
_ {ao—i—...—l—an - 60#0}
 fapx™™ + L 4 apa™
B {boxm“b o F b’ b()?éO}
= { cu, vE K| ],U#Oedegugdegv}:(’)w
Assim, Op = O. m

Observagao 1.22 Note que se K é um corpo finito com q elementos, entdo, pelo teorema

anterior, K possui q + 1 lugares racionais. A saber, q lugares da forma P, e o lugar P.,.
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1.3 Divisores

O corpo K de constantes de um corpo de fungoes algébricas F//K é uma extensao finita
do corpo K. Desde que F' pode ser considerado um corpo de funcoes sobre K , salvo mencao
explicita em contrario, o corpo de fungoes F'//K ¢ tal que K é o corpo de constantes completo
de F/K.

O grupo de divisores de F'/K é definido como o grupo abeliano livre (com notagao aditiva)
que ¢é gerado pelos lugares de F'/ K, em simbolos div(F'). Os elementos de div(F') sao chamados

divisores de F//K. Em outras palavras, um divisor é a soma da forma

D= npP,

PePp
onde np € Z e np = 0, exceto para uma quantidade finita de P € Pp. O suporte de D é

definido por:
supp D = {P € Pr : np # 0}.

Escreveremos com frequéncia

D= npP,

onde S C Pr é um conjunto finito com supp D C S. Um divisor da forma D = P, onde P € Pp,

é chamado de divisor primo. Dois divisores

D= npPeD =Y npP

sao somados da seguinte forma
D+D' = (np+np)P.

O elemento neutro de div(F') é o divisor

0= anp

PePp

tal que np = 0, para todo P € Pr. Para () € Pr e

D= npP,

PePp

definimos vg (D) = ng . Assim,

suppD = {P € Pr:vp(D) #0} e D= Z vp(D)P.

Pesupp D

Uma ordem parcial sobre div(F) ¢ definida por

D1 < Dg ~ UP(Dl) < ’UP(DQ), V Pe PF
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Se D1 < Dy e Dy # Dy, entao também escreveremos D; < Dy. Um divisor D > 0 é chamado

positivo ou eficaz. Note que essa ordem nao é total, pois os divisores
D1:P1+2P2 e D2:2P1+P2

nao sao comparaveis.

O grau de um divisor D € div(F') é definido como

deg D = Y vp(D)deg P.
PEPF
Portanto, existe um homomorfismo de grupos ¢ : div(F) — Z definido como ¢(D) = deg D.
Sabemos, pelo Coroldario 1.18, que qualquer x € F, com z # 0, transcendente sobre K
possui uma quantidade finita de zeros e de polos em Pr, o que fornece sentido as seguintes
definigoes:
Sejam z € F, com z # 0 e denote por Z (respectivamente N') o conjunto de zeros (respec-

tivamente polos) de x em Pr. Definimos

(x)o = > _ vp(z)P

pPez

o diwisor zero de x e

(#)o = Y (—vp)(2)P

o divisor polo de x. Finalmente,

(2) = ()o = (¥)o0

o divisor principal de x. Note que (z)g >0, (7)o >0 e

(x) = > vp(x)P.
Pe PF
Os elementos « € F, com x # 0 que sao algébricos (constantes) sobre K serdo caracterizados
por
re K< (z)=0.

Nesse caso, (7)e = (z)g = 0.
O conjunto de divisores

Pr=A{(x):x € F"}
é chamado o grupo de divisores principais de F//K. Denominamos o grupo quociente

_ div(F)

CI(F): 5
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de grupo das classes de divisores de F'/K. Para um divisor D € div(F), o elemento corres-
pondente no grupo quociente serd denotado por [D], a classe do divisor D. Assim, obtemos a

seguinte relacao de equivaléncia:
D~ D' (D] = D)
isto é, D = D' 4 (x), para algum = € F*.
Lema 1.23 Sejam K um corpo, V. um espaco vetorial sobre K e W um subespaco de V. Entao
dim <K) =dimV — dim V.
w

Prova. A funcao

\%
VvV —
T —>W

definida como 7(v) = v+ W ¢ linear e sobrejetora. Logo, pelo Teorema do Nicleo e da Imagem,
di V dim V' — dim W,
im|— ) =dimV —dim
W Y
pois kerm = W. ]

Para um divisor A € div(F) fixado, definimos o espago de Riemman-Roch associado a A

como

L(A) ={x e F*: () > —A} U{0}.

Observe que
x € L(A) @ vp(r) > —vp(A), ¥V P € Pp.

Além disso, L£(A) # {0} se, e somente se, existe D € div(F') tal que D ~ A, com D > 0. De
fato,

LA)#{0} & FaeF; (1) >-Ae A+ () >0 D=A+(2)>0& D~ A
Lema 1.24 Sejam F/K um corpo de fungoes e A € div(F).

1. L(A) é um K subespago vetorial de F.
2. Se D é um divisor equivalente a A, entdo L(A) ~ L(D).
3. L(0)=K e L(A) ={0} se A<O0.

4. Se B é um divisor com A < B, entdo temos L(A) C L(B) e

dim (%) < deg B — deg A.

Prova. Confira [10, p.17 and 18, Lemmas 1.4.6, 1.4.7 and 1.4.8]. [ |
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Proposicao 1.25 Seja F'//K um corpo de fungées. Entdo para cada divisor A € div(F) L(A)
é um espaco vetorial sobre K de dimensao finita. Mais precisamente, se A = A, — A_ onde os

divisores Ay e A_ sdo positivos, entao
dim £(A) < deg A, + 1.
Prova. Confira [10, p.19, Proposition 1.4.9]. [
Para cada divisor A € div(F), o inteiro
((A) =dim L(A)
é chamado a dimensao do divisor A.
Teorema 1.26 Seja F'/K um corpo de fungoes. Para todo x € F — K, obtemos
deg(z)o = deg(w)e = [F': K(z)].
Em particular qualquer divisor principal possui grau zero.

Prova. Sejam

n=[F: K@) eB=(t)o=Y —vpn)P,
i=1
em que P, ..., P, sao todos polos de z. Entao, pela Proposicao 1.17,

deg B = vai(xfl)degpi <[F:K(x Y =[F:K()]=n,

pois o polo de x é o zero de x=1 Por outro lado, vamos provar que deg B > n. Escolha uma
base

Ury. ooy Up

para F'/K(z). Como os zeros e os polos de um elemento formam um conjunto finito temos que
o conjunto
T={vp(w):i=1,...,n e Pe S}

é finito, em que

S = | Jsupp(u:).

=1

Assim, existe um ng € N tal que —ny < minT'. Considere o divisor

C:nOZPZO,

obtemos (u;) > —C,1=1,...,n.

Agora, seja o conjunto
A={r/u;:0<j<tel<i<n}
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comt € Z,t>0.0s elementos de A sao LI sobre K e A C L(tB + C), pois
vp(2u;) = jup(z) +vp(u;) > —jvp(B) —vp(C) > —tvp(B) — vp(C) = —vp(tB + C).
Assim, (A) é um subespaco de L(tB + C) e
dim(A) <((tB+C)= (t+1)n <{(tB+C). (1.3)
Como C' > 0et >0 temos (tB + C) > 0. Logo, pela Proposicao 1.25,
((tB+C) <deg(tB+C)+1=tdegB+degC +1,

isto é,
(t+1)n <tdeg B+ degC + 1.

Tomando ¢ = deg C', obtemos
(t+1)n<tdegB+c+1=n—c—1<t(degB —n).

Portanto, deg B — n > 0. |
Coroldrio 1.27 Seja F/K um corpo de fungaoes.

1. Se A e A" sao divisores com A ~ A’, entao

((A)=0(A") e deg A =deg A
2. Se deg A <0, entao ((A) = 0.
3. Para um divisor A de grau zero as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

a. A é principal;

Prova. Confira [10, p.19, Corollary 1.4.12]. [ |
Proposigao 1.28 Seja F/K um corpo de fungoes. Entao existe v € Z tal que
deg(A) — L(A) <~, V A ediv(F).

Note que 7y independe do divisor A e depende apenas do corpo de fungées F/K.

19



Prova. Confira [10, p.21, Proposition 1.4.14]. [ |
Consideremos o conjunto
X = {deg(A) —l(A)+1: Aediv(F)}.
Entao, pela Proposicao 1.28, existe v € Z tal que
deg(A) —l(A)+1<~+1, V Aecdiv(F).

Assim, X é limitado superiormente. Portanto, X possui um elemento méximo. O género de
F/K é definido como

g = max X.

Corolario 1.29 Seja F/K um corpo de fungées. Entdo o género de F/K é um inteiro ndo
negativo.

Prova. Tomando A = 0, obtemos pelo Lema 1.24,
g >deg0—¢(0)+1=0,

que é o resultado desejado. |
Teorema 1.30 (Teorema de Riemann) Seja F'//K um corpo de fungées de género g.

1. L(A) > deg A+ 1 — g, para todo A € div(F).

2. Eziste um inteiro ¢ dependendo somente de F/K tal que

((A)=degA+1—yg,
quando deg A > c.
Prova. 1 Por definicao de género, obtemos
g>degA—Ll(A)+1=((A) >degA+1—g,

para todo A € div(F).

2 Existe um divisor Aq tal que
g =deg Ay — ((Ag) + 1.

Assim, pelo item 1,
0(A— Ag) > deg(A—Ag) +1—g.
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Pondo ¢ = deg Ay + g e se deg A > ¢, entao

deg(A—Ap)+1—g = degA—degAo+1—yg
> c—degAp+1—yg
= degAg+g—degAg+1—g
= 1.

Logo, ¢(A — Ap) > 1 de onde concluimos que L(A — Ay) # {0}. Assim, existe z € L(A — Ay),

com z # 0. Consideremos o divisor A’ := A + (z), entao A" > Ay, pois
zEL(A—A)) = (2) >—A+ A=A =(2)+ A > A
Pelo Lema 1.24 e Corolario 1.27,
deg A —V(A) =deg A" — ((A") > deg Ag — £(Ag) = g — 1.

Portanto,
U(A) <degA+1—g

e pelo item 1 temos a igualdade. |
Exemplo 1.31 Seja F/K um corpo de fungdes racionais, entio F/K possui género g = 0.

Solugao. Sabemos, pelo Teorema de Riemann, que existe ¢ € Z tal que
l(A)=degA+1—yg,

quando deg A > ¢. Seja r > 0 tal que r > ¢ e consideremos Py, = () € L(rPy). Entao, pelo
Teorema 1.26,

deg(rPy) =rdeg Py, = r[F : K(x)] =7
Logo,

l(rPyx) =deg(rPx)+1—g=r+1—g.

Afirmacgao. 1,z,...,2" € L(rPy).

De fato,
—vp(rPx) <0, V P € Pp,
pois
>0 P =P,
op(rP) = r , se
0, se P+# P,
Logo,

0= Up(l) > —UP(TPOO), V P € Pp.

Além disso, sendo P,, um polo de x, obtemos
vp,(z") = ivp, (1) < 0 = ivp_ (1) > rvp (1) = —rvp, (Ps).
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Como
Up(l') Z 0, YV Pe ]P)F - {Poo}

Temos
vp(x') > —vp(rPy), V P € Pp,

ou seja, ¥ € L(rPy), 1= 0,...,r. Portanto, {(rPy)=r+1eg=0. [ |

Teorema 1.32 Seja F//K um corpo de fungées. Se A é um divisor, com deg A > 2g—1, entao
((A) =degA+1—g.

Prova. Confira [10, p.31, Theorem 1.5.17]. [ |

Proposicao 1.33 Seja P € Pr. Entdao para cada n € N, com n > 2g, existe v € F, com
divisor polo
()00 = nP.

Prova. Confira [10, p.34, Proposition 1.6.6]. [ |
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Capitulo 2
Extensoes de Corpos de Funcoes

A depender do corpo de fungbes F//K ¢ possivel estimar o nimero de lugares racionais
que ele possui.Visando obter essa estimativa apresentaremos os conceitos bdsicos de extensoes
algébricas, extensoes de lugares, indice de ramificacao e o Teorema de Hasse-Weil. Vamos
considerar os corpos de fungoes algébricas F'//K e F'/K’, com K o corpo de constantes completo
de F, K’ o corpo de constantes completo de F’. Denotaremos por F, o corpo finito com ¢
elementos, onde ¢ é a poténcia de um niimero primo. O leitor interessado em mais detalhes

pode consultar [10].

2.1 Extensoes Algébricas

Um corpo de fungdes algébricas F'/ K’ é chamado uma extensdo algébrica de F//K se F'/F
¢ uma extensao algébrica e K C K'. A extensao algébrica F'/K’ de F'/K & chamada corpo
constante se I = FK' & o corpo compdésito de F e K', em que FK’ é o menor subcorpo de F’
gerado por F' e K’, onde

FK' = F(K') = K'(F).
Finalmente, a extensao algébrica F’/K' de F// K ¢ chamada uma extensdo finita se [F' : F| < oo.
Lema 2.1 Seja F'/K' uma extensio algébrica de F/K. Entao verifica-se que:

1. K'/K é uma extensao algébrica e FNK' = K.

2. [F': F] < oo se, e somente se, [K': K| < oc.

Prova. Confira [10, p.69, Lemma 3.1.2]. [ |

Seja F'/K’' uma extensao algébrica de F'//K. Dizemos que um lugar P’ € Pp estd acima

de (lies over) P € Pr ou que P estd abaizo de (lies under) P’, em simbolos P’ | P, se P C P'.

Também dizemos que P’ é uma extensdo de P.

Proposicao 2.2 Seja F'/K' uma extensdo algébrica de F'/K. Suponhamos que P (P') é um
lugar de F/K (F'/K'), Op C F (Op C F') evp (vp1) é a correspondente valorizagdo discreta.

Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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1. P'| P,
2. Op C Opr;
3. Existe um inteiro e > 1 tal que vp(x) = evp(x), para todo x € F.
Além disso, se P'| P, entao
P=PNF eOp=0pNnFE.
Por esta razao, P é também chamado de restricao de P’ a F.
Prova. Confira [10, p.69, Proposition 3.14]. [ |

Observagao 2.3 Pela Proposicao 2.2, concluimos que o homomorfismo de corpos de classes

residuais de Fp em Fp, definido como
x(P)— x(P"), V x € Op,

estd bem definido e é injetor, de modo que obtemos uma imersio de Fp em F},. Portanto,
podemos identificar Fp com um subcorpo de Fp,. Neste caso, Fp, pode ser visto como uma

extensao de Fp.

Sejam F’/K' uma extensdo algébrica de F/K e P’ € Pp um lugar de F'/K’ acima de

P € Pp. Dizemos que o inteiro e = e(P’ | P), com
vp(x) = evp(x), ¥V x € F,
é o indice de ramificagcdo de P’ sobre P. O inteiro
f=f(F"| P)=[Fp : Fp]

¢ chamado o grau relativo de P’ sobre P. Note que f pode ser finito ou infinito, enquanto e é

sempre um nidmero natural.

Proposigao 2.4 Sejam F'/K' uma extensao algébrica de F/K e P' € Pp um lugar de F'/ K’
acima de P € Pr. Entao

[=f(P'|P)<oo& [F':F] <.
Prova. Confira [10, p.71, Proposition 3.1.6]. [ |
Proposigao 2.5 Seja F'/K' uma extensio algébrica de F/K.

1. Para cada P' € Pp existe exatamente um lugar P € Pp tal que P’ | P, a saber, P =
P'NF.
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2. Qualquer lugar P € Pr possui no minimo um, mas apenas finitas extensoes P’ € Pp.

Prova. (1) Vamos primeiro provar que existe um z € F, com z # 0, tal que vp/(z) # 0. De
fato, suponhamos, por absurdo, que seja falso. Entao escolha t € F’ tal que vp/(t) > 0. Como

F'/F & um extensao algébrica temos que existem cy, ..., ¢, € F', com ¢y # 0 e ¢, # 0, tais que
Cat™ - Cpt" T et + o = 0.
Note que,
vp(c;)) =01i=0,...,n e vp(cit") = vpi(c;) +ivp(t) >0, i=1,...,n.

Assim,
Up/(Co) =0ce Up/(Cntn + -+ Clt) Z min{vp/(cnt”), e ,Up/(Clt)} >0

Portanto, pela Desigualdade Triangular Estrita,
UP/((Cntn + Cnfltnil + -+ Clt) + Co) = min{vp/(cnt" + Cnfltnil + -+ Clt), ’UP/(C())} =0.

Mas
o0 = UPI(O) == Up/(Cntn + Cn_ltn_l + -+ C1t + CO) - 0,

o que é uma contradigao. Consequentemente, existe w € F tal que vp(w) > 0. Logo, P’NE # ()
e Op NF #10.

Afirmacgao. Op =OpNFeP=PNF.
De fato, como K C K’ C Opr temos que K C Op. Note que se Op = F, entao F C O%, e
vpr(z) = 0, para todo z € F, o que é impossivel. Assim, existe z € F' tal que z ¢ Op. Logo,
z & Op o que implca 271 € Opr, isto &, 271 € F N Opr. Portanto, 27! € Op. Neste caso, Op ¢é
um anel de valorizacao e P é o seu tnico ideal maximal, pois P = Op — O%

A unicidade segue da Proposicao 2.2.

(2) Seja P um lugar qualquer de F/K. Entao, pela Proposi¢ao 1.33, existe z € F' cujo
tnico zero é P.

Afirmacao. P’ | P se, e somente se, vp(z) > 0.
De fato, se P’ | P, entao

vpi(x) = e(P"| P)vp(z) >0, pois e(P' | P) > 1.

Por outro lado, se vp/(x) > 0 e @ é o lugar de F//K que estd abaixo de P, entdao vg(x) > 0.
Assim Q = P, pois P é o unico zero de x em F/K.

Finalmente, como x tem no minimo um e no maximo finitos zeros em F’/F temos o resul-

tado. [ |

Seja F'/K' uma extensao algébrica de F//K. Para um lugar P € P fixado, definimos sua

conorma com respeito a F'/F como

Con pr/p(P) = Z e(P'"| P)P',

P'|P

em que a soma percorre todos os lugares P’ € Pr que estao acima de P.
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Teorema 2.6 Sejam F'/K' uma extensao finita de F/K, P um lugar de F/K e Py,..., P,
todos os lugares de '/ K' que estio acima de P. Seja e; = e(P;|P) o indice de ramificagdo e
fi = f(B|P) o grau relativo de P;|P. Entao

m

Z@ifi: [F,F]

1=1

Prova. Confira [10, p. 74, Theorem 3.1.11]. [ |
Corolério 2.7 Sejam F'/K' uma extensao finita de F/K e P € Pp. Entdo
{P' € Pp: P'| P} <[F': F].

Prova. Para cada 7, 1 < i < m, obtemos

1§€ifz:>m§26ifi:[F,5F]a

1=1

que ¢é o resultado desejado. |

Proposicao 2.8 Se F' = FK' é uma extensdo algébrica corpo constante de F//K, entao F' /K’

possui o mesmo género de F/K.

Prova. Confira [10, p. 114, Theorem 3.6.3]. [

2.2 Teorema de Hasse-Well e a Cota de Hasse-Weil

Nesta secao F' ¢ um corpo de fungoes algébricas cujo corpo de constantes ¢ F,. O préximo

resultado é de fundamental importancia em todo o desenvolvimento desta se¢ao.
Lema 2.9 Para cada n > 0 existe uma quantidade finita de divisores positivos de grau n.

Prova. Basta provar que o conjunto
S ={PePp:degP <n}

¢ finito, pois qualquer divisor positivo ¢ a soma de divisores primos. Escolhendo z € F' —F,

consideremos o conjunto
So = {PO S ]P)ng(z) : deg P < n}

e a extensao algébrica finita F'/F, de F,(x)/F,. Entao
PNFy(x)e Sy, V PeS,
pois,
Opar,(z)

PNF,(x)
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é um subespaco vetorial de
Or
P
logo temos que deg(P NF,(z)) < n. Além disso, pela Proposicao 2.5, cada Fy € Sy possui

apenas uma quantidade finita de extensoes em F'. Assim, resta provar que Sy € finito. De fato,
como os lugares de I, (), exceto o polo de z, correspondem a polinémios monicos e irredutiveis

F,[z] e F, é um corpo finito temos que Sy é finito. [

Teorema 2.10 Seja I’ um corpo finito contendo um subcorpo IF,. Entao F' possui q” elementos,

em que r = [F: F,]. Em particular, dim(F) = r = log, |F|.

Prova. Note que F' ¢ um espaco vetorial sobre [F, de dimensao r, pois F' ¢ um corpo finito.
Seja
6: {ulv"'aur}
uma base para [F'. Entao para cada u € F' existem tnicos z1,..., 2, € F, tais que
T
u = Z r;u;.

i=1

Vamos definir a fungao Tj : F; — F' como

Ts(xy,....2p) = 1.

E facil verificar que T estd bem definida, ¢ linear e injetora. Portanto, F' ¢ isomorfo a Fy.

Como para cada z; existem ¢ possibilidades, temos que |F| =¢" e
dim(F) = r = log, |F| ou |F|= ¢®™"),
que ¢é o resultado desejado. |

Observagao 2.11 A transformagao linear Ts : F, — F é chamada a parametrizagao de F'

dada pela base B e Ty 1 ¢ chamada de isomorfismo de base canoénica de F' associada com a base

B.

Vamos denotar o corpo finito £’ do Teorema 2.10 por F,-. Assim, para cada r € N existe

exatamente uma extensao F - /F, de grau r. Note que
Fpr CFps s,

Além disso, pode ser provado que o fecho algébrico F, de F, é

Fq - U Fq'r.

reN

O leitor interessado em mais detalhes sobre corpos finitos pode consultar [1] e [3].

No que segue consideremos a extensdo corpo constante (composito) F = FFq de F/F, e

F,=FF, CF.
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Proposigao 2.12 Seja F/F, um corpo de fungoes. Verifica-se que:

1. Fyr € o corpo de constantes completo de F;..

2. Seja P € Pr um lugar de grau m. Entao

Conp p(P) =P+ -+ Py,
onde d = mdc(m,r), P; € Pr, i =1,...,d sdo lugares distintos dois a dois de grau .

Prova. Confira [10, p.190, Lemma 5.1.9]. [

Seja F'/F, um corpo de fungoes, definimos

A, ={Aediv(F): A>0 e degA=n}.

Por exemplo, Ag =1 e A; é o nimero de lugares de grau 1. A série de poténcias
Z(t) = Zp(t) =Y Ant" €C
n=0

¢ chamada a funcdo Zeta de F'/F,. Observe que ¢ é uma varidvel complexa e que Z(t) ¢ uma
série de poténcias sobre os complexos. A proposicao a seguir garante que ela converge em uma

vizinhanga de zero.
Proposigao 2.13 A série de poténcias Z(t) converge, quando |t| < g~ .
Prova. Confira [10, p.188, Proposition 5.1.6]. [ |

A partir de Z(t) vamos poder obter uma expressao para o niumero de lugares de grau 1 de

F/F, e de F,. Para |t| < ¢~', os resultados a seguir nos ajudarao nesse processo.
Proposicao 2.14 Seja F'/F, um corpo de fungoes.

1. Se F/F, é de género 0, entdo F/F, é um corpo de fungoes racional e a funcdo Zeta é

1

“O=Thn

2. Se F/F, € de género g > 1, entdo sua fun¢do Zeta pode ser escrita sob a forma Z(t) =
F(t)+ G(t), com

Fly=—— 3 e

0<deg[C]<2g—2

h 1 1
G(t) = —— [ ¢#t*! - :
®) q—l(q 1— ¢t 1—75)

Onde, h = |{[A] € CI(F) : deg[A] = 0}].

28



Prova. Confira [10, p.192, Corollary 5.1.12]. [ |
Seja F/IF, um corpo de fungoes. O polindmio
L(t) = Lp(t) = (1 = 1)(1 — qt) Z(t)

¢ chamado o L-polinémio de F//IF,. Note, pela Proposicao 2.14, que

L(t) = (1= t)(1 = g) F(t) + ——=(¢"t* (1 = t) = (1 — qt)) ou L(t) =1

q—1

Logo, L(t) é de fato um polindmio. Além disso, L(¢) contém todas as informagoes sobre os

numeros A, pois

Lt) = (1—t)(1 - qt) i/xntn.

n=0

Teorema 2.15 Seja F/F, um corpo de fungdes. Entao verifica-se que:
1. deg(L(t)) = 2g.

2. Pondo
L(t) = ag + art + - - - + a,t¥,
obtemos ag =1 eay =N — (¢+ 1), onde N é o nimero de lugares P € Pr de grau 1.
3. L(t) se fatora em C[t] na forma
2g

L(t) = TJ(1 = ast). (2.1)

i=1
4. Se L.(t) := (1 = t)(1 — ¢q"t)Z.(t) denota o L-polinémio do corpo extensio constante F,,

entao
29

Lr(t> = H(l - &:t),

i=1
onde o; sio dados na equagio (2.1).
Prova. Confira [10, p.193, Theorem 5.1.15]. [ |
Seja F'/F, um corpo de funcoes, definimos:
N(F)=N=|{P €Pp:degP =1}|

e para r > 1 o nimero
N, =N(F,) = |{P € Pg, : deg P = 1}|

onde F) ¢é a extensao corpo constante de F'/F,.
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Corolério 2.16 Seja F/F, um corpo de fungoes, entao para qualquer r € N,
2g
NT:qr+1—ZOéZ,
i=1

onde o, ...,a9, € C sdo os inversos das raizes de L(t). Em particular, como Ny = N(F)

temos que
29
N(F)=q+1-> a.
i=1
Prova. Pelo Teorema 2.15,
Nr - (qT + 1)
é o coeficiente de ¢ no polinomio L, (t). Novamente, pelo Teorema 2.15, obtemos

29

Ly(t) = [[(1 = aft).

i

Como o coeficiente de ¢t no produtério acima ¢ igual a

2g
,
-
i=1
temos o resultado. [ |

Pondo

temos, pelo Corolario 2.16, que

N, =q¢ +1+5,, (2.2)

em que S, = 0, se g = 0, pela Observacao 1.22.

Seja F/IF, um corpo de funcoes de género g, definimos:
B, =B.(F)=|{P € Prp:deg P =1}|.
Observe que By = N(F).

Proposicao 2.17 Seja F'/F, um corpo de fungdes de género g. Entdo

N, = ZiBi.

ir
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Prova. Sejam P € Pp; deg P =i, com ¢ | r. Entdo, pela Proposicao 2.12,
COHFT/F(P> :Pl—l——f-P“

onde P; € Py, com deg P, = 1, j = 1,...,4%. Ainda pela mesma proposicao, temos que se
deg P nao divide r entao deg () > 1 para todo () que estd acima de P. Desse modo, como cada
Q € Pp. estd acima de um unico P € Pp, temos que lugares de Pz de grau um estao sempre

acima de lugares de Pr cujo grau divide r. Portanto,
N, = iB;
ir
pois para cada P € Pr, com deg P = i, existem exatamente 7 lugares () acima de P. |

Antes de enunciar os préximos resultados vamos lembrar a definicao da funcao de Mobius
p:N—{-1,0,1}

1, sen=1
p(n) =< 0, se existe um inteiro k > 1 com k?|n,

(=1)*, se m é o produto de k primos distintos.

e a férmula de inversao de Mobius
r
Ne=>iBierB =Y (%) N 2.3
> iBier Z|: ¢ (2:3)
Para mais informagoes sobre a fungdo de Mobius consulte [6].
Teorema 2.18 (Teorema de Hasse-Weil) Os inversos das raizes de Lp(t) satisfazem a se-

guinte propriedade:

|Ozi|:q%, i=1,...,2g.

Prova. Confira [10, p.197, Theorem 5.2.1]. [ |

Corolario 2.19 (Cota de Hasse-Weil) O nimero N = N(F') de lugares de grau 1 de F/F,

satisfaz

Nl

IN — (¢ +1)] <2gq7.

Prova. Segue Corolério 2.16, que

N—-(¢g+1)= Za,:>|N (g—1)] ‘ ZO‘Z

Assim, pelo Teorema de Hasse-Weil, obtemos

IN — (¢ —1)] 'Za
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que ¢é o resultado desejado.
Note que o coroldrio acima aplicado a F;./F, nos fornece
[Ne = (¢" + 1) < 2902,

para todo r > 1.

Seja F'/F, um corpo de funcoes de género g. Dizemos que F/F, é mazimal se
N =q+1+2¢ggz.
Proposicao 2.20 Se F'/F, é um corpo de fungdes maximal, entdo
I
a;=—q2, 1=1,...,2q.

Prova. Pelo Coroldrio 2.16 e o Teorema 2.18, obtemos
29
N:q—i-l—Zai e |a :q%, 1=1,...,2g.
i=1

Como F/F, é maximal temos que

2g 2g

q+1—Za,~:q+1+29q% :Zai:—qu%.
i=1 1=1

Logo,
= |a1| + -+ |ogy| = o = by, onde by € R e 1 <k, 1 < 2g.

29
> o
i=1

Assim, para cada «; fixo,

29 2g
> = <1+sz‘t> ar=-290* > ER= 0 €R, 250 <2y,
i=1 1=2

de modo que
il —gr = a =47, i=1,...,2.

Desde que
2g

> i = —2g¢7,

=1

=

obtemos o = - -+ = gy = —q2.
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Capitulo 3
Cdédigos Lineares

Neste capitulo vamos fazer uma introducao ao estudo dos Cédigos Lineares, fornecendo
alguns exemplos, principalmente os de cédigos utilizados no capitulo subsequente. O leitor

interessado em mais detalhes pode consultar [8] e [7].

3.1 Cddigos

Um alfabeto é qualquer conjunto nao vazio A. Um cddigo C' sobre um alfabeto A é qualquer

subconjunto nao vazio do conjunto A' de todas as sequéncias
Cc = {Ci 11 € H} = (CZ‘)Z‘EH,

onde ¢; € A eI C N. Quando
I={i:1<i<n}

temos que A" = Al
Um cddigo de bloco C' de comprimento n sobre um alfabeto A é qualquer subconjunto nao

vazio do conjunto A™ de todas as palavras (ou sequéncias)
c={¢:iel}

Durante os nossos estudos vamos trabalhar apenas com alfabetos finitos. Um exemplo
particular de alfabeto finito ¢ A = I, onde F, ¢ um corpo finito, com ¢ elementos e ¢ = p™,
para algum nimero primo p e m € N.

Sejam x = (z1,...,%,),Y = (Y1,---,yn) € A". A distancia de Hamming entre x e y é
definida como

dix,y) =i €l:z; #y}l

Note que quando um cédigo C' esta definido sobre um alfabeto finito é comum utilizar uma
denominacao especial a depender da cardinalidade do alfabeto A. Se |A| = ¢, entao dizemos que
C' é um cédigo ¢-ario. Em particular, para ¢ = 2 bindrio, ¢ = 3 terndrio e ¢ = 4 quaternério,

etc. Além disso, se |C| =1 ou C = A", dizemos que C é um cddigo trivial.
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A distancia minima de um cédigo C, com |C| # 1, é definida como
d=d(C) =min{d(x,y) : x,y € C.x # y}.
O peso de x € C, denotado por wy(x), é definido como
wr(x) = d(x,0)
e o peso minimo de um cédigo C' é definido como
min{wy (x) : x € C,x # 0}.

Um cddigo linear é qualquer subespago C' de Fy, onde as palavras c6digo sao os elementos
de C. Chamam-se n o comprimento de C' e dim(C') a dimensdo de C. Um cddigo [n, k] é
um cédigo de comprimento n e dimensao k. Se a distadncia minima d é conhecida denotamos
por [n, k, d]-c6digo, o cédigo de comprimento n, dimensdo k e distancia minima d. Também
denotaremos por [n, k, > d]| o cédigo de comprimento n, dimensao k e distdncia minima no
minimo d. Prova-se que a distdncia minima em um cdédigo linear é igual ao peso minimo.

Sejam C' um cddigo linear [n, k] sobre F, e
{c1,...,¢c}
uma base para C'. Entao a fungao ¢ : IF'; — [ definida como
O(xq,...,28) = x1C1 + -+ + TpCk

¢ claramente linear e injetora, com C' = Im ®. Portanto, a cada cédigo linear C' podemos
associar uma transformacao linear injetora @ : IE"; — [y, com C'=Tm @, e vice versa.

Seja C' um cé6digo linear [n, k] sobre F, Uma matriz geradora G para C' ¢ uma matriz k x n
cujas linhas sao as coordenadas de uma base para C'.

Sejam x = (T1,..., %),y = (y1,---,¥n) € Fy. O produto interno (x,y) ¢ definido como

i=1
Considere o c6digo linear C' . O subespago de Fy,
Cti={xeF}:(x,c)=0, VceC}

chama-se cddigo dual de C. A matriz geradora H para C* chama-se matriz de verificacio de

paridade de C. Pode ser provado que C*+ ¢ um cédigo [n, n — k| e
GH' = 0.

Note que
C ={ceF,:Hc' =0}.
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Assim, a matriz de verificacdo de paridade H nos diz se um vetor u € [F;; ¢ uma palavra cédigo
ou nao.

Salvo mencao explicita em contrério, todos os c6digos considerados nesta dissertagao serao
lineares. Por isso, para simplificar, dizemos apenas cédigos.

Um dos problemas bésicos em teoria dos cdédigos é construir, sobre um alfabeto fixo [,
codigos cuja dimensao e a distancia minima sejam grandes em comparacao com o comprimento.
Entretanto, existem algumas restricoes. A grosso modo, se a dimensao de um cédigo é grande
(com relagdo ao seu comprimento), entdo a sua distdncia minima ¢ pequena. A cota mais

simples é a seguinte:
Proposigao 3.1 (Cota do Singleton) Para qualquer [n, k, d]-cddigo q-arios linear temos que
k+d<n+1.
Prova. Consideremos o subespago vetorial £ C ' definido como
E={(z1,. ., Ta-1,%q, ..., 0n) €EFy 12, =0, V i >d}

Como o peso minimo de C' é igual d temos que £ N C = {0}. Portanto,

k+d—1=dim(C)+dim(F) = dim(E + C) +dim(E N C) = dim(E + C) < n,
que é o resultado desejado. |

Os cédigos em que k + d = n + 1 sdo considerados 6timos, estes cédigos sao chamados de

cédigos M DS (cédigos separdveis de maxima distdncia).

Proposigao 3.2 (Cota de Hamming) Seja C' um [n, k, d]-cddigo q-drios linear. Entédo

¢" (2; (ZL) (g~ 1)") <q" comt = L%J ,

|z] =max{n € Z:n < x}.
Prova. Sejam cq,cy € (', com ¢; # ¢, para cada t € N defina
Si(c) ={x € F} : d(x,c) <t}
Entao S;(c;) N S;(cy) = 0, pois se x € Si(cy) e x € S(cy), entao
d < d(er,c2) < d(x,¢1) +d(x,c0) <2t =d -1,
o que ¢ impossivel. Além disso, cada uma das ¢* esferas S;(c), com ¢ € C' ,contém
L /p A
> (Z> (q—1)
i=0
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palavras em [y, por exemplo, se x; € [ ¢ uma palavra com apenas uma componente nao nula,

(1)

maneiras, mas cada componente nao nula ¢ um elemento de F;. Portanto, existem

(T) (¢—1)

palavras com uma componente nao nula. Como existem ¢" palavras em Fy temos que

¢ (Z:t; (?) (q— 1)1) <q",

que ¢é o resultado desejado. [ ]

entao ela pode ser escolhida de

3.2 Cdbdigos Concatenados

Concatenacao ¢ um método para se obter cédigos longos a partir de cédigos curtos, veremos
mais adiante o que vem a ser um cédigo concatenado bem como algumas de suas propriedades.
E conveniente construirmos cédigos sobre uma extensio F, de F,. Nesse caso, obtemos
pelo Teorema 2.10,
[Fye:F,] =t

Proposicao 3.3 (Cédigo Concatenado) Seja C' um [n, k, d|-cédigo sobre Fy, onde Fy é
uma extensao de F,. Se existir um [m, t, sd|-cédigo A sobre F,, entao existe um [nm, kt, > ds]-
codigo C' sobre F,.

Prova. Como A e [ sao espacos vetoriais de dimensao k sobre F,, existe um isomorfismo
P : th — A.

Consideremos a aplicacao

O o — "
(Vi ooy V) = (P(vy),..., P(vy))

Entao ®* ¢ linear e injetora, pois ® ¢ linear e injetora. Como o cédigo C' é um subespaco de

[ temos que C" = ®*(C) é um subespaco de F;™. Assim, pelo Teorema 2.10, obtemos

dim(C") = log, |C'] = log, |C| = log,((¢")") = log, ¢ = .

Finalmente, seja

c=(c1,...,Cpn)
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uma palavra c6digo ndo nula de C. Se ¢; # 0, para algum i, entdo ®(c;) é uma palavra cédigo
nao nula de A. Assim,
wr(®(c;)) > s.

Como ¢ possui no minimo d posicoes nao nulas temos que o nimero de posi¢coes nao nulas de

(®(cy),...,P(cn))
¢ no minimo ds. Portanto, C' é um [nm, kt, > ds]-cédigo sobre F,,. [ |

O codigo C' chama-se cddigo concatenado e o método para obté-lo é conhecido como concate-
na¢ao. O codigo C' é normalmente denominado de cddigo externo e o cédigo A é denominado

codigo interno.

Exemplo 3.4 Seja
Fy ={0,1}

um corpo finito com dois elementos. Note que
p=1’+1x+1¢€TF

é irredutivel sobre Fy. Assim, o corpo

F
F4:L§C]:{O,1,a,1+a},
p

(
onde 0 = (p),1 =1+ (p) e =z + (p) € Fy é uma raiz de p, em uma extensao finita de Fs.
Observe que {1,a} é uma base para Fy sobre Fy. Agora, consideremos o [2,1,2]-cddigo

C={(1a)=1{0,0),1,0),(e,1+a),(1+al)}
sobre Fy. Escolha o [3,2,2]-cddigo
A=1{(1,1,0),(1,0,1)) = {(0,0,0), (1,1,0),(1,0,1), (0,1, 1)}

sobre Fy. Um isomorfismo ® de Fy sobre A é completamente determinado por ®(1) e ®(«),
por exemplo,
®(1) =(1,1,0) e ®(a) =(1,0,1).

Nesse caso, ®(a + ba) = (a + b,a,b). Finalmente,

C' = 2'(C) = {(®(v1), ®(v2)) : (v1,V2) € C}
= {(0,0,0,0,0,0),(1,1,0,1,0,1),(1,0,1,0,1,1),(0,1,1,1,1,0)}
= {(1,1,0,1,0,1),(1,0,1,0, 1, 1)).

Portanto, C" é um [6, 2, 4]-cédigo sobre Fs.
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3.3 Cdbdigos Algébricos Geométricos

Os Cédigos Algébricos Geométricos (Coédigos AG) foram introduzidos por V. D. Goppa. Por
isso, as vezes, os chamamos de codigos de Goppa geométricos. Como uma motivacao para a
construcao desses c6digos vamos considerar primeiro os cédigos Reed-Solomon (ou cédigos RS)
sobre F,. Essa classe importante de cédigos ¢ bem conhecida em Teoria dos Cédigos hd bastante

tempo. Sob certas condigoes, os cédigos Algébricos Geométricos sao uma generalizagao natural
dos cédigos RS.

Teorema 3.5 (Cédigos de Reed-Solomon) Sejam F, um corpo e n < g+ 1. Entao existe
um [n, k,d]-cdédigo linear M DS sobre F,, com 1 <k < n.

Prova. Inicialmente suponha que n = ¢ + 1. Consideremos
L= {f €F,[X]: deg f <k -1}
e ¢ : L, — [ a funcio (avaliagdo) definida como

v ()= (), flaz),- . flag), ar-), (3.1)

onde aq,as,. .., q, sao todos os ¢ elementos de [, e
f=ao+ax+--+ap 12" € F[X].

Observe que L, ¢ um espago vetorial sobre I, de dimensao k. E facil verificar que ¢ é linear e
injetora. Assim, C' = (L) é um c6digo linear, com comprimento n e dimensao k. Se a1 # 0,
entdo pelo Teorema Fundamental da Algebra, f possui no méximo k — 1 raizes. Assim, o peso

de Hamming de qualquer palavra cédigo nao nula c é
wy (¢) >n—(k—1).
Assim, pela Proposicao 3.1,
wy (¢)=n—Fk+1.

Se a;_; = 0, entélo, pelo Teorema Fundamental da Algebra, f possui no méximo k — 2 raizes.
Logo,

wg(c)>n—[(k—-2)+1]=n—k+1.
Novamente, pela Proposigao 3.1,

wy(c) =n—Fk+ 1.

Portanto, C' ¢ um cédigo M DS. Sen < g+1, entao obtemos este cédigo simplesmente omitindo

componentes no codigo acima. |

No caso em que n < ¢, observe que os cédigos RS sao mais curtos em comparacao com o
tamanho do alfabeto.
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Observagao 3.6 Nao existe [4, 2, 3]-cddigo (linear ou nao) sobre Fy. De fato, suponhamos, por

absurdo, que exista um [4,2,3|-cédigo C sobre Fy. Sendo
d(C)=d(C+a)

para todo a € F5 podemos supor, sem perda de generalidade, que (0,0,0,0) € C. Sendo C
um cédigo M DS temos, que cada par de posi¢oes é um conjunto de informagao. Assim, existe
uma palavra cédigo com (0,1) nas duas primeiras posigoes, a qual deve ser (0,1,1,1), pois caso

contrario, d (C) < 3. Similarmente, C' contém
(1,0,1,1),(1,1,0,1) e (1,1,1,0).

Mas a distancia de Hamming entre qualquer duas palavras € igual a 2, o que é uma contradi¢cao.
Portanto, concluimos que nao existe um [4,2,3]-cddigo sobre Fy, no entanto, o Teorema 3.5,
prova que existe um [4, 2, 3]-cddigo linear sobre F,, com q > 3. Assim, podemos notar que sobre

corpos grandes temos bons pardmetros de codigos.

Antes de apresentarmos a nocao de c6digo algébrico geométrico, vamos introduzir as seguintes

notagoes:

F/F, um corpo de funcoes algébricas de género g.

Py, ..., P, lugares distintos aos pares de F//F, de grau 1.

D=P +--+P,.

G um divisor de F/F, tal que

supp G Nsupp D = 0.

O codigo algébrico geométrico (ou codigo AG) Cr(D, G) associado aos divisores D e G é

definido por
Ce(D,G) ={(x(P),...,z(P)) v € L(G)} CFY,

Note que a defini¢ao acima faz sentido, pois
suppG Nsupp D =0

implica que
vp(x) > —vp(G) =0, Ve e L(G) ei=1,...,n.

Logo,
I’EOPZ., \ 1=1,...,n.

Além disso, como deg P, = 1 temos que seu corpo de classes residual pode ser identificado com

Op.
I, ex(Pi)G?P’:IFq, Vi=1,...,n,
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confira Observacao 1.14.

Como na equagao (3.1) podemos considerar a fungao ¢ : L(G) — FY definida como

p(x) = (2(P), ..., x(F)),

Entao verifica-se que ¢ ¢ uma aplicagao linear e sua imagem é C(D, ), pois L(G) é um espago
vetorial sobre IF,. Logo, Cz(D,G) = ¢(L(G)) é um cédigo linear sobre F, de comprimento n.

Teorema 3.7 C(D,G) é um [n, k,d]-cddigo sobre F, com pardmetros
kE=0¢G)—4G—-D) ed>n—degG.
Prova. Primeiro vamos provar que
kerop ={z € L(G) : vp(x) >0, Vi=1,...,n} = L(G— D).

Dado = € ker ¢, obtemos
(x(Py),...,x(P,)) =(0,...,0).
Logo, z(P;) = 0, para todo ¢ = 1,...,n. Neste caso, vp,(x) > 0, para todo i = 1,...,n. Como
vo(x) > —vg(G), para todo @ € Pp, e
supp G Nsupp D = ()

temos que
vo(z) > —vg(G) = —vg(G) +vo(D), V Q ¢{P,...,P,},

vg(x) > 1=—vg(G) +vg(D), V Q€{P,...,P,}.
Portanto, ker ¢ C L(G — D). Por outro lado, dado x € L(G — D), obtemos
UQ(ZL’) > —UQ(G) "‘UQ(D) > —UQ<G), A Q € Pp.
Logo z € L(G), isto &,
L(G — D) C L(G).

Como

vo(r) > 1= —vg(G)+vg(D) >0, V Qe{P,...,P,}.
temos que

r€L(G)exeP, YVi=1,...,n,

isto é, « € ker p. Portanto, L(G — D) C ker . Assim, pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo,
obtemos

L(G)
ker

~Imp =Cr(G,D) e {(G) — dimker p = dim C,(G, D) = k.

Como
kerp = L(G — D),
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temos
k= ((G) — ¢(G — D).

Suponhamos que C(G, D) # {0}, caso contrério, nao faria sentido falarmos em distancia

minima. Entao escolha um elemento 0 # = € £(G), com

wr(p(r)) = d.
Logo,
{i:a(B) =0} =n—d,
ou seja, existem exatamente n — d lugares F;,,..., P, , em supp D que sao zeros de z. Uma

vez que supp G Nsupp D = 0,
ve(r) 2 —v(G) = —v(G) +ve(D), ¥ Q ¢ {Py,..., Fi,_,},
ve(r) = 1= —v(G) +vg(D), ¥V Qe{h,..., P}
Assim,
0#zeL(G=(Py+--+h,,) e (G- (P +--+PF,,)#0
Logo, pelo Corolario 1.27, obtemos
degG —n+d=deg(G— (P, +---+PF,_,)>0.
Portanto, d > n — degG. [ |

Coroldrio 3.8 Suponhamos que degG' < n. Entdo ¢ : L(G) — T ¢é injetora. Neste caso,
Cc(G,D) é um [n,k,d]-cédigo, em que
d>n—degG, k=0G)>degG+1—g

e a matriz gemdom é
.I'l(Pl) 1’1<P2) ml(Pn)
G = : : : )

onde {z1,...x} € uma base para L(G).

Prova. Sendo
deg(G— D) =degG—n <0

temos, pelo Corolédrio 1.27), que L(G — D) = {0}. Assim, ker ¢ = {0}, ou seja, ¢ ¢ injetora.
Pelo Teorema 3.7,
U(G)—UG—D)=ked>n—degG.
Como /(G — D) = 0 temos, pelo Teorema de Riemann, que
k=UG)>degG+1—g.
Além disso, se {z1, ..., x;} ¢ uma base para L(G), entdo

{(z;(P1),...,x;(Pn))}, i=1,... k,

¢ uma base de Cz(G, D), pois ¢ ¢ injetora. Portanto, G é a matriz geradora de C(G, D). R
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3.4 Codigos Algébricos Geométricos Racionais

Nesta secao vamos investigar cédigos AG associados a divisores de um corpo de fungoes
racionais. Mais a frente vamos perceber que tais cédigos podem ser encarados como uma
generalizagao natural dos cédigos Reed-Solomon e por isso sao denominados de cédigos Reed-
Solomon Generalizados.

Um co6digo algébrico geométrico Cz(D, G) associado com os divisores G e D de um corpo
de fungoes racionais F,(z)/F, é chamado de cddigo algébrico geométrico racional ou um cddigo
AG racional.

Observe que o comprimento de um cédigo AG racional é no méximo ¢+ 1, pois pelo Teorema
1.21 F () possui somente ¢+ 1 lugares de grau um, a saber, o polo Py, de z e para cada a € F,
P, o zero de z—«a. Lembremos que o Exemplo 1.31 nos garante que o corpo de funcoes racionais

possui género g = 0.

Proposicao 3.9 Seja C = Cr(D,G) um [n, k,d)-cddigo AG racional sobre F,. Entdo:
1. k=n<degG >n—2.
2. Se 0 <degG <n—2, entao

k=1+4+degG e d=n—degG.

3. Sen=q+1, entao C possui a matriz geradora

U1 Vg - Up—1 0
11 (05X Ce Ap—1Up—1
2 2 2
G = 171 [0 N Ap—1"Up—1 0
k-1 k-1 k—1
(651 V1 Qo Vo ... QOp_1 Un—1 1
_ *
onde Fy = {a1,...,an 1} evi,...,v, 1 €F}.

Prova. (1) Se k = n, entao pela Proposicao 3.1
k+d<n+1=d<1.
Assim, pelo Teorema 3.7, obtemos
1>d>n—degG=1—-—n>—degG =degG>n—1=degG >n— 2.
Reciprocamente, como n > 1 temos, pelo Teorema 1.32, que

degG>n—-2>1-2=-1=29g—1=/4(G) =degG+ 1.

42



Analogamente,

degG—n > —2=deg(G—D)=degG —degD =degG —n > —2
= deg(G—D)>—-1=4G—-D)=deg G—n+1.

Portanto, pelo Teorema 3.7,
k=0G)—4(G—-D)=degG+1—-degG+n—1=n.
(2) Note que, pelo e o,

0 < degG<n—-2=-2<0<degG<n—-2<n

= —24+2g<degCG <n.

Agora, segue do Coroldrio 3.8 que k = ¢(G) e do Teorema 1.32 k = ¢{(G) = deg G + 1. Assim,
pela Proposicao 3.1,

k+d<n+1=>degG+14+d<n+1=d<n-—degG.

Mas, pelo Teorema 3.7,
d>n—degG = d=n—degG.

(3) Nao hé perda de generalidade em supor que 1 < k < n, pois se k = n a base canonica
de F} ¢ uma base para o cddigo e se k = 1 qualquer elemento nao nulo do cédigo serve como
base, consequentemente em ambos os casos a matriz do cédigo é conhecida.

Pondo z, o elemento gerador de F,(z), e consideremos
D=P+---+P, e P,=P,.
Pelos itens (1) e (2) vamos considerar
k=degG + 1,

de modo que
0<degG <n-—2,

pois se deg G < 0,entao L(G) = {0} pelo Coroldrio 1.27. Note que o divisor
(k—1)P,—G

satisfaz as seguintes condigoes:

deg((k—1)Pp — G) =deg((k —1)Py) —degG=k—-1—-k+1=0>-1=2g—1
e, pelo Teorema 1.32,
U((k—1)Py —G)=deg((k—1)Px —G)+1=1.
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Assim, pelo Corolério 1.27,
(k—1)Psx — G = (u), onde 0# u e F,(z).

Agora, consideremos o conjunto

{u, zu, ..., 2" u}.

Note que z'u € L(G),1=0,...,k— 1, pois

(z'u) =i(Py— Poo) + (k—1)Pye — G =iPy+ (k—1—1i)Pyx — G.

Como
iPy+ (k—1—i)Puo >0=iPy+ (k—1—i)Ps —G>—G
temos que
(z'u) > -G = z'u € L(G).
Afirmagao. {u,zu,...,z"'u} é LI sobre.F,

De fato, seja

k-1
Z ai(z'u) = 0.
i=1
Entao
k1 k-1 k-1
Zai(ziu) = uz a; 2t = Z a;z' =0 = a; =0, para todo i,
i=0 i=0 i=0
pois z um elemento transcendente sobre [F,. Portanto,
{u, zu, ..., 2"t}

¢ uma base para L£(G) e, pelo Teorema 1.32, k = ¢(G). Além disso, os elementos a; = 2(P;) € F,
sdo distintos aos pares, pois se o; = «, entdo P; = P;. Observe que u(F;) € Fo,7=1...,n—1,
uma vez que P; ¢ supp(u).

Finalmente, vamos analisar o comportamento das classes em P, = P,,. De fato, se i =
0,...,k—2, entao

vp, (uz') = vp, (u) +ivp,(2) =k —1—1i > 1= (uz")(P,) = 0(P,).

Se i =k — 1, entao
vp, (uz') = 0= (uz')(P,) =y € F.

Portanto,

(uz)(Py), ..., (uwz)(R)) = (diu(P),... o ju(P,1),0), i=1,...,k—2

(uz)(P),...,(uz)(P)) = (diu(P),..., o ju(P,1),7), i=k—1

Assim, substituindo u por v !u e considerando v; = y~u(P;), obtemos pelo Coroldrio 3.8 a

matriz desejada. |
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Observacao 3.10 Note que
L(G)={uf(z): feF,z] e degf <k—1}

C={(nf(ar),...,v-1f(n-1),0):degf <k—1 e 0ecF,}

o que justifica a denominagao de cédigo de RS generalizado.

Com base na proposi¢ao anterior, exibiremos o exemplo de um cédigo AG sobre o corpo de
fungoes racionais.

Exemplo 3.11 Seja
Fs ={0,1,2,3,4}

um corpo finito com cinco elementos. Nosso objetivo é determinar uma matriz geradora, a
distancia minima e a dimensao do cédigo Cr(G, D), com

D=FR+P+P+ P+ P+ P,
Note que p = 2% — 3 ¢ um polinémio irredutivel sobre Fs. Pondo

G = P23,
obtemos, pela Proposi¢cao 1.20,
degG=2<6—-2=4.

Portanto, k =3 e d = 4. Note que o elemento
1
22 -3

tem zero apenas em Py, e polo apenas em P,2_s3, logo

1 1
Voo <Z2 — 3) =2 e ’UPZ273 (Z2 — 3) = —17
1
— 2P, —G.
(=)

{221_37@22_3)’(253)}

¢ uma base para L(G). Logo, pela Proposi¢ao 1.20,

1 1 1 2
Pziz—— _
ﬂ—3<ﬂ 12 -3 2 23

Analogamente, obtemos os outros valores para as demais classes em cada lugar racional que

de modo que

Assim, o conjunto

(POO) =1

compoe D. Portanto, a matriz de Cz(G, D) é dada por

1 1 1 1 1 1 1

-3 T2 6 13 0 3 T2 11 3 0
1 ) 1 4 _ 1 2 1 4

0 32 2 13 0 0 2 2 3 0
1 3 16 1 3 1

0 2 4 2 13 1 0 -2 4 2 3 1
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Capitulo 4

Cédigos Lineares Disjuntos

Em [4, p.499, Teorema 2], Johansson e Pasalic, mostraram que a existéncia de uma classe
de fungoes, as funcoes resilient definidas de Fy em F5' onde m,n € N, estd condicionada
a existéncia de um conjunto de cédigos lineares sobre Fy cuja intersecao aos pares contenha
apenas o vetor nulo. Motivados pela necessidade de obter uma estimativa para a quantidade
de codigos lineares com essas caracterfsticas, é que Niederreiter e Xing apresentam em seu
artigo Disjoint Linear Codes From Algebraic Function Fields, [9] ndo sé uma estimativa para a
quantidade, como também um método para obter tais cédigos sobre um corpo finito qualquer
[F, e a andlise de alguns comportamentos assintéticos. O objetivo deste capitulo é apresentar o

estudo feito por Niederreiter e Xing no artigo supra citado.

4.1 Cébdigos Lineares Disjuntos

Dois cédigos lineares g-arios de mesmo comprimento sao ditos disjuntos se sua intersegao
consiste apenas do vetor nulo. Estamos interessados na seguinte questao: dados o comprimento,
a dimensao e a distdncia minima, quantos cédigos lineares g-drios disjuntos podemos determi-
nar? Quando falamos de um conjunto de cédigos g-drios disjuntos, nos referimos a cédigos de

mesmo comprimento que sao disjuntos aos pares.

Lema 4.1 Sejam F, um corpo finito e V(k,q) um espago vetorial de dimensao k sobre F,.
Entao o numero de bases distintas para V (k,q) é igual a:
k—1

[T =)

i=0
Prova. Note que qualquer base para V (k, q) pode ser construida como segue: qualquer vetor
vy € V(k,q), vi # 0, pode ser escolhido para ser o primeiro vetor de uma base para V(k, q).
Como V(k,q) ~ F; temos que [V (k,q)] = ¢*, de modo que existem ¢* — 1 escolhas para
vi. Qualquer vy € V(k,q); com vy nao pertencendo ao espago gerado por vy, é linearmente
independente com vy, de modo que podemos escolher v, para o segundo vetor de uma base
para V' (k,q). Como

V(l,q) ={avi:z€F,} ~F,
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temos que |V (1,q)| = q. Assim, existem ¢* —q escolhas para v, Continuando com esse processo,

obtemos -
(=" =) (¢" =) =[] = &),
i=0
que ¢é o resultado desejado. |

Corolario 4.2 Sejam F, um corpo finito e V(n,q) o espago vetorial de dimensdo n sobre IF,,.

1. O nimero de subespagos distintos de dimensao k contidos em V(n,q) é igual a:
k—1 i — 1
No(kow) =]
i—0 1 1
2. Para um subespago de dimensao | fizado em V (n,q), o nimero de subespagos distintos de
dimensao k de V(n,q) contendo V(l,q) é igual a Ny(k —1,n —1).
Prova. (1) Como os conjuntos

{ur b e (v v

geram V' (k,q) se, e somente se, eles sdo bases para V (k, q) temos, pelo Lema 4.1, que

k—1
@ =d) X
i=0 q -
N(I(k?n)_ k—1 _qu—z_l
1=0
(¢* —q")
=0
(2) Consideremos o espago quociente
V(TL, Q) —1
Wn—-1,q)= ~ ",
D=y 2
Se V(k,q) é qualquer subespago de V' (n,q) contendo V (I, q), entdo
V(k,q) k—1
W(k—1,q) = ~ ¥,
B0 =g =

é um subespaco de dimensao k—[ de W(n—1, q). Assim, pelo item (1), o mimero de subespagos
de dimensdo k — 1 de W(n —1[,q) é igual a Ny(k —[,n — ). Como

Wn—-1q _V(ng

W(k—1,q) — V(k.q)
temos que o nimero de subespagos distintos de dimensao k de V(n, ¢) contendo V' (I, q) é igual
a Ny(k—1l,n—1). |

Para niimeros inteiros positivos fixados n, k e d, considere
S ={C <Fy:C édetipo [n, k, > d] disjuntos aos pares}.

Denotaremos por M,(n, k,d) = |5].
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Proposicao 4.3 Para nimeros inteiros positivos firados n, k e d, obtemos

" —1
¢ —1

Mq(n» ka d) S

Prova. Seja S o conjunto de todos os c6digos g-drios lineares [n, k, > d] disjuntos aos pares,
com

’S| = Mq(”a k, d)-

Entao ¢é claro que os conjuntos C' — {0} sao disjuntos, para todo C' € S, e

|J (¢ —{o}) CF; - {o}.

ces

Como |C| = ¢* temos

¢" —1=Fy — {0} > || ] (C - {o})

ces

=3 (C1-1) =181 (" = 1),

ceS

que é o resultado desejado. |

Lema 4.4 Seja C o conjunto de todos os cidigos lineares q-drios disjuntos, com comprimento

n, dimensao pelo menos k e distancia minima pelo menos d. Entao
IC] < My(n, k, d).

Prova. Para cada C' € C, tome um tnico cédigo D¢ tal que Do C C' e dim Do = k. Entao o

conjunto

D = {DC :C e C}
é tal que |C| = |D|. Como os cédigos em D sao disjuntos temos, pela Proposi¢ao 4.3, que
|D| < M,(n, k,d). Portanto, |C| < M,(n,k,d). [

Observacao 4.5 Considerando um cddigo A fizo sobre F, e a aplicagdo linear injetora

LORES IF;Z — IFZ"‘”
(Vi,oooy V) = (D(vy),..., D(vy))

definida na prova da Proposi¢io 3.3. Para qualquer familia {C;}icr de cddigos lineares disjuntos

aos pares sobre Fy:, a familia
{@*(Ci) tier

é de codigos concatenados disjuntos, pois ®* é injetora.

Lema 4.6 Seja S um conjunto de [n,k,> d]-cddigos ¢'-drios lineares disjuntos. Se existir um
[m,t,> s|-cddigo linear q-drio A, entao

M,(nm, kt,ds) > |5].
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Prova. Seja S := {C;}icr. Entao, pela Observagao 4.5,
{2°(Ci) tiex

¢ uma familia de [nm, kt, > ds]-cédigos concatenados disjuntos. Logo, pela injetividade de ®*

e a Proposicao 4.3, obtemos
{Citierl = {2"(Ci) }ier| < My(nm, kt, ds),
que é o resultado desejado. |

Sejam R e § dois nimero reais no intervalo (0, 1), definimos

log, My(n, kn, d,,
A (R, 6) = sup {lim sup 08, Ma(n )} ,

n—oo n

onde o supremo ¢ estendido sobre todas as sequéncias ¢ de ternos ordenados (n, k,, d,) € N® e

n € N, com

d
lim —~=Re lim—=4.
n—oo 1 n—oo 71}
Note, pela Proposicao 4.3, que
q"—1
M,(n, kn, d,) < 1
Portanto, A,(R, ) <1 — R. De fato,
qn -1 qn qn— kn+1

< =

entretanto
1\ Fn—1 1\ Fn—1
q > 2e |- <l=qg—|- >1
q q
1 n—kp+1
:> kn—l - 1 :> q kn_l - qn_ kn+1
1= (%) 1~ (3)
Assim,
log, My(n, kn, dn) log, ¢ " _ LN
n - n n n
lim sup 8 Maf ) < limsup (1———}——) =1—-R.
n—o00 n—oo n n
Portanto,

log, M,(n, k,,d,
A, (R, $) = sup {limsup 08y My(n )} <1-R.

n—oo n
A proposicao a seguir é o resultado da generalizacao do caso particular ¢ = 2 apresentado

por Pasalic e Johanson em [4, Teorema 3, p. 500].
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Proposigao 4.7 Para k,n € N fizados, comn > k > 2, obtemos

(" =DWNg(k=Ln=-1)=1) |’

N, (k,n) — (%) N,(k—1,n—1)
M,(n,k,d) > By(n,k,d) =

onde
[z] =min{n € Z: x <n} e Sy(n, d) = |{X€F2:1§wH(x)§d—1}|.

Prova. Sejam C o conjunto de todos os cédigos lineares ¢-drios com comprimento n, dimensao
k e a esfera
Sa={xelF,:1<wy(x) <d-1}.

Entao C NSy = 0, para todo C € C, com distancia minima igual a d. Como qualquer palavra
em Sy gera um espaco vetorial de dimensdo 1 sobre I, temos, pelo item (2) do Coroldrio 4.2,
que o nimero de c6digos em C contendo uma palavra x € Sy ¢ igual a N, (k —1,n —1). Assim,

existem pelo menos

Sq(n,d)
q—1
codigos em C Sy. Logo, a expressao (4.1) é uma cota superior para o nimero de cédigos de

N,(k,n) — N(k —1,n— 1) (4.1)

C interseptando S, pois alguns cédigos podem conter mais de uma palavra de Sy. Seja C}

qualquer dos cédigos restantes de C. Entao
H{CeC:CnCL#{0}} < (¢" = 1D)(Ny(k—1,n—1)—1),

pois qualquer das ¢* — 1 palavras de C; pode estar em no maximo Ny(k—1,n—1)—1 codigos.
Continuando com esse processo escolhendo um novo cédigo Cy em C e removendo todos os
codigos que interseptam Cy.Assim, um M-ésimo [n, k, d]-c6digo pode ser adicionado ao conjunto

de cédigos que nao interseptam esses cédigos se a seguinte desigualdade vale

N,fhom) = Nyl = 1 = )28 (s - 1t - (k- 10— 1) - 1] 2 0
Portanto,
N, (k,n) — (Sqq(jqd’) N,(k—1,n—1)
M,(n,k,d) > ,
(¢"F = 1)(Ng(k —1,n—1)—1)
que é o resultado desejado. |

Com base na Proposigao 4.7 podemos definir, para R e § fixados no intervalo (0, 1),

log, B k,d
B,(R,d) = sup {limsup o8, By(n. £, >} ,

Nn—00 n

onde o supremo ¢é estendido sobre todas as sequéncias ¢ de ternos ordenados (n, k,, d,) € N® e

n € N, com
dn

lim@:Re lim — = 4.
n—oo N n—oo 1,

50



Note que

_ 1 Ny (ky, n)
B,(R,0) < | —1 CANALL .
Q( ) ) _Slip{ lflnﬂsolipn qu qanq(kn_l, n—l)}

De fato, observe que n > k,, > 2 implica que

qn—l -1 qn—l

n—=k
— > ——=q " 24q.
qkn 1_1 qkn 1

Assim,

qn—l -1 Fn—2 q(n—l)—i -1

Ny(kp, —1,n—1) = pr— 1 s = Ny(k, —1,n—1) > q. (4.2)
Para simplificar a notacdo vamos denotar por N = N,(k,,n), S = Sy(n,d,) e Ny = N (k, —
1,n —1). Logo,
vo(En ] (A ()
(¢ =DM =1)| — (¢* = 1)(N1 = 1)
N - S
ko —1)(Ny —1) kn—1
(q ) (V1 ) (q_(%) )(q_Ni1>
Utilizando a inequacao (4.2), obtemos
2
7 2¢°N
k‘nfl —_ k'rLN
q
CHERSIo
Portanto,
log, By(n, kn, dn) < 1 log 2¢° Ny (kn,n)
n - n T\ G¢"Ny(k,—1,n—1)
1 N, (kn, 1) 2 1
= -1 A — + —1log, 2
n oo (qk”Nq(/{n —1,n— 1)) * n * n o8
log, B,(n, k,,d, _ 1 N, (kp,
Slclrp {liinﬂsogp &q Q<n )} < Sgp {hgf;ip (% logq qk"Nq(/gn( — 17?)n — 1)) } )

isto é,

, 1 Ny(kn,n)
B 0) < 1 —1 SR )
Q(R7 ) —Sgp{lmsup (n qu qk"Nq(kn—l,n—l))}

n—oo
Proposicao 4.8 Com as notagoes acima, obtemos

B,(R,5) <1—-2R.
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Prova. Primeiro note que

Ny(ky,m) -1
Nk, —1,n—1) ¢k —1
e n
q — 1 < q _ q2kn < qq _ n+1—2k,
¢ (¢F —1) = ¢ (¢ — 1) 1) 2En ) T g '
- (3)
Assim,
. 1 N, (kn7n) . 1 n+1—2k,,
P {hi“f;ip (E 108 N (o — L 1))} < Jim, (51%@ T ) =12k
Portanto, B,(R,0) <1—2R. [

Proposigao 4.9 Se existir um [m,t,> s|-cddigo linear q-drio, entao
Rt o
Aq< 8) > — Ay (R,9).
m’m

Prova. J4 vimos que

Ag(R,0) =sup {lim sup

[

log,: Mg (n, ky, dy) }

n—oo n

onde o supremo ¢é estendido sobre todas as sequéncias ¢ de ternos ordenados (n, k,, d,) € N® e

n € N, com

lim@:Re lim%:&
n—oo N, n—oo M

Assim, dado um nimero real € > 0 existe uma sequéncia o tal que
log,: Mg (n, ky, dy)
n

lim sup

n—oo

> Aqt (R, 5) —€
Pelo Lema 4.6, obtemos

M,(nm, kyt,d,s) > Mg (n, kn,d,),
para todo n € N. Mas,

1 t
— log, My(nm, knt,d,s) > — log .« Myt (n, Ky, d),

nm
Logo,
t o log, M,(mn, k,t,d,s
A, (i,—8> > limsup 8 Ma )
m’'m n—o0 mn
t log . M,:(n, k,,d,
> —limsup 8y My )
m n—oo n
t

> — (Ag(R,0) —€).
( qt< ) ) 6)
Como € > 0 é arbitrario temos que

Aq<Rt 53) > L A(R,5),

mm

que ¢é o resultado desejado. |
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4.2 Construcoes de Cdédigos Lineares Disjuntos

Nesta secao vamos apresentar uma construcao de cédigos lineares disjuntos via corpos de

fungoes algébricas. Através dessa construcao vamos obter parametros R e 0 para os quais
A, (R, ) > By(R, 9).
Para auxiliar na nossa construgao, vamos considerar as seguintes definicoes: sejam

DlzszPeD2:ZTLPP

PE]PF PEPF

dois divisores de F/FF,. Entao

DV Dy = Z max{mp,np}P e Dy A Dy = Z min{mp,np}P.

PePr PePr

Proposicao 4.10 Para quaisquer divisores Dy e Dy de F/IF,. obtemos
1. L(D1) + L(Ds) C L(D1V Ds).
2. L(D1) N L(Dy) = L(D1 A Ds).

Prova. 1 Dado g € L(D;) + L(Ds), existem f; € L(D1) e fo € L(D3) tal que g = f1 + fo. J&

vimos que
vp(fi+ f2) = min{vp(f1), vp(f2)}-
Suponhamos que min{vp(f1),vp(f2)} = vp(f1). Entdo

vp(fi) > —vp(D1) > —max{vp(D1),vp(D2)} = vp(g) > —vp(D1 V Dy)
= g€ L(D1V D,),

ou seja, L(D;) + L(Dy) C L(Dy V Dy).
2 Dado f € L(D;) N L(Ds), obtemos vp(f) > —vp(D1) e vp(f) > —vp(Ds). Assim,

vp(f) > —min{vp(D1),vp(D2)} = vp(f) > —vp(D1 A Dg) = f € L(Dy A D),

ou seja, L(D1) N L(Dy) C L(Dy A D).
Reciprocamente, dado f € £(D; A D;), obtemos

vp(f) > —vp(D1 A Dy) = —min{vp(D;),vp(D2)}
= wp(f) = —vp(D1) e vp(f) = —vp(Dy)
= [ € L(D1)NL(Dy),

ou seja, L(Dy A D) C L(Dy) N L(Dy). [
Verifica-se que F, C £(D), quando D é um divisor positivo de F'/F,. Assim,
((1,...,1)) C C(P, D),
onde P=P +---+F,;degP, =---=deg P, =1; P,..., P, disjuntos aos pares e

supp D Nsupp P = 0.
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Lema 4.11 Sejam F/F, um corpo de fungoes algébricas e x € F um elemento transcendente
sobre F, tal que F/F, seja uma extensdao algébrica finita de F,(x)/F,. Suponhamos que P’ estd
acima P, onde P' € Pr e P € Py ;). Se deg P' =1, entdo deg P = 1.

Prova. Se P’ estd acima P, entao (Fy(x)), ¢ um subcorpo de Fp.. Sendo (Fy(z)), e Fps

espacos vetoriais sobre IF,, podemos considerar (Fy(x)), como um subespaco vetorial de Fpr.

Assim,

degP' =1 [Fp :F]=1=[(Fy(z))p : Fy] =1 < deg P =1,
que é o resultado desejado. |
Teorema 4.12 Seja P = P, + - - - + P, um divisor, com P, ..., P, lugares racionais distintos

aos pares de F'/F,. Sejam Dy e Dy divisores positivos de F/F,, com
supp D; NsuppP =0, j=1,2.

Se deg(D1 V D2) < n e deg(Di A D) < 42, entao Cy N Cy = {0}, onde Cj € o subespago de
Cc(P, D;) tal que
C;o((1,...,1) =Cc(P,D;), j=1,2.

Prova. Primeiro vamos provar que £(D;) N £(D;) = F,. Suponhamos, por absurdo, que
L(D;) N L(D;) # F,. Entao existe um

T € £(D1) N E(Dl) = £(D1 AN Dg)
tal que x ¢ F,. Assim, x € F' ¢ um elemento transcendente sobre F,. Note que

xr € ﬁ(Dl) N E(Dg) = ’Up(.f) > —Up(Dl A Dg) = —’Up(l’) < ’Up(Dl A Dg)
= —uvp(r)deg P < vp(D;1 A Dy)deg P.

Em particular, se P € Pr é um divisor de polo de z, entao pelo Teorema 1.26
deg((7)oo) < deg(D1 A Ds) = [F : Fy(x)] = r = deg((v)w) < deg(D;y A D3).

Consideremos a extensdo algébrica finita F//F, de F,(x)/F,. Pelo Coroldrio 2.7, obtemos no

maximo r lugares de grau 1 que estao acima de P,, onde o € F,,. Sendo P, o unico zero de

Y

T
e x € L(D; A Dy), obtemos

1
vpi(x) >0, 1 <i<n, = —vpi(z) <0= vp <—> = —vpi(z) < 0= P { P,
x

onde a tiltima implicagao segue da prova da Proposicao 2.5. Portanto, existem no méaximo

N —n lugares de grau 1 que estao acima de P,,, com N = N(F') o nimero de lugares racionais
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de F/F,. Pela Proposicao 2.5 qualquer lugar de Pr estd acima de um tnico lugar de Pg, ) e

pelo Lema 4.11 qualquer lugar que estd abaixo de um lugar de grau 1 tem grau 1. Portanto,

onde v,, denota o nimero de lugares de grau 1 que estao acima de P, e v, o niimero de lugares

de grau 1 que estao acima de P,,. Além disso, como v, <7 e vy < N — n temos que

N = Zl/a F Vo <qr+ N —n=r1r2>

acl,

S

Portanto,
deg(Dy A Dy) > =,
q

0 que é uma contradicao.
Finalmente, seja ¢ € C; N C,. Entdo existe f; € L(D;) j =1,2, tal que

c=(fi(P),. .., [illn) = (fa(P1), - .o, fo(Pn)) = (f1 = f2)(Bi) = O(F).

Neste caso,
vpi(fi — fo) > 1, 1 <i<n,

pois fi — fo € P;. Além disso,

fi— fa € L(Dy) + L(Dy) € L(Dy V D).

Assim,
vp(fi — f2) 2 —vp((D1V D2) = P) = fi — fa € L((D1 V D2) = P).

Entretanto,
deg((D1V Dy) —P) =deg((D1 VvV Dy) —n <0,

pois deg(D; V Dy) < n. Logo, pelo Lema 1.24,
£<<D1VD2)—P) :0:>f1—f2:0.

Portanto,
fi=fa € L(D1) N L(Dy) =Ty,

isto é, c = (f,..., ), para algum § € F,. Donde ¢ =0 e C; N Cy = {0}. [ |
Observagao 4.13 Se D; e D, sao divisores disjuntos de F/F,, entdao
vp(D1) =0, V P €suppDy e vp(Dy) =0, ¥ P € supp Ds.

Logo,
min{vp(D;),vp(Ds)} <0, V P € supp Dy Usupp Ds.
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Portanto,
deg(D1 A Dg) S 0.

Em particular se os divisores forem positivos, entdo Dy A Dy = {0}.
Desse modo,

deg(D1 VAN DQ) S 0< %

e portanto a condicao
n
deg(D1 A Dy) < —
q

¢ sempre satisfeita.

Teorema 4.14 Seja F/F, um corpo de fungdes algébricas com género g e n lugares racionais.
Denotaremos por B, o nimero de lugares de F' de grau r. Se
n

max{l,¢g} <r < 5

entao:

1. Parar =2 e 3,
M,(n,r —g,n—r) > B,.

2. Parar >4,
5]
M,(n,r —g,n—r) > B, + Zmin{Bj, B,_;}.

Jj=2

Prova. (1) Para r > 2, existem B, cédigos lineares disjuntos com dimensao pelo menos r — g

e distdncia minima pelo menos n — r. De fato, sejam

Di,...,Dg

T

os lugares distintos de F' de grau . Note que cada lugar é um divisor e os divisores sao positivos

e disjuntos aos pares. Além disso,

deg(D; V Dj) = deg (Z max{vp(Di),vp(Dj)}P) < deg(D; + D)

PePp

= r+r<g+g:n, Vi, jed{l,...,B.}, com i#j.
Agora, consideremos Py, ..., P, os n lugares de grau 1 de F e

P=P +---+P,.
Como o grau de cada lugar D; é igual a r temos que

supp D; Nsupp P = 0.
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Seja C; um subespaco do cédigo Cr(P, D;) tal que
Cid((1,...,1))y=Cr(P,Dy), i=1,2,...,B,.
Entao, pela Observacao 4.13 e o Teorema 4.12,

Cy,...,Cp

T

sao codigos lineares g-arios disjuntos aos pares, pelo Corolario 3.8
dim(C}) = dim (Cc(P, Di)) =1 =€(D;) =1 =7 — g,

d(C;)) >n—r.
Portanto, pelo Lema 4.4,
M,(n,r —g,n—r) > B,.

(2) Além dos B, cédigos lineares disjuntos obtidos no item (1), vamos determinar mais

5]
Zmin{Bj, B,_;}.

codigos lineares disjuntos. De fato, se r > 4, entao existem pelo menos

5]
M = min{B;, B._;}.

lugares de grau r da forma E'+G, com F um lugar de grau j e G um lugar de grau r—j disjuntos
aos pares e positivos. Considerando os geradores de cada divisor temos que a intersecao do
suporte dos divisores da forma E + G, com P ¢ igual ao vazio. De modo andlogo & prova do
item (1), obtemos M cédigos g-drios lineares disjuntos. Assim, pelo Lema 4.4,
5]
M,(n,r —g,n—r) > B, + Zmin{Bj, B,_;},

=2

que ¢ o resultado desejado. ]

Exemplo 4.15 Seja F' um corpo de fungoes racionais sobre F,, com q > 8, N; o nimero
de lugares racionais de F; = FF . Se F/F, possui género 0, entdo pela Proposicio 2.8 F;/F,
possui género 0. Portanto, pela Proposi¢io 2.14, F; /F i é um corpo de fungdes racionais. Pondo

r=4, n=q+ 1> 8 e usando as identidades (2.3), obtemos

b2 = % (’“‘ G) Nt p (;) N2> = %((—1)(Q+ ) +1(¢°+1)) = q22_ q

By = i (u G) N +p (g) No+p (g) N4) = i(o+ (-D)(@+1D)+1(¢" +1)) = q4;q2.
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Como

n
l<r<—=
"3
temos, pelo Teorema 4.14, que
4 .2
+q° -2
M(q+1,4,q—38) = By+ By = T———,

Note que assintoticamente a principal contribui¢ao para uma cota inferior de
M,(n,7 —g,n—r)
dada no Teorema 4.14 é o termo B,., como pode ser visto na prova do teorema a seguir.
Teorema 4.16 Seja q o quadrado de um nimero primo, com q > 16. Entao para qualquer

1
<A< =,

Va—1 2

obtemos

Em particular, se

1 2 1
>49 e - ———-— <A< =
1= 3T 2
entao
A R,1—X) >1-2R,
com

1
Vi-1

Prova. Seja {F/F,} uma familia de corpos de funcées com géneros crescentes g = g(F) tal

R=X\—

que

lim M =.q-1,

g g
onde N(F') é o nimero de lugares racionais de F'/F, (veja em [2] a construcao dessa familia).
Sejam n = N(F') e B, o nimero de lugares de F' de grau r = |nA|. Verifica-se que

<r< n

r —

) 9

para n suficientemente grande. Pelo Teorema 4.14, temos
M,(n,r —g,n—r) > B,.

Seja N; o nimero de lugares ¢'-racionais de FF,. Entao, pela Cota Hasse-Weil, obtemos

¢ +1—2g9g% < N; < ¢ +1+ 295
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Em particular,
¢ +1—2g¢% <N, <q" +1+2gq2.

Como N
N, = B; = rB, < Bi =N, = B, < —

i —|Z <X

temos que
r z r
BTS—qu + 1+ 2gq-> S2q (1—|—g).
r r r

Assim,

log, B, < log, ; " <log,

log, B, 1 = 1 1
log, B, _ (&) §_+z+10gq<1+_)_
n n o n g

2" (1 rt1(]
( r>§10 q'( +g)<10gq (+g);x

n

log, B, log (A=
lim sup <L> < limsup <M> < lim <Z> .
g—00 n g—00 n g—o0 \T

Por outro lado,

Portanto,
<logq BT> r
im = lim (—)
g—0o0 n g—o0 \ 1N
Note que,
n\—1 < |nA| < nA+1 ~ lim (Z) Y
n n n g—o0 \ 7N
Assim,
1
Ag | A — 1 =A) >,
(-G
pois

implicam que

1 M, — — log, B,
A Sy TR (R

Finalmente, como




temos que

)\—(1—2R):)\—1+2()\—

Portanto, A,(R,1—\) >1—2R. [

4.3 Cobdigos Lineares Binarios Disjuntos

Nesta secao vamos considerar o caso especial em que ¢ = 2 por causa da conexao entre

conjuntos de codigos lineares bindrios disjuntos e as fungoes resilient wiht hight nonlinearity.

Teorema 4.17 Sejam F/Fy um corpo de fungoes de género g, com n lugares racionais e B,

o nimero de lugares de F de grau r. Se existe um [m,t, > s|-cddigo linear bindrio e
n
max{l,g} <r < >

entao
5]
My(mn, (r — g)t,(n —r)s) > B, + Zmin{Bj, B,_;}.
=2

Prova. J4 vimos, no Teorema 4.14, que

5]
Myi(n,r —g,n—1) > B, + Zmin{Bj, B,_;}.
=2

Mas, pelo Lema 4.6,

My(mn, (r — g)t,(n —r)s) > Myt(n,r — g,n —r).

Portanto,
El
My(mn, (r —g)t,(n—r)s) > B, + Zmin{Bj, B,_;},
j=2
que ¢é o resultado desejado. |

Exemplo 4.18 Seja F//Fy um corpo de fungdes de género 1, com nove lugares racionais. Logo

ele é um corpo de fungoes maximal e, assim, pela Proposicao 2.20,

2
a=—VA=> Ny =2 +1-) o =4"+1-2(-2)° = 8L
=1

Logo,

1 3 1 1
33:§%u<3> N = (N5 = Ni) = 2(81—9) = 24.
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Portanto, tomando r = 3 e os cddigos bindrios
2,2,1] e [3,2,2],
temos, pelo Teorema 4.17, que
My(18 4,6) > 24 e My(27,4,12) > 24.

Teorema 4.19 Seja t > 2 um inteiro qualquer. Entdo para qualquer

1 1
R
o1 Ty
obtemos . L
Ay (A= —, —Z ) >\
2(A 201" 2t )—A
Em particular, se
1
t> — A< =
3 e 3+3(2t_1>< <27
entao L
Ay(R, 57 ) >1-2R,
com
R=\-— L
B 2t — 1’

Prova. Considerando o cédigo [2t, 2t, 1] bindrio temos, pela Proposicao 4.9

11— 1
_ | > 2t _ — .
AZ(A T o ) > Ay (A 1 A)

Pondo ¢ = 2%, o resultado segue do Teorema 4.16. |

Observagao 4.20 Considerando outros cédigos bindrios lineares diferentes do [2t, 2t, 1]-cddigo,
podemos obter outros limitantes inferiores para As(R, ) para diferentes parémetros R e §. Por

exemplo, se usarmos o codigo linear bindrio
2t + 1,2t,2],

entao parat > 2 e

1 1
2t_1</\<§,

2t 1 2(1— ) 2L\
S — > .
A2<2t+1(A 2t—1>’ 2t + 1 )“2t+1

Para os parametros da segunda parte do Teorema 4.19 nés temos

obtemos

A, (R,6) >1—-2R,
e assim, pela Proposicao 4.8,

AR, 1= X) > By(R,1—\).
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