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Lista 2

Exercicios

1. Considere a “norma” em R% Dado B C R? um conjunto aberto, simétrico (no sentido de que
B = —B), convexo e limitado (com relagao a qualquer norma, ja que todas sao equivalentes),
defina

lvl|g = inf{\ > 0; %v € B}.

Mostre que || - || € uma norma. Quem é a bola unitéaria definida por essa norma?

2. Considere
N
Rlz] = {P = ZCP(k).Tk;N eN,cep(k) € }R} .
k=0

Defina as normas em R[z]:
oo

1Pl = lep(k)];

k=0

o 1/2
[1Pll2 = <Z ICP(/f)|2> ;
k=0
1Plloc = max{ep(k)]}-
Mostre que as normas definidas acima, estdo bem definidas e sdo, de fato, normas. Além disso,

mostre que nenhuma dessas normas sao equivalentes entre si. No entanto, mostre que é possivel

encontrar algum par de normas acima satisfazendo a desigualdade || P|| < C||P||’, para algum C > 0.

3. Sejam V e W dois espacgos vetoriais. Mostre que V' x W com a soma e multiplicagao por escalar
candnicos, pode ser transformado num espago vetorial normado com relagao a qualquer uma das

normas:

(v, w)llp = (ol + Newllf)*9,
para p € [1,00), ou

(v, w)lloe = max{]|v|lv, [lw]w}

Mostre também que todas essas normas sao equivalentes.



10.

Caracterize todos os espagos de medida (Q, F, 1), no qual a semi-norma de £L(Q) é, de fato, uma

norma.

Considere V e W espacos vetoriais normados, e V' x W o espago vetorial normado com a norma
definida em um exercicio anterior. Mostre que V' x W é Banach se, e somente se, V e W sao

estpacos de Banach. Assim, produto cartesiano de espacos de Banach, é um espaco de Banach.

Relembre que em anélise na reta, se uma série de numeros reais é absolutamente convergente, entao
a soma nao depende a ordem dos termos da série. Mostre que, num espago de Banach, uma série

absolutamente convergente também nao depende da ordem dos termos da série.

Sejam ¢ e ¢y os conjuntos das sequéncias («,) em R tais que lim,, a, existe e lim, a;,, = 0, respec-
tivamente. Mostre que esses conjuntos sao subespacos fechados de ¢°°(N), e portanto sdo Banach

com a norma do sup. Mostre que dado = € c existe y € ¢p e € R, tal que z =y + (o, a, v, . . ).

Seja C.(R) o espago vetorial das fungoes continuas f : R — R com suporte compacto, i.e., tal que

Supp(f) =z € R; f(z) # 0}

é compacto, com a norma || - ||.. Mostre que este espago ndo é completo, e encontre um espago de

Banach contendo C.(R), tal que a norma obtida pela restricdo a este espaco seja || - ||oo-

Mostre que o operador I : C([0,1]) — C(]0, 1]) dado pela integral

1(£)(x) = / o

¢ continuo. Use isto para dar uma prova mais curta do fato de que C*(]0,1]) é Banach com a

norma || flcr = max{|| f|loc, || f'[|oc }-

Mostre que D : (C*([0,1]), ]| - o) — C([0,1]) dado por D(f)(x) = f'(x) nao é um operador limi-

tado.



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Mostre que a norma de um operador limitado L : V' — W entre dois espagos normados é a menor

constante C' > 0 tal que a desigualdade ||Lv| < C|lv|| vale para todo v € V.

Calcule a norma do operador identidade f +— f, quando olhado como:
a) C*([0,1]) — C*([0,1));
b) C([0,1]) — L*([0,1]) (com a medida de Lebesgue em L!);

Seja T : X — Y um operador linear entre os espagos normados X e Y. Mostre que Ker(T) e Im(T)
s@0 espagos subespacos vetoriais. Mostre também que se dim(X) = n < oo, entdo dim(Y) < n.

Conclua que se dim(X) < oo, entdo T é limitado.

Sejam XY, Z espacos normados, e sejam T : X =Y e L : Y — Z operadores lineares limitados.

Mostre que a norma do operador é sub-multiplicativa, i.e., mostre que

LTI} < LT -

Seja T € B(X), onde X ¢ um espaco de Banach. Mostre que o operador e? definido pela série

T Tk

- m
— k!

e

pertence a B(T) e vale ||e”|| < el Tl

Seja K : (0, F,p) x (2, F, ) — R mensuravel, com g o-finita. Suponha que existe C' > 0 tal que

/ K (2,9)| dulz) < C,

para quase todo y (com rel. a u1). Mostre entao que o operador integral Tk : L, (€2) — L,(€2) dado

por
(Tx f)(x) = / K (2, 9) f (5)du(y),

f € LL(Q) ¢ limitado e || Tk || < C.

Seja D C C aberto e limitado. Suponha ainda que 0D é a unido de imagens de uma quantidade

finita de curvas C! ~,...,v : [0,1] — C, onde consideramos parametrizadas pelo comprimento de

arco, i.e., | vi(t) |= 1, parai =1,...,k, t € [0,1]. Seja V o espago das fungdes continuas C(D) tal



que a derivada complexa f’(z) existe, e pode ser extendida continuamente para D. Fixe p € [1,00).

Considere a norma em V:

k 1 1/17
£l zre Dy = I flon | zr o0y = <Z/ f(%'(t))|pdt> ~
i=170

Mostre que, para todo z € D, o operador linear de avalia¢ao
EZ:V%(Cv Ez(f):f(z)7

¢ continuo com relagdo a norma || - ||g»(p). Mostre também que se O C D ¢é aberto, com fecho
compacto O C D, entdo

T:V—=0C0), T()=/fo

¢ um operador limitado de (V, || - || g»(py) em (C(O), ]l - |lso)-

18. Defina o espago de Hardy HP(D) como o completamento de V' (do exercicio anterior) com relagao
anorma || - || g»(p). Conclua, utilizando o exercicio anterior, que existe uma maneira canonica de
identificar fungoes do espago de Hardy HP(D) com fungoes holomorfas em D (ou seja, podemos
considerar funcdes do espago de Hardy como funcdes holomorfas tais que a norma ||-|| , (p) € fi-
nita).

Dica: Comece notando que o espaco das funces holomorfas em O é completo com relacdo & norma
do sup, e que se f é limite uniforme em compactos de fungoes holomorfas, entao f é holomorfa

(use o teorema de Morera para provar isso).

19. Seja (Q, F, u) um espago de medida com p o-finita. Defina o operador de multiplicagao por ¢ em
L (Q), definido por My : LF(Q) — LE(€2) como

(M) (t) = o(t) (D),

para ¥ € Lﬁ(Q). Mostre que My é um operador linear limitado e calcule a sua norma.

20. Mostre que um produto interno num espago vetorial pré-Hilbert é conjuntamente continuo com
relacado & norma induzida, ou seja, mostre que se v,, — v e w, — w, quando n — oo, entao

(U, wn) = (v, w).

21. Mostre que num espago com produto interno V' vale a identidade do paralelogramo:

I+ wl* + v — wl|* = 2[|v]|* + 2/|w]]*,
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23.

24.

25.

26.

27.

para todo v,w € V. Em particular, se uma norma provém de um produto interno, valera a identi-

dade do paralelogramo.

Prove que a norma em Lﬁ(ﬂ) provém de um produto interno se, e somente se, p = 2. Em particu-
lar, o tinico espago L7 (£2) que é um espago de Hilbert é o espago Li(Q) Também em particular,

conclua que ¢P(N) é Hilbert se, e somente se, p = 2.

Mostre que a identidade do paralelogramo caracteriza os espagos de Hilbert entre os espagos de
Banach no seguinte sentido: Se um espaco normado satisfaz a identidade do paralelogramo, entao
é possivel definir um produto interno de tal forma que a norma deste espago surge deste produto
interno. Note que se H é um espaco de Hilbert, entao temos que a identidade da polarizacao neste

caso nos fornece:

1
(y) = (e +yl* = e —yl*).

Generalize o exercicio anterior para o caso de espagos de Hilbert complexos e obtenha uma identi-

dade da polarizacao complexa.

Seja V um espaco normado, e seja H um espago de Hilbert. Mostre que se T': V. — H é um

isomorfismo isométrico, entao V' é um espaco de Hilbert.

Mostre que a norma num espago de Hilbert é estritamente sub-aditiva, i.e.,
[+ wl| < vl + llwl],

para todo v,w € V, a menos que v ou w seja um multiplo nao-negativo do outro.

Prove o teorema de Lax-Milgram:

a) Suponha que H é um espago de Hilbert, e suponha que
B:H x H— R(ou C),

é linear em ambas as coordenadas (ou sesqui-linear na segunda, no caso complexa). Suponha ainda

que B é limitada no sentido de que existe M > 0 tal que

|B(2,y)| < Ml|z[l[|yll,
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29.

30.

31.

32.

para todo x,y € H. Mostre que existe um operador linear 7' : H — H, com

B(:E, y) = <TJL‘,y>,

onde ||T|| < M.

b) Assuma agora que B é coerciva, isto é, suponha que existe ¢ > 0, tal que
|B(z,2)| > cf|z||?,

para todo x € H. Mostre que neste caso T (da letra (a)) possui uma inversa, e ||T71|| < 1/c.
¢) Conclua, em particular, que se f : H — R(ouC) é um funcional linear limitado, entéo existe um

Gnico elemento u € H, tal que
B(u’ v) = f(v)v

para todo v € H.

Considere o espaco de Hardy H?(D). Mostre que H?(D) é um espaco de Hilbert, e mostre que

para todo a € D existe uma funcao k, € H2(D) tal que
fa) = (f, ka) H2(D)-

Seja (K,) uma sequéncia nao-crescente de conjuntos convexos fechados no espago de Hilbert H tal
que N, K, # (). Prove que para todo f € H, a sequéncia u, = Pk, [ (de proje¢des de f sobre K,)
converge para um limite, e identifique o limite.

Dica: Aplique a identidade do paralelogramo em f — u, e f — up,.

Mostre que se H é um espago de Hilbert, H* também é um espaco de Hilbert, e encontre um

isomorfismo isométrico natural entre H e H**.
Mostre que todo espago com produto interno admite um completamento que é um espago de Hilbert.

Sejam p e v duas medidas no mesmo espago mensurével (2, F). Defina a medida m = p+v. Mostre

que para toda fungao f integravel com relagdo a u e v, temos que f é integravel com relagao a m,

/fdm:/fd,u—i—/fdu.

e
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34.
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Mostre também que f é integravel com relacao a m, se e somente se f é integravel com relacao a

wev.

Sejam p e v medidas o-finitas num mesmo espago mensuravel (2, F). Seja v,ps a parte da medida
v absolutamente continua com relagao a p obtida pelo teorema de Radon-Nikodym. Prove que a

derivada de Radon-Nikodym dl;‘zfs é Unica p-q.t.p..

Dica: Suponha que g e h sejam duas derivadas. Considere E,, , C {g > h;g < n}, tais que
W(Emn) <00 e Eynt{g>h;g <n}. Como vale para todo n, conclua que p(g > h) = 0. Faca o

mesmo para {g < h}.

(Esperanga condicional) Seja (2, F, P) um espago de medida, tal que P é uma medida de proba-
bilidade, i.e., P(2) = 1. Chamamos uma fun¢iao X : Q — RF-mensuravel de variavel aleatoria. E

chamamos a integral de uma variavel aleatoria X € LL(Q2), de esperanca de X, e denotamos
E(X)= / XdP.

Seja G C F uma sub-o-dlgebra de F. Definimos a esperanga condicional de X € L,(f2) dado a
o-élgebra G, E(X | G), como sendo qualquer variavel aleatoria Y G-mensuravel tal que, para todo
A€ g, vale

E(IAY):/AYdP:/AXdP:E(lAX).

a) Mostre que se Y = E(X | G) existe, entdo Y ¢é integravel. Dica: Considere A = {Y > 0}.

b) Mostre que a esperancga condicional é Gnica P-qtp.

¢) Prove a existéncia da esperanga condicional usando o teorema de Radon-Nikodym. Dica: Co-
mece supondo X > 0 e defina a fungao v(A) = fA XdP, para A € G. Mostre que v é uma medida
e é absolutamente continua com relagdo a P. Mostre que a derivada de Radon-Nikodym é uma
versao da esperanca condicional. Para X geral, considere X = X+ — X~ e aplique a parte provada.
d) Considere M = L%(£2) o subconjunto de L% (£2) formado pelas fungoes de quadrado integravel
G-mensuraveis. Mostre que M é um subespago fechado de L%(Q), e dada X € L%D(Q)7 considere
Py (X) a projegao ortogonal sobre M. Mostre que Py (X) = E(X | G) P-q.t.p..

Dica: Tome A € G, e defina Y =14 € L(€2). Trabalhe com o produto interno em L%(£2).

(Adjunta em espagos de Hilbert) Seja H um espago de Hilbert e T' € B(H). Mostre que:

a) Existe uma tunica transformacdo T* € B(H), chamada de adjunta de T, tal que (T'z,y) =
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(x, T*y), para todos z,y € H.
b) [|T*|| = |||, |IT*T| = ||IT|?, (aS +bT)* = aS* + bT*, (ST)* =T*S*, e T** =T.

¢) Denote por Ker e Im, o niicleo e a imagem de operadores, entdao mostre que Im(T)* = Ker(T*)

e Ker(T)* = Im(T*).

Considere o operador T : ¢*(N) — ¢2(N) dado por
T($1,$2,$3, . ) = (1‘2, 3, . . )

Mostre que ||T'|| = 1, mas T ndo é isometria.

Defina a funcéo h : R — R por

h(z) =

ke=1/(1=) " para |z |< 1,
0, para |z [> 1.’

onde k > 0 é uma constante tal que

/h(l‘)dﬂ? = /_11 h(z)dx = 1.

Para ¢ > 0 defina h.(z) = Th(Z), para € R. Mostre que
a) h € C*(R),
b) dada f € C(R), defina f. por

fo() = e x f(x) = / he(z — v)F(y)dy,

converge uniformemente para f quando € — 0, em qualquer subconjunto compacto de R.

¢) Mostre que para toda f € C(R), f. € C*(R).

d) Mostre que Supp(f.) C Supp(f) + [—¢,¢].

Seja A : C?(T?) — C(T?) o laplaciano definido por

d g2
Af@) =32
=1

~

().

Q
o

N

i

Dizemos que u € H*(T?) é uma solucdo fraca da equacio diferencial parcial eliptica
—Au+ I = f,

onde f € L?(T%), se para toda fun¢io v € H'(T?) vale

d
Z/ @ciu@xivd:er)\/ uvdr = fudzx.
i=1 /T T4

Td



a) Fornega uma motivagio para esta definicao.

b) Defina a fungdo B : H'(T9) x H'(T?) — R dada por

d
B(u,v) = Z /Td O, u0,, vdx + )\/']I‘d uvdz.
i=1

Mostre que B é uma forma bilinear limitada e coerciva para alguns valores de A, determine esses
valores. Essas defini¢oes sao no sentido do teorema de Lax-Milgram, um exercicio dessa lista.
c¢) Mostre que para certos valores de A, e para cada fungao f € L? (Td), existe uma tunica solugao

fraca pertencente a H'(T¢) para a equacio
—Au+ M u=f.

d) Aplique o teorema de regularidade eliptica visto em sala de aula para mostrar que se f € L2(T9),
entdo na realidade podemos melhorar a conclusio da letra c), e concluir que a tnica solugao fraca
pertence a H?(T?).

e) Generalize a letra d) e mostre que se f € H*(T?), entdo a tnica solucio fraca da equagdo
pertence a H*+2(T?).

f) Finalmente, mostre que se f € C*(T?), entdo a tnica solucio fraca da equagdo pertence a

Coo(T9).



