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PIF

Principio da Inducgdo Finita (PIF)

Teorema: Principio da Inducdo Finita

Seja X C N com as seguintes hipoteses:

PIF1: e
PIF2: Dadon € N, se entao [n—{— 1 e X};
Entao .

A afirmacao PIF1 € chamada de base da inducao e a PIF2 de passo
indutivo.
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PIF Teo Ex

Prova: Principio da Inducao Finita (PIF)

Vamos considerar o menor elemento' do conjunto

nao vazio[C: N—X} C N, logo .

PIF1: Como 1 € X temos que 1 € C, logo ¢y > 1 por-
tanto (co— 1) & C;

PIF2: Como (cp—1) € X entdo (co— 1)+ 1=

Uma contradi¢ao, logo nao podemos supor que C # 0, ou
seja, X = N.

IN é bem ordenado.
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Exemplos: Igualdades

Usando o PIF, mostre a vale a seguinte igualdade

£1+3+5+---+(2n—1)=n2

para todo n € N,

oSejaX={necN|14+3+5+ -+ (2n—1)=n?}.

PIF1 Temos que pois 1 = 12,
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Exemplos: Igualdades
PIF2 Vamos supor que , ou seja, vale a igualdade

14+3+5+-+02n—1)=n

Somando [2(n+1) — 1] = (2n+ 1) em ambos os lados da igual-
dade, teremos:

143454 4+2n—1)+20n+1)=1]=n*+2n+1)
=n*4+2n+1
=(n+1)?

Logo , portanto pelo principio da indugdo X =

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Principio da Inducio Finita e Enumerabilidade - ME



Exemplos: Desigualdades

Usando o PIF, mostre a vale a seguinte desigualdade

ERPr

para todo n € N,

o Seja X ={neN |31 <27},

PIF1 Temos que pois 1 =30 < o =2,
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Teo Ex

Exemplos: Desigualdades

PIF2 Vamos supor que , ou seja, vale a desigualdade

31’1—1 < 2112

Como 3! < 221 p e N, teremos para 3("*1)—1 = 37 que:

371 — 31’1—1 . 31< 21’12 . 22n+1 — 2n2+2n+1 — 2(I’H—1>2

Logo , portanto pelo principio da indugdao X = N.

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Principio da Inducio Finita e Enumerabilidade - ME



Enumeraveis Card Def Teo

Cardinal e Cardinalidade

Defini¢ao: Cardinalidade

Diremos que 4 e ‘B t€m a mesma cardinalidade ou que
sao equivalentes ou que téem o0 mesmo nimero cardinal
se existe uma bijecao

f:4— B
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Enumeraveis Card Def Teo

Exemplos

o4 =1{0,1,2,3} e B={5,6,7,8} possuem 0 mesmo
cardinal pois f : 4 — ‘B, dada por f(x) = x+5, € uma
bijecao e o cardinal de 4, bem como, o de B € 4.

o O conjunto dos numeros pares [P tem a mesma cardi-
nalidade do numeros naturais N, pois f : N — P, dada
por f(x) = 2x, é uma bijecio.
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Enumeraveis Card Def Teo

Conjuntos Enumeraveis

Defini¢cdao: Conjuntos Enumeraveis

Diremos que um conjunto £ ¢ enumeravel quando for
finito ou, no caso de ser infinito, existir uma bijecao

f:E—N
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Enumeraveis Card Def Teo

Exemplos

Sa0 enumeraveis:

o P = {ntiimeros pares}, pois f : N — PP definida por
F(n) =2n & bijetiva.

o Z, pois a fungao f : N — Z definida por
n/2, se n € par,
fln) = { / P

{ biietiva.
—(n—1)/2, se néimpar. © DUeva
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Enumeraveis Card Def Teo

Alguns Fatos

Se f : 4 — B é uma funcdo injetiva® entdo f : 4 — f (A4)
é bijetiva. Com f (A4) sendo a imagem de 4 via f.

“Se a # b entdo f(a) # f(b).

Se f: 4 — ‘B € uma funcdo sobrejetiva® entao existe uma
func¢do injetiva g : B — A4.

“Sef(A4)=B
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Enumeraveis Card Def Teo

Conjuntos Enumeraveis

Teorema:
Todo conjunto infinito A4 contém algum um subconjunto

infinito enumeravel.

Ex.: 4=10,1] éinfinitoe {1/n | n € N} C A4 é enumeravel.

Corolario:
Se A4 € infinito, existe uma bije¢cdo f : 4 — B, onde B é
um subconjunto préprio de 4.
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Enumeraveis Card Def Teo

Conjuntos Enumeraveis

Teorema:
Se ‘E é enumeravel e 4 C ‘E entao 4 € enumeravel.

—
Teorema: |

Teorema:
Se ‘E é enumeravel e:

o Se f : A — ‘E € injetiva, entdo A € enumeravel.

o Se f : E — ‘B € sobrejetiva, entdo B € enumeravel.
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Enumeraveis Card Def Teo

Exemplos

Ex.: O conjunto 4 = N x N € enumerdvel, pois a funcdo
f N x N — N definida por Lf (m,n) = 2’”3"} € injetiva.

Teorema
Se 4 e B sao enumeraveis entao 4 x ‘B é enumeravel.

Ex.: Como o Z e Z* sao enumeraveis, Z X Z* € enumeravel.
O conjunto do niimeros racionais (Q é enumeravel, pois

a fungdo f : Z x Z* — Q definida por | f (m,n) = m/n
EEEEEEEEEEEE =

nnnnnnnnnnnnnn

€ sobrejetiva.
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Enumeraveis Card Def Teo

Numeros Algébricos e Transcendentes

Defini¢ao: Numeros Algébricos e Transcendentes

Um ndmero real a € R é chamado algébrico se for raiz de
um polindmio com coeficientes inteiros (a; € Z)

p(X) :ao—l—a1x+a2x2—|—---—|—anxn

ou seja, p(a) = 0, caso contrario é chamado de nimero
transcendente.

v
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Enumeraveis Card Def Teo

Exemplos

o Todo nimero racional m/n € Q é algébrico, pois é um
raiz de p(x) = nx —m.

o Todo numero irracional da forma NS I, com p primo,
¢ algébrico, pois € um raiz de p(x) = x" —p.

f \/_ , TC, e, eV? 2 sen1 e In2 sdo transcendentes.
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Enumeraveis Card Def Teo

Teorema

Teorema:

Seja {4}, uma familia de conjuntos enumeraveis inde-

xada. Entao U A; € enumeravel.
i=1

Ex.: O conjunto dos numeros algébricos € enumeravel.
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