Matemdtica Aplicada o
Tecnologio

(Notas de Aula)

Sérgio de Albuguergue Souza



Licensed under the Creative Commons Attribution-NonCommercial 3.0 Unported License (the
“License”). You may not use this file except in compliance with the License. You may obtain
a copy of the License at http://creativecommons.org/licenses/by-nc/3.0. Unless required by
applicable law or agreed to in writing, software distributed under the License is distributed
on an “AS IS” BASIS, WITHOUT WARRANTIES OR CONDITIONS OF ANY KIND,

either express or implied. See the License for the specific language governing permissions and
limitations under the License.



Sumdario

Funcoes
1.1  Relacées 5
1.2 Funcodes 7
1.3  Funcoes Polinomiais 8
1.3.1 Fung@o Constante . .............. . %
1.32 FUNCAOAMM - 1° GraU . . . . e 9
1.3.3 FUNCAo QUAAratica-2° Grau . . ... 10
1.4  Fung¢do Logaritmica 11
1.5  Funcdo Exponencial 11
16,1  FUNCOES COMPOSIAS .\ v o v e 11
1.6  Funcao Modular 11
Derivada
2.1 Reta secante e tangente a uma fungdo 13
2.2 Regras da derivagéo 13
221 POENCIAS Qe x . . . 13
222 Constante multiplicada poruma func@o . ..., 13
223 Somaoudiferencade duasfuncdes . ....... ... 14
224 Produfo de duasfungoes . ... ...... ... 14
225 Quociente de duas fuNCOES . . . .. 14
226 Funcdologartmica .. ... ... ... 15
2.2.7 FUNCAO exponencial .. ... ... . . ... 15
2.2.8 Fungcbes compostas (Regradacadeia) .............. ... ........... 16
2.3 Andlisando as Funcoes 17
2.3.1 Pontos CritiCOS . . . .. 17
2.3.2 Fungcdo Crescente e Decrescente . .......... ... .. 17

2.3.83 Concavidade . .. ... ... ... 17



Integrais
3.1 Primitivas
3.2 Integrais Indefinidas

32,1 Pofénciasdex ......... ... .
32,2  CasO Xl
3.2.3 Constante multiplicada poruma funcdo . ............... .. .........
324 Soma ou diferenca de duas fungcoes . ............ .
325 Funcdoexponencial ........... . ... ...
3.2.6 Integrac@o de produfos e quociente . ........... .. ... ...
3.2.7 Integrac@o por substituicho .. ....... ... . . . ...
3.2.8 Integrac@o porpartes . . ...
3.3 Aplicacoes

3.3.1 DesvalorizagQo . ... ...
3.3.2 VAIOMzZACAO . . .
3.3.3 Recelfafufura ...... ... ... .

3.4 Integral Definida
3.4.1 Teorema Fundamentaldo CAlculo ... ....... ... .,



Relacoes
Funcoes
Funcoes Polinomiais
Funcdo Constante
Funcdo Afim - 1° Grau
Fungdo Quadrdtica - 2° Grau
Fungdo Logaritmica
Funcdo Exponencial
Funcoes Compostas
Funcdo Modular

1.1 Relacoes

Definicdo 1.1 Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, definimos o produto cartesiano”
entre A e B, denotado por A X B, como o conjunto de todos os pares ordenados da forma (x,y)
onde x pertence ao primeiro conjunto A e y pertence ao segundo conjunto B, ou seja

AxB={(x,y) /x€Aey€EB}

“Plano Cartesiano e Produto Cartesiano s3o homenagens ao seu criador René Descartes (1596-1650), filésofo
e matematico francés. O nome de Descartes em Latim, era Cartesius, dai vem o nome cartesiano.

Observacao 1.1. Em relagdo ao produto cartesianos temos:

AXB#BXA, se A éndo vazio ou B é ndo vazio e A # B.

Se A= {} ou B={}, pordefinicio: Ax{}={} ={} xB.

Se A possuir n elementos e B possuir m elementos, entdo A X B possui n x m elementos.
A X A é representado por A,

m Exemplo 1.1 Dados A = {a,b,c,d,e} e B={1,2,3,4}, o produto cartesiano:
e A X B éum conjunto formado por 5 x 4 = 20 pares ordenados:

(a,1), (a,2), (a,3), (a,4),
(b,1), (b,2), (b,3), (b,4),
AxB=<{ (c¢,1), (¢,2), (c,3), (c,4),
d1), (d,2), (d,3), (d.4),
(e,1), (e,2), (e,3), (e,4)

T
BXA=YGa), (i), (o), (id), (e,
(4,a), (4,b), (4,c), (4,d), (4,e)
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e B? é um conjunto formado por 4 x 4 = 16 pares ordenados:
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Figura 1.1: Representacdo grafica do Produto Cartesiano A x B, do exemplo 1.1.

Definicdo 1.2 Sejam A e B conjuntos ndo vazios. Uma relacdo % de A em B é qualquer
subconjunto do produto cartesiano A x B, ou seja, Z C A X B.

m Exemplo 1.2 Consideres as relacdes abaixo entre os conjuntos A e B, do exemplo 1.1:

a) #1 ={(a,3),(b,3),(c,2),(c,3),(d,2),(d,3),(e,4)}

Figura 1.2: Representacdo da relagdo &) usando diagrama de Venn, do exemplo 1.2

b) r@2 = {(a’ 1)’ (b’ 1)7 (C’ 1)’ (dv 1)7(87 1)}
©) X3 = {<a7 1)7 <a72)7 (av?’)v (av4)}
d %,=AXB

Obs Umarelagdo % de A em B pode ser denotada por % : A — B. Denotaremos também que
(x,y) € Z por xZy, ou seja, x estd relacionado com y pela relagdo %.

» Exemplo 1.3 Sejam A = {1,2,3,4,5} e B={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, uma relacdo entre
esses dois conjuntos, também podem ser definidos por regras, como nas relagdes abaixo:
a) 1 ={(xy) €AxB|x=y}={(1,1),(2,2),(3,3),(44),(5,5)}

by 72 = {(x9) €A x B | x= 23} = {(2,1), (4,2)}

©) Z3={(x,y) €EAxB|2x=y} ={(1,2),(2 74)7(376)7(473)7(5710)}
d) %4 = {(xa))) €AXB | x* :y} = {(131)3(234)3(339)}

e) X5 = {(X,y) €AXB ‘ x:yZ} - {(171)7(472)}

f) %6 ={(x,y) € BxB|x=y"}={(0,0),(1,1),(4,2),(9,3)}
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Definicdo 1.3 Seja % uma relagdo entre os conjuntos A e B.

O dominio da relacdo Z é conjunto definido por:
Dom(#) ={x € A| (x,y) € #,para algum y € B}
A imagem da relacido & é conjunto definido por:

Im(%) ={y€B| (x,y) € Z,paraalgumx € A}

= Exemplo 1.4 Considerando os conjuntos e relagdes do exemplo 1.3, temos:

a) Dom(%)) = {1,2,3,4,5} =A e Im(%,) = {1,2,3,4,5} =AC B
b) Dom(%>) ={2,4} e Im(%>) = {1,2}

¢) Dom(%3) = {1,2,3,4,5} = A e Im(%3) = {2,4,6,8,10}

d) Dom(%s) ={1,2,3} =Aelm(%s) ={1,4,9}

e) Dom(%s) ={1,2,3,4,5} =AeIm(%s) ={1,4}

f) Dom(%s) = {0,1,4,9} e Im(%s) = {0,1,2,3}

Definicdo 1.4 Dada uma relagdo % C A x B, podemos classifica-la como:

Total: Se para todo a € A, existe pelo menos um b € B, tal que (a,b) € %, ou seja,
todo elemento de A se relaciona com algum de B.

Sobrejetora: Se para todo b € B, existe pelo menos um a € A, tal que (a,b) € Z. Eo
inverso da total, todo elemento de B € relacionado com algum em A.

Funcional Se para todo a € A existe um unico b € B, tal que (a,b) € %, ou seja, um
elemento de A ndo pode se relacionar com mais de um elemento em B.

Injetora Se para todo b € B existe um unico a € A, tal que (a,b) € Z, ou seja, o
contrario da funcional, um elemento de B ndo pode ser relacionado com dois ou mais
elementos em A diferentes.

Monomorfismo Se ela € total e injetora.

Epimorfismo se ela ¢ funcional e sobrejetora.

Isomorfismo se ela € um monomorfismo e um epimorfismo.

1.2 Funcgoes

Definicdo 1.5 Uma funcéo f de A em B é uma relagdo em A x B, que associa a cada elemento
aem A, um tnico b = f(a) em B, ou seja, f é uma relag@o total e funcional.

f={(a,f(a)) eAxBlacAe f(a) B} CAXB

Uma das notagdes mais usadas para uma funcio de A em B, é:

f: A — B
a — fla)=b

= Exemplo 1.5 Exemplos de relacdo que sdo fungdes e que ndo sdo funcdes:
a) As relacdes Z| e %, do exemplo 1.3 sdo func¢des e #| e %, ndo sdo, pois o elemento
a € A se relaciona com os elementos 1,2,3,4 € B.

Observacao 1.2. Quatro aspectos chamam a atencdo na definicdo apresentada:
e O dominio A da relagdo.
e O contradominio B da relagdo.



8 Funcoes

o Todo elemento de A deve ter correspondente em B.
e Cada elemento de A sé poderd ter um tinico correspondente no contradominio B.

Estas caracteristicas nos informam que uma funcdo pode ser vista geometricamente como
um conjunto de pontos no plano cartesiano, contidos em A X B, que s6 pode ser "cortada” uma
linica vez por uma reta vertical, qualquer que contenha o ponto.

Obs | Yamos considerar deste ponto em diante que todas as fungdes, usadas e definidas por
quaisquer letras, tenham o conjunto dominio Dom e imagem Im, como intervalos contidos
no conjunto dos niimeros reais R.

Observacao 1.3. Usaremos a seguintes notacdes para os intervalos numéricos:
e (a,b) = {x € R |a<x<b} chamado de intervalo aberto.

P

R a 5

[a,b] = {x € R | a <x < b} chamado de intervalo fechado.

T °
a b

R

(a,b] ={x € R | a < x < b} chamado de intervalo aberto a esquerda e fechado a direita.

SEO)

®
R b

[a,b) = {x € R | a <x < b} chamado de intervalo fechado a esquerda e aberto a direita.

. .
R a b
o (a,00)={xeR|a<ux}
R a
o [a,0) = {reR a<x}
.
R a
o (—o,b)={xeR|x<b}
R b
o (—o,b)={xeR|x<b}
°
R b

Definicdo 1.6 Chamaremos de zeros (ou raizes) da fungio f(x) ao conjunto formado por
todos os valores de z € R tais que a imagem f(z) seja zero, ou seja,

Z(f) ={zeR|f(z) = 0}

1.3 Funcoes Polinomiais



1.3 Fung¢des Polinomiais %

Defini¢do 1.7 Uma fungéo f de R em R € dita polinomial de grau n se ela for do tipo:

flx) = Za,-xi
i=0

= apx’+ax! +ax® 4+ +ax"
= ay+aix+apx®+-- +ax"

Onde g;x' sdo chamados de mondmios de grau i e os a; € R sao chamados de coeficientes do
termo de grau i, Vi=1,...,n.

= Exemplo 1.6 Considere alguns exemplos':
a) p(x) = 1 +2x+3x* +4x> + 5x*, chamada de fungio polinomial, ou simplesmente po-
lindbmio do 4° grau,comag =1,a; =2,ay =3,a3 =4 eay = 5;
b) f(x) =4, chamada de funcdo constante, onde ay = 4;

¢) g(x) =3 —2x, chamada de fun¢do afim (ou do 1° grau), onde ap =3 e a; = —2;
d) h(x) = x*> +2x+ 3, chamada de funciio quadritica (ou do 2° grau), onde ag = 3,a; =2 ¢
a) = 1.

1.3.1 Funcdo Constante
Definicdo 1.8 Uma funcao constante f é uma fungéo polinomial de grau zero, ou seja, €
do tipo f(x) = k. O dominio Dom(f) =R e a imagem é Im(f) = k. O grafico de f(x) é uma
reta paralela ao eixo x, passando pelo ponto (0,%), no eixo y.

» Exemplo 1.7 Considere as func¢des constantes f(x) =3 e g(x) = —2 exibidas na figura 1.3

¥

Figura 1.3: Grificos das fungdes constantes f(x) =3 e g(x) = —2

1.3.2 Funcdo Afim - 1° Grau
Definicdo 1.9 Uma funcao afim f é uma funcdo polinomial de grau um, também chamada
de fungdo do primeiro grau, ou seja, é do tipo f(x) = ax+ b, com a # 0. O dominio
Dom(f) =R e aimagem é Im(f) = R. O grifico de f(x) também € uma reta, porém néo é
paralela ao eixo x.

» Exemplo 1.8 Considere as fungdes f(x) =2x+2 e g(x) = —x — 2 exibidas na figura 1.4

'Em geral é colocado os termos do maior para o menor grau, ou seja, a funcio p(x) é escrita da forma p(x) =
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glx) —x—32

-4

Figura 1.4: Grificos das fungdes f(x) =2x+2e g(x) = —x—2

Observacao 1.4. Os termos a e b, de uma fungdo afim f(x) = ax+ b, sdo chamados de coefici-
ente angular e linear respectivamente.

Coeficiente Linear

O coeficiente linear b é o termo independente da varidvel x na fun¢do do 1° grau f(x) = ax+b
e observe que é exatamente o valor onde o grdfico da fung¢do corta o eixo y. Isto se dd pelo
simples fato de que o ponto (0, f(0)) = (0,a0+b) = (0,b) pertence ao grdfico da fungao.

Coeficiente Angular

O coeficiente angular a é o termo dependente da varidvel x na fungdo do 1° grau f(x) = ax+b.
O valor de a indica o coeficiente angular (tan @) que o grdfico da funcdo faz em relacdo ao eixo
Xx. Relembrando um pouco das propriedades dos triangulos retdngulos, na figura 1.5, temos que
no tridngulo ABC satisfaz:

comprimento do cateto oposto 2 )
= — = =dad

tanq = - : =
comprimento do cateto adjacente 1

1.3.3 Funcdo Quadrdtica - 2° Grau

Definicdo 1.10 Uma funcao quadratica f ¢ uma funcao polinomial de grau dois, também
chamada de fungio do segundo grau, ou seja, é do tipo f(x) = ax* + bx+c, coma # 0. O
dominio Dom(f) = R e aimagem Im(f) é uma semi-reta. O grafico de f(x) é uma parébola,
porém ndo ¢ paralela ao eixo x.

Obs | Dado uma equagdo do segundo grau
ax* +bx+c =0, coma#0 (1.1)

Dependendo do valor A = b*> — 4ac, chamado de discriminante da equacdo do 2° grau,
podemos ter:

Sxt 43 432+ 2x+ 1.
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1 1] 1
fle) = 22+ 2

Figura 1.5: Tridngulo ABC formado pelo grafico de f(x) e os eixos cartesianos.

_ —b+VA

X2 = N
2¢

~b— VA
4

2a
—b

2a’

a) A > 0a equagao admite duas solugdes x| =

b) A =0 a equacdo admite apenas uma solucdo x; =

¢) A > 0a equagdo ndo admite solugdes reais.

1.4 Funcado Logaritmica
1.5 Fun¢ao Exponencial

1.5.1 Funcoes Compostas
1.6 Fungcdo Modular
Definicdo 1.11 O médulo de um nimero real x € R, denotado por |x|, é definido por:

x ,se x>0
x| =
—x ,se x<0
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2.1 Reta secante e tangente a uma fungdo
Definicdo 2.1 Chamaremos de coeficiente de Newton de uma fungio f(x) a razdo entre
variagdo da fungdo Ay = y; —yo = f(x1) — f(x0) e a variag@o dos valores do dominio da
funcdo Ax = x| — xp, ou seja,

Ay _ f(x1) = f(xo)

Ax X1 — X0

2.2 Regras da derivacdo

2.2.1 Poténcias de x
Propiedade 2.2.1 Se f(x) =x” com p € R, entdo

| f = p.x(p_l)
= Exemplo 2.1 Se f(x) = x° entdo f'(x) = 5.0~ =5x* .
1/2
= Exemplo 2.2 Se f(x) = Va3 = x*/? entdo: f'(x) = %.x3/2’1 = 3xT = ¥ .
2.2.2 Constante multiplicada por uma fun¢dao
Propiedade 2.2.2 Se f(x) = K.g(x) com k € R, entdo:
QS (x) =k.g'(x)
| f =k.g
= Exemplo 2.3 Se f(x) = 3.x* entdo f'(x) = 3.[x*)' = 3.(4x%) = 12+ .
_ 3 3 0
» Exemplo 2.4 Se f(x) = 72 = 5% entdo:
/ _é -2 é -3\ __ _i
F@=2k =5 w) = =5
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Soma ou diferenca de duas fungoes
Propiedade 2.2.3 Se f(x) = g(x) £ h(x), entdo

G () = g (0) £ 1 (x)
| f—o +h
Ou seja, a derivada da soma/diferenca € igual a soma/diferenca das derivadas.
= Exemplo 2.5 Se f(x) = 4x? + 3x entdo f'(x) = [4x?]' + [3x] = 8x+3 .
1 1
= Exemplo 2.6 Se f(x) =x—— =x—x""entdo f'(x) =[x] =[x '] =1+ = .
X X

Produto de duas funcoes
Propiedade 2.2.4 Se f(x) = g(x).h(x), entdo
S (®) = & (6)-h(x) + g(x).H (x)
| f =g h+gh

= Exemplo 2.7 Se f(x) = (2x> — 1)(x+2) entdo considere g(x) = 2x*> — 1 e h(x) = x+2, logo

F0) = (A )2+ - D)
g h g "
f'x) =

= Exemplo 2.8 Se f(x) = (5x> —x?)(x* — x — 2) entdo considere g(x) = 5x° —x* e h(x) =
x> —x—2,logo
15x% — 2x) (x* —x —2) + (5x° —x%) (2x — 1
£ = (157 = 20)(2 —x = 2) + (5 —x)(2x— 1)

g h g n

flx) =

Quociente de duas funcoes

Propiedade 2.2.5 Se f(x) = ‘flgg com h(x) # 0, entdo
SOV () — 8 )-h(x)—g(x).H (x)
f — g.-n—g.
h2

2

x+2

» Exemplo 2.9 Se f(x) = entdo considere g(x) = 2x*> — 1 e h(x) = x+2, logo

g h g W
(A1) =22 -1
(x+2)?

———’

h2

flx) =
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= Exemplo 2.10 Se f(x) = 2 —x—

3 entdo considere g(x) = 5x* —x? e h(x) = x> —x— 2, logo
g h g W

/ N7 N / N~

(15x% = 2x) (x* —x—2) — (5x° —=x}) (2x — 1)

flx) =

(x> —x—2)?
2
f/(x) = (XZ—X—Z)Z

2.2.6 Funcdo logaritmica

2.2.7

Observacao 2.1. O logaritmo natural (ou neperiano), representado por Inx é o logaritmo log,, x,
com base e =12,7182818284590452354 chamada de constante de Euler.

Observacao 2.2. Para transformar um log de uma base qualquer para In basta fazer a mudanga

log,x Inx _ ilnx

de base: log,x = =
¢ oase OB = 0e b nb  Inb

Propiedade 2.2.6 Se f(x) = Inx com x > 0, entdo

'\@"f'(x) _ l

X

1
-
X
o , 1 4
m Exemplo 2.11 Se f(x) = SInxentdo f'(x) = 4[lnx] =4— = — n
X X
Funcdo exponencial
Observacio 2.3. Seja a base b > 0 entdo b* = ™" = "™ por exemplo, se b =2 temos

2% = "2 ~ 9% poisIn2 ~ 0,693147181
Propiedade 2.2.7 Se f(x) = ¢* com e = 2,7182818284590452354 (constante de Euler), entdo
e =¢
| f = e

» Exemplo 2.12 Seja N(¢) o ndmero de individuos (animal ou vegetal) de uma populacio
em um instante ¢ de tempo. A variacdo da populacio entre dois instantes t =ty et =9+ h
(h>0)éAN = N(to+h) — N(to), logo a taxa média de crescimento durante o periodo de tempo
to<t<ty+hé
AN  N(to+h)—N(t)

N h
A taxa de crescimento instantineo € obtida desta taxa média quando o periodo de tempo Af = h
se aproximar de 0, ou seja,

taxa média =

taxa de crescimento = lim — = lim
h—0 At h—0

N(to+ h})l —N(t) — N'(0)
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Vamos considerar, por exemplo, uma populacio inicial de 100 bactérias, em um meio
nutriente e homogéneo, na qual a cada hora o ndmero de bactérias duplique, entdo temos:

N(0) = 100

N(1) = N(0) x 2 = 100 x 2(= 200)
N(2) = N(1) x 2 = 100 x 22(= 400)
N(3) =N(2) x 2 =100 x 23(= 800)

N(t)=N(t—1)x2=100x2"
Como a taxa de crescimento da populacdo de bactérias no instante ¢ é
N'(t) = (100 x 2') = 100 x (¢'™2) =100 x (In2) x €/ ~ 100 x (0,69) x 2 ~ 69 x 2!

Logo a taxa de crescimento ap6s quatro horas é N'(4) ~ 69 x 2* = 1104, ou seja, a populacio

cresce a uma taxa de 1104 bactérias por hora. "
m Exemplo 2.13 Se f(x) = 4e" entdo f'(x) = 4[e"] = 4e* .
= Exemplo 2.14 Se f(x) = 4x’¢* entdo considere g(x) = 4x*> — 1 e h(x) = €%, logo
/ _ X 2 X
() = (4 ) (e )+ (&)

g h g W

f(x) = (4x+ 4)cz)e’C

m Exemplo 2.15 Se f(x) = ¢*Inx entdo considere g(x) = ¢* e h(x) = Inx, logo

2.2.8 Funcoes compostas (Regra da cadeia)
Propiedade 2.2.8 Se f(x) = g[h(x)], ou seja, f € uma composi¢do das fungdes g e h, entdo

G (3) = ¢ [h(x)].H (x)
| f — ¢/(h).W

= Exemplo 2.16 Se f(x) = (x* —2x)7 entdo considere g(x) = x’ e h(x) = x> — 2x, note que
[f(x) = g[h(x)], portanto
Flx) =70 —2x)°. (3x* - 2)
—_————— ——
g'[h(x)] K (x)
f(x) = (21x% — 14) (x* — 2x)°

A regra da cadeia pode ser usada para funcoes definida por vdrias composicoes, bastando
derivar reutilizando a regra da cadeia seguidas vezes.
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u Exemplo 2.17 Se f(x) = [In(x* — 2x)]” entdo considere g(x) = x7, h(x) =Inx e i(x) = x> — 2x,
note que f(x) = g{hli(x)]}, portanto

£1(x) = 7[In(x* — 20)]°. < 3x21_ Zx) (6x—2)

g{hli)]} N i

[i(x)]
x — 2) [In(x* — 2x)]6
-3
[In(x3 —4x)]3

m Exemplo 2.18 Derive a seguinte fungdo: f(x) = Y———5———

2.3 Andlisando as Funcoes

2.3.1 Pontos Criticos
Definicdo 2.2 Diremos que um ponto (xo, f(xo)) é um ponto critico da fungio f(x), se:
a) a derivada no ponto xy é nulo, ou seja, f’(xp) =0, ou
b) a f(x) néo é derivédvel no ponto xy, ou seja, ndo existe f’(xp)

2.3.2 Funcdo Crescente e Decrescente
Definicdo 2.3 Dada uma fung¢do f(x) definida em um intervalo I e x;,x; € I, entdo:
a) f(x) é crescente em [ se f(x;) < f(x2) parax; < x2;
b) f(x) é decrescente em I se f(x;) > f(x2) parax; < x;
¢) f(x) é constante em / se f(x;) = f(xz) para todos xj,x; € [;

Teorema 2.3.1 Seja f(x) uma fungdo continua em um intervalo I = [a, b] e diferencidvel em
(a,b), entdo se:

a) f’(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f(x) é crescente em I;

b) f'(x) < 0 para todo x € (a,b), entdo f(x) é decrescente em /;

¢) f'(x) =0 para todo x € (a,b), entdo f(x) é constante em 1.

2.3.3 Concavidade
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3.1 Primitivas

Antes de iniciar propriamente as integrais e as propriedades, iremos calcular alguns exemplos
de primitivas, apenas com as propriedades das derivadas.

Definicdo 3.1 Diremos que uma fungdo F(x) é uma primitiva da func¢do f(x), quando:

Exercicio 3.1 Encontre as primitivas da fungdo f(x) = 2x
Neste caso, nota-se facilmente que Fj (x) = x*> + 1 e F3(x) = x*> — 5 sdo primitivas de f(x)
e que para qualquer constante K, a fungio F (x) = x> 4+ K também é uma primitiva de f(x). =

Observacao 3.1. Se Fi(x) e F>(x) sdo primitivas de uma fungdo f(x), entdo Fy(x) = F>(x) + K,
onde K é uma constante.

Observacao 3.2. Note que para cada constante K existe uma primitiva, isto graficamente,
significa que existem infinitas curvas que representam as primitivas de f(x).

—14 M

= Exemplo 3.1 Determinar a fungio f(x) tal que f'(x) = 4x> —2x3 -3 .

= Exemplo 3.2 F(x) = 3x* — 2x? — 4 é uma primitiva de f(x) = 12x> — 4x. .
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Exercicio 3.2 Encontre as primitivas da fungdo f(x) = 3x3 —2x* —2x+2
Note que, para se encontrar uma primitiva de f(x) a fun¢do F(x), neste caso, tem
que ser uma fungio polinomial do quarto grau F(x) = ax* + bx> + cx? + dx + K, portanto
F'(x) = 4ax® +3bx* +2cx +d deve serigual a f(x), logo: 4a=3,3b=—2,2c=—2ed =2
3 2 3 2
ou seja, a = a b= ~3 c=—1led=2,donde F(x) = 1x4 = §x3 — x> +2x+K.
Graficamente temos vdrias curvas que representam as primitivas de f(x).

\//

M

/,/ _— =

\

-

Portanto ao se escolher um ponto P = (x0,y0) (uma condi¢do) a primitiva fica unicamente
determinada.

= Exemplo 3.3 Encontrar a primitiva da fungdo f(x) = 3x* —2x> —2x+2 no ponto P = (1,2).
3 2

Como F(x) = ZX4 - §x3 — x> +2x+ K sdo as primitivas de f(x), para determinar a primitiva

que passa pelo ponto P = (1,2), basta substituir o ponto na primitiva, isto é, 2 = F(1) =

3 2
1(1)4—5(1)3—(1)24—2(1)—1—1(, donde resulta: K =. n

3.2 Integrais Indefinidas

A integral indefinida de uma funcdo f(x), é uma primitiva de f(x), denotado por
/ F0)dx = F(x)+ K

onde / é o sinal de integragdo (1é-se integral de), dx indica que x é a varidvel a ser considerada.

Temos algumas regras de integracdo, de fdcil obtengdo:

3.2.1 Poténcias de x
Propiedade 3.2.1 Se f(x) =x" onde n # —1, entdo:

P ) =
‘ , Xn-i-l
/ x dx = +K

n+1
x5+1 x6
= Exemplo 3.4 /dex:5+1+K:g+K. .
/21 /2 2/

K=" +K="""4K
3241 8 5T s * .

= Exemplo 3.5 /\/)?dx = /x3/2dx =
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Caso x!
1
Se f(x) = —, entdo:
X

G = -

X
1
‘ /;dx:/x_ldX:ln\xPrK

Constante multiplicada por uma fun¢ao

Se f(x) = c.g(x) onde k € uma constante qualquer, entao:

G F ) = kglx)

| /k.f(x)dx = k./f(x)dx

Soma ou diferenca de duas fungoes
Se f(x) = g(x) £ h(x), entdo:

P =

g(x) £h(x)
| /H@ytg@hk:i/ﬂ@d&t/g@ﬁm

Funcdao exponencial
Se f(x) = €*, entdo:

G ) =
| /eXdX:eXJrK

= Exemplo 3.6 /3x3—4e"+1dx:3/x3dx—4/e"dx+/ldx:

4 ' xo+1' '
= K | +4(e&+K K| =
3( + 1>—|—(e+ 2)+<0+1+ 3>

4

3
_ %+4e"—|—x—|—(3K1 — 4K, + K3)

Integracdo de produtos e quociente

Nao existe uma regra especifica para o produto ou quociente de duas funcoes. Eventualmente

serd possivel reescrever a integral de uma forma que possa ser integrado pelas regras anteriores.

» Exemplo 3.7 /ﬁ(x3 —4x—2)dx = /xl/z(x3 —4x—2)dx = /x7/2 — 432 —2x\ 2y =

resolva usando as regras anteriores. "
5x0 —4x? -3 5x5 4x

= Exemplo 3.8 /7dx = | =—-——- —dx = /Sx —3x3dx = resolva

3
X
usando as regras anteriores. n
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3.2.7 Integracao por substituicao

A ideia dessa regra, é usar a regra da cadeia para uma determinada fungdo, usando para isso
uma substituicdo adequada, tornando a integral mais simples do que a integral original.

Exercicio 3.3 Calcule a integral / 9(x* — 3x +4)%(3x* — 3)dx.
du

== 3x? —3 ou seja, du = (3x* — 3)dx,

Considerando u(x) = x> — 3x+ 4 temos u'(x) =
logo:

/9(x3—3x+4)8(3x2—3)dx = /9u8du:u9+K:

/
-~ -~

u du
= @ —3x+4)9+K
—_——
u
|
=3
Exercicio 3.4 Calcule a integral / 7(1
—3x+4 y
Considerando u(x) = x> — 3x+4 temos #/(x) = d—u = 3x? — 3 ou seja du = (3x* — 3)dbx,
X
logo:
du

— = —adx = - (3x" —3)dx=
x3—3x+4 ¥ —3x+4
———

u
1
= /fdu:1n|u|+K:
u
= In|(x* —3x+4)|+K
—_—

u

d
Considerando u(x) = x — 1 temos ' (x) = d—u =1 ou seja du = dx, logo:
x

/xildx - /

= / + du—u+ln|u\—|—K—
= a1 1+ ln\x—1|+K

= Exemplo 3.10 Calcule a integral / xIn(x* +5)dx.

d
aw_ 2x ou seja a_ xdx, logo:

Considerando u(x) = x> — 5 temos u’(x) = I 5
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du/2
=~
/xln(x2+5)dx = /lnx2+5 xdx = /lnudu =
~—— 2

1
= 3 /lnudu =9

3.2.8 Integracao por partes
Na propriedade da regra do produto (ver 2.2.4) temos:

m Exemplo 3.11 Calcule [ xe*dx
Escolhendo g(x) =xe /' (x) = ¢*, temos ¢'(x) = 1 e h(x) = €%, portanto:

/x & dx = x e — 1 € dx=
N~ N~ ~—
glx) H(x) g(x) h(x) g(x) h(x)

= x*—e"+K=(x—1)"+K

2
Note que fazendo a escolha g(x) = e* e h'(x) = x, temos g’(x) = ¢* e h(x) = % portanto:

xz xz

/ e x dx = & — — [ € —dx=
J =~ ~~ 2 ~~ 2
glx) H(x) 8(x) h"(x) §'(x) h"(x)

= xe* — (integral mais complicada)

Portanto a escolha deve sempre ter como objetivo simplificar a integral, deixando mais
simples que a integral original. "

= Exemplo 3.12 Calcule /xx/x+5dx

2
Escolhendo g(x) =xe /' (x) = v/x+5, temos g'(x) = 1 e h(x) = g(x—|—5)3/2, portanto:

2 2
/ X Vx+5dx = _x g(x+5)3/2—/ 1 g(x+5)3/2dx
RS W YT
— L ,X—i—S 4 (x+5)5/2_|_K

315
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= Exemplo 3.13 Calcule / Inxdx

Escolhendo g(x) =Inxe A'(x) = 1, temos g'(x) = — e h(x) = x, portanto:
x

/lnxldx:lnxx—/lxdx:
—~ = x =~
g(x) H(x) gx) h(x) ~~~ h(x)
g (x)
= xlnx—/ldx:
= xlnx—x+K

m Exemplo 3.14 Terminando o exemplo 3.10, temos:

1
/xln(x2+5)dx = E/lnudu:
1
= E(ulnu—u)#—Kz

1 1
= E(x2+5)1n(x2+5) —§(x2+5)+K

Aplicagoes
Desvalorizacdo

= Exemplo 3.15 O preco de revenda de uma certa maquina decresce a uma taxa que varia com
o tempo de uso. Quando a maquina tinha ¢ anos de uso, a taxa de variacdo do seu valor era
200(¢ — 10) reais por ano. Se a maquina foi comprada por R$ 12.000,00, quanto valerd 10 anos
depois?
Seja R(t) o preco de revenda daqui a ¢ anos. Note que:
__dR

R (1) = - = 200(t — 10) = 2001 — 2000

logo,
12
R(t) = /200[ —2000dt = 2005 — 2000 4 C = 100> — 2000t + C

como a maquina foi comprada por R$ 12.000,00, ou seja, para ¢t = 0, temos que C = 12.000,
portanto daqui a 10 anos a maquina valera:

R(10) = 100(10)* —2000(10) + 12000 = R$ 2.000,00

m Exemplo 3.16 O preco de revenda de uma certa maquina decresce a uma taxa que varia com
o tempo de uso. Quando a maquina tinha ¢ anos de uso, a taxa de variacdo do seu valor era
—960e¢~"/5 reais por ano. Se a maquina foi comprada por R$ 5.000,00, quanto valerd 10 anos
depois?
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Seja R(t) o preco de revenda daqui a ¢ anos. Note que:

dR
R(1) == = —960¢ '/
(1) =— e
logo,

R(t) = / —960e " dr = / 4800¢" du = 4800¢" + C = 4800e /> +C

como a maquina foi comprada por R$ 12.000,00, ou seja, para t = 0, temos que C = 200, portanto
daqui a 10 anos a maquina valer4:

4800 4800
+200 = =——-= 4200 = R$ 849,61

_ ~10/5 _
R(10) = 4800¢ "% +200 = = 389

Valorizagcao
0,4x

\/0,2x* 4+ 8000

= Exemplo 3.17 Estima-se que um certo objeto valoriza a uma taxa anual de
reais. Quanto valerd daqui a 10 anos o objeto que atualmente vale R$ 500,00?
Seja P(t) o preco do objeto daqui a ¢ anos. Note que:
dP 0,4x°
Piy=% = 2
dt  \/0,2x*+8000
logo,

0,4x° 1 /1
Pt :/7—dt:,/7du:\/;,+c: 0,2x* + 8000 + C
) 0,2x* +8000 2/ \u

como o objeto vale atualmente R$ 500,00, ou seja, para t = 0, temos que C = 410,55, portanto
daqui a 10 anos o objeto valera:

P(10) = \/0,2(10)4 +8000+ 410,55 = 100+ 410,55 = R$ 510,55

Receita futura
= Exemplo 3.18 Um poco de petréleo produz 300 barris de petréleo por més. Este poco
devera secar em 3 anos. Estima-se que, daqui a ¢ meses, o pregco do barril de petréleo sera de
P(t) = 18 4+ 0,3/t d6lares. Como o petrdleo € vendido logo que extraido, qual serd a receita
total futura do poco?

Seja R a receita. Entéo:

dR
R(t) = - = (délares recebidos por barril).(N. de barris vendidos por més)

_dR _dR dB

= — = . =P().300 = 54
= B (1).300 = 5400 + 90/t

R'(r)
Logo:
R(t) = / 5400 + 90\/zdt = 5400¢ + 6032 + C

Como R(0) = 0, segue que C = 0 ¢ R(t) = 5400¢ 4+ 60r>/2. Como 0 pogo secard em 36 meses,
a receita futura total do pocgo serd de:

R(36) = 5400.36 + 60(36)>/? = U$ 207.360, 00
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3.4 Integral Definida

3.4.1 Teorema Fundamental do Cdlculo

Suponha que f(x) seja continua e ndo-negativa em um intervalo a < x < b. Vocé pode calcular
o valor aproximado da drea abaixo do grdfico de f, entre x = a e x = b, da seguinte maneira:

Se fizer uma subdivisdo maior, temos:

N ;
\ Vs

X

Onde a drea do n-ésimo retdngulo é f(x;)Ax. Portanto a drea total serd:

n b
A= lim ; Flxi)Ax = / F(x)dx = F(b) — F(a)

n—oo

onde F (x) é uma primitiva de f(x).
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= Exemplo 3.19 Calcule a 4rea entre o grifico de f(x) =x>+3 eoeixoxentre —1 <x <2,

Observando o gréfico nota-se que € sé usar o teorema fundamental do calculo para se
encontrar a area desejada.

1 0 2

3

2
logo, A :/ x> +3dx=F(2) — F(—1) onde F(x) = % + 3x+C, portanto:
-1

— 26 10
—+3.(—1)+C =?+C+?—C=12u.a.

» Exemplo 3.20 Calcule a érea entre o gréfico de f(x) = —x*+1eoeixoxentre —1 <x<?2.

Observando o grafico nota-se que s6 d4 para usar o teorema fundamental do calculo para se
encontrar a area no intervalo —1 < x < 1. Para se calcular a area no intervalo 1 < x < 2 basta
calcular a integral definida nesse intervalo, considerando-se o resultado positivo, portanto:
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-3 (x)

1 2
At =M1 =42 = [ f@dx— [ flds

3

Como F(x) = —% + x+C ¢ uma primitiva, temos:
(1)’ (=1)° 2 4
1 3 +()+(;‘ 3 +( )+€ 3 TC+H7-C
F(1) FC)
23 (1)3 6 2 4
Az—\—g+2+(i- ——+(1)+(i =—3+C+3-C=—3
F2) F(1)
Conclusdo: A =2 — (—%) = ? u.a. "

= Exemplo 3.21 Calcule a drea entre os graficos de f(x) = x*> + 3 e o gréfico de g(x) = —x*>+ 1
entre —1 <x <2.

Observando o grafico nota-se que a drea no intervalo —1 < x < 1 € a diferenca entre as 4reas
entre o eixo x e os graficos de f(x) e g(x), ou seja:

ai= [ ot [ gr= [ 70~ gtolas

-1 —1 —1
e que a drea no intervalo 1 <x <2 ¢:

ar= [ rwax- ( / 2g<x>dx) = [ 1)~ g(wax
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Portanto a fungdo h(x) = f(x) — g(x) = 2x% + 2, satisfaz o teorema, 1020 Ayt = A1 + Az =
2 3
/ [f(x) —g(x)]dx e como H(x) = 2% +2x+ C é uma primitiva de (x), temos:
-1

(2)° (=1)°

Aotal ZZT +2.(2)+C— ZT +2.(-1H)+C
F2) F(-1)
20 4 24
Atoral = ?+C+§ —C= 3 =8 u.a.

= Exemplo 3.22 Calcule a drea entre os gréficos de f(x) = x> —9 e o gréfico de g(x) = —x*>+9
entre —4 < x < 3.

Observando o grafico nota-se que a drea A no intervalo —4 < x < —3 ¢ a diferenca entre
as dreas entre o eixo x e os graficos de f(x) e g(x) e que a area A, no intervalo -3 <x <3 éa
diferenca entre as dreas entre o eixo x e os graficos de g(x) e f(x), ou seja:

A =1 +42 = [ 170~ g+ [ gto) - rCoa

Para resolver essas integrais, vamos utilizar uma fun¢do auxiliar
h(x) = f(x) —g(x) = (x* =9) — (—x* +9) =2x* — 18
logo
-3 3
Avoral = /_ | dx+ /_ —h(x)ds
Calculando a primitiva de A(x), temos:
3

H(x) =/h(x)dx=/2x2—18dx=2?—18x+C

Portanto:

_33 _43
A= 2%+18.(—3)+C - 2%+18.(—4)+C = ua

-~ ~~

F(=3) F(—4)
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3 3
Ay = 2(3)+18.(3)+c

F(3)
20 236

Finalmente: A,y = — +72= —u

3 3

.a.

3

+18.(=3)+C

~/

F(-3)

=T2u.a.



