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CariTULO 1

Funcoes

1.1 Relagoes

Definigao 1.1 Dados dois conjuntos A e B ndo vazios, definimos o produto
cartesiano' entre A e B, denotado por Ax B, como o conjunto de todos os pares
ordenados da forma (x,y) onde x pertence ao primeiro conjunto A e y pertence
ao sequndo conjunto B, ou seja

AxB={(z,y):x€Aeye B}

Observagao 1.1
e Note que A X B # B x A, se A € nao vazio ou B € nao vazio.
o Se A={} ou B ={}, por defini¢io: A x {} ={}={} x B.

o Se A possuim elementos e B possui n elementos, entdo A x B possui man
elementos.

Exemplo 1.1 Dados A = {a,b,c,d} e B ={1,2,3}, o produto cartesiano A x B,

terd 12 pares ordenados e serd dado por AxB = {(a, 1),(a, 2),(a,3),(b,1),(b,2),(b,3),(c,1),(c, 2),(c,3),(d
Definicao 1.2 Sejam A e B conjuntos nao vazios. Uma relagdo de A em B é

qualquer subconjunto R do produto cartesiano A X B.

10s nomes Plano Cartesiano e Produto Cartesiano sio homenagens ao seu criador René Des-
cartes (1596-1650), filésofo e matemético francés. O nome de Descartes em Latim, era Cartesius,
daf vem o nome cartesiano.

ot
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Exemplo 1.2 O conjunto R = {(a, 3),(b, 3),(c, 2),(c, 3),(d, 2),(d, 3)} é uma rela¢io
em A em B do exemplo anterior.

Observagao 1.2 Uma relagio R de A em B pode ser denotada por R: A — B.

Exemplo 1.3 Se A = {1,2} ¢ B = {3,4}, o produto cartesiano é A x B =
{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)} e neste caso, temos algumas relagées em A x B:

1) R1:{ 1-,3-,( 74)}

(1,3),(1
2) Ry ={(1,3)}
3) R3 = {(2,3), (274)}

1.2 Funcgoes

Definigao 1.3 Uma funcao f de A em B € uma relacao em A X B, que associa
a cada varidvel x em A, um tnico y em B. Uma das notagoes mais usadas para
uma fun¢ao de A em B, € f: A— B.

Observagao 1.3 Quatro aspectos chamam a atengao na defini¢ao apresentada:
e O dominio A da relagao.
e O contradominio B da relagao.
e Todo elemento de A deve ter correspondente em B.

e Cada elemento de A sé poderd ter no maximo um correspondente no contra-
dominio B.

Estas caracteristicas nos informam que uma fun¢ao pode ser vista geometrica-
mente como uma linha no plano, contida em A X B, que sé pode ser "cortada”uma
dnica vez por uma reta vertical, qualquer que seja esta reta.




CAPIiTULO 2

Derivada

2.1 Definicao

Definigao 2.1 Chamaremos de coeficiente de Newton de uma fungao f(z) a razao
entre a variagao da funcao Ay =y, —y, = f(z,) — f(z,) € a variacao dos valores
do dominio da fun¢io Ax = x, — x,, ou seja,

% — f(ll) — f(‘ru)

Ax T, —x,

2.2 Regras da derivagao

2.2.1 Poténcias de x

Se f(z) = 2™ com n € R, entdo
‘f(z) =a1" = f(z) = na"! ‘

Exemplo 2.1 Se f(x) = 2° entdo f'(z) = 5.2°~* = 5a*

3 . 3212 3/
Exemplo 2.2 Se f(x) = Va3 = 232 entdo: fl(x) = 5.1”3/2’1 = —EQ = —\2/5

2.2.2 Constante multiplicada por uma funcao

Se f(z) = K.g(z) com K € R, entdo:
/() = Kgle) = f'(2) = Kg'(a)|

7
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Exemplo 2.3 Se f(r) = 3.2* entdo f'(x) = 3.[2*] = 3.(42%) = 122°

3 3
Exemplo 2.4 Se f(z) = 52 = 59;’2 entdo:
T

F@)= 3l = S (- = -3

N W

2.2.3 Soma ou diferenga de duas funcgoes

Se f(z) = g(z) £ h(x), entdo
[f(2) = g(2) £ h(z) = f(2) = ' (2) £ W (z)]

Exemplo 2.5 Se f(z) = 42% 4 3z entdo f'(z) = [42?] + [32] =8z +3

1

1
Exemplo 2.6 Se f(z) =2z —— =z —a " entio f'(x) =[z] —[+7") =1+ =
T T

2.2.4 Produto de duas fungoes

Se f(z) = g(z).h(z), entdo
(@) = g(x)-h(x) = f'(x) = ¢/(x).h() + g(x).H ()

Exemplo 2.7 Se f(z) = (22° — 1)(z + 2) entdo considere g(xz) = 22° — 1 e
h(z) =z + 2, logo

Exemplo 2.8 Se f(z) = (523 — 2?)(2® — x — 2) entdo considere g(z) = 5a® — 2*
e h(z) =2® —x —2, logo

fl(x) = (152% — 22) (2 — 2 — 2) + (52° — 2%) (2 — 1)
g " g

fla) =
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2.2.5 Quociente de duas fungoes

Se f(z) = % com h(z) # 0, entdo
g(x)

f(x):méf/(f):

2% —1
Exemplo 2.9 Se f(z) = ’ ) entdo considere g(x) = 22* — 1 e h(z) = 2 + 2,
T

logo

Exemplo 2.10 Se f(z) = 7x2
i
22 — 2 —2, logo
g h g j
™ > b
(1522 — 22)(2* — 2 — 2) — (52 — %) (2 — 1
(zz —x— 2)2
—

h2

fl@) =

2.2.6 Funcao logaritmica

Observagao 2.1 Inz = log, z, onde e = 2,7182818284590452354 € constante de
Euler.

log.z  Inz 1

Observagao 2.2 log,z = g b P

Se f(z) =Inz com K € R, entdo

fw) =Tz = (&)=

1 4
Exemplo 2.11 Se f(z) =5lnz entdo f'(z) =4[lnz) =4— = —
r x
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2.2.7 Funcao exponencial
Observacdo 2.3 b° = """ = ¢?In?

Se f(z) = €* com e = 2,7182818284590452354 (constante de Euler), entéo
f@) =" = ['(x) =¢"

Exemplo 2.12 Se f(z) = 4e” entao f'(x) = 4[e*] = 4e®
Exemplo 2.13 Se f(r) = 42%e® entdo considere g(x) = 42® — 1 e h(x) = €%, logo

P@) = (A2 )(€) +(da)()
q h g h'

f(x) = (4o + 4a?)e”

Exemplo 2.14 Se f(z) = e¢“Inx entao considere g(z) = e* e h(z) = Inz, logo

F) = (€ z) + (£ 1)
g h 9 =

f@) = (i + e

2.2.8 Fungoes compostas (Regra da cadeia)
Se f(x) = g[h(z)], entdao
/(@) = glh(@)] = ['(x) = g'[h(x)] W () ]

Exemplo 2.15 Se f(z) = (z* —22)7 entdo considere g(z) = 27 e h(x) = 23 — 2z,
note que f(z) = g[h(z)], portanto

fl(x) = 7(2® — 22)° . (32® — 2)
e e’ N e’
g'[h(@)] W ()

f(2) = (212° — 14)(2® — 22)°
A regra da cadeia pode ser usada para fungoes definida por varias composigoes,

bastando derivar reutilizando a regra da cadeia seguidas vezes.

Exemplo 2.16 Se f(z) = [In(z® — 22)]" entdo considere g(z) = 27, h(z) =Inz e
i(z) = 2® — 2z, note que f(x) = g{hli(z)]}, portanto
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el /1,37 T 6 1 T —
f(z) = 7[n(a® — 22)) .(3‘7[27%).(6,5 2)

e} S~ #(2)
Wli(a)]

7(62 — 2)[In(2® — 22)]°
32?2 — 2z
(In(2? — 42)]3
2x3e2e’ VT

f'a) =

Desafio: Derive a seguinte fungao: f(z) =

12
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L | CAPI/TULO 3

Integrais

3.1 Primitivas

Antes de iniciar propriamente as integrais e as propriedades, iremos calcular
alguns exemplos de primitivas, apenas com as propriedades das derivadas.

Definicao 3.1 Diremos que uma fun¢io F(x) é uma primitiva da fungio f(z),
quando:

Exercicio 3.1 Encontre as primitivas da fungao f(z) = 2z

Solugao 3.1 Neste caso, nota-se facilmente que Fi(z) =22+ 1 e Fy(z) = 2% -5
sdo primitivas de f(x) e que para qualquer constante K, a fun¢io F(x) = 22+ K
também é uma primitiva de f(z).

Observacao 3.1 Se Fi(z) e Fy(x) sao primitivas de uma fungio f(z), entdo
Fi(z) = Fy(z) + K, onde K € uma constante.

Observacao 3.2 Note que para cada constante K existe uma primitiva, isto gra-
ficamente, significa que existem infinitas curvas que representam as primitivas de

f(x).

13
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Exemplo 3.1 Determinar a funcio f(x) tal que f'(x) = 4a® — 22> — 3
Exemplo 3.2 F(x) = 3z* — 222 — 4 ¢ uma primitiva de f(z) = 122° — 4x.
Exercicio 3.2 Encontre as primitivas da funcio f(z) = 323 — 222 — 22+ 2

Solucao 3.2 Note que, para se encontrar uma primitiva de f(z) a fun¢ao F(z),
neste caso, tem que ser uma funcdo polinomial do quarto grau F(x) = ax* +ba® +
cx? +dz + K, portanto F'(x) = 4ax® + 3bx? + 2cx + d deve ser igual a f(x), logo:

3
4da=3,3b=-2,2c=-2ed=2 ouseja,azi,b:fg,c:fled:2, donde
3 2 .
F(I):1.4*§?L'L3*?E2+2I+K.

Graficamente temos vdrias curvas que representam as primitivas de f(z).

.

Portanto ao se escolher um ponto P = (zg, yo) (uma condigdo) a primitiva fica
unicamente determinada.

Exemplo 3.3 Encontrar a primitiva da funcio f(x) = 313 — 222 — 2x + 2 no
ponto P = (1,2)
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- 3,4 2.4 5 N o
Solugao 3.3 Como F(z) = 5 T30 T + 2z + K sdo as primitivas de f(x),
para determinar a primitiva que passa pelo ponto P = (1,2), basta substituir o
3 )
ponto na primitiva, isto é, 2 = F(1) = 1(1)4 —Z(1)® = ()2 +2(1) + K, donde

3
resulta: K =

3.2 Integrais Indefinidas

A integral indefinida de uma funcio f(z), é uma primitiva de f(z), denotado
por

/f(z)dz =F(z)+ K

onde / é o sinal de integracao (lé-se integral de), dx indica que = é a varidvel a

ser considerada.
Temos algumas regras de integragao, de facil obtengao:

3.2.1 Poténcias de x

Se f(z) = 2™ onde n # —1, entao:

g ks
flz)=x /1 T= +
} 5+1 26

E lo 3.4 2°dr = - K=—+K
xemplo /z T 511 + 6 +

:3/2+1 25/2 /5
Exemplo 3.5 [ Vaidz = | 2¥2dz = — K= K= K
xemplo / rdr /:L T 3/2+1+ 5/2+ 5 +

3.2.2 Caso z!

Se f(x) = %, entao:

1 1
flx) = 7:>/7dur:/z’ld:r:ln\x\+l(
T T

3.2.3 Constante multiplicada por uma funcao

Se f(x) = c.g(z) onde ¢ é uma constante qualquer, entao:

f(z) = c.g(@) :/'c.f(m)dx:c./f(x)dm
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3.2.4 Soma ou diferenga de duas fungoes
Se f(z) = g(z) £ h(zx), entao:
$@) = gle) £ o) = [17(@) £ g()to = [ fado = [ gtado

3.2.5 Funcgao exponencial

Se f(x) = €", entao:

f(ﬂC):ezé/e””dz:eerK

Exemplo 3.6 /3:1;3 —4e" 4+ 1dx =3 | 23dx — 4 / e“dr + / ldz =

1,4 I0+1
=3 +K 4(e® + K. Z 4K )=
3<4+ 1)+ (" + 2)+<0+1+ 3)

3I4 ,’_/\—
= T+4Cm+ﬂ?+(3kl—4K2+K3)

3.2.6 Integracao de produtos e quociente

Nao existe uma regra especifica para o produto ou quociente de duas fungoes.
Eventualmente serd possivel reescrever a integral de uma forma que possa ser
integrado pelas regras anteriores.

Exemplo 3.7 /\/E(J:?’ —dx — 2)dx = / 22 (2 — 4z — 2)da =

= /17/2 — 42%% — 222dx = resolva usando as regras anteriores.

528 — 4% -3 528 42 3
Exemplo 3.8 /%dx:/ﬁ I
x

= /59&" — — — 327 3dx = resolva usando as regras anteriores.
T

3.2.7 Integracao por substituicao

A idéia dessa regra, é usar a regra da cadeia para uma determinada fungao,
usando para isso uma substitui¢do adequada, tornando a integral mais simples do
que a integral original.
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Exemplo 3.9 Calcule a integral /9(:1:3 — 3z 4 4)8(322 — 3)du.

. d
Solugao 3.4 Considerando u(z) = 2* — 3z + 4 temos u'(x) = ]—u =322~ 3 ou
dx

seja, du = (3x* — 3)dz, logo:

/9(13 —3z+ 4)8 (32% — 3)dx /9u8du =u'+ K=
—_——— ——

u du
= @ -3z+4)"+K
~—_—
Exemplo 3.10 Calcule a int z/ 3083
xem . alcule a integral | ——————dz.
P J 3 —3x+4

d
Solucao 3.5 Considerando u(z) = x> — 3z + 4 temos u'(z) = d_u =322 -3 ou
T
seja du = (32* — 3)dz, logo:

du

/ 323 / L B2 3

——dx = — (32> —3)dzr =

23 —3x+4 2® —3x+4
———

1

= /7du:ln\u|+K:
u

= In|(z® — 3z +4)| + K
—_—

u

Exemplo 3.11 Calcule a '/Jnteg'rul/ = 1([:1;.
T —
- . , du )
Solucao 3.6 Considerando u(x) = x — 1 temos u'(x) = e 1 ou seja du = dz,
logo:
du 1
P - ’/\ 9
/de:/ldx—/l”rdu:
J z—1 r—1 U
——

1
/1+7du:u+ln|u\+K:
u

= z—1l+hnfz—-1+K
—— —

u u
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Exemplo 3.12 Calcule a integral /a:ln(a:2 +5)dx.

d d
Solugao 3.7 Considerando u(z) = % — 5 temos u/(z) = d—u = 2z ou seja % =
T

xdz, logo:

du/2

" =~
/lnx2+5xdz :/lnu@ =
N~ 2

1
i/lnudu =71

3.2.8 Integracgao por partes

/xln(z2 +5)dx

Na propriedade da regra do produto (ver ??) temos:
g(a) () - 9@ h@) — ¢ @)h(z)
[own@as = [lg@nyis - [ ¢@hs
~ g@hia) - [ @
Exemplo 3.13 Calcule / ze®d

Solugao 3.8 FEscolhendo g(x) = x e W(z) = €%, temos ¢'(z) = 1 e h(z) = €%,
portanto:

r e dr r et — 1 e dx=
~— (NGNG ~ N~
g(z) K (x) g(x) h(z) g'(z) h(z)

ze® —e" + K= (x—-1)e"+ K

Note que fazendo a escolha g(z) = €* e ' (x) = x, temos ¢'(x) = e* e h(z) = —,
portanto:
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" 22 " 22

e’ x . dx = € — — / e’ — dr=
N~~~ ~~ 2 ~~ 2

g(x) W (z) g(x) v’ 0 g'(z) v} s

= xe® — (integral mais complicada)

Portanto a escolha deve sempre ter como objetivo simplificar a integral, dei-
xando mais simples que a integral original.

Exemplo 3.14 Calcule /,1:\/:1: + 5dx

Solugéo 3.9 Escolhendo g(x) = x e W' (z) = Va+5, temos ¢'(x) = 1 e h(z) =
2 ]

S(x+5)%?, portanto:

3

2 5 2 .
, _ z 3/2 z 3/2
x_Vr+5dr T 3(x+5) ' 1 3(:1:+5) dx
g(x)  h'(x) glz) S~ g'(@) S~

= 217 ";“’,%(x+5)5/2+[(

Exemplo 3.15 Calcule /ln:l;d:l;

1
Solugao 3.10 Escolhendo g(z) =Ilnzx e b'(x) = 1, temos ¢'(x) = — e h(z) = z,
x

portanto:
1
Inz 1 der = lnz_x — — _x dx=
— — = T =~
g(z) h'(z) g(z) h(z) ~~~ h(z)
g'(x)
= zlnz— / ldx =
= zlnr—ax+ K

Exemplo 3.16 Terminando o exemplo 7?7, temos

1
7/11171,(171, =
2

= —(ulhu—u)+ K=

/mln(m2 +5)dz

= =

) 1
= 5(12 +5)In(z? +5) — 5(952 +5)+ K
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3.3 Aplicagoes

3.3.1 Desvalorizacao

Exemplo 3.17 O prego de revenda de uma certa mdquina decresce a uma taza
que varia com o tempo de uso. Quando a mdquina tinha t anos de uso, a taxa de
varia¢do do seu valor era 200(t — 10) reais por ano. Se a mdquina foi comprada
por R$ 12.000,00, quanto valerd 10 anos depois?

Solucao 3.11 Seja R(t) o prego de revenda daqui a t anos. Note que:

dR
R(t) = (TI: = 200(t — 10) = 200t — 2000

logo,
t‘2
R(t) = /200t — 2000dt = 2005 — 2000t 4+ C' = 100t* — 2000t + C

como a mdquina foi comprada por R$ 12.000,00, ou seja, para t = 0, temos que
C = 12.000, portanto daqui a 10 anos a mdaquina valerd:

R(10) = 100(10) — 2000(10) + 12000 = R$ 2.000, 00

Exemplo 3.18 O prego de revenda de uma certa mdquina decresce a uma taza
que varia com o tempo de uso. Quando a mdquina tinha t anos de uso, a taza
de variacio do sew valor era —960e~° reais por ano. Se a mdquina foi comprada
por R$ 5.000,00, quanto valerd 10 anos depois?

Solucao 3.12 Seja R(t) o preco de revenda daqui a t anos. Note que:

dR ;
R(t) = —= = =960e™7°

logo,
R(t) = / —960e~5dt = / 4800¢e"du = 4800¢e" + C' = 4800e~/° + C'
como a mdquina foi comprada por R$ 12.000,00, ou seja, para t = 0, temos que

C =200, portanto daqui a 10 anos a mdquina valerd:

4800 4800
— 480019/ _ 4800 _ 4800 _ -
R(10) = 4800e + 200 2 + 200 7339 + 200 = R$ 849,61
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3.3.2 Valorizagao

0, 423

/0, 22" + 8000

reais. Quanto valerd daqui a 10 anos o objeto que atualmente vale R$ 500,007

Exemplo 3.19 Estima-se que um certo objeto valoriza a uma taza anual de

Solugao 3.13 Seja P(t) o prego do objeto dagui a t anos. Note que:

ar 0, 423

Pt)= — = ————
® dt /0, 2z* 4+ 8000

logo,

P(t) / 04 4 1/ L i = i+ € = /0,227 18000 + C
= | ———dt == | —du=Vu = ,2x
V0,227 + 8000 2) Vau

como o objeto vale atualmente R$ 500,00, ou seja, para t = 0, temos que C =
410, 55, portanto daqui a 10 anos o objeto valerd:

P(10) = /0, 2(10)* + 8000 + 410, 55 = 100 + 410,55 = R$ 510,55

3.3.3 Precos de Venda
Exemplo 3.20

Solucgao 3.14

3.3.4 Custo Marginal

Exemplo 3.21

Solugao 3.15

3.3.5 Receita futura

Exemplo 3.22 Um pogo de petroleo produz 300 barris de petroleo por més. Este
poco deverd secar em 3 anos. Estima-se que, daqui a t meses, o preco do barril de
petréleo serd de P(t) = 18 4 0,3/t ddlares. Como o petréleo ¢é vendido logo que
extraido, qual serd a receita total futura do pog¢o?

22 CAPITULO 3. INTEGRAIS

Solugao 3.16 Seja R a receita. Entao:

d
R'(t) = d—lf = (ddlares recebidos por barril).(N. de barris vendidos por més)
dR dR dB
4 - = — = =
R(t) = — = o5 r = P(t).300 = 5400 + 90Vt
Logo:

R(t) = / 5400 + 90V/tdt = 5400t + 60t*% + C

Como R(0) = 0, seque que C' =0 e R(t) = 5400t + 60t%/2. Como o pogo secard
em 36 meses, a receita futura total do poco serd de:

R(36) = 5400.36 + 60(36)*2 = U$ 207.360, 00

3.4 Integral Definida

3.4.1 Teorema Fundamental do Calculo

Suponha que f(z) seja continua e ndo-negativa em um intervalo a < z < b.
Vocé pode calcular o valor aproximado da drea abaixo do grafico de f, entre x = a
e r = b, da seguinte maneira:

2 0

Se fizer uma subdivisao maior, temos:
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N ;

) 0
x

Onde a drea do n-ésimo retangulo é f(z;)Axz. Portanto a drea total serd:

A= liw 3 f@)ae = [ f@)ds = FO) - Flo

onde F(z) é uma primitiva de f(z).

Exemplo 3.23 Calcule a drea entre o grdifico de f(x) = 22+ 3 e o eizo x entre
—1<z<2.

Solugao 3.17 Observando o grdfico nota-se que € sé usar o teorema fundamental
do calculo para se encontrar a drea desejada.
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109

N 0

2

2 B 3
logo, A = / 2%+ 3dz = F(2) — F(~1) onde F(x) = % + 3z + C, portanto:

1

23 —1)3 26 10
A= —+32+C~— u-i—i’).(—l)—i-C' =—+C+—--C=12u.a.
3 3 3 3
F(2) F(-1)
Exemplo 3.24 Calcule a drea entre o grdfico de f(x) = —x®+ 1 e o eizo x entre
-1 <z<2.

Solugao 3.18 Observando o grdfico nota-se que sé dd para usar o teorema fun-
damental do calculo para se encontrar a drea no intervalo —1 < x < 1. Para se
calcular a drea no intervalo 1 < x < 2 basta calcular a integral definida nesse
intervalo, considerando-se o resultado positivo, portanto:

-3 100

1 2
Agotat = A1 — Az = /_1 f(x)dx — /1 f(z)dx

3

Como F(x) = —% +a+ C € uma primitiva, temos:
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ooy (-1)? 2 4
A= 3 +1)+C 3 +(-1)+C _3+C+3 C=2
F(1) F(-1)
23 (1)3 6 2 4
F(2) F(1)

Conclusao: A =2 — (—g) = E U.a.

Exemplo 3.25 Calcule a drea entre os grdficos de f(z) = % + 3 ¢ o grdfico de
gla) = —22 +1 entre =1 < x < 2.

Solugao 3.19 Observando o grdfico nota-se que a drea no intervalo —1 < x <1
é a diferenga entre as dreas entre o eizo x e 0s grificos de f(z) e g(x), ou seja:

e que a drea no intervalo 1 < x <2 é:

a= [ e ([ swae) = [ - oian

Portanto a funcio h(z) = f(z) — g(x) = 22% + 2, satisfaz o teorema, logo
2

3
Apotal = A1 + Ay = / [f(x) — g(z)]dz e como H(zx) = 2% + 2z 4+ C € uma
1

primitiva de h(z), temos:
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(2 (-1’

At = 25 +2.2) + C = [ 2255 +2.(-1) +C
F(2) F(-1)
20 4 24
Avrat = = =2 _%ua
total = 3 +C’+3 C 3 8 u.a

Exemplo 3.26 Calcule a drea entre os grdficos de f(x) = 2* — 9 e o grdfico de
g(z) = —22 49 entre —4 < z < 3.

Solugao 3.20 Observando o grdfico nota-se que a drea Ay no intervalo —4 < x <
—3 € a diferenca entre as dreas entre o eizo x e o0s grdficos de f(x) e g(z) e que a
drea As no intervalo —3 < x < 3 € a diferenca entre as dreas entre o eizo x e 0s
grdficos de g(z) e f(x), ou seja:

3

Aat = v+ Ag = / (@) — gla)lde + / o) — F(@))de

-3

Para resolver essas integrais, vamos utilizar uma fun¢do auxiliar
h(z) = f(z) — g(x) = (2® — 9) — (—2* +9) = 22 — 18

logo

Avrat = [  h()de + / C by

1 -3
Calculando a primitiva de h(z), temos:

3
H(:t):/h(m)dx:/QzZ—18dm:2%—18x+0

Portanto:
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_2)\3 4 3 2
A= 2% +18.(=3)+C | — 2% +18.(—-4)+C | = Eou.a.
F(=3) F(-4)
3 3 -3 3
Ay = 2%+18.(3)+C - 2( 3> +18.(=3)+ C' | = T2u.a.
F(3) F(-3)
20 236
Finalmente: Ajppqg = — + 72 = —u.a.

3 3
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Anexos

3.5 Juros

3.6 Juros Simples

Juro é toda compensagao em dinheiro que se paga ou se recebe pela quantia
em dinheiro que se empresta ou que é emprestada em funcao de uma taxa e do
tempo. Quando falamos em juros, devemos considerar:

1. O dinheiro que se empresta ou que se pede emprestado é chamado de capital.

2. A taxa de porcentagem que se paga ou se recebe pelo aluguel do dinheiro é
denominada taxa de juros.

3. O tempo deve sempre ser indicado na mesma unidade a que estd submetida a
taxa, e em caso contrario, deve-se realizar a conversao para que tanto a taxa
como a unidade de tempo estejam compativeis, isto é, estejam na mesma
unidade.

4. O total pago no final do empréstimo, que corresponde ao capital mais os
juros, é denominado montante.

Para calcular os juros simples j de um capital C', durante ¢ periodos com a
taxa de % ao perfodo, basta usar a férmula:

i
O xtx ——
=X 100

Exemplo 3.27 O preco a vista de um aparelho é de R$ 450,00. A loja oferece
este aparelho para pagamento em 5 prestagoes mensais e iguais porém, o pre¢o
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passa a ser de R$ 652,50. Sabendo-se que a diferenca entre o preco a prazo e o
preco a vista € devida aos juros cobrados pela loja nesse periodo, qual é a taza
mensal de juros cobrada por essa loja?

j =652,5—450 = 202,5

Os dados sao: t=

i
= 202,50 =450 x 5 x m:sxfﬁ)
202,50

De outra forma, como o juros pago a cada més foi de =40, 50 entao a

taza mensal de juros, desse problema pode ser resolvido da seguinte forma: i% de
450, 00 = 40, 50
Resposta: A taza de juros é de 9% ao més.

Exercicio 3.3 Uma aplicagdo feita durante 2 meses a uma tara de 3% ao més,

7 =1.920,00
rendeu R$ 1.920,00 de juro. Qual foi o capital aplicado? Os dados sao: tC::27
i = 3%
=1.920,00 =C x 2 x 17% = C = 32.000, 00
De outra forma, como o capital que a aplicagio rendeu mensalmente de juros
foi de: 1920,00 = 960,00. Se o capital aplicado € indicado por C, esse problema

pode ser expresso por: 3% de C = 960, 00.
Resposta: O capital aplicado foi de R$ 32.000,00.

Exercicio 3.4 A quantia de R$3.000,00 ¢ aplicada a juros simples de 5% ao més,
durante cinco anos. Calcule o montante ao final dos cinco anos.?

Exercicio 3.5 Calcule o montante ao final de dez anos de um capital R$10.000,00
aplicado a tava de juros simples de 18% ao semestre.®

Exercicio 3.6 Quais 0s juros produzidos pelo capital R$ 12.000,00 aplicados a
uma taza de juros simples de 10% ao bimestre durante 5 anos?*

Exercicio 3.7 Um certo capital é aplicado em regime de juros simples, a uma
taza mensal de 5%. Depois de quanto tempo este capital estard duplicado?

2R 3.4: R$ 12.000,00.
3R 3.5: R$ 46.000,00
4R 3.6: R$ 36.000,00
SR 3.7: 20 meses ou 1 ano e oito meses.
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3.6.1 Juros Compostos

Se P reais forem investidos a uma taxa de juros anual de r (expressa como
decimal) e os juros forem compostos k vezes por ano, o saldo S(t) apGs ¢ anos serd

de

S(t)=P <1 + %)kt reais

3.6.2 Juros Compostos Continuamente

Se P reais forem investidos a uma taxa de juros anual de r (expressa como
decimal) e os juros forem compostos continuamente, o saldo S(t) apés ¢ anos serd
de

S(t) = Pe™ reais

3.7 Tempo de Duplicacao

Se a quantia for investida a uma taxa de juros anual r e os juros forem com-
postos k vezes ao ano, entao

In2
Eln(l+r/k)
Se a quantia for investida a uma taxa de juros anual r e os juros forem compostos
continuamente, entao

Tempo de duplicacao =

In2
Tempo de duplicacao = i
r

3.8 Taxa Efetiva de Juros

Se o juros sao compostos k vezes ao ano, a uma taxa anual de juros r, entao

k
Taxa efetiva de juros = (1 + ;) -1

Se o juros s@o compostos continuamente, a uma taxa anual de juros r, entao
’Taxa efetiva de juros =e" — 1 ‘

3.9 Valor Presente

Se o juros sdo compostos k vezes ao ano, a uma taxa anual de juros r, o valor
presente de S reais, pagavel daqui a ¢t anos é
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P=S (1 + %) - reais

Se o juros sdao compostos continuamente, a uma taxa anual de juros r, o valor
presente de S reais, pagavel daqui a ¢ anos é




