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Capitulo 1
Revisao

1.1 Regras da derivago

1.1.1 Poéncias dex

Sef(x) =x" comn € R, enfio
f(x) =x"= f'(x) = n.x

n-1

Exemplo 1.1 Sef(x) = x> enfio f/(x) = 5.x°~1 = 5x*

1/2
Exemplo 1.2 Sef(x) = vx3 = x*2 entio: f/(x) = g.x3/2_1 = 3X2 = 3\2/)_(

1.1.2 Constante multiplicada por uma fun@o

Sef(x) = K.g(x) comK € R, en&o:

f(x) =K.g(x) = f'(x) = K.d'(x)

Exemplo 1.3 Sef(x) = 3.x* enfio f/(x) = 3.[x%)’ = 3.(4x3) = 12
3 3,

Exemplo 1.4 Sef(x) = 22 = X enfo:

f'(x) = g-[x_z]/ = —.(—2x_3) -~

1.1.3 Soma ou diferenca de duas fuidgs

Sef(x) = g(x) £ h(x), ento

x) = g(x) £h(x) = f'(x) = g'(x) = h'(x)
X) = 4x? 4 3x entio f'(x) = [4x?]' + [3x]' = 8x+ 3

) = )1(:x—x1 entio f'(x) = [x]’—[xl]’:1+x—12

f(
Exemplo 1.5 Sef(
(

Exemplo 1.6 Sef(x



1.1.4 Produto de duas funges
Sef(x) = g(x).h(x), ento
f(X) = g(x)-h(x) = '(x) = g'(x)-h(x) +g(x)."'(x)

Exemplo 1.7 Se f(x) = (2x2 — 1)(x+ 2) enfio considereg(x) = 2x°> — 1 e
h(x) = x+ 2, logo

(9 = (4x)(x+2)+ (2= 1)(L)
g h g h’

Exemplo 1.8 Sef (x) = (5x3 —x?)(x* — x— 2) enfio considergy(x) = 5x° — x?
eh(x) = x2 —x—2, logo
I (B2 2 3 2\ (o
F(0) = (X =2) = x=2) + (X - X)) (X~ 1)
g h g h
f'(x) =

1.1.5 Quociente de duas furiges

Sef(x) = % comh(x) # 0, en&o

f(X):%: (3 =

2

Exemplo 1.9 Sef(x) = 2

v~ entio considerg(x) = 2x* — 1 eh(x) = x+2,
logo

g h g H
(1 - (AVEH2) — (28 - 1)(T)

(x+2)°
N——
h2
/ —
P =G12e
53 —x2 . 3 w2
Exemplo 1.10Sef (x) = 2 % 2 enfio considergy(x) = 5x° — x“ e h(x) =

X% —x— 2, logo



g h g b

—— —— A
(15x% — 2x) (X2 —x— 2) — (5> — %) (2x — 1)

(x> —x—2)?
h2

f'(x) =

Fx) = (X2 —x—2)2

1.1.6 Fun@o exponencial

Sef(x) =€ come= 2, enfo
f(x) == f'(x) = €&

Exemplo 1.11Sef(x) = 4e* ento f'(x) = 4[€)' = 4€*

Exemplo 1.12Se f(x) = 4x?e“ enfio considerey(x) = 4x> — 1 e h(x) = €,
logo

(%) = (4x)(&) + (W)€
o] h g b

f/(X) = (4x+ 4x%)€*

1.1.7 Fungo logartmica

Sef(x) =InxcomK € R, enfo

f(x):lnx:>f’(x):)—1(

Exemplo 1.13Sef(x) = 5Inx enfio f'(x) = 4[Inx]" = 4)—1( = j—(l

Exemplo 1.14Sef(x) = €Inx enfo considerg(x) = € eh(x) = Inx, logo

(3 = (&) (Inx) + (&)
g h g \hf/

Xk

)

f'(x) = (Inx+)—l()ex

Observa@o 1.1 Inx=logX

logeza Ina

Observag@o 1.2logya = og.b  Inb
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1.1.8 Fun@es compostas (Regra da cadeia)
Sef(x) = g[h(x)], ento
f(x) = glh(x)] = f'(x) = g'[h(x)].n'(x)

Exemplo 1.15Sef (x) = (x3—2x)” enfio considerg(x) = x’ eh(x) = x3 - 2x,
note quef (x) = g[h(x)], portanto

f/(x) = (21x% — 14) (x> — 2x)°

A regra da cadeia pode ser usada paradesgefinida porarias composi-
cOes, bastando derivar reutilizando a regra da cadeia seguidas vezes.

Exemplo 1.16 Sef (x) = [In(>x® — 2x)]” en&io considergy(x) = x’, h(x) = Inx
ei(x) = x3 — 2x, note quef (x) = g{h[i(x)]}, portanto

f/(x) = Z[In(x3v— 2x)1°. ( 3X21_ 2x) . (6x—2)

g{hli(x)]} W i"(x)

B 3 o\16
V[In(x3 — 4x)]3
2x3e2— /X

Desafio: Derive a seguinte fuldo: f(x) =




Capitulo 2

Integrais

2.1 Primitivas

Antes de iniciar propriamente as integrais e as propriedades, iremos calcular
alguns exemplos de primitivas, apenas com as propriedades das derivadas.

Definicdo 2.1 Diremos que uma fu@p F (x) &€ umaprimitiva da fungo f(x),
guando:
F'(x) = f(x)

Exercicio 2.1 Encontre as primitivas da fu@o f (x) = 2x

Solucdo 2.1 Neste caso, nota-se facilmente digéx) = x>+ 1 eFo(X) =x*>—5
sA0 primitivas def (x) e que para qualquer constarig a fungoF (x) = x24+K
tambemé uma primitiva def (x).

Observag@o 2.1 SeF;(x) e F»(x) sdo primitivas de uma furdp f(x), enfio
F1(X) = R2(X) + K, ondeK & uma constante.

Observa@o 2.2 Note que para cada constanke existe uma primitiva, isto
graficamente, significa que existem infinitas curvas que representam as primi-
tivas def (x).




Exemplo 2.1 Determinar a fungo f (x) tal que f/(x) = 4x3 —2x3 -3
Exemplo 2.2 F (x) = 3x* — 2x*> — 4 & uma primitiva def (x) = 12x° — 4x.
Exercicio 2.2 Encontre as primitivas da fudg f (x) = 3x3 — 2x2 — 2x+4 2

Solugao 2.2 Note que, para se encontrar uma primitiva tle) a fun@oF (x),
neste caso, tem que ser uma faagolinomial do quarto graur (x) = ax* +
bx3 4 cx2 + dx+ K, portantoF’(x) = 4ax3 + 3bx? + 2cx+ d deve ser igual a

2
=-1

f(x),logo:4a=3,3b=—-2,2c=—-2ed=20usejaa= g b= —3 C

ed = 2, dondeF (x) = Zx“— §x3—x2+2x+ K.

Graficamente temosavias curvas que representam as primitivas @e.

N
\ =

\ e

\\ ///

_—

Portanto ao se escolher um pome= (Xo,Yo) (uma condi@o) a primitiva
fica unicamente determinada.

Exemplo 2.3 Encontrar a primitiva da fun&o f(x) = 3x® — 2x> — 2x+ 2 no
pontoP = (1,2)

~ 3 2 ~ o
Solugio 2.3 ComoF (x) = ZX4 - §X3 — X%+ 2x+K s#o as primitivas def (x),
para determinar a primitiva que passa pelo pofte- (1,2), basta substituir o

~(1)3—(1)%+2(1) +K, donde

ponto na primitiva, ist@,2 = F (1) = >(1)*— 2

4
resulta: K =
2.2 Integrais Indefinidas

A integral indefinida de uma fungo f(x), &€ uma primitiva def (x), denotado
por

/f(x)dx: F(x)+K

9



onde /| € o sinal de integr&p (le-seintegral dg, dxindica quex & a varavel

a ser considerada.
Temos algumas regras de integragde &cil obten@o:

2.2.1 Poéncias dex
Sef(x) = x" onden # —1, enfo:

n+1

f(x):x”:>/x”dx:X—+K
n+1
I 5 51 N
xemplo / X 5+1+ 6+
3/2+1 5/2 5
X X 2V X
Exemplo 2.5/\/x3dx:/x3/2dx: K=2 _4K= K
P 3241 52" 5

2.2.2 Casax!

Sef(x) = )—1( engo:

f(x):)—l(:/)—l(dx:/x_ldx:ln|x]+K

2.2.3 Constante multiplicada por uma fun@o

Se f(x) = c.g(x) ondec & uma constante qualquer, &ot

f(X) = c.g(x) :>/c.f(x)dx:c./f(x)dx

2.2.4 Soma ou diferenca de duas fuidgs
Sef(x) = g(x) = h(x), enfio:
£(x) = g(X) £ h(x) — /[f (X) + g(X)dx = / F(x)dx+ /g(x)dx

2.2.5 Fun@o exponencial

Sef(x) = €, enfio:

f(x):e":/exdx:eXJrK

10



Exemplo 2.6/3x3—4e?<+ 1dx:3/x3dx—4/exdx+/1dx:

X4 0+1
=3 <Z+K1> A+ Ky) + <())(—1+K3)

=K
3x* - - N
— T+4e"+x+ (3K1 — 4K2 4+ K3)

2.2.6 Integragio de produtos e quociente

Nao existe uma regra espgca para o produto ou quociente de duas tex;
Eventualmente sarpossvel reescrever a integral de uma forma que possa ser
integrado pelas regras anteriores.

Exemplo 2.7/\/>_<(x3—4x—2)dx:/xl/z(x3—4x—2)dx:

- / x'/2 — 4x3/% — 2x%/2dx = resolva usando as regras anteriores.

5x8 — 42 3 5% 4x2 3
ExempI028/ X X dx= %—%——sdx:
X X X

4 :
= / 5 — v 33X 3dx: resolva usando as regras anteriores.

2.2.7 Integrago por substituicao

A idéia dessa regr& usar a regra da cadeia para uma determinadaduncg
usando para isso uma substifiicadequada, tornando a integral mais simples
do que a integral original.

Exemplo 2.9 Calcule a integral/ 9(x3 — 3x+4)8(3x* — 3)dx.

~ : d
Solucao 2.4 Considerandou(x) = x3 — 3x+ 4 temosu/'(x) = d_:: = 3x° -3

ou sejadu= (3x% — 3)dx, logo:

/9£x3—3x+428£3x2—3)dx:/9u8du= WK =(3—3x+4)° +K

~~ o ——
u du u
Exemplo 2.10Calcule a inte raI/ —3 dx
P g —3x+4

~ : d
Solucao 2.5 Considerandai(x) = x3 — 3x+ 4 temosu/ (x) = d—:: = 3x*—3o0u

sejadu = (3x? — 3)dx, logo:

11



du

3x2 -3 1 ———
2 Y dx= | —— (3 —3)dx=
/X3—3X+4 X /)@—3x+4< X —3)dx
——

u

1
:/—duzln\u|+K =In|(x° — 3x+4)| +K
u N———

u
: X
Exemplo 2.11 Calcule a mtegral/ X—ldx

Solugdo 2.6 Considerandai(x) = x— 1 temos (x) = 3—3{ = 1ou sejadu=dx,
logo:

/de:/iﬁ?:/ﬁdu:/l—k}du:
Xx—1 X—1 u u
~—

u
=u+Inju+K=x—-1+In|x—1]+K

u u

Exemplo 2.12Calcule a integral/xln(x2 +5)dx.

: d . d
Solugao 2.7 Considerandai(x) = x? — 5 temosu/ (x) = Y oxou seja—u =

dx 2
xdx logo:
du/2 q 1
2 _ 2 | E70% — _u__/ |
/xln(x +5)dx_/lnx u+5xdx_/lnu > =3 Inudu="~

2.2.8 Integrago por partes
Na propriedade da regra do produto (€l.4 temos:

g9(x).h' (x) = [g()h(x)] = g'(x)h(x)

— / g(x).N (x)dx = / g()h(x)]'dx— / g ()h(x)dx

1Continua na pxima se@o
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/ g(x).h (x)dx= g(x / d'(x
Exemplo 2.13Calcule/xe?‘dx

Solugdo 2.8 Escolhenday(x) = x e h'(x) = €%, temosg’(x) = 1 e h(x) = €,
portanto:

/\&édx:\&&—/\;&dx: X' — &'+ K = (x—1)e*+K
g(x) M(x) g(x) h(x) g(x) h(x

N

Note que fazendo a escollyix) = € e h'(x) = x, temosg'(x) = € e
2

h(x) = XE portanto:

X X2 . .
/é\)ﬁ/dx:é > —/é > dx= xe&‘— (integral mais complicada
9(x) h(x) 9(x) ?&)’ of )\(,)/

Portanto a escolha deve sempre ter como objetivo simplificar a integral, dei-
xando mais simples que a integral original.

Exemplo 2.14C&|CU|€/X\/X+ 5dx

Solugdo 2.9 Escolhend@(x) = x e W (x) = v/x+5, temosy' (x) = 1 e h(x) =
g(x+ 5)%/2, portanto:

3
/\x/\/x+5dx:
9(x)  H(x)
B 2 32 2 324, 2XVX+S 4 5/2
_\>§_/3(x+5) /\1/3(x+5) dx= 3 15( +5)”“+K
g(X)T g’(X)T

Exemplo 2.15Ca|cu|e/|nxdx

Soluggo 2.10Escolhend@(x) = Inx e W (x) = 1, temosy' (X) = 1 e h(x) = x,
portanto: X
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1
™ X dx:xlnx—/ldx:xlnx—x+K

9(x) h(x) g(x) h(x) ~~ h(x)
g(x)

Exemplo 2.16 Terminando o exemp&.12 temos

/xln(x2+5)dx:%/lnudu: 2(uInu—u)JrK:

= %(x2+5) In(x? +5) —

2.3 Aplicagdes

2.3.1 Desvalorizago

Exemplo 2.17 O preco de revenda de uma certaguina decresce a uma taxa
gue varia com o tempo de uso. Quando agumna tinhat anos de uso, a
taxa de variagéo do seu valor er200Q(t — 10) reais por ano. Se a gguina foi
comprada por #12.000,00, quanto valarl0 anos depois?

Solugdo 2.11 SejaR(t) o preco de revenda daquitaanos. Note que:

_dR

R(t) it

— 200(t — 10) = 200 — 2000

logo,

2
R(t) = / 200t — 2000t = 2ootE —200a +C = 10a2—200a +C

como a naquina foi comprada por £12.000,00, ou seja, para= 0, temos
gueC = 12000, portanto daqui a 10 anos adaquina valea:

R(10) = 100(10)2 — 200Q(10) + 12000= R$ 2.000,00

Exemplo 2.180 preco de revenda de uma certaquina decresce a uma taxa
gue varia com o tempo de uso. Quando agmina tinhat anos de uso, a
taxa de variado do seu valor era-960e~'/® reais por ano. Se a aguina foi
comprada por #5.000,00, quanto valé@rl0 anos depois?

14



Solugao 2.12SejaR(t) o preco de revenda daquitaeanos. Note que:

dR

—960et/°
dt

R(t) =
logo,
R(t) = / —960="/5dt — / 4800"du = 480" + C = 4800 /5 4 C

como a naquina foi comprada por £12.000,00, ou seja, para= 0, temos
queC = 200, portanto daqui a 10 anos aaquina valea:

4800 4800
R(10) = 48002195 4 200= —— — +200= -0 +200= R$ 84961

2.3.2 \Valorizago
Exemplo 2.19Estima-se que um certo objeto valoriza a uma taxa anual de
0, 4x3

v/ 0,2x4 48000
vale R$500,007?

reais. Quanto valex daqui a 10 anos o objeto que atualmente

Solugdo 2.13SejaP(t) o preco do objeto daqui tanos. Note que:

dP 0, 4x3
P/(t) - d_ - 7
t ,/0,2x4+8000

logo,

3
:/\/o sxjisooo /—du—\/G+C:\/O,2x4+8000+C

como o objeto vale atualmente$B00,00, ou seja, para= 0, temos quU& =
410,55, portanto daqui a 10 anos o objeto vader

P(10) = \/ 0,2(10)4 4 8000+ 410,55 = 100+ 410,55 = R$ 51055

2.3.3 Precos de Venda

Exemplo 2.20

Solucao 2.14
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2.3.4 Custo Marginal
Exemplo 2.21

Solucao 2.15

2.3.5 Receita futura

Exemplo 2.22Um poc¢o de petileo produz 300 barris de pétieo por nés.
Este poco devérsecar em 3 anos. Estima-se que, dagtiimeses, 0 preco
do barril de petbleo seé deP(t) = 18+ 0,3/t dolares. Como o pefieoé
vendido logo que extido, qual sea a receita total futura do po¢o?

Solucao 2.16 SejaR a receita. Endio:

R(t) = d—? = (dolares recebidos por barrjl(N. de barris vendidos por @3

~dR_dRdB

Logo:
R(t) — / 5400+ 90v/idt — 5400 + 60632+ C

ComoR(0) = 0, segue qu€ = 0 e R(t) = 5400 + 60t%2. Como 0 pogo
secaa em 36 meses, a receita futura total do pocasi:

R(36) = 540036+ 60(36)%/? = U$ 207.360,00

2.4 Integral Definida

2.4.1 Teorema Fundamental do @lculo

Suponha qud (x) seja coriinua e @o-negativa em um intervalm < x < b.
Vocé pode calcular o valor aproximado @eea abaixo do @fico def, entre
X = aeXx= b, da seguinte maneira:

16



2 0

Se fizer uma subdivé® maior, temos:

N Y

Onde aarea do résimo rednguloé f(x;)Ax. Portanto @rea total sér.

n

b
A= lim f(xi)Ax:/a f(x)dx=F(b) — F(a)

ondeF (x) & uma primitiva def (x).

f(x)

Exemplo 2.23Calcule aarea entre o gafico def (x) = x>+ 3 e 0 eixox entre
—1<x<2

17



Solugao 2.17 Observando o dafico nota-se qué  usar o teorema funda-
mental do calculo para se encontradaea desejada.

f(x)

\

1 0

2 ] 3
Iogo,A:/ x° 4 3dx=F(2) —F(—1) ondeF (x) = X§+3x+C, portanto:
-1

23 _]_3 2 1
_ ( 3) tacn4c| =Picr ¥ co12ua

3 3
F(2) F(-1)

Exemplo 2.24 Calcule aarea entre o gafico def (x) = —x?+ 1 e 0 eixox entre
—1<x<2

Solugado 2.18 Observando o difico nota-se quetsda para usar o teorema
fundamental do calculo para se encontrardagea no intervalo—1 < x < 1.
Para se calcular &rea no intervaldl < x < 2 basta calcular a integral definida
nesse intervalo, considerando-se o resultado positivo, portanto:

N

/ 0

-3

1 2
Atotalel—AZZ/_lf(X)dX—/l f(x)dx

3

X , —
ComoF (x) = ~3 + x+C & uma primitiva, temos:

18



(13 (-1)3 2 4
Al—\ 3 +(1)+ci o +( 1>+(3 —3+C+3 C=2
F(1) F(Z1)
23 (1)3 6 2 4
Ab=——1+2+C—| L 4+(1 - __ Z_C=-—-
2 ¥3+ +(i y +()+(i 3+C+3 C 3
F(2) F(1)
4 10
ugo: A=2—(—= ) ="ua
Concluso < 3> 3ua

Exemplo 2.25 Calcule aarea entre os dificos def (x) = x* + 3 e o grafico de
g(x) = —x>+1entre—1<x< 2.

Solugdo 2.190bservando o gafico nota-se quearea no intervalo-1<x<1
é a diferenca entre a@reas entre o eixa e 0s graficos dé (x) e g(Xx), ou seja:

et

i 0 1\
N

Alz/_llf(x)dx—/l g(x)dx:/_ll[f(x)—g(x)]dx

-1
e que aarea no intervaldl < x < 2 €é:

A= [ f9ax- </g dx) [1100 - g0

Portanto a fun&o h(x) = f(x) — g(x) = 2x? + 2, satisfaz o teorema, logo
3

2
Aiotal = A1+ A = / [f(X) —g(x)]dx e comoH (x) = 2§+2x+C é uma
1

primitiva deh(x), temos:

<

19



Ao =22 22 +c— [ 258710 L1y 4c

F(2) F(~1)
20 4 24
Acotal = §+C+§_C_ ? =8u.a.

Exemplo 2.26 Calcule aarea entre os daficos def (x) = x? — 9 e o giafico de
g(x) = —x°*+9entre—4 < x < 3,

Solugado 2.200bservando o difico nota-se que areaA; no intervalo—4 <
x < —3 & a diferenca entre a@reas entre o eixa e 0s gaficos def (x) eg(x) e
gue aareaAy no intervalo—3 < x < 3 & a diferenca entre a&reas entre o eixo

X e 0s géficos dey(x) e f(X), ou seja:

f(x)

|
£

a0

-3
—4

A = Ao = [ 1100~ gt [ 00— fxjax
Para resolver essas integrais, vamos utilizar uma anaguxiliar
h(x) = f(X) —g(X) = (x*—9) — (—x°+9) = 2x* — 18
logo
-3 3
Aotal = /_ , g+ /_ _—h(xdx

Calculando a primitiva dda(x), temos:

3
H(x):/h(x)dx:/2x2—18dx:2%—18x+c

Portanto:
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—3)3 —4)3 2

A= 2( :f) +18(-3)+C | — 2( 3) +18(-4)+C :§Ou.a.

F(Z3) F(-4)
3 _ 23

A = 2%+18.(3)+C — 2( s) +18(—-3)+C | =72u.a
F(3 F(-3)

: 20 236

Finalmente:Aital = 3 +72= Tu.a.
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Capitulo 3

FuncoOes de warias variaveis

3.1 Funges

Na piatica, o valor de uma quantidade pode depender do valor de duas ou mais
guantidades.

Exemplo 3.1 Se o custo de um determinado tippde componente custafR
6,00 e do tipoc, custa R$ 5,00, o custo dos componentesie c(cy,Cp) =
6c1 + 5Co.

c(2,3) =12+15

Exemplo 3.2 f(x,y) = 3x— 4y

3.2 Doninio

Exemplo 3.3 Sef (x,y) = v/y— X2, entio o doninio def seaDom f= {(x,y) €
R?,y—x? > 0} o que graficamente nosach regéo abaixo.

22



1 L. .
Exemplo 3.4 Sef(x,y) = \/m en&o o donmnio de f selaDom f=

{(x,y) € R?2,y? +x2— 4> 0} o que graficamente nosach regéo abaixo.

3.3 Limites

3.4 Derivadas parciais

Suponha qué (x1, %2, ...,X,) Seja uma fungo den variaveis. A derivada par-
cial de f em relago a suaj-eésima vaavel x; e representada pdy;(x,y) &
definida como sendo a fuag obtida derivando-se a fulgf em rela@o ax;j e
considerando-se as demais @&gis como constantes.

Exemplo 3.5 Calcule fy e fy da fungo f(x,y) = 3x— 4y

Solucao 3.1 fx = derivada parcial def em relag@o a varavelx =

= derivada de3x — 4y considerandgy uma constante 3.1+ 0= 3,
analogamente,
fy = derivada parcial def em relago a varavely =

= derivada de3x — 4y considerandox uma constante §+4.1 =3

Exemplo 3.6 Calcule fy e fy da fungio f(x,y) = 5x% — 4xy+ 3y
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Solugao 3.2 fx = derivada parcial def em rela@o a varavelx =
= derivada de5x? — 4xy+ 3y considerandgy uma constante =
= 5.2x} — 4y.14 0= 10x — 4y,

analogamente,

fy = derivada parcial def em relago a varavely =
= derivada de5x? — 4xy-+ 3y considerando uma constante =
=0-4x1+31=—-4x+3

Exemplo 3.7 Calculefy, fy e f, ondef(x,y,2) = 2x%y — 3yZ — 4xz— x>

Solugo 3.3 fy(x,y,2) = 2.y2.x' — 0—4z.1 — 3x? = 4xy— 4z— 3x?
fy(x,y,2) = 2x2.1—-222.1—0— 0 = 2x* — 273
f,(X,y,2) = 0—3y.322 — 4x.1— 0= —9yZ — 4x

Observag@o 3.1 Notag@o tamlem utilizada para derivadas parciais:

of
—(X1y.+ -, %) = Ty (X1,...,X%n)

aXi
Observag@o 3.2 As derivadas parciais tan@m podem ser der@veis. As funges
resultantes denominam-se derivadas parciais de segunda ordefo ®pre-
sentadas por:

2

- derivada defy em relago ax fyx = %
2

- derivada defy em relago ay fyy = gxafy

Exemplo 3.8 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem dadunc
f(x,y,2) = 2%y° — 2xZ — y?Z°.

Solugdo 3.4 Calculando as derivadas parciais de primeira ordem:
o fy(X,Y,2) = 6x%y3 — 272
o fy(x,y,2) = 632 — 2y7
o f,(X,y,2) = —4xz— 3y°Z
Calculando as derivadas parciais de segunda ordem:
(X ¥,2) = 12Xy fy(x.y,2) = 184y fa(xy,2) = —4z
fu(XY,2) = 1832 fy(X,Y,2) = 123y — 228  fy4(X,y,2) = —6yZ

fZX(X7 Y, Z) = -4z fzy(X7 Y, Z) = _6y22 fZZ(Xv \Z Z) = —4x— 6y22

24



Exemplo 3.9 Determinefy(x,y) ondef(x,y) = (x—y?)(2x* —y)

Soluggdo 3.5Note que a fur@o f(x,y) & o produto de duas outras fubes
g(x,y) = x—y? e h(x,y) = 2x> —y, logo pela regra do produto (vet.1.3),
temos:

Ox h g hy
f(xY) = G+ oh = T1) (28 —y) + (x— y?) (%) = 652 — y — 4xy?

9y h g hy
f,y) = gh+ahy = (—2y) (2@ —y) + (x—y2) (1) = 3y? — 4x%y— X

Exemplo 3.10 Determinefyy(x,y) ondef(x,y) = g

Solucao 3.6 Note quef(x,y) = x% =xy 1, logo fy(x,y) = )—1/ e portantofyy(X,y) =
1

%

Exemplo 3.11Determinefx(x,y) ondef(x,y) = e’y

Soluggo 3.7 Note que a furéo f(x,y) & a composigo entre a fungo exponen-
cial eg(x,y) = 2x2 —y, logo pelas regra do exponencial e da cadeia (g6

e[l.1.9, temos:
f(X,y) = 9 = €Y. (4x) = 4xe® Y

fy(xy) = e9gy = V. (~1) = -
Exemplo 3.12 Determinefyy(x,y) ondef(x,y) = In(2x% —y)

Solucao 3.8 Note que a furgo f(x,y) & a composigo entre a fungo logaiitmica
eg(x,y) = 2x° —y, logo pelas regra do logaritmo e da cadeia (IeL.7e1.1.9),
temos:

1 1 4x
fx(xy) = g¥ = sz_y-<4><) =2y
1 1 1
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Para se calcularfyy(x,y) temos que usar a regra do quociente (fef.5),
portanto:

h— 0.(2 —y) — (4x)(—1 4
fxy(X,y) = < hzghy == (23(2_)(,);)( = (2X2iy)2

xh_ hx 0.(2 Z—y)— 1)(4 4
fyx(X,y) = ] hzg = X(ng)_ y§2)( 9 (2x2iy)2

3.5 Curvas de Nvel

Uma curva de ivel de uma fungo f(x,y) & uma curva no plancoyrepresentada
pela equago f(x,y) = C, ondeC & uma constante qualquer.

Exemplo 3.13Encontrar a curva deivel da fun@o f(x,y) = x* —y, paraC =
4.

Solugdo 3.9 Note que paraf(x,y) = 4 temosx? —y = 4 < y= x> +4 queé o
grafico de uma pabola

3.6 Maximos e Minimos

Reportando as fuldgs apenas de uma \avel, temos que o(s) ponto(s) de
maximo (ou Mnimo) ocorrem no(s) ponto(s)iticos da fun@o, ou seja, onde

a derivada da furép € igual a zero. De maneira similar, temos a seguinte
definicao:

Definicdo 3.1 Diremos que o pont@a,b) & um ponto dtico da fungo f(x,y)
sefx(x,y) =0e fy(x,y) =0.

3.6.1 Teste da derivada segunda

O teste da derivada segunda utilizado camas varaveis tem a finalidade de
distinguir pontos de @ximo, minimo relativos dos pontos de sela.

Suponha qué(x,y) tenha derivadas parciais de segunda ordemnimoas.
Seja

fux(X,y)  fxy(X,y)

D(x,y) = = fux(X.Y) fyy(X,Y) — (Fay(X,¥))?

fyx(Xy)  fyy(X,y)
e suponha quéa, b) seja um ponto dtico de f(x,y).
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e SeD(a,b) <0, enfo, f(x,y) tem um ponto de sela efa,b);

e SeD(a,b) > 0 e fyy(a,b) < 0, ento, f(x,y) possui um raximo relativo
em(a,b);

e SeD(a,b) > 0 e fyx(a,b) > 0O, entio, f(X,y) possui um raximo relativo
em(a,b);

e SeD(a,b) = 0o teste falha.
Exemplo 3.14 Determine e classifique os pontostioos def(x,y) = X +y?
Solugao 3.10

Exemplo 3.15Um fabricante deseja vender uramero limitado de @quinas

e estima que, se forem vendidasiaquinas para o mercado internoyepara

0 externo, as @quinas seflo vendidas pod50— x milhares de reais para o
mercado interno 00— y milhares de reais para o mercado externo. Quantas
maguinas devem ser vendidas para os mercados interno e externo para se obter
a receita néxima?

Solugao 3.11

Exemplo 3.16 Um determinado tipo de sorvete de duas marcas distintas foi
comprado por um negociante pelo preco d& R00 por unidade. Estima-se
gue, se a mercadoria de uma das marcas for vendidapeais e a outra por

y a unidade, os consumidores comgiardiariamentel0— 50x+ 40y unidades

do sorvete da primeira marca 20+ 60x — 70y unidades da segunda marca.
Qual seh o preco de venda de cada um dos sorvetes, para se obter o lucro
maior possvel?

Solugao 3.12

3.6.2 Multiplicadores de Lagrange

Suponha qué (x,y) e g(Xx,y) sejam funges cujas as derivadas de primeira or-
dem existam. Para encontrar @aimo e o ninimo relativos def (x,y), com

a restri@o g(x,y) = K, para uma constant€, introduza uma nova vavelA
(denominadanultiplicador de Lagrangee resolva as &s equa@es seguintes:

fx(xy) =Agk(xy)  fy(xy) =Agy(xy) g(xy) =K
O extremo relativo desejado gatado entre as soldes encontradas.
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Exemplo 3.17No exemplo anterior, suponha que o fabricanteadshitado
a vender no raximo 100 raquinas. Qual seér a receita maxima e quais as
guantidades de aquinas vendidas para o mercado interno e externo?

Solugao 3.13
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Capitulo 4

ANnexos

4.1 Juros

4.1.1 Juros Simples

SeP reais forem investidos a uma taxa de juros simples anual(dgpressa
como decimal), o sald§(t) apdst anos se&x de
S(t) = P(1+rt) reais

4.1.2 Juros Compostos

Se P reais forem investidos a uma taxa de juros anual @dexpressa como
decimal) e os juros forem compostosezes por ano, o saldgt) apdst anos
se@a de

St)=P <1+ %) N reais

4.1.3 Juros Compostos Continuamente

Se P reais forem investidos a uma taxa de juros anual gexpressa como
decimal) e os juros forem compostos continuamente, o {tdapdst anos
se@a de

S(t) = P! reais

4.2 Tempo de Duplica@o

Se a quantia for investida a uma taxa de juros aneais juros forem compos-
tosk vezes ao ano, efd

In2
(1+r/k)

Tempo de duplicao = K
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Se a quantia for investida a uma taxa de juros aneals juros forem compos-
tos continuamente, e

Tempo de dupliceo :InTZ

4.3 Taxa Efetiva de Juros

Se 0 juros 80 compostok vezes ao ano, a uma taxa anual de jur@ngo

. . r\K
Taxa efetiva de juros él—i— f) -1

Se 0 juros 80 compostos continuamente, a uma taxa anual de juerdio
Taxa efetiva de juroset — 1

4.4 Valor Presente

Se 0 juros 8o compostok vezes ao ano, a uma taxa anual de juras valor
presente d&reais, pagvel daqui & anose

r\ —kt
P= S<1+ R> reais
Se 0 juros 80 compostos continuamente, a uma taxa anual de jumsalor
presente d&reais, pagvel daqui & anose

P = Se " reais

30



	Revisão
	Regras da derivação
	Potências de x
	Constante multiplicada por uma função
	Soma ou diferença de duas funções
	Produto de duas funções
	Quociente de duas funções
	Função exponencial
	Função logarítmica
	Funções compostas (Regra da cadeia)


	Integrais
	Primitivas
	Integrais Indefinidas
	Potências de x
	Caso x-1
	Constante multiplicada por uma função
	Soma ou diferença de duas funções
	Função exponencial
	Integração de produtos e quociente
	Integração por substituição
	Integração por partes

	Aplicações
	Desvalorização
	Valorização
	Preços de Venda
	Custo Marginal
	Receita futura

	Integral Definida
	Teorema Fundamental do Cálculo


	Funções de várias variáveis
	Funções
	Domínio
	Limites
	Derivadas parciais
	Curvas de Nível
	Máximos e Mínimos
	Teste da derivada segunda
	Multiplicadores de Lagrange


	Anexos
	Juros
	Juros Simples
	Juros Compostos
	Juros Compostos Continuamente

	Tempo de Duplicação
	Taxa Efetiva de Juros
	Valor Presente


