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Caṕıtulo 1

Revis̃ao

1.1 Regras da derivaç̃ao

1.1.1 Pot̂encias dex

Se f (x) = xn comn∈ R, ent̃ao

f (x) = xn =⇒ f ′(x) = n.xn−1

Exemplo 1.1 Sef (x) = x5 ent̃ao f ′(x) = 5.x5−1 = 5x4

Exemplo 1.2 Sef (x) =
√

x3 = x3/2 ent̃ao: f ′(x) =
3
2
.x3/2−1 =

3x1/2

2
=

3
√

x
2

1.1.2 Constante multiplicada por uma funç̃ao

Se f (x) = K.g(x) comK ∈ R, ent̃ao:
f (x) = K.g(x) =⇒ f ′(x) = K.g′(x)

Exemplo 1.3 Sef (x) = 3.x4 ent̃ao f ′(x) = 3.[x4]′ = 3.(4x3) = 12x3

Exemplo 1.4 Sef (x) =
3

2x2 =
3
2

x−2 ent̃ao:

f ′(x) =
3
2
.[x−2]′ =

3
2
.(−2x−3) =− 3

x3

1.1.3 Soma ou diferença de duas funções

Se f (x) = g(x)±h(x), ent̃ao
f (x) = g(x)±h(x) =⇒ f ′(x) = g′(x)±h′(x)

Exemplo 1.5 Sef (x) = 4x2+3x ent̃ao f ′(x) = [4x2]′+[3x]′ = 8x+3

Exemplo 1.6 Sef (x) = x− 1
x

= x−x−1 ent̃ao f ′(x) = [x]′− [x−1]′ = 1+
1
x2
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1.1.4 Produto de duas funç̃oes

Se f (x) = g(x).h(x), ent̃ao
f (x) = g(x).h(x) =⇒ f ′(x) = g′(x).h(x)+g(x).h′(x)

Exemplo 1.7 Se f (x) = (2x2− 1)(x + 2) ent̃ao considereg(x) = 2x2− 1 e
h(x) = x+2, logo

f ′(x) = ( 4x︸︷︷︸
g′

)(x+2︸︷︷︸
h

)+(2x2−1︸ ︷︷ ︸
g

)( 1︸︷︷︸
h′

)

f ′(x) =

Exemplo 1.8 Sef (x) = (5x3−x2)(x2−x−2) ent̃ao considereg(x) = 5x3−x2

eh(x) = x2−x−2, logo

f ′(x) = (15x2−2x︸ ︷︷ ︸
g′

)(x2−x−2︸ ︷︷ ︸
h

)+(5x3−x2︸ ︷︷ ︸
g

)(2x−1︸ ︷︷ ︸
h′

)

f ′(x) =

1.1.5 Quociente de duas funç̃oes

Se f (x) =
g(x)
h(x)

comh(x) 6= 0, ent̃ao

f (x) =
g(x)
h(x)

=⇒ f ′(x) =
g′(x).h(x)−g(x).h′(x)

[h(x)]2

Exemplo 1.9 Sef (x) =
2x2−1
x+2

ent̃ao considereg(x) = 2x2−1 eh(x) = x+2,

logo

f ′(x) =
(

g′︷︸︸︷
4x )(

h︷︸︸︷
x+2)− (

g︷ ︸︸ ︷
2x2−1)(

h′︷︸︸︷
1 )

(x+2)2
︸ ︷︷ ︸

h2

f ′(x) =
(x+2)2

Exemplo 1.10Se f (x) =
5x3−x2

x2−x−2
ent̃ao considereg(x) = 5x3−x2 e h(x) =

x2−x−2, logo
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f ′(x) =
(

g′︷ ︸︸ ︷
15x2−2x)(

h︷ ︸︸ ︷
x2−x−2)− (

g︷ ︸︸ ︷
5x3−x2)(

h′︷ ︸︸ ︷
2x−1)

(x2−x−2)2
︸ ︷︷ ︸

h2

f ′(x) =
(x2−x−2)2

1.1.6 Funç̃ao exponencial

Se f (x) = ex come= 2,, ent̃ao
f (x) = ex =⇒ f ′(x) = ex

Exemplo 1.11Sef (x) = 4ex ent̃ao f ′(x) = 4[ex]′ = 4ex

Exemplo 1.12Se f (x) = 4x2ex ent̃ao considereg(x) = 4x2− 1 e h(x) = ex,
logo

f ′(x) = ( 4x︸︷︷︸
g′

)( ex︸︷︷︸
h

)+( 4x2︸︷︷︸
g

)( ex︸︷︷︸
h′

)

f ′(x) = (4x+4x2)ex

1.1.7 Funç̃ao logaŕıtmica

Se f (x) = lnx comK ∈ R, ent̃ao

f (x) = lnx =⇒ f ′(x) =
1
x

Exemplo 1.13Sef (x) = 5lnx ent̃ao f ′(x) = 4[lnx]′ = 4
1
x

=
4
x

Exemplo 1.14Sef (x) = ex lnx ent̃ao considereg(x) = ex eh(x) = lnx, logo

f ′(x) = ( ex︸︷︷︸
g′

)( lnx︸︷︷︸
h

)+( ex︸︷︷︸
g

)(
1
x︸︷︷︸
h′

)

f ′(x) = (lnx+
1
x
)ex

Observaç̃ao 1.1 lnx = logex

Observaç̃ao 1.2 logba =
logea
logeb

=
lna
lnb
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1.1.8 Funç̃oes compostas (Regra da cadeia)

Se f (x) = g[h(x)], ent̃ao
f (x) = g[h(x)] =⇒ f ′(x) = g′[h(x)].h′(x)

Exemplo 1.15Sef (x) = (x3−2x)7 ent̃ao considereg(x) = x7 eh(x) = x3−2x,
note quef (x) = g[h(x)], portanto

f ′(x) = 7(x3−2x)6
︸ ︷︷ ︸

g′[h(x)]

.(3x2−2)︸ ︷︷ ︸
h′(x)

f ′(x) = (21x2−14)(x3−2x)6

A regra da cadeia pode ser usada para funções definida por v́arias composi-
ções, bastando derivar reutilizando a regra da cadeia seguidas vezes.

Exemplo 1.16Se f (x) = [ln(x3−2x)]7 ent̃ao considereg(x) = x7, h(x) = lnx
e i(x) = x3−2x, note quef (x) = g{h[i(x)]}, portanto

f ′(x) = 7[ln(x3−2x)]6︸ ︷︷ ︸
g′{h[i(x)]}

.

(
1

3x2−2x

)

︸ ︷︷ ︸
h′[i(x)]

.(6x−2)︸ ︷︷ ︸
i′(x)

f ′(x) =
7(6x−2)[ln(x3−2x)]6

3x2−2x

Desafio:Derive a seguinte função: f (x) =

√
[ln(x3−4x)]3

2x3e2x3−√x
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Caṕıtulo 2

Integrais

2.1 Primitivas

Antes de iniciar propriamente as integrais e as propriedades, iremos calcular
alguns exemplos de primitivas, apenas com as propriedades das derivadas.

Definição 2.1 Diremos que uma funçãoF(x) é umaprimitiva da funç̃ao f (x),
quando:

F ′(x) = f (x)

Exerćıcio 2.1 Encontre as primitivas da função f (x) = 2x

Soluç̃ao 2.1 Neste caso, nota-se facilmente queF1(x) = x2+1 eF2(x) = x2−5
são primitivas def (x) e que para qualquer constanteK, a funç̃aoF(x) = x2+K
tamb́emé uma primitiva def (x).

Observaç̃ao 2.1 SeF1(x) e F2(x) são primitivas de uma funç̃ao f (x), ent̃ao
F1(x) = F2(x)+K, ondeK é uma constante.

Observaç̃ao 2.2 Note que para cada constanteK existe uma primitiva, isto
graficamente, significa que existem infinitas curvas que representam as primi-
tivas def (x).

–2

–1

1

2

x
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Exemplo 2.1 Determinar a funç̃ao f (x) tal que f ′(x) = 4x3−2x3−3

Exemplo 2.2 F(x) = 3x4−2x2−4 é uma primitiva def (x) = 12x3−4x.

Exerćıcio 2.2 Encontre as primitivas da função f (x) = 3x3−2x2−2x+2

Soluç̃ao 2.2 Note que, para se encontrar uma primitiva def (x) a funç̃aoF(x),
neste caso, tem que ser uma função polinomial do quarto grauF(x) = ax4 +
bx3 + cx2 + dx+ K, portantoF ′(x) = 4ax3 + 3bx2 + 2cx+ d deve ser igual a

f (x), logo: 4a = 3, 3b =−2, 2c =−2 ed = 2 ou seja,a =
3
4

, b =−2
3

, c =−1

ed = 2, dondeF(x) =
3
4

x4− 2
3

x3−x2+2x+K.

Graficamente temos várias curvas que representam as primitivas def (x).

–2

–1

1

2

x

Portanto ao se escolher um pontoP = (x0,y0) (uma condiç̃ao) a primitiva
fica unicamente determinada.

Exemplo 2.3 Encontrar a primitiva da funç̃ao f (x) = 3x3− 2x2− 2x+ 2 no
pontoP = (1,2)

Soluç̃ao 2.3 ComoF(x) =
3
4

x4− 2
3

x3−x2+2x+K são as primitivas def (x),
para determinar a primitiva que passa pelo pontoP= (1,2), basta substituir o

ponto na primitiva, istóe,2 = F(1) =
3
4
(1)4− 2

3
(1)3− (1)2+2(1)+K, donde

resulta: K =

2.2 Integrais Indefinidas

A integral indefinida de uma funç̃ao f (x), é uma primitiva def (x), denotado
por Z

f (x)dx= F(x)+K

9



onde
Z

é o sinal de integração (l̂e-seintegral de), dx indica quex é a varíavel

a ser considerada.
Temos algumas regras de integração, de f́acil obtenç̃ao:

2.2.1 Pot̂encias dex

Se f (x) = xn onden 6=−1, ent̃ao:

f (x) = xn =⇒
Z

xndx=
xn+1

n+1
+K

Exemplo 2.4
Z

x5dx=
x5+1

5+1
+K =

x6

6
+K

Exemplo 2.5
Z √

x3dx=
Z

x3/2dx=
x3/2+1

3/2+1
+K =

x5/2

5/2
+K =

2
√

x5

5
+K

2.2.2 Casox−1

Se f (x) =
1
x

, ent̃ao:

f (x) =
1
x

=⇒
Z

1
x

dx=
Z

x−1dx= ln |x|+K

2.2.3 Constante multiplicada por uma funç̃ao

Se f (x) = c.g(x) ondec é uma constante qualquer, então:

f (x) = c.g(x) =⇒
Z

c. f (x)dx= c.
Z

f (x)dx

2.2.4 Soma ou diferença de duas funções

Se f (x) = g(x)±h(x), ent̃ao:

f (x) = g(x)±h(x) =⇒
Z

[ f (x)±g(x)dx=
Z

f (x)dx±
Z

g(x)dx

2.2.5 Funç̃ao exponencial

Se f (x) = ex, ent̃ao:

f (x) = ex =⇒
Z

exdx= ex+K
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Exemplo 2.6
Z

3x3−4ex+1dx= 3
Z

x3dx−4
Z

exdx+
Z

1dx=

= 3

(
x4

4
+K1

)
+4(ex+K2)+

(
x0+1

0+1
+K3

)
=

=
3x4

4
+4ex+x+

=K︷ ︸︸ ︷
(3K1−4K2+K3)

2.2.6 Integraç̃ao de produtos e quociente

Não existe uma regra especı́fica para o produto ou quociente de duas funções.
Eventualmente será posśıvel reescrever a integral de uma forma que possa ser
integrado pelas regras anteriores.

Exemplo 2.7
Z √

x(x3−4x−2)dx=
Z

x1/2(x3−4x−2)dx=

=
Z

x7/2−4x3/2−2x1/2dx= resolva usando as regras anteriores.

Exemplo 2.8
Z

5x6−4x2−3
x3 dx=

Z
5x6

x3 −
4x2

x3 −
3
x3dx=

=
Z

5x3− 4
x
−3x−3dx= resolva usando as regras anteriores.

2.2.7 Integraç̃ao por substituição

A idéia dessa regra,́e usar a regra da cadeia para uma determinada função,
usando para isso uma substituição adequada, tornando a integral mais simples
do que a integral original.

Exemplo 2.9 Calcule a integral
Z

9(x3−3x+4)8(3x2−3)dx.

Soluç̃ao 2.4 Considerandou(x) = x3− 3x + 4 temosu′(x) =
du
dx

= 3x2− 3

ou seja,du= (3x2−3)dx, logo:Z
9(x3−3x+4)︸ ︷︷ ︸

u

8
(3x2−3)dx︸ ︷︷ ︸

du

=
Z

9u8du= u9+K = (x3−3x+4)︸ ︷︷ ︸
u

9
+K

Exemplo 2.10Calcule a integral
Z

3x2−3
x3−3x+4

dx.

Soluç̃ao 2.5 Considerandou(x) = x3−3x+4 temosu′(x) =
du
dx

= 3x2−3 ou

sejadu= (3x2−3)dx, logo:
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Z
3x2−3

x3−3x+4
dx=

Z
1

x3−3x+4︸ ︷︷ ︸
u

du︷ ︸︸ ︷
(3x2−3)dx=

=
Z

1
u

du= ln |u|+K = ln |(x3−3x+4)︸ ︷︷ ︸
u

|+K

Exemplo 2.11Calcule a integral
Z

x
x−1

dx.

Soluç̃ao 2.6 Considerandou(x) = x−1 temosu′(x) =
du
dx

= 1 ou sejadu= dx,

logo:

Z
x

x−1
dx=

Z
x

x−1︸︷︷︸
u

du︷︸︸︷
dx =

Z
u+1

u
du=

Z
1+

1
u

du=

= u+ ln |u|+K = x−1︸︷︷︸
u

+ ln |x−1︸︷︷︸
u

|+K

Exemplo 2.12Calcule a integral
Z

xln(x2+5)dx.

Soluç̃ao 2.7 Considerandou(x) = x2−5 temosu′(x) =
du
dx

= 2x ou seja
du
2

=
xdx, logo:

Z
xln(x2+5)dx=

Z
lnx2+5︸ ︷︷ ︸

u

du/2︷︸︸︷
xdx =

Z
lnu

du
2

=
1
2

Z
lnudu=?1

2.2.8 Integraç̃ao por partes

Na propriedade da regra do produto (ver1.1.4) temos:

g(x).h′(x) = [g(x)h(x)]′−g′(x)h(x)

=⇒
Z

g(x).h′(x)dx=
Z

[g(x)h(x)]′dx−
Z

g′(x)h(x)dx

1Continua na pŕoxima seç̃ao
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Z
g(x).h′(x)dx= g(x)h(x)−

Z
g′(x)h(x)dx

Exemplo 2.13Calcule
Z

xexdx

Soluç̃ao 2.8 Escolhendog(x) = x e h′(x) = ex, temosg′(x) = 1 e h(x) = ex,
portanto:Z

x︸︷︷︸
g(x)

ex︸︷︷︸
h′(x)

dx= x︸︷︷︸
g(x)

ex︸︷︷︸
h(x)

−
Z

1︸︷︷︸
g′(x)

ex︸︷︷︸
h(x)

dx= xex−ex+K = (x−1)ex+K

Note que fazendo a escolhag(x) = ex e h′(x) = x, temosg′(x) = ex e

h(x) =
x2

2
, portanto:

Z
ex︸︷︷︸

g(x)

x︸︷︷︸
h′(x)

dx= ex︸︷︷︸
g(x)

x2

2︸︷︷︸
h(x)

−
Z

ex︸︷︷︸
g′(x)

x2

2︸︷︷︸
h(x)

dx= xex−(integral mais complicada)

Portanto a escolha deve sempre ter como objetivo simplificar a integral, dei-
xando mais simples que a integral original.

Exemplo 2.14Calcule
Z

x
√

x+5dx

Soluç̃ao 2.9 Escolhendog(x) = x e h′(x) =
√

x+5, temosg′(x) = 1 e h(x) =
2
3
(x+5)3/2, portanto: Z

x︸︷︷︸
g(x)

√
x+5︸ ︷︷ ︸
h′(x)

dx=

= x︸︷︷︸
g(x)

2
3
(x+5)3/2

︸ ︷︷ ︸
h(x)

−
Z

1︸︷︷︸
g′(x)

2
3
(x+5)3/2

︸ ︷︷ ︸
h(x)

dx=
2x
√

x+5
3

− 4
15

(x+5)5/2+K

Exemplo 2.15Calcule
Z

lnxdx

Soluç̃ao 2.10Escolhendog(x) = lnx e h′(x) = 1, temosg′(x) =
1
x

e h(x) = x,
portanto:
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Z
lnx︸︷︷︸
g(x)

1︸︷︷︸
h′(x)

dx= lnx︸︷︷︸
g(x)

x︸︷︷︸
h(x)

−
Z

1
x︸︷︷︸

g′(x)

x︸︷︷︸
h(x)

dx= xlnx−
Z

1dx= xlnx−x+K

Exemplo 2.16Terminando o exemplo2.12, temos

Z
xln(x2+5)dx=

1
2

Z
lnudu=

1
2

(ulnu−u)+K =

=
1
2
(x2+5) ln(x2+5)− 1

2
(x2+5)+K

2.3 Aplicações

2.3.1 Desvalorizaç̃ao

Exemplo 2.17O preço de revenda de uma certa máquina decresce a uma taxa
que varia com o tempo de uso. Quando a máquina tinhat anos de uso, a
taxa de variaç̃ao do seu valor era200(t−10) reais por ano. Se a ḿaquina foi
comprada por R$ 12.000,00, quanto valerá 10 anos depois?

Soluç̃ao 2.11SejaR(t) o preço de revenda daqui at anos. Note que:

R′(t) =
dR
dt

= 200(t−10) = 200t−2000

logo,

R(t) =
Z

200t−2000dt = 200
t2

2
−2000t +C = 100t2−2000t +C

como a ḿaquina foi comprada por R$ 12.000,00, ou seja, parat = 0, temos
queC = 12.000, portanto daqui a 10 anos a ḿaquina valeŕa:

R(10) = 100(10)2−2000(10)+12000= R$ 2.000,00

Exemplo 2.18O preço de revenda de uma certa máquina decresce a uma taxa
que varia com o tempo de uso. Quando a máquina tinhat anos de uso, a
taxa de variaç̃ao do seu valor era−960e−t/5 reais por ano. Se a ḿaquina foi
comprada por R$ 5.000,00, quanto valerá 10 anos depois?
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Soluç̃ao 2.12SejaR(t) o preço de revenda daqui at anos. Note que:

R′(t) =
dR
dt

=−960e−t/5

logo,

R(t) =
Z
−960e−t/5dt =

Z
4800eudu= 4800eu+C = 4800e−t/5+C

como a ḿaquina foi comprada por R$ 12.000,00, ou seja, parat = 0, temos
queC = 200, portanto daqui a 10 anos a ḿaquina valeŕa:

R(10) = 4800e−10/5+200=
4800

e2 +200=
4800
7.389

+200= R$ 849,61

2.3.2 Valorizaç̃ao

Exemplo 2.19Estima-se que um certo objeto valoriza a uma taxa anual de
0,4x3

√
0,2x4+8000

reais. Quanto valeŕa daqui a 10 anos o objeto que atualmente

vale R$ 500,00?

Soluç̃ao 2.13SejaP(t) o preço do objeto daqui at anos. Note que:

P′(t) =
dP
dt

=
0,4x3

√
0,2x4+8000

logo,

P(t) =
Z

0,4x3
√

0,2x4+8000
dt =

1
2

Z
1√
u

du=
√

u+C =
√

0,2x4+8000+C

como o objeto vale atualmente R$ 500,00, ou seja, parat = 0, temos queC =
410,55, portanto daqui a 10 anos o objeto valerá:

P(10) =
√

0,2(10)4+8000+410,55= 100+410,55= R$ 510,55

2.3.3 Preços de Venda

Exemplo 2.20

Soluç̃ao 2.14
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2.3.4 Custo Marginal

Exemplo 2.21

Soluç̃ao 2.15

2.3.5 Receita futura

Exemplo 2.22Um poço de petŕoleo produz 300 barris de petróleo por m̂es.
Este poço deverá secar em 3 anos. Estima-se que, daqui at meses, o preço
do barril de petŕoleo seŕa deP(t) = 18+ 0,3

√
t dólares. Como o petŕoleo é

vendido logo que extraı́do, qual seŕa a receita total futura do poço?

Soluç̃ao 2.16SejaR a receita. Ent̃ao:

R′(t) =
dR
dt

= (dólares recebidos por barril).(N. de barris vendidos por m̂es)

R′(t) =
dR
dt

=
dR
dB

.
dB
dt

= P(t).300= 5400+90
√

t

Logo:

R(t) =
Z

5400+90
√

tdt = 5400t +60t3/2+C

ComoR(0) = 0, segue queC = 0 e R(t) = 5400t + 60t3/2. Como o poço
secaŕa em 36 meses, a receita futura total do poço será de:

R(36) = 5400.36+60(36)3/2 = U$ 207.360,00

2.4 Integral Definida

2.4.1 Teorema Fundamental do Ćalculo

Suponha quef (x) seja cont́ınua e ñao-negativa em um intervaloa ≤ x ≤ b.
Você pode calcular o valor aproximado daárea abaixo do gráfico de f , entre
x = a ex = b, da seguinte maneira:

16



0–2 2

x

Se fizer uma subdivisão maior, temos:

0–2 2

x

Onde áarea do n-́esimo ret̂anguloé f (xi)∆x. Portanto áarea total seŕa:

A = lim
n→∞

n

∑
i=1

f (xi)∆x =
Z b

a
f (x)dx= F(b)−F(a)

ondeF(x) é uma primitiva def (x).

f(x)

0

3

–2 2

Exemplo 2.23Calcule aárea entre o gŕafico def (x) = x2+3 e o eixox entre
−1≤ x≤ 2.
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Soluç̃ao 2.17Observando o gŕafico nota-se quée śo usar o teorema funda-
mental do calculo para se encontrar aárea desejada.

f(x)

0

3

–1 2

logo,A=
Z 2

−1
x2+3dx= F(2)−F(−1) ondeF(x) =

x3

3
+3x+C, portanto:

A =
23

3
+3.2+C

︸ ︷︷ ︸
F(2)

−




(−1)3

3
+3.(−1)+C

︸ ︷︷ ︸
F(−1)


 =

26
3

+C+
10
3
−C = 12u.a.

Exemplo 2.24Calcule aárea entre o gŕafico def (x) =−x2+1 e o eixox entre
−1≤ x≤ 2.

Soluç̃ao 2.18Observando o gŕafico nota-se que só dá para usar o teorema
fundamental do calculo para se encontrar aárea no intervalo−1 ≤ x ≤ 1.
Para se calcular áarea no intervalo1≤ x≤ 2 basta calcular a integral definida
nesse intervalo, considerando-se o resultado positivo, portanto:

f(x)

0

1

–3

–1 21

Atotal = A1−A2 =
Z 1

−1
f (x)dx−

Z 2

1
f (x)dx

ComoF(x) =−x3

3
+x+C é uma primitiva, temos:
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A1 =−(1)3

3
+(1)+C

︸ ︷︷ ︸
F(1)

−


−

(−1)3

3
+(−1)+C

︸ ︷︷ ︸
F(−1)


 =

2
3

+C+
4
3
−C = 2

A2 =−23

3
+2+C

︸ ︷︷ ︸
F(2)

−


−

(1)3

3
+(1)+C

︸ ︷︷ ︸
F(1)


 =−6

3
+C+

2
3
−C =−4

3

Conclus̃ao: A = 2−
(
−4

3

)
=

10
3

u.a.

Exemplo 2.25Calcule aárea entre os gŕaficos def (x) = x2+3 e o gŕafico de
g(x) =−x2+1 entre−1≤ x≤ 2.

Soluç̃ao 2.19Observando o gŕafico nota-se que áarea no intervalo−1≤ x≤ 1
é a diferença entre aśareas entre o eixox e os graficos def (x) eg(x), ou seja:

g(x)

f(x)

0

3

1

–1 21

A1 =
Z 1

−1
f (x)dx−

Z 1

−1
g(x)dx=

Z 1

−1
[ f (x)−g(x)]dx

e que aárea no intervalo1≤ x≤ 2 é:

A1 =
Z 2

1
f (x)dx−

(Z 2

1
g(x)dx

)
=
Z 2

1
[ f (x)−g(x)]dx

Portanto a funç̃ao h(x) = f (x)− g(x) = 2x2 + 2, satisfaz o teorema, logo

Atotal = A1 + A2 =
Z 2

−1
[ f (x)− g(x)]dx e comoH(x) = 2

x3

3
+ 2x+C é uma

primitiva deh(x), temos:
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Atotal = 2
(2)3

3
+2.(2)+C

︸ ︷︷ ︸
F(2)

−


2

(−1)3

3
+2.(−1)+C

︸ ︷︷ ︸
F(−1)




Atotal =
20
3

+C+
4
3
−C =

24
3

= 8 u.a.

Exemplo 2.26Calcule aárea entre os gŕaficos def (x) = x2−9 e o gŕafico de
g(x) =−x2+9 entre−4≤ x≤ 3.

Soluç̃ao 2.20Observando o gŕafico nota-se que áareaA1 no intervalo−4≤
x≤−3 é a diferença entre aśareas entre o eixox e os gŕaficos def (x) eg(x) e
que aáreaA2 no intervalo−3≤ x≤ 3 é a diferença entre aśareas entre o eixo
x e os gŕaficos deg(x) e f (x), ou seja:

g(x)

f(x)

9

–9

–4 3–3

Atotal = A1+A2 =
Z −3

−4
[ f (x)−g(x)]dx+

Z 3

−3
[g(x)− f (x)]dx

Para resolver essas integrais, vamos utilizar uma função auxiliar

h(x) = f (x)−g(x) = (x2−9)− (−x2+9) = 2x2−18

logo

Atotal =
Z −3

−4
h(x)dx+

Z 3

−3
−h(x)dx

Calculando a primitiva deh(x), temos:

H(x) =
Z

h(x)dx=
Z

2x2−18dx= 2
x3

3
−18x+C

Portanto:
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A1 =


2

(−3)3

3
+18.(−3)+C

︸ ︷︷ ︸
F(−3)


−


2

(−4)3

3
+18.(−4)+C

︸ ︷︷ ︸
F(−4)


 =

20
3

u.a.

e

A2 =


2

(3)3

3
+18.(3)+C

︸ ︷︷ ︸
F(3)


−


2

(−3)3

3
+18.(−3)+C

︸ ︷︷ ︸
F(−3)


 = 72u.a.

Finalmente:Atotal =
20
3

+72=
236
3

u.a.
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Caṕıtulo 3

Funções de v́arias variáveis

3.1 Funç̃oes

Na pŕatica, o valor de uma quantidade pode depender do valor de duas ou mais
quantidades.

Exemplo 3.1 Se o custo de um determinado tipoc1 de componente custa R$
6,00 e do tipoc2 custa R$ 5,00, o custo dos componentesé dec(c1,c2) =
6c1+5c2.

c(2,3) = 12+15

Exemplo 3.2 f (x,y) = 3x−4y

3.2 Doḿınio

Exemplo 3.3 Sef (x,y)=
√

y−x2, ent̃ao o doḿınio def seŕaDom f= {(x,y)∈
R2,y−x2≥ 0} o que graficamente nos dá a regĩao abaixo.

Dom f

0

x
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Exemplo 3.4 Se f (x,y) =
1√

y2+x2−4
, ent̃ao o doḿınio de f seŕa Dom f =

{(x,y) ∈ R2,y2+x2−4 > 0} o que graficamente nos dá a regĩao abaixo.

Dom f

x

3.3 Limites

3.4 Derivadas parciais

Suponha quef (x1,x2, . . . ,xn) seja uma funç̃ao den variáveis. A derivada par-
cial de f em relaç̃ao a suaj-ésima varíavel x j e representada porfx j(x,y) é
definida como sendo a função obtida derivando-se a função f em relaç̃ao ax j e
considerando-se as demais variáveis como constantes.

Exemplo 3.5 Calcule fx e fy da funç̃ao f (x,y) = 3x−4y

Soluç̃ao 3.1 fx = derivada parcial def em relaç̃ao a varíavelx =
= derivada de3x−4y considerandoy uma constante =3.1+0 = 3,

analogamente,
fy = derivada parcial def em relaç̃ao a varíavely =

= derivada de3x−4y considerandox uma constante =0+4.1 = 3

Exemplo 3.6 Calcule fx e fy da funç̃ao f (x,y) = 5x2−4xy+3y
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Soluç̃ao 3.2 fx = derivada parcial def em relaç̃ao a varíavelx =
= derivada de5x2−4xy+3y considerandoy uma constante =
= 5.2x1−4y.1+0 = 10x−4y,

analogamente,
fy = derivada parcial def em relaç̃ao a varíavely =

= derivada de5x2−4xy+3y considerandox uma constante =
= 0−4x.1+3.1 =−4x+3

Exemplo 3.7 Calcule fx, fy e fz ondef (x,y,z) = 2x2y−3yz3−4xz−x3

Soluç̃ao 3.3 fx(x,y,z) = 2.y2.x1−0−4z.1−3x2 = 4xy−4z−3x2

fy(x,y,z) = 2x2.1−2z3.1−0−0 = 2x2−2z3

fz(x,y,z) = 0−3y.3z2−4x.1−0 =−9yz2−4x

Observaç̃ao 3.1 Notaç̃ao tamb́em utilizada para derivadas parciais:

∂ f
∂xi

(x1, . . . ,xn) = fxi(x1, . . . ,xn)

Observaç̃ao 3.2 As derivadas parciais também podem ser deriváveis. As funç̃oes
resultantes denominam-se derivadas parciais de segunda ordem. Serão repre-
sentadas por:

- derivada defx em relaç̃ao ax fxx =
∂2 f
∂x2

- derivada defx em relaç̃ao ay fxy =
∂2 f
∂x∂y

Exemplo 3.8 Determine todas as derivadas parciais de segunda ordem da função
f(x,y,z) = 2x3y3−2xz2−y2z3.

Soluç̃ao 3.4 Calculando as derivadas parciais de primeira ordem:

• fx(x,y,z) = 6x2y3−2z2

• fy(x,y,z) = 6x3y2−2yz3

• fz(x,y,z) =−4xz−3y2z2

Calculando as derivadas parciais de segunda ordem:

fxx(x,y,z) = 12xy3 fxy(x,y,z) = 18x2y2 fxz(x,y,z) =−4z

fyx(x,y,z) = 18x2y2 fyy(x,y,z) = 12x3y−2z3 fyz(x,y,z) =−6yz2

fzx(x,y,z) =−4z fzy(x,y,z) =−6yz2 fzz(x,y,z) =−4x−6y2z
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Exemplo 3.9 Determinefx(x,y) ondef(x,y) = (x−y2)(2x2−y)

Soluç̃ao 3.5 Note que a funç̃ao f(x,y) é o produto de duas outras funções
g(x,y) = x− y2 e h(x,y) = 2x2− y, logo pela regra do produto (ver1.1.4),
temos:

fx(x,y) = gxh+ghx =

gx︷︸︸︷
(1)

h︷ ︸︸ ︷
(2x2−y)+

g︷ ︸︸ ︷
(x−y2)

hx︷︸︸︷
(4x) = 6x2−y−4xy2

fy(x,y) = gyh+ghy =

gy︷ ︸︸ ︷
(−2y)

h︷ ︸︸ ︷
(2x2−y)+

g︷ ︸︸ ︷
(x−y2)

hy︷︸︸︷
(−1) = 3y2−4x2y−x

Exemplo 3.10Determinefxy(x,y) ondef(x,y) =
x
y

Soluç̃ao 3.6 Note quef(x,y)= x
1
y

= xy−1, logo fx(x,y)=
1
y

e portantofxy(x,y)=

− 1
y2

Exemplo 3.11Determinefx(x,y) ondef(x,y) = e2x2−y

Soluç̃ao 3.7 Note que a funç̃ao f(x,y) é a composiç̃ao entre a funç̃ao exponen-
cial e g(x,y) = 2x2−y, logo pelas regra do exponencial e da cadeia (ver1.1.6
e1.1.8), temos:

fx(x,y) = eggx = e2x2−y.(4x) = 4xe2x2−y

fy(x,y) = eggy = e2x2−y.(−1) =−e2x2−y

Exemplo 3.12Determinefxy(x,y) ondef(x,y) = ln(2x2−y)

Soluç̃ao 3.8 Note que a funç̃ao f(x,y) é a composiç̃ao entre a funç̃ao logaŕıtmica
eg(x,y) = 2x2−y, logo pelas regra do logaritmo e da cadeia (ver1.1.7e1.1.8),
temos:

fx(x,y) =
1
g

gx =
1

2x2−y
.(4x) =

4x
2x2−y

fy(x,y) =
1
g

gy =
1

2x2−y
.(−1) =− 1

2x2−y
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Para se calcularfxy(x,y) temos que usar a regra do quociente (ver1.1.5),
portanto:

fxy(x,y) =
gyh−ghy

h2 =
0.(2x2−y)− (4x)(−1)

(2x2−y)2 =
4x

(2x2−y)2

fyx(x,y) =
gxh−ghx

h2 =
0.(2x2−y)− (1)(4x)

(2x2−y)2 =
4x

(2x2−y)2

3.5 Curvas de Ńıvel

Uma curva de ńıvel de uma funç̃ao f(x,y) é uma curva no planoxyrepresentada
pela equaç̃ao f(x,y) = C, ondeC é uma constante qualquer.

Exemplo 3.13Encontrar a curva de ńıvel da funç̃ao f(x,y) = x2−y, paraC =
4.

Soluç̃ao 3.9 Note que paraf(x,y) = 4 temosx2−y = 4⇔ y = x2 +4 queé o
gráfico de uma paŕabola

3.6 Máximos e Ḿınimos

Reportando as funções apenas de uma variável, temos que o(s) ponto(s) de
máximo (ou ḿınimo) ocorrem no(s) ponto(s) crı́ticos da funç̃ao, ou seja, onde
a derivada da funç̃ao é igual a zero. De maneira similar, temos a seguinte
definiç̃ao:

Definição 3.1 Diremos que o ponto(a,b) é um ponto cŕıtico da funç̃ao f(x,y)
se fx(x,y) = 0 e fy(x,y) = 0.

3.6.1 Teste da derivada segunda

O teste da derivada segunda utilizado com várias varíaveis tem a finalidade de
distinguir pontos de ḿaximo, ḿınimo relativos dos pontos de sela.

Suponha quef(x,y) tenha derivadas parciais de segunda ordem contı́nuas.
Seja

D(x,y) =

∣∣∣∣∣∣

fxx(x,y) fxy(x,y)

fyx(x,y) fyy(x,y)

∣∣∣∣∣∣
= fxx(x,y) fyy(x,y)− ( fxy(x,y))2

e suponha que(a,b) seja um ponto crı́tico de f(x,y).
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• SeD(a,b) < 0, ent̃ao, f(x,y) tem um ponto de sela em(a,b);

• SeD(a,b) > 0 e fxx(a,b) < 0, ent̃ao, f(x,y) possui um ḿaximo relativo
em(a,b);

• SeD(a,b) > 0 e fxx(a,b) > 0, ent̃ao, f(x,y) possui um ḿaximo relativo
em(a,b);

• SeD(a,b) = 0 o teste falha.

Exemplo 3.14Determine e classifique os pontos crı́ticos def(x,y) = x2+y2

Soluç̃ao 3.10

Exemplo 3.15Um fabricante deseja vender um número limitado de ḿaquinas
e estima que, se forem vendidasx máquinas para o mercado interno ey para
o externo, as ḿaquinas ser̃ao vendidas por150− x milhares de reais para o
mercado interno e100−y milhares de reais para o mercado externo. Quantas
máquinas devem ser vendidas para os mercados interno e externo para se obter
a receita ḿaxima?

Soluç̃ao 3.11

Exemplo 3.16Um determinado tipo de sorvete de duas marcas distintas foi
comprado por um negociante pelo preço de R$ 2,00 por unidade. Estima-se
que, se a mercadoria de uma das marcas for vendida porx reais e a outra por
y a unidade, os consumidores comprarão diariamente40−50x+40y unidades
do sorvete da primeira marca e20+ 60x− 70y unidades da segunda marca.
Qual seŕa o preço de venda de cada um dos sorvetes, para se obter o lucro
maior posśıvel?

Soluç̃ao 3.12

3.6.2 Multiplicadores de Lagrange

Suponha quef (x,y) e g(x,y) sejam funç̃oes cujas as derivadas de primeira or-
dem existam. Para encontrar o máximo e o ḿınimo relativos def (x,y), com
à restriç̃ao g(x,y) = K, para uma constanteK, introduza uma nova variável λ
(denominadamultiplicador de Lagrange) e resolva as tr̂es equaç̃oes seguintes:

fx(x,y) = λgx(x,y) fy(x,y) = λgy(x,y) g(x,y) = K

O extremo relativo desejado será dado entre as soluções encontradas.
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Exemplo 3.17No exemplo anterior, suponha que o fabricante está limitado
a vender no ḿaximo 100 ḿaquinas. Qual seŕa a receita ḿaxima e quais as
quantidades de ḿaquinas vendidas para o mercado interno e externo?

Soluç̃ao 3.13
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Caṕıtulo 4

Anexos

4.1 Juros

4.1.1 Juros Simples

SeP reais forem investidos a uma taxa de juros simples anual der (expressa
como decimal), o saldoS(t) aṕost anos seŕa de

S(t) = P(1+ rt ) reais

4.1.2 Juros Compostos

Se P reais forem investidos a uma taxa de juros anual der (expressa como
decimal) e os juros forem compostosk vezes por ano, o saldoS(t) aṕost anos
seŕa de

S(t) = P
(

1+
r
t

)kt
reais

4.1.3 Juros Compostos Continuamente

Se P reais forem investidos a uma taxa de juros anual der (expressa como
decimal) e os juros forem compostos continuamente, o saldoS(t) aṕos t anos
seŕa de

S(t) = Pert reais

4.2 Tempo de Duplicaç̃ao

Se a quantia for investida a uma taxa de juros anualr e os juros forem compos-
tosk vezes ao ano, então

Tempo de duplicaç̃ao =
ln2

k ln(1+ r/k)
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Se a quantia for investida a uma taxa de juros anualr e os juros forem compos-
tos continuamente, então

Tempo de duplicaç̃ao =
ln2
r

4.3 Taxa Efetiva de Juros

Se o juros s̃ao compostosk vezes ao ano, a uma taxa anual de jurosr, ent̃ao

Taxa efetiva de juros =
(

1+
r
t

)k
−1

Se o juros s̃ao compostos continuamente, a uma taxa anual de jurosr, ent̃ao
Taxa efetiva de juros =er −1

4.4 Valor Presente

Se o juros s̃ao compostosk vezes ao ano, a uma taxa anual de jurosr, o valor
presente deSreais, paǵavel daqui at anosé

P = S
(

1+
r
k

)−kt
reais

Se o juros s̃ao compostos continuamente, a uma taxa anual de jurosr, o valor
presente deSreais, paǵavel daqui at anosé

P = Se−rt reais
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