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1 Algumas Aplicacoes das Derivadas na
Administracao e na Economia

1.1 CUSTO, CUSTO MEDIO E CUSTO MARGINAL

Admitindo-se que o custo total y para se produzir e negociar x unidades de um artigo
¢ uma funcao somente de z, entao a funcao de custo total pode ser representada por

Sao usadas funcoes de varios tipos para representar curvas de custo total. Em geral,
as curvas de custo tem as seguintes propriedades:

1. Quando nenhuma unidade é produzida, o custo total é igual a zero ou positivo, isto
é, f(0) > 0. Se f(0) > 0, entao f(0) é o montante das despesas gerais ou dos custos
fixos de producao.

2. O custo total aumenta quando x aumenta e, portanto, f’(x) é sempre positivo.

3. O custo de producao de uma quantidade muito grande de qualquer artigo usual-
mente atinge um ponto no qual este aumenta a uma taxa crescente. Portanto, a
curva de custo total é, normalmente, concava para cima, isto é, f”(x) > 0. En-
tretanto, dentro de uma faixa limitada, a curva de custo total é, com frequéncia,
concava para baixo, correspondo ao custo marginal decrescente.

Se a fungdo de custo total é f(x) entdo, o custo médio ou por unidade é

c x . ,

em(z) =7, = e @) e o custo marginal é f'(x).
x x

A primeira derivada do custo médio (o custo médio marginal) é cm'(x) =

zf'(x) — f(x)
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Se |em’(x)=0|< zf'(x) — f(x) =0, isto é, f(z) =z f'(z) = — =|{’(x)=cm(x)

Portanto, o custo médio ¢ minimo para um valor de z, tal que o custo médio se iguale
ao custo marginal; isto é, as curvas do custo médio e do custo marginal se interceptam no
ponto de custo médio minimo. Observe que se x existir, supoe-se que seu valor seja minimo
para o qual cm/(z) = 0, devido a terceira propriedade das curvas de custo mencionadas
acima.

Para uma determinada curva de custo total, a existéncia deste minimo pode ser testada
da maneira usual.



1.2 ELASTICIDADE

A elasticidade pontual da fungao y = f(x) no ponto z é a taxa de varia¢ao proporcional
em y por unidade de variacao em x:
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Observe que a elasticidade n de uma funcao é independente das unidades com as quais as
variaveis sao medidas. Isto resulta da definicao de elasticidade, em termos de variagoes
proporcionais, que sao necessariamente independentes das unidades de medida.

A elasticidade pontual da demanda, oferta, custo, produtividade e outras fungoes é
um importante conceito na teoria economica.

1.3 RECEITA, RECEITA MARGINAL E ELASTICIDADE
DE DEMANDA

Para qualquer funcdo demanda dada y = f(z) onde y é o prego por unidade e = é o

ntumero de unidades; a receita total R é o produto de x por y, isto é, | R = z.y = z.f(x)

A receita marginal em relacao a demanda é a derivada da receita total em relacao a
x, ou seja, R'(x) e é, portanto, a taxa de variagdo na receita em relagao a variagdo na
demanda.

Observe que a receita média, ou a receita por unidade, representa também o preco por
unidade y - isto é, a curva de receita média e a curva de demanda sao idénticas.

Uma vez que x e y sao sempre nao negativos no contexto de nossa estrutura analitica
previamente estabelecida, R também é sempre nao negativa. Contudo, R'(z) pode ser
positivo ou negativo - isto é, embora a receita total seja sempre nao negativa, ela pode
aumentar ou diminuir, a medida que a demanda aumenta.

Note também que existe uma relacao entre a receita marginal e a elasticidade de
demanda, dada por:

R =a- @) ty=y (s 1) =y (145 =un




1.4 EXERCICIO

1* Questao Derive as seguintes funcoes e encontre os pontos criticos:

a) a(r) =23 — 9% — 2 [R: P.C.={0.6}]
b) b(x) = 32t + 423 — 1222 [R:P.C.={-2,0,1}]
c) c(x) = (22 — 3z) (23 — 22?) R: P.C.={0,1,2

d) d(z) = xz_—a: R P.C—{-1 % v3)

xc+1

e) f(z) = [ln(2* — 4z + 4)]2 | R: P.C.={1,2,3} |
f) g(x) = z.e 1%
g) h(z) =Ine ¥’ R: P.C.={—/2,0,v/2}

22 Questao Em cada funcao abaixo, determine os intervalos onde a funcao
é crescente! (decrescente) e onde a fungao tem concavidade positiva? (ne-
gativa). Esboce o grafico.

a) h(.r) =222 —4x — 6 ‘R: Cres: (1,00) C.Posit: §R‘
b) l(x) = 23 — 622 + 2 ‘R: Cres: (—o00,0) U (4,00) C.Posit: (2,00)‘
c) m(x) = 2t — 427 [R: Cres: (3,00) C.Posit: (—00,0) U (2,00) |

32 Questao Para cada uma das seguintes funcgoes de custo total, ache o
custo médio (7), custo marginal, custo médio marginal, o minimo custo
médio e mostre que neste minimo, o custo marginal e o custo médio sao
iguais (ver 77).

a) y = 2 + 200z + 10000 [R: Zmin = 100 ,,, = 400
b) y = 25z — 8x? + (R Tin =4 Gpin = 9]
c) y = 22>+ 5z + 18 (B Zonin =3 i = 17]
d) y = 20z + 223 + 42 [R: Zin =0 Gy = 20|
e) y = 2z + 2?inx R: i = é Yo =2 — % ~ 1.6321
f) y=2xe™ 4 ze” R: Tpnin = %1112 Tpnin = 2V/2 ~ 2.8284

!Para encontrar o(s) intervalo(s) onde f(x) é crescente, basta resolver a inequacio f/(x) > 0, ou seja,
fazer o teste da derivada primeira.

2Para encontrar o(s) intervalo(s) onde f(z) tem concavidade positiva, basta resolver a inequagao
f7(x) > 0, ou seja, fazer o teste da derivada segunda.



4 Questao A funcao de receita total de uma fabrica de méveis coloniais
é expressa pela equacao R = 24z — 322

a) Qual é a receita méaxima que esta companhia pode esperar obter,
supondo que esta equacao seja valida? |R: %mae =4 Riao = 48]

b) Que equagao representa a fungao de receita média e marginal?

c) Num tnico gréfico, trace as fungoes de receita total, média e marginal.

5% Questao Para cada um dos seguintes pares de funcoes de demanda e
de custo (médio ou total), ache o lucro méaximo, a receita maxima que se
pode obter e verifique que a relagao entre a receita marginal e a elasticidade
de demanda ¢é valida (ver 77).

a)y=18—zrey.=2x+ 14 R Linae = (8,50)  Ruaz = (9,81)]
b)) y=24—Trey.=6—2x R: Loz = (3,2)  Rinaw = (32, 144)

C) y —= 26 — 3x2 (& yC — 31'2 + 2.T + 14 R: Lipaz = (%7%) Rz = (%\/%7%2\/%)

d) y =12 -4z ey, = 8z — x? R: Linaz = (2,3)  Rinaz = (2,9)
e) Yy = 12 — bz e gc =4x + 6 R: Loz = (%al) Ripas = (gv%)
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