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Resumo

Neste trabalho estudamos a Cohen-Macaulicidade e a Gorensteincidade da fibra
especial de um ideal em um anel local (R,m) de Cohen-Macaulay com dimensao
d. Também obtemos uma férmula para a multiplicidade da fibra especial de um
ideal m-primdrio / em termos da multiplicidade mista e;_1(m|]) e elementos su-
perficiais. Como consequéncia dessa fomula, temos que a Cohen-Macaulicidade da
fibra especial de I, quando I tem multiplicidade mista minimal e quase minimal, é

caracterizada em termos do nimero de redugao de I.

Palavras-chave:

Fibra especial, multiplicidade mista, nimero de redugao.
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Abstract

In this dissertation, we study Cohen-Macaulay and Gorenstein properties of the
fiber cone of an ideal I of d-dimensional Cohen-Macaulay local ring (R, m).We also
obtain a formula to express the multiplicity of the fiber cone of a m-primary ideal
in terms of mixed multiplicity e;_;(m|/) and superficial elements. As a consequence,
we have that the Cohen-Macaulay properties of the fiber cone of I, with minimal
mixed multiplicity and almost minimal, is characterized by the reduction number
of I.

Keywords:

Fiber cone, mixed multiplicity, reduction number.
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Introducao

Sejam (R, m) um anel local Noetheriano com dimensao d > 0 e corpo residual in-
finito, e I um ideal de R. A &lgebra de Rees R(I) = @I”t", o anel graduado

n>0

associado G;(R) = R(I)/IR(I) e a fibra especial F(I) = R(I)/mR(I) de I de-
sempenham um papel importante no processo de explosao da variedade Spec(R)
ao longo da subvariedade V' (I). Por esse motivo estes objetos sao frequentemente
referidos como algebras de explosao de I. Além disso, eles também sao extensiva-
mente usados para examinar diversas propriedades de I. Portanto, muita atencao
tem-se prestado no passado para encontrar sob que circunstancias essas algebras
tem uma boa estrutura algébrica.

Nesta dissertagao focamos na fibra especial F'(I), pois existe uma falta de conhe-
cimento sobre suas propriedades, em comparacao com o restante das algebras de
explosao. Do ponto de vista algébrico, F'(I) produz informagoes sobre o ideal I.
Por exemplo, a sua funcao de Hilbert é a fungao numérica que mede o crescimento
do nimero minimo de geradores u(1™) das poténcias de I. Para n suficientemente
grande esta fungao é um polinomio em n de grau dim F'(I) — 1, cujo coeficiente lider
fo = fo(I) é chamado de multiplicidade da fibra especial F'(I). Outro dado signi-
ficativo atribuido a F'(I) é a sua dimensao de Krull, chamado de dispersao analitica
¢(I) de I. Tal dispersao ¢ limitada inferiormente pela altura de I e limitada supe-
riormente pela dimensao de R. Ela coincide com o nimero minimo de geradores
de uma reducao minimal de /. Uma reducao minimal - uma nocao que tem sido
fundamental no estudo da édlgebra de Rees de um ideal, pois ele carrega a maior
parte das informagoes sobre o ideal original, em geral, com menos geradores - surge
a partir da normalizagao de Noether de F'(I). De uma perspectiva mais geométrica,
Proj(F(I)) corresponde a fibra sobre o ponto fechado da explosao do Spec(R) ao
longo de V/(I). Portanto, desempenha um papel importante na resolugao de singu-

laridades de variedades algébricas. Hironaka, no seu artigo [16] sobre resolucao de



singularidades, introduziu o conceito de permissibilidade de I como centro de explo-
sdo. Lembrando que I é permissivel em R se R/I ¢é regular e G(I) é R/I-plano.
Considerando a série de Hilbert de G(m) e de F'(I)

st =351 (g ) e st =30 (6 )

Seja e a dimensdo de imersao de R/I. Em 1976, B. Singh em [31], demonstrou

que I é um centro permissivel de explosao se, e somente se, as séries de Hilbert de

G(m) e F(I) estao relacionadas pela equagao
HS5(G(m), t)(1 — 1) = HS(F(I),1).

Agora vamos destacar alguns resultados da literatura que indicam a importancia
de um estudo sistematico da fibra especial. No que diz respeito as propriedades
aritméticas da fibra especial, um dos primeiros resultados conhecidos foi dado por
Huneke e Sally [21], que provaram que, se R é de Cohen-Macaulay, a fibra especial
de qualquer ideal m-primério cujo nimero de redugao é um é de Cohen-Macaulay.
Este resultado foi posteriormente estendido por K. Shah [29, 30] para os ideais
equimiltiplos de nimero de reducao igual a um, dando também algumas condigoes
de Cohen-Macaulicidade da fibra especial de ideais equimiltiplos de nimero de
reducao dois. Resultados subsequentes de Cortadellas e Zarzuela [7, 8], D’Cruz,
Raghavan e Verma [11], e D’Cruz e Verma [9] completam os resultados de Shah
para familias de ideais mais gerais. Além disso, a fibra especial de um ideal de
definicao de uma curva monomial em P? situada em uma quadrica foi provado ser
de Cohen-Macaulay por Morales e Simis [26]. Esse resultado foi mais tarde estendido
por P. Gimenez [13] e Barile e Morales [2] para o ideal de defini¢ao de uma variedade
projetiva monomial de codimensao dois.

Por outro lado, motivados pelo trabalho de R. Hiibl [17], Hiibl e Huneke [18]
estudaram a Cohen-Macaulicidade da fibra especial de ideais especial em conexao
com a teoria da evolugao introduzida por Eisenbud e Mazur [12], que est4 relacionada
aos trabalhos de A. Wiles sobre o Ultimo Teorema Fermat. Hiibl e Swanson [19]
também teém feito alguns calculos sobre a fibra especial neste contexto. Os trabalhos
mais recentes sobre as propriedades da fibra especial (multiplicidade, fungao de
Hilbert, Cohen-Macaulicidade, Gorensteincidade, profundidade,...) tem sido feito
por Corso, Ghezzi, Polini e Ulrich [4], Corso, Polini e Vasconcelos [5], T. Cortadellas
[6] D’Cruz e Puthenpurakal [10], Heinzer e Kim [14], Heinzer, Kim e Ulrich [15],

2



Jayanthan e Verma [22, 23], Jayanthan, Puthenpurakal e Verma [24], ou D. Q. Viét
[34] e outros.

O caso de ideais com reducao um ideal principal também tem sido considerada em
alguns detalhes por varios autores. S. Huckaba [20] estudou o nimero de redugao
e observou que, para uma ideal regular de dispersao analitica um, o ntimero de
reducgao nao depende da redugao minimal.

Neste trabalho, desenvolvemos em detalhes a teoria e resultados obtidos em
[24, 11]. Mais precisamente, estudamos a Cohen-Macaulicidade e a Gorensteincidade
da fibra especial de um ideal em um anel local (R, m) de Cohen-Macaulay com
dimensao d. Também obtemos uma férmula para a multiplicidade da fibra especial
de um ideal m-primdrio I em termos da multiplicidade mista e;_1(m|I) e elementos
superficiais. Como consequéncia dessa fomula, temos que a Cohen-Macaulicidade
da fibra especial de I, quando I tem multiplicidade mista minimal e quase minimal,

¢ caracterizada em termos do niimero de reducao de [.



Capitulo 1

Preliminares

O principal objetivo deste capitulo é definir a fibra especial de um ideal m-
primério num anel local (R, m) e determinar uma férmula para sua multiplicidade.

Esta férmula envolve as nogoes de multiplicidades mistas e sequéncias superficiais.

1.1 Anéis de Cohen-Macaulay

Nesta segao, citaremos alguns resultados béasicos envolvendo sequéncias regulares,
sistemas de parametros e o fato do anel ser de Cohen-Macaulay. Para as de-
mostragoes, consulte [25].

Sejam R um anel e M um R-médulo. Dizemos que a € R é um elemento M -
reqular se az = 0 para z € M implica z = 0, em outras palavras, se a é um nao
divisor de zero em M. Uma sequéncia regular é composta de sucessivos elementos

regulares:

Defini¢ao 1.1. Sejam M um R-médulo e z = (z1,...,x,) uma sequéncia de ele-
mentos de R. FEsta sequéncia é chamada de sequéncia reqular (ou M-sequéncia)

quando as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. M/(zy,...,2,)M #0
2. x;y1 é um elemento M/(xq,...,x;)M-regular, parai=1,...,n—1

Estamos interessados que os comprimentos das M-sequéncias a elementos de [
sejam finitos. Por isso, definimos sequéncias regulares maximais:
A M-sequéncia que nao admite inser¢ao préopria de novos elementos é chamada

de M-sequéncia mdzima.



Proposicao 1.2. Se R é um anel Noetheriano, M um R-mddulo finitamente gerado
e I um ideal de R tal que IM # M entao duas M -sequéncias mdazimas em I admitem

0 mesmo numero de elementos.

Definicao 1.3. Sejam R um anel Noetheriano, M um R-médulo finitamente gerado
e I um ideal de R tal que IM # M. Entao o comprimento comum das M-sequéncias

maximais em I é chamado de profundidade de I em M, denotado por depth(Z, M).

Em particular, para um anel local Noetheriano (R, m), dizemos que a profundi-
dade de M, denotada por depth(M), é depth(m, M).

Agora estamos aptos a definir um anel de Cohen-Macaulay:

Definicao 1.4. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Um R-mddulo finitamente
gerado M # 0 é um mddulo de Cohen-Macaulay se depth(M)= dim(M). Se R é um

R-modulo de Cohen-Macaulay, entao R é chamado de um anel de Cohen-Macaulay.

Em geral, se R é um anel Noetheriano arbitrario, entao M é um modulo de
Cohen-Macaulay se My, é um modulo de Cohen-Macaulay para todos os ideias maxi-
mais m € SuppM. Um anel R é dito ser de Cohen-Macaulay se R, ¢ um anel local

de Cohen-Macaulay para todos os ideais maximais m de R.

Proposicao 1.5. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-mddulo fini-
tamente gerado. Se M é um modulo de Cohen-Macaulay, entao Mp € um maodulo
de Cohen-Macaulay sobre Rp para todo P € SpecR.

Outra caracterizagao de anéis de Cohen-Macaulay que serd utilizada nesta dis-

sertagao requer a nogao do invariante (M) e de sistemas de parametros:

Definigao 1.6. Sejam (R, m) um anel local e M um R-médulo finitamente gerado,
definimos o invariante §(M) como sendo o menor inteiro s € N tal que existem

x1,...,xs € m de forma que

[ M <
00
oM+ ... +x. M

Agora, podemos enunciar um importante resultado da teoria de dimensao:

Teorema 1.7. (Chevalley-Krull) Sejam R um anel local Noetheriano e M um
R-mddulo finitamente gerado, entdo dim(M) = §(M)



Definigao 1.8. Sejam (R, m) um anel local Noetheriano e M um R-mdédulo finita-
mente gerado de dimensao n. Uma sequéncia = (z1,...,x,) € m é um sistema de
parametros de M se dimM/(xy, ..., x,)M = 0.

Uma consequéncia do teorema acima, que sera utilizada mais adiante, é: Se
M é médulo de Cohen-Macaulay entao, todo sistema de parametros de M é uma

sequéncia regular em M.

1.2 Anéis de Gorenstein

Nesta secao admitiremos que o leitor esteja familiarizado com o Funtor Ext. As
demontragoes podem ser encontradas em [3]. Durante toda a se¢do (R, m) denotara
um anel local com tnico ideal maximal m e corpo residual £ = R/m.

Consideremos M um R-mdédulo finitamente gerado e n =depth(M ), onde depth(M)
¢ o comprimento das sequéncias M-regulares maximais em m. O ndmero n é bem

determinado por
Ext™(k, M) # 0 e Ext'(k, M) = 0 para i < n

Definimos o Tipo de M como sendo a dimensao de Ext"(k, M) sobre k, e deno-
tamos por Tipo(M) = dimy Ext"(k, M).

Agora podemos definir um anel de Gorenstein:

Definigao 1.9. Um anel local (R, m) é dito ser de Gorenstein se
Sup{i/Ext'(k, R) # 0} < oc.

O conjunto Sup{i/Ext’(k, R) # 0} é também chamado de dimensdo injetiva de
R e é denotado por inj dim(R).

Observagao 1. Note que n = depht (M) < inj dim(R).

Para saber quando um anel é ou nao de Gorenstein temos o resultado seguinte

que faz relacao com os anéis de Cohen-Macaulay facilitando tal caracterizagao.

Teorema 1.10. Seja (R, m) um anel Noetheriano local. Entdo R € um anel de

Gorenstein se, e somente se, R é um anel de Cohen-Macaulay e Tipo(R)=1.



Definigao 1.11. Seja M um R-médulo finitamente gerado sobre (R, m) um anel

local Noetheriano. Entao
Socle(M) = (0 :py m) = Hom(k, M)
é chamado o socle de M.

Proposicao 1.12. Sejam (R, m, k) um anel local Noetheriano, onde k = R/m, M
¢ um R-mddulo finitamente gerado e x = (x1,...,x,) € uma sequéncia M -reqular
mazimal em m. Entao

. ) M
Tipo(M) = dimy, Socle (g_M) :

Definiremos o que venha a ser uma hipersuperficie para que possamos enunciar
o resultado no qual faz relacao com os anéis de Gorenstein.

Para isso, consideremos A = @ A, um anel graduado, onde A é uma k-algebra
n>0
finitamente gerada, logo, existe um homomorfismo sobrejetivo ¢ : k[z1,...,zs] —

A. Assim, dizemos que A é uma hipersuperficie se, e somente se, kerp for um ideal

principal.

Corolario 1.13. Se R ¢ uma hipersuperficie, entao R ¢ um anel de Gorenstein.

1.3 Funcao de Hilbert

Consideremos (R, m) um anel local Noetheriano, A = @ A, uma algebra graduada
n>0
standard e M = @ M, um A-médulo graduado. Suponhamos que R é Artiniano.

n>0
Definimos a func¢ao, o polinomio e a série de Hilbert para um maodulo graduado

M. Para cada A-médulo graduado M as componentes homogéneas M,, de M sao

R-médulos finitamentes gerados e portanto tem comprimento finito.

Definicao 1.14. Seja M um R-moédulo graduado finitamente gerado. A funcao
HF(M, .):N — N definida por HF(M,n) = l(M,), para todo n € N, é a fun¢ao

de Hilbert de M, onde [ denota a funcao comprimento.

Definicao 1.15. A série de Hilbert é definida por

HS(M,t) =Y HF(M,n)t"

neN



Teorema 1.16. (Hilbert) Seja M um R-mddulo finitamente gerado de dimensao
d. Entao existe um polinomio p(x) € Q[x] de grau d — 1 tal que HF(M,n) = p(n)

para todo n suficientemente grande.

Lema 1.17. Seja p(x) € Q[z] um polinémio de grau d > 0. As sequintes condigoes

sao equivalentes:
1. p(n) € N para todo n suficientemente grande

2. Existem unicos inteiros ag, . .., aq tais que ag > 0 e

p<t>=2ai<t“)

1=0 t

Estes resultados garantem que existe um tunico polinomio que coincide com a
funcao de Hilbert HF (M, n) quando n é suficientemente grande. Este polinomio é

chamado de polinomio de Hilbert de M e escrito da seguinte forma:

-1 n+1
HP(M,n) = Z(—l)d_l_i@d—l—i ( . )

i=0 g
O grau de M é o ntmero ey.
Observemos que para a fungao f : Z — N, Af(n) = f(n) — f(n — 1), portanto
graulf = grauf — 1.

Proposicao 1.18. Seja M # 0 um R-mddulo graduado finitamente gerado de di-
mensao d. Entao existe um unico h(t) € Z[t] com h(1) # 0 tal que

HS(M,t) =
ee; = hO(1)/i! parai =0,...,d— 1, onde h) ¢ a i-ésima derivada de h(t) em
relagdo a t. Em particular, eg = h(1).

Se o polinomio h(t) é dado por h(t) = ho+hit+. . .+hst®, chamamos (ho, ..., hs) €

7! de h-vector de R. Com isso temos o seguinte resultado:

Teorema 1.19. Se R ¢é um anel de Gorenstein, entao h(t) for um polinémio

stmétrico.

Todas as demonstracoes dos resultados enuciados acima podem ser encontradas
em [3].



1.4 A Fibra Especial

Esta secao traz algumas defini¢oes sobre o objeto que motiva a dissertacao: A fibra

especial.

Definigao 1.20. Sejam R um anel, / um ideal de R e t uma varidvel sobre R. A
dlgebra de Rees de I é o subanel de R[t] dado por
R(I) =P 1t
n>0
Definicao 1.21. Sejam R um anel, [ um ideal de R e t uma varidavel sobre R. O
anel graduado associado de I é

_ " R{)
Gi(R) = g?o I+ IR(I)

Depois dessas defini¢oes, podemos definir o que venha a ser uma fibra especial.

Definigao 1.22. Seja (R, m) um anel Noetheriano local, a fibra especial de I é

B " R(I)
Fi) = n@) mln  mR(I)

Sua dimensao de Krull é chamada de dispersao analitica de I e é denotada por £([).

Como nosso interesse é estudar as fibras especiais de ideais m-primérios de um
anel local de Cohen-Macaulay. Acrescentamos as defini¢oes de fungoes e polinémios
de Hilbert que envolvem esta teoria. Além disso, enuciaremos alguns resultados
sobre multiplicidade bastante utilizados ao longo de toda a dissertacao.

A fungdo de Hilbert HF (F(I),n) da fibra especial F'(I) de um anel local (R, m)
com dimensao d é dada por

In
HF(F(I),n) =1 (m[")
A fungdo HF(F(I),n) é um polinémio HP(F(I),n) em n de grau ¢(/) — 1 para n

suficientemente grande. Escrevemos este polinomio por

HP(F(I),n) = f,(I) ( bl ) A ( b ) L (L) ()

(-1 -2
para certos inteiros fo(I), fi(1), ..., fe—1(I), onde [ = ¢(I).

Observamos que se I é m-primério entao ¢(I) = d e portanto o grau de HP(F(I),m)
éd—1.



Definigao 1.23. A multiplicidade de F(I) é o ntimero fo([).

Para um ideal m-primario I em um anel Noetheriano local de dimensao d, defina

HF(I,n)=1 ([ﬁn)

como sendo a funcao de Hilbert-Samuel de I. Sabe-se que esta funcao coincide com
o polinomio HP(I,n) de grau d para n suficientemente grande. Escrevemos tal

polinomio como segue

HP(I,n) =e,(I) ( n—l—j—l ) —e1(1) ( HZEIQ ) 4o 4 (=1)%eg(I)

Definigao 1.24. O coeficiente ey(I), denotado por e(I), é chamado de multiplicidade
de I.

1.5 Reducoes

Nesta secao trataremos de alguns resultados béasicos sobre reducgoes e suas relacgoes
com a dimensao da fibra especial e com as multiplicidades, além disso enunciaremos
o famoso teorema de Rees, o qual caracteriza a nogao de reducao via multiplicidade
de Hilbert-Samuel.

Um ideal J C I é chamado uma reducao de I se existe um numero inteiro nao

negativo n tal que
JI" ="

O menor inteiro n tal que JI™ = I"*! é chamado de nimero de reducdo de I
com relagao a J, e serd denotado por 7 (/).

Se J é minimal com respeito a inclusao entre as reducoes de I, entao dizemos
que J é uma reducao minimal de I.

A proposicao seguinte envolve redugdes minimais e sera bastante utilizada, sua
demonstragao pode ser vista em [32].

O ndmero de redugao r(I) de I é o infimo dos r;(/), onde J varia sobre todas

as reducoes minimais de I.

Proposicao 1.25. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e J uma redu¢do minimal
I. Entao JNml =mJ.
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O resultado importante que faz conexao entre redugoes minimais e fibras espe-
ciais é
Teorema 1.26. Se R/m for infinito, entdo todas as redugcoes minimais de I sao

minimamente geradas por ((I) elementos.

Este resultado é uma consequéncia do teorema de Normalizagao de Noether e
sua demonstragao pode ser encontrada em [32]. Nesta mesma referéncia podemos

encontrar a seguinte proposicao:
Proposicao 1.27. Seja (R, m) um anel local Noetheriano e I um ideal de R. Entao,
alt(I) < (1) < dimR e (1)< u(I)

Observacao 2. Dados um anel local (R, m) de dimensao d e I um ideal m-primario.
A fibra especial deste ideal possui mesma dimensao do anel. Pois alt(/) = alt(m) =
dim R e da Proposigao 1.27 temos, alt(/) < dim F'(I) < dim R, portanto, dim F'(I) =
dim R.

Como foi dito no inicio da secao, faremos um breve comentario sobre as conexoes

entre reducoes e multiplicidades:

Proposicao 1.28. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensao d

el = (x1,...,2q) um ideal m-primdrio. Entao, e(I) =1 (?)

Teorema 1.29. Seja (R, m) um anel local Noetheriano. Se J é uma reducao de I,
entdo e(I) = e(J).

A reciproca deste Teorema é conhecida como Teorema de Rees, e é vélida para
anéis com completude equidimensional, isto é, todos os ideias primos associados tem
a mesma dimensao do anel, ou ainda o anel nao possui ideais primos imersos. O

Teorema de Rees caracteriza completamente a nocao de reducao através da nocao
de multiplicidade de Hilbert-Samuel.

Teorema 1.30. (Rees)Seja (R, m) é um anel local Noetheriano com completude

equidimensional. Entao J € uma reducdo de I se, e somente se, e(I) = e(J).
Uma consequencia do Teorema 1.29 e Proposicao 1.28 é

Proposicao 1.31. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay com corpo resi-

dual infinito e I um ideal m-primdrio. Se J € uma redugao minimal qualquer de I,
tio e(1) =1 (£
entaoe(l) =1 — ).
J

11



1.6 Sequéncias Especiais

Comecamos com uma discussao sobre sequéncias superficiais e suas relevancias para
reducoes em familia, continuamos com as sequéncias Rees-superficiais e as relagoes

entre estes dois tipos de sequéncias.

O nosso interesse é trabalhar em anéis locais e em ideais m-primarios, por isso,

(R, m) sempre denotard um anel local e I um ideal m-primério.

Definigao 1.32. Seja (R, m) anel local. Sejam Iy, ..., I, R- ideais m-primdrios. Um

elemento a € I; é chamado superficial para os ideais Iy, ..., I,. se

dim ((%) — dim(R) -1

e para algum c inteiro nao negativo e para todos ny > ¢, ng,...,n, > 0
(I I )N IEL2 It = I 2 I

Definicao 1.33. Uma sequéncia aq,...,a, de elementos em R é chamada uma

sequéncia superficial para os ideais I1, ..., I se a; € I; e a imagem de a; em R; | =
R
(@1,esai-1)

1.,

¢ supercial para as imagens dos ideais I;, I;11,...,I, em R; | para i =

Inspirado por Rees na construcao de Reducao em familia em seu artigo so-
bre redugoes em familia e multiplicidades mistas [27], Jayanthan, Puthenpurakal

e Verma introduziram a seguinte:

Definicao 1.34. Um elemento a € I; é chamado Rees-superficial para ideais m-
primarios Iy, ..., I, se para todo n; suficientemente grande e para todo inteiro nao
negativo ne, ..., n,

(@) NI It = (a) [y I

Definicao 1.35. Uma sequéncia aq,...,a, de elementos em R é chamada uma

sequéncia Rees-superficial para os ideais I, ..., I, se as imagens de a; em R, | =
R
(a1,-5ai—-1)

1=1,...,7

for Rees-supercial para as imagens dos ideais I;, [;11, ..., [, em R; | para

No mesmo artigo [27], Generalizagoes de reducoes e multiplicidades mistas, Rees

mostrou o seguinte Lema:

12



Lema 1.36. (Lema Baésico de Rees) Sejam I, ..., I, ideais de R, onde o corpo
residual R/m ¢é infinito. Seja P um conjunto finito de ideais primos de R tal que
nenhum ideal primo em P contém o produto I;...1.. Entao existe um elemento Rees-
superficial a € I para os ideais I, ..., I, tal que a nao estd em qualquer ideal primo
em P.

Com isso, podemos mostrar a relagao entre as sequéncias superficiais e as sequéncias
Rees-superficiais. E com a ajuda do Lema Baésico de Rees, a existéncia das sequéncias

Rees-superficiais maximais para um conjunto de ideais m- primaério.

Observacgao 3. Se um elemento a € I; é Rees-superficial para um conjunto de ideais

(I, ..., I,) e ndo divisor de zero em %, entdo a é superficial para (Iy, ..., I,.). De fato,
1

consideremos b € I~ 'I52 ... 1" como ¢ < ny — 1 temos que b € I¢I5> ... [T,
Por outro lado, b € I7* 1152 - I™ implica que ab € I]* I} --- I, pois a € I, dai
be I"---I' : ae portanto, b € I ---I" = a N I{I}*---I'. Reciprocamente,
dado b € (I{*--- I = a) N I{13? - - I temos que b € (I{*---I' : a), e assim,
ab € (I ---I™) N (a), como a é Rees-superficial, ab € (a)([* 'I2---I™), além

disso a é ndo divisor de zero e portanto, b € (I;* "' 15> ... I™). Consequentemente,

se (ai,...,aq) é uma sequéncia Rees-superficial para (I3, ..., I;), ideais m-primérios,
a qual é uma sequéncia regular de R entdo (aq,...,aq) é uma sequéncia superficial
para (Iy,...,I;). Além disso, em um anel local de Cohen-Macaulay com corpo resi-

dual infinito, as sequéncias Rees-superficiais maximais que também sao sequéncias

regulares existem para o conjunto de ideais m-primarios, pelo lema bésico de Rees.

1.7 Reducoes em Familia e Multiplicidades Mis-

tas

Nesta secao introduzimos as propriedades basicas e as conexoes entre reducoes em
familia e multiplicidades mistas. Foi Rees quem primeiro introduziu o conceito de
reducoes em familia de ideais o qual ajuda em calculos de multiplicidades mistas.
Definimos, antes de tudo, o que vem a ser multiplicidades mistas:
Sejam [, ..., I ideais m-primarios. A funcao de Bhattacharya de I, ..., I, é a

funcao numérica BF : N” — N definida por

R
BF vy y) =1 | ———
) =1 ()

13



Bhattacharya provou (veja [33]) que para todo ng, ..., n, suficientemente grande, a
fungao é dada pelo polinomio BP(ns,...,n,) de grau total d em ny,...,n,. Para

a = ay, ..., a, definimos |a| = a3 + ... + «,.. Escrevemos o polinomio Bhattacharya

BP(ny,...,n,) = Z €a < ma ) ( T )

(0% (0%

na forma

onde e, sao inteiros.

Sejam «a = (ay, ..., ) € N" e |a| = d. Um conjunto consistindo de ay cépias de

I, as copias de I, ..., a, copias de [, serd denotado por
@)
No caso |a| = d, escrevemos
e = e(| I 1),

Estes inteiros sao nao negativos e sao chamados de multiplicidades mistas dos ideais

Ii,...,I.. Quando r =2 e i 4+ j = d adotamos uma notacgao simplificada
e(I1 JUly = e;(I]7).

Rees mostrou, em [28], que ey(I]|J) = e(I) e eq(I]J) = e(J). Onde e(.) denota a
multiplicidade de Hibert-Samuel.

Outros resultados de Rees sao bem importantes na teoria de multiplicidades

mistas, para tal fez-se necessario introduzir a nogao de redugao em familia.

Definigao 1.37. Sejam (R, m) anel local de dimensao d e I, ..., I; ideais m- primérios.
Dizemos que a; € Iy, ..., ag € I; é uma reducao em familia de Iy, ..., 1; se a1l5...15+

asliI5.. 15+ ...+ aqly...14_1 é uma reducao de I1.15...1,.
Primeiro a existéncia de reducoes em familia:

Teorema 1.38. Seja (R, m) um anel local de dimensao d. Se o corpo residual R/m

for infinito, entdo existem redugoes em familia.

Teorema 1.39. (Teorema de Rees para Multiplicidades Mistas). Se (ay, ..., aq)
¢ uma reducao em familia do conjunto de ideiais (]1[0‘1], 2[062],...,]?[%"}), onde I; €

repetido o; vezes e |a| = d. Entdo

6((&1, e ad)) — 6<<Il[041]|12[a2]|.”|lr[a,«}))'
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O préximo teorema nos permite relacionar multiplicidades mistas e redugoes em

familia. Este é uma generalizacao da Proposicao 1.31 para redugoes em familia:

Teorema 1.40. Seja (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay. Se (ay, ...,aq) € uma
reducdo em familia do conjunto de ideiais (I{al], IQ[QQ], . L[O‘T]) onde I; é repetido o

vezes e |a| = d. Entao

« o o i
() = 1 ().

Temos também uma relagao entre elementos superficiais e redugoes em familia

dada no seguinte Teorema:

Teorema 1.41. Seja (R,m) um anel local Noetheriano de dimensao d com corpo
residual R/m infinito. Entao existe elemento superficial. Além disso, se a =
ai,...,aq € uma sequéncia superficial para os ideais m—primdrios I = I,... 14

entao, a € uma reducao em familia de I.

1.8 Formulas de Multiplicidade para Fibras Es-
peciais

Nesta se¢ao deduzimos duas formulas para a multiplicidade da fibra especial de um
ideal m-primdrio I de R em termos da multiplicidade e(7), da multiplicidade mista
eq—1(m|I) e das sequénciais superficiais. Isto foi feito por Jayanthan, Puthenpurakal

e Verma em [24].

Proposicao 1.42. Sejam (R, m) um anel local e I um ideal m-primdrio. Seja a um

nao divisor de zero em R o qual é Rees-superficial para I e m. Considere a classe

B

-5 Entao, para n suficientemente grande,

residual R =
HF(F(T),n) =AHF(F(I),n).

Demonstrag¢ao. Consideremos a seguinte sequéncia

n L In—l—l

onde
- (m[n+1 : a) nI" B Jntl o .
B = min » Cn= al™ + mln+! S Ma(w—l-ml ) = ax +ml .
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A sequéncia dada acima é exata pois, keru, = K,, e cokeru, = C,.

Pelas propriedades da funcao comprimento em sequéncias exatas temos

]’n In+1
(K, — 1 (m[") +1 (mml) —(C,) =0

Por hipétese, a é Rees-superficial para m e I e nao divisor de zero em R, logo a

é superficial para m e I, pela Observacao 3, (mI"™! : a) N I" = mI" para todo
n suficientemente grande, portanto, K, = 0 para todo n suficientemente grande,

consequentemente (K, ) = 0 para todo n > 0. Assim,

z(nf;;ll) iy (nf;n) —U(Cy) (1.1)

para todon > 0. EAHF(F(I),n+1) =1[(C,) para todo n suficientemente grande.

Além disso,

—n+1 I"'+aR 1
- I — "'+ aR
HF(F(I),H+ 1) =1 (F) =1 (mI"Z;raR) =1 (m1n+1 + GR)

para todo n suficientemente grande.

Mostraremos as seguintes igualdades abaixo:

]n+1 +aR In+1
| ————— ) =1 1.2
<m]"+1 +aR> (mﬁ“rl —l—aRﬂI”“) (1.2)
In+1
= || — 1.
(mln-‘rl + a]n) ( 3)
= AHF(F(I),n+1) (1.4)

Para a primeira igualdade (1.2), vamos mostrar que

In+1 _|_ CLR B In+1
mintl + R mIntl 4+ RN I+

Notemos que

In+1 + aR _ In—l—l + aR+m[n+1
m/l +aR aR + m[ntl
In+1
~ "N (aR + mInt)
[n+1

mintl  qR N [+
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Concluindo a igualdade (1.2).

A segunda igualdade (1.3), é obtida a partir da defini¢ao de a ser Rees-superficial
aRN I = qI™. Portanto,

]n—l—l Z’n-i—l

m/mtl 4 agRN MY mnH 4 aln

Pela equacao (1.1) temos que AH F(F(I),n+1) = I(C,,) para todo n suficientemente
grande. Portanto, segue a igualdade (1.4). Logo

HF(F(I),n+1) = AHF(F(I),n+1)

O proximo teorema da-nos féormulas para a multiplicidade da fibra especial.

Teorema 1.43. Seja (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensdo positiva

d. Considere I um ideal m-primdrio.

1. Sejam ay,...,aq_1 € I e x € m uma sequéncia reqular em R o qual é Rees-

superficial para o conjunto (I=YmM). Entdo

fo(I) = eq-1(m|I) — lim I ( ml" )

n—oo \ zI™ + (ay, ..., ag_1)min1

2. Se ay,...,aq € I é uma sequéncia reqular em R o qual é Rees-superficial para
o conjunto (I4=Yml). Entao

m/"
I)=¢e(l)— lim !
fo( ) 6( ) nl_)n;.lo (a/d_[n+(al,u-7ad—1)mln_1)

Demonstracao. 1. Utilizaremos indugao sobre d.

Para d = 1 precisamos mostrar que

fo(I) = e(m) — lim I (mf”)

n—o00 xlIm

Usamos o Teorema 1.39 para garantir que e(m) = ey(m|/). Além disso, temos

as seguintes sequeéncias exatas:

0—>xR — i — R — 0
xlm xlm TR



0—>x1n—>ﬂn—>mln—>0
Dai segue,

(RN (R, (R

xIn ) \zln TR
¢ R 1 R
m?’b

() =1 Gr) +1 (F)
Assim,

SR (R () (L

zIn zR)  \zln min
Logo,

I
S~ N7 N
3
S oy
N~
|
7~ N7 N7 N
S| =
N~
+
VR
51|23
Sl
~~
—~
[um—
=

_ " n ml”
N mi» xln
ml”
= u(I™) +1
p(I™) (xln)

(1.5) resulta do fato de x ser um nao divisor de zero em R. Sendo x € m

superficial para m, pelo Teorema 1.41, xR é uma reducao minimal de m, e

R
como R é um anel de Cohen-Macaulay segue da Proposicao 1.31 que( (—) =

TR
e(m). Assim,
n m/"
e(m) = pu(I™) +1 <xl")
e portanto,
n m/"
1) = etm) 1 (250

Tomando o limite em ambos os lados, temos

folT) = e(m) — lim | (mf”)

n—00 xIn

Isto conclui o caso d = 1.

Agora suponhamos que d = 2. Seja (a, x) uma sequéncia regular o qual é Rees-

superficial para I, m. Pelo Teorema 1.41, (a,z) é uma redugao em familia de
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(I,m). Do Teorema 1.39, e;(m|]) = e(a, z), e juntamente com o fato de R ser

Cohen-Macaulay temos pelo Teorema 1.40 que

er(m|I) =1 ( (ai)) (1.6)

Consideremos a seguinte sequéncia exata:

R v R R N (x,a)

— ————— — 0
(I" :a) N (mIn—1: x) In GBmI”—l zI™ + am[nt ’

0—

onde, ¥(t') = ((—ta), (tz)") e ¢(r',s") = (ra + sa)’ e ( )’ denota a classe de

equivaléncia.

Pelas propriedades da funcao comprimento [/, temos:

(o)~ () - () + (o) =
Substituindo ! (I—Iz) el (m ﬁl):
l((fn DLl :x>) - (mﬂ o (nf[)

-t R (x,a)
(=) =1 [ LT — )
<m[”—1) (In—l) * (xl”+am[”—1)
Logo,

(N (DY (B (B
min min-1 ) \mI» -1

wanmers) = ()

ml"
™ + gm[n—1

Somando e subtraindo [ ( ) do lado direito da igualdade acima,

temos

HF(F(I),n)— HF(F(I),n—1) = | (m};n) +z (#‘{;IH) 1 (Iﬁl)
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. R o wa N mI®
(I" :a)N (min1: x) zI™ 4+ am[n—! xI" 4+ am[n—t
Dai

AHF(F(I),n) = (L) iy ((I" ca) N (ml"! x))

zI™ + agmln—1 1

l (x,a) ; m/"
xI™ 4+ am["1 xI™ + am[n—1
Ou seja,

AHF(F(I),n) = ((ja)) +1 <(]n -a) F}f‘_“l]nl ‘I)> -y (—W fi;ln_l)

Logo, por (1.6)

n.a n—1 - n
AHF(F(I),n) = er(m|I) + 1 ((I ' )r}ng )> iy <W> (1.7)

Sendo (a,x) superficial para (I,m), a é superficial para I e para m, e regular
em R. Temos que I" : a = I"! para n suficientemente grande. De fato, dado
be I": a, temos que ba € I"N (a), mas I"N(a) = (a)I"!, pois a é superficial
para [ e para m, logo, ba € (a)I"!, e pelo fato de a ser regular em R, pode-
mos concluir que b € I"!. Claramente a reciproca é verdadeira. Com isso, o
segundo termo do lado esquerdo de (1.7) é anulado. Desde que HP(F(I),n)
tem grau polinomial 1, AHS(F(I),n) = fo(I) para n suficientemente grande.

Desta forma,

o) = extmlr) =t ()

n—oo \ zI" + amIn—1

Suponhamos, agora, que d > 3. Chamando R = % e L = (ag,as,...,ag_1).
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Por hipétese de inducao e pela Proposicao 1.42 temos,

fol) = fo(I)

= eqo(@|I)— lim [
n—oo

m/"+a R
(x]" + Lmln1 +a1R>
mi"+a R
= caa(mil) = lim | (uwmzu 1+a1R>

(1.8)

= eq1(m|I)— lim [

n—oo

1.
xI™ 4+ LmIn~ 1+m]"ﬂa1R) (1.9)
) (1.10)

- 1) — lim {
car(ml) = lim T\ e 1—|—(a1)m]” i

n—oo

m/"
= _ I)— lim [ 1.11
cd 1(m| ) nl~>nolo (I[n+ (al,...,ad_l)mfnl) ( )

(1.8) resulta do fato de a; ser superficial para m e I e aplicando o Teorema
17.4.6 de [32], temos que eq_o(M|I) = eq_1(m|]). E (1.9) resulta de

mI™ +a, R B ml"
LmI" 1+ 2" +a, R mI*N (xI™ 4+ LmI" ! 4+ a1 R)
ml"

xI"+ LmI" '+ mi"Na R

(1.10) segue de a; ser Rees-superficial para I e portanto, mI™Na; R = (a;)mI™L.
E (1.11) diretamente de LmI™ ' + (a)mI™" ! = (ay,...,aq1)mI""*,

Isto conclui o primeiro item.

2. Basta substituir x por ag na demonstracao do item 1.
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Capitulo 2

Fibras Especiais de

Cohen-Macaulay e de Gorenstein

O objetivo deste capitulo é estudar as propriedades de Cohen-Macaulay e de Gorens-

F=@

n>0

tein da Fibra Especial

de um ideal em um anel local de Cohen-Macaulay (R, m). Estes sdo alguns dos

problemas centrais da dissertacgao.

2.1 Fibras Especiais de Cohen-Macaulay

Nesta secao estudamos um dos problemas centrais da dissertacao: A caracterizacao
da Cohen-Macaulicidade da fibra especial. Isso é feito via série de Hilbert e multi-

plicidade da fibra especial. Antes, precisamos mostrar o seguinte lema:

Lema 2.1. Sejam (R,m) um anel Artiniano, G = @Gn uma dlgebra graduada
n>0
finitamente gerada, Gy = R e a € G um elemento nao divisor de zero de G. Entao,

HS(G,t) = (lit)HS <%t>

Demonstracao. De fato, consideremos a seguinte sequéncia exata:

n

0— Gp1 =5 G, — —0

alrp—q
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Pelas propriedades da fung¢ao comprimento,

l (ag:_l) = 1(G) — 1(Gr_1)

G Gn \ ,n
HS (Et) = nZl (GGM) t

Como

Temos que

HS (aﬁ t) = ) [UGn) = UGt

G, n<0
= D UG = UGn)t"
n<0 n<0
= D UG =D UG )t" -t
n<0 n<0

= HS(G,t)— HS(G,t) -t
= HS(G,t)(1—1).

]

Feito isso, mostraremos um dos resultados principais deste trabalho: As condicoes

necessarias e suficientes para que a fibra especial seja de Cohen-Macaulay.

Teorema 2.2. Sejam (R,m) um anel local e I um ideal qualquer de R. Considere

J uma redugcao minimal de I. Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. F(I) é de Cohen-Macaulay

T [1 ‘
2. HS(F(]),t):ﬁ E l(m)tz, OndGT:TJ(]) efz@([) éa
=0

dispersao analitica de I

T ]n
00 =2 )

n=0
Demonsiracio. (1) = (2). Notemos que 28— @I oy s
emonstragao. - Notemos que 777 = T T m omo J é
>0
~ . . —1 _ I"’L _
redugao minimal de /, temos que JI"™" = I", para todo n > r+1, logo 7= =
0 a partir de n = r + 1. Assim, J?((II)) ¢ finito e portanto é soma direta de
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Y

uma familia finita de médulos de comprimento finito, ou seja, [ (%)
dai dim (%) = 0. Logo, JF(I) é gerado por um sistema de parametros
homegéneos. E como F(I) é de Cohen-Macaulay, segue que JF(I) é gerado por
uma sequéncia regular. Além disso, J é uma sequéncia regular gerada por ¢ elemen-

tos em F(I), segue do Lema 2.1 que

HS(F(I),t) = (1_1t)ZHS (ﬁf([})t) . (2.1)

Por outro lado, vimos que
F(I) @ I
JE(I) X2 JIt 4+ m?
aplicando a fungao comprimento em ambos os lados temos,
F(I) d I
| —= )= .
(7)== (o)
Logo, HS G il r t'. E portant
0go = — | 1" ortanto
89: JF(I)’ JI—1 + mli P ’

=0

1 i I .
HS(F().1) = 7= Zoz (m) i

(2) = (3). Pela defini¢ao de multiplicidade de Hilbert-Samuel dada da seguinte
forma: HS(M,t) = (fi(tt))d, com h(1) # 0, temos que a multiplicidade é exatamente

colocar t = 1 no numerador, ou seja,

h(1) = fo(1) = il (J[’f—;—mﬁ)

1=0

n

I
(3) = (1). Observamos que M = F, (I) = @ o é o ideal homogéneo maximal

n>1

de F(I), pois




Sabemos que F(I) é de Cohen-Macaulay se, e somente se, F'(I)y é de Cohen-

Macaulay.

Sendo F(/) um anel graduado homogéneo, o anel graduado associado é dado

por,

GMF (I, F(Iy) ~ P %

+1
n>0

[TL
nG?O mi»

F(I).

12

12

A MF()p)"
Assim, [ (W) =1 <(§\4F(§)J)\4M2+1)’ logo as multiplicidades de F'(I) e F(I)y
l

coincidem. Além disso,
(etn) = ()

FI) N\ _
(i) = o0

Por hipoétese,

Isto resulta que

F(I)y
l (JF<I>M

Portanto se JF(I)y for redugao minimal de M F(I)y temos que F(I)y ¢é de
Cohen-Macaulay.

) = ((MF(D)sr, F(Dar)

Assim, falta mostrar que JF(I)ys é reducao minimal de M F(I),. Vejamos que
JF(I) é uma redugao de M. Para isso, precisamos mostrar que (JF(I))M" = M.

De fato, sendo
~ JI 4 ml NI
JE(I) = (@m—[> ® (EB mp’)

=1 i=r+1
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- (@5 (& L)

i=1 i=r+1
dai,
M" = .
, m/
i=r+1
o ., (J+ml I I+t
observe que o primeiro termo de (JF(I))M" é ( T ) . (m[”) = (W) :

Desenvolvendo é possivel mostrar que (JF(I))M"™ = M™1. Assim, JF(I)y ¢
redugao minimal de M F'(I),;. E portanto, F'(I),; é de Cohen-Macaulay, que por sua
vez implica que F'(I) é de Cohen-Macaulay concluindo a demonstracao do Teorema.

O

2.2 Fibras Especiais de Gorenstein

Esta secao é dedicada ao estudo de um outro problema central deste trabalho: A
caracterizacao da fibra especial segundo a propriedade de Gorenstein. Esta carac-
terizacao sera feita de acordo com o nimero de reducao do ideal. Durante toda a
segdo assumiremos que (R, m) é um anel local de Cohen-Macaulay de dimensao d

com corpo residual infinito e F'(I) de Cohen-Macaulay. Denotaremos ¢(I) por /.

Se r(I) = 0, entdao F'(I) é um anel de polinémios em ¢(/) varidveis com coefi-
cientes em k = R/m. Assim, podemos comecar com o caso em que r(I) = 1. Neste

caso F'(I) ¢ de Cohen-Macaulay, por [29, Teorema 1].
Proposicao 2.3. Assuma que r(I) = 1. Se F(I) é Gorenstein, entdo u(l) = ¢+ 1.

Demonstracao. Escolhendo J uma reducao minimal de 7, tal que r;(I) = 1. Como

F(I) é de Cohen-Macaulay, temos pelo Teorema 2.2,

HS(F(I),t) = ﬁ ;1 (ﬁ) fi
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como 7(I) = 1 temos que,

HS(F(I),t) = rlt)eil (ﬁ) t
! %) 1 (J%—[ml) t]
- () (5
= g [ (-1 (75) )

_ ﬁ[l + (u(I) — p(J))t]
1+ (u(l) = Ot

I
—~
—_
| | =
~
SN—
~
T 1
o~
VR

= 2.2
Por outro lado,
h(t)

HS(F(I = 2.

S = s (23)
(2.2) e (2.3) nos diz que

L+ (u(l) =0t _ h(t) (2.4)

(1—1t)* (1—1)* '
Portanto, 1+ (u(I) — ¢)t = h(t). Como F(I) é Gorenstein, temos que h(t) é um
polindomio simétrico e assim pu(l) — ¢ = 1. O

A reciproca desta proposigao é vélida, se u(I) = ¢+ 1 entdao F(I) é um anel de
Gorenstein. Porém é possivel mostrar um resultado ainda mais geral, se u(I) = (+1
entdo F'(I) é uma hipersuperficie, ja que sendo F'(I) uma hipersuperficie, segue que
F(I) é de Gorenstein.

Seja J = (x1,...,2,) uma redugdo minimal de I. Sendo F(I) de Cohen-
Macaulay, sabemos a forma da sua série de Hilbert pelo Teorema 2.2, dai podemos

concluir que o nimero de reducao de I com relagdo a J é o grau do polindémio h(t)
de F(I).

Proposicao 2.4. Sejam J uma redug¢ao minimal de I e r =r;(I). Entdo

F(I) _ o~ (I™m+JIm:0nIn I
[ ~
Soc ejF(]) @ I"m + JIn—1 @ ml" + JIm—1

n=1
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Demonstracao. Consideremos

F(I) it I
JR(I) w4 [t

n

Sabemos que S = @ S, € uma k-algebra graduada standard, onde &k = Sy é um

n=0
corpo. Assim,

SocleS = (0 :5 54 ),

onde S} = @Sn é o ideal maximal de S. Além disso, (0 :5 S5 ) = (0:5 S1), pois S

n=1
¢ uma k-algebra graduada standard.

Por outro lado, (0 :g S1) = @(0 5, 1) = (0 :g/m S1) @ @(0 :s, S1), como

n=0 n=1

R/m é k-espaco vetorial segue que (0 :g/m S1) = 0. E portanto,

T

(0:5 1) =EP0:s, S1)

n=1

I g 171N . ,
Como (0 :g, S7) = ( In':; Hn_)l , assim concluimos que

F(I) o m JIm i il
s S1) = Socl ~
(025 51) = Socle 7z n@ F i Dwrr

O

Quando r(I) = 2 temos uma condi¢ao para buscar a propriedade de Gorenstein

de F(I) dada pelo corolario seguinte:

Corolario 2.5. Seja r(I) = 2 e seja J redugio minimal de I, tal que r;(I) =
2. Entdo F(I) é Gorenstein se, e somente se, (I*m+ JI : I) NI =ml +J e

[2
! (Jl+m12> -

Demonstragao. Escrevamos J = (x1,...,x,). Denotemos por x° a classe de x € [
em [/ml. Sabemos que F(I) é Gorenstein se, e somente se, F'(I) é de Cohen-
Macaulay e Tipo F(I) = 1. Sendo (z1°,...,z,°) uma sequéncia regular para F'(I)

no qual estamos considerando de Cohen-Macaulay, temos que,

F(I
F(I) é Gorenstein se, e somente se, dimg (Socle S ) =
(19, ..., 2,°)F(I)
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Como (1°,...,x,°) é uma sequéncia regular para F(I) temos,

F) = Socle F{I)
JE(I) (21°, ..., x,°)F(I)

Socle

Assim,

F(I
F(I) é Gorenstein se, e somente se, dimy (Socle JF((;)) = 1.

F(I
F(I) é Gorenstein se, e somente se, [ <Socle JF((I))) =1
F(I)
TF(T)

Como r(I) = 2 e J é uma reducao minimal de I, pela Proposi¢ao 2.4 Socle

(IPm4-JI:1)NI @ 12
Im+J mI2+JI°

Logo,

(12m+JI:f)ﬂ]>+l( P ):1

F(I) é Gorenstein se, e somente se, [ (

Im+J mi2 + JI
Portanto,
2 : 2
F(I) ¢ Gorenstein se, e somente se, [ (([ m }_mji 'JD i I) =0el (mIQI——I—J]> =1
2
Caso contrério, [ (MQ—M) = 0 terfamos que I? = mI? 4+ JI, pelo Lema de
Nakayama, I? = JI contradizendo o fato de r(I) = 2. Com isso concluimos o

corolério.

]2
F(I) é Gorenstein se, e somente se, (I*m-+JI:1)NI = Im+Jel ('mp I J_]) =1

]

Agora, veremos uma consequéncia de F'(I) ser de Gorenstein quando o nimero
de reducao r(I) > 3.

Proposicao 2.6. Sejam J uma redugao minimal de I e r =r;(I) > 3. Se F(I) é

Gorenstein, entao

Ir—l

Demonstracao. Sabemos que S = % é um anel graduado standard de Gorenstein
de dimensao zero e consideremos
[i

Si — T T 1> , = 0, ceey
mli+ Jr-1 " "
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Como
HS(EWD,Y) = (1 —t)f Z (JI’L 1+m]%>t

- i

1=

( ) 1(S))t + 1(So)t? + ... + 1(S)t"
(1—1)

Por hipétese F'(I) é anel de Gorenstein, portanto h(t) é um polinémio simétrico,
além disso h(t) é o termo da série de Hilbert dada pela fungao HS(F(I),t) = (1}‘_(?),5.
Também por hipdtese, r > 3 isto implica em {(S;) = {(S,_1). Observamos que,

WS =1 (ml{k J)

m/
= I)—1
) (m[ﬂJ
J
e
pu(l) (mJ)
= u(l) = pu(J)
]7’—1
Ou seja, I(S,—1) = pu(I) — € e portanto u(l) =€ +1 (mlrl n JI’”Q) . O

Definiremos o que venha a ser um ideal de Sally para concluir essa secao carac-

terizando a propriedade de Gorenstein de F'(I) para ideais desse tipo.

Definicao 2.7. Um ideal I m-primario de um anel de Cohen Macaulay satisfazendo

a condicao [ (%) = 1 para qualquer reducao minimal J é chamado ideal de Sally.

Corolario 2.8. Seja I ideal de Sally com r(I) > 3. Se F(I) € anel de Gorenstein,
entdao p(l) =€+ 1.

Demonstragdo. Se J for uma redugao de I, entao I? # JI, pois r(I) > 3.
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n+1

Sendo [ ideal de Sally temos [ T

n+1

JIm

JI™" paratodon > 1el (

IIT_l 71

JIr=2  wm[r—1 4 J[r—2

Ir—l [r—l
1=1l|l——=| =1

JIr—2 m/[r=2 4 J[r—2

Ir—l
= l =/+1.
ull) =+ (m[’“—l + JIT—Q) +

e portanto,

Pela Proposicao 2.6,
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Capitulo 3

Ideais de Multiplicidade Mista

Minimal e Quase Minimal

Neste ultimo capitulo continuamos estudando as propriedades de Cohen-Macaulay

F=@

n>0

da Fibra Especial

porém, em ideais m-primarios com multiplicidade mista minimal e quase minimal
em um anel local de Cohen-Macaulay (R, m) com dimensao d.

Assim, comecamos com um resultado geral. Para um anel local de Cohen-
Macaulay (R, m) de dimensao d, Abhyankar mostrou em [1] que e(m) > u(m)—d+1.
D’Cruz, Raghavan e Verma em [11] estenderam este resultado para os ideais m-

primarios:

Teorema 3.1. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay com dimensao d e

I um ideal m-primario. Entao
car(mll) = () —d+1

Demonstra¢do. Passando para o anel R(X) = R[X]ng[x] podemos assumir que o

corpo residual R/m é infinito. Tomando z,ay,...,a; 1 uma reducao em familia de
m,I,..., I, onde I é repetido d — 1 vezes. A seguinte aplicagao:
f‘R@ R\ (x,a1,...,a4-1)
I ol + (ay,...,aq_1)m’
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¢ definida por f(a’, b}, ..., b, ;) = (xa+a1by + ...+ ag_1bs—1)’, onde ( )’ é a classe
de equivaléncia e K = kernel f. Consequentemente a seguinte sequéncia é exata

R _(R\"" Qg
0—K——0|— SN (201, . 8a-1) — 0.
I m xl 4 (ay,...,a4-1)m

Pelas propriedades da func¢ao comprimento, segue que

I(K) —1 (?) —(d-1) +l< (@01, - Ga-1) ) ~0

xl + (a1, ...,ag_1)m

Como

I ( (:U,al,...,ad,l) ) - ( R ) iy ( R )
ol + (ai,...,ag_1)m /) xl + (ay,...,aq-1)m (r,a1,...,aq-1)

temos

UK =1 (?) —d=D+ <xl+ (ah}.%..,ad_l)m) ! <(x,a1,.}.%.,ad_1)) =0

Sabemos, pelo Teorema 1.40, que sendo R um anel de Cohen-Macaulay eq_1(m|]) =

(o)
l , assim
(I7a17 SR 7ad—1)

car(m|I) = I(K) — 1 (?) C(d—1)+1 (

: )
xl + (ay,...,aq-1)m
£
Im

o (5t 8

Somando e subraindo [ ( > do lado direito da equacgao acima, temos:

(;
— ) () S d -1yt fm
N Im ol + (ay,...,a4_1)m
Im
= I—d+1+1
( )+/i( Tt (I‘[+ (al,...,ad 1)m>

Portanto,
ea—1(m[I) = p(l) —d+1

O

Como consequéncia temos o resultado de Abhyankar mencionado no inicio deste

capitulo:
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Corolario 3.2. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com dimensdao d.
Entao,

e(m) = p(m) —d +1

Demonstracao. Colocando I = m e usando o fato de e;(m|m) = e(m) para todo
1. [

3.1 Ideais de Multiplicidade Mista Minimal

Nesta segao caracterizaremos numericamente quando a fibra especial de um ideal
m-primario, de um anel local (R, m), de multiplicidade mista minimal é de Cohen-
Macaulay. Esta caracterizagao foi feita por Jayanhtan, Puthenpurakal e Verma em
[24] utilizando a Proposic¢ao 3.4 mostrada por D’Cruz, Raghavan e Verma no artigo:
Fibra especial de Cohen-Macaulay, [11].

Antes de mostrar ambos os resultados, definimos multiplicidade mista minimal.

Definicao 3.3. Um ideal m-primdrio I de um anel local de Cohen-Macaulay (R, m)
¢ dito ter multiplicidade mista minimal se eq—y(m|I) = p(l) —d + 1.

Proposicao 3.4. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay d-dimensional, I
um ideal m-primdrio com multiplicidade mista minimal e ay,...,aq-1 € I, € m

formam uma sequéncia reqular. Entao,

ml" =zl" + (Gl, RN ,ad,l)m]n_l.
Demonstracao. Basta provar que mI =zl + (ay,...,a4_1)m, pois
ml-I" =2l - I" 4 (a1, a01) - I im= mIt = oI+ (ag, ... ag)mItTh

Definimos a seguinte funcao:
R R -1 (:C,al,...,ad,l)
. i N
! I @ (m) xl + (ay,...,a4-1)m

(y,z_l, ey del) — Yy + Zaizi

)

Aplicando a fun¢ao comprimento, temos:
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(7)) rat = () 1
- l<xl—|— (al,}.z..,ad_l)m) ! ((LGIE,%_I)) + 1K)

d=1+1 ((x,al,.]iad_l)> = l(xl+ (al,]?..,ad_l)m> ! (?) ().

Como R é um anel de Cohen-Macaulay e I tem multiplicidade mista minimal,

R
x,al,...,ad_l)) e(m| ) = ea—1(m|l) = p(I) + ortanto,

segue que [ ( (

d—1+pl)—d+1 = 1

Assim,

m/
[ I(K)=20
(JII+ (al,...,adl)m) + ( )

Portanto, mI = zI + (ay, ..., ag—1)m, como queriamos. O

Este resultado que acabamos de mostrar serd importante na caracterizagao da
fibra especial em termos da multiplicidade mista minimal, o qual sera visto no

proximo teorema:

Teorema 3.5. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensao d e I
um ideal m-primdrio de multiplicidade mista minimal. Entdo, F(I) é de Cohen-

Macaulay se, e somente se, r(I) < 1.

Demonstracao. Tomamos J como sendo qualquer reducao minimal de /. Entao,

F(I
pelo Teorema 2.2, F'(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se, fo(I) =1 <—j}7§([))) ,
Sendo
F(I) R I = In
JE(I) a@ J+ml @ (n@ J]n—1+mjn>
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temos que,

() (Bt ) - St () o

Sabemos que,
l I _ I ; J+ml
J+mlI) \ml m/

E que alt(l) < dim(F(I)) < dim R, porém alt(l) = alt(m) = dim R = d, logo
dim(F(1)) = d.

Além disso, como J é uma reduc¢ao minimal de I segue da Proposigao 1.25 e do
Teorema 1.26, que JNmI =mJ e u(J) = d. Assim,

J+ml J J
l( ml >_Z<Jmm1>_l(ﬁ>_d

l(me]) = wll) —d

Substituindo em (3.1), temos que

z(%) :1+M(I)_d+gl(ﬂ"+im]”) (3.2)

Por outro lado, pelo Teorema 1.43, para qualquer sequéncia Rees-superficial

Portanto,

(ay,a9,...,a4_1,2), onde ay,aq,...,a5_1 € I € x € m temos
m/"
I)=e4 I)— lim [
fO( ) €d 1(m| ) nl—{{.lo (x]n+<a17 ..,ad1>m1n_1)

Como foi dito no inicio da demonstragao, F'(I) é de Cohen-Macaulay se, e so-
F(I
mente se, fo(I) = Z(JFL(;)) Por (3.2), F(I) é Cohen-Macaulay se, e somente

se,

oo In
foll) = 1+M(I)—d+zl (m)
n=2

ml"
= ey I)— lim [
car(m|l) = lim (m["+(a1,.-.,ad1)mfn_1>
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Pela Proposigao 3.4, I tem multiplicidade mista minimal se, e somente se, I"m =

xI™ + (ay, ..., aq_1)mI" ! para todo n > 1. Isso nos oferece,

lim { = lim [ —0.
e (x[" + (al,...,adl)mlnl) e (m[n)

Assim, F'(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

o0 I"
_ IH=upul)—d+1 E | ———
€d l(m’ ) :u( ) + 1+ — (JInl + m[n)
Novamente usando o fato de I ter multiplicidade mista minimal, concluimos que

> (m—l—w) = 0, pois eq1(m|I) = u(I)—d+1. Segue que, | (JI ¥ m12) -

n=2
0, isto implica em I? = JI +mI?, pelo lema de Nakayama, concluimos que I? = J1I,

ou seja, (1) < 1. O

3.2 Ideais de Multiplicidade Mista Quase Mini-

mal

Nesta secao caracterizaremos numericamente quando a fibra especial de um ideal
m-primario, de um anel local (R, m), de multiplicidade mista quase minimal é de
Cohen-Macaulay. Tal caracterizagao foi feita em [24] por Jayanhtan, Puthenpurakal

e Verma.

Defini¢ao 3.6. Um ideal I m-primério de um anel local de Cohen-Macaulay (R, m)
é dito ter multiplicidade mista quase minimal se eq_y(m|I) = p(l) —d + 2.

Para caracterizar as propriedades das fibras especiais em termos das multiplici-
dades mistas quase minimal precisaremos dos dois resultados seguintes, mostrados

por D’Cruz e Verma em [9]:

Lema 3.7. Seja (R,m) um anel local de Cohen-Macaulay com corpo residual in-
finito. Suponha que I € um ideal m-primdrio com multiplicidade mista quase mini-

mal. Entao para qualquer reducio em famdlia (z,ay, ...,aq_1) de (m|I1¢7Y) tem-se

m/
! )<t
xl + (ay,...,aq-1)m
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Demonstragdo. Tomamos (ay, ..., ag_1) uma reducio em familia de (m|/¢71). E con-

sideremos a seguinte sequéncia exata:

d—1
O—>K—>E@ R 7, (2,1, ., da1) — 0,
I m xl + (al,...,ad,l)m

onde f é definida por f(y,Z1,...,%2¢-1) = 2y + Y, a;z; ¢ K = kerf. Aplicando a

funcao comprimento temos:

R (.’IZ‘,CLl,...,CLdfl)
- — = K
! (I) td—1 ! (:L‘I—I— (a1, ...,adl)m) +UEK)

- l(xl—i— (al,J.%..,adl)m) -1 <(x,a1,.f.£.,ad1)) + 1K)

d_”l((x,al,.]iadl)) = l(a:[—l—(al,]?.,adl)m) _l(?) +I(K)

Como R é um anel de Cohen-Macaulay e [ tem mulitplicidade mista quase

R —
) eI = (i) = (1) = d 2

R

(K

xl + ( al,.. adlm) ( ) )
R

( f

- l(x1+ al,.. aa 1m> {l( ) l(nff)]”(m
(
(

minimal segue que [ (

Portanto,

d—1+p(l)—d+2 = 1

x]+a1,.. adlm) (R) ) + 1K)

Assim,

ou seja,
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Proposicao 3.8. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay de dimensao d > 0
e I um ideal m-primario de R com multiplicidade mista quase minimal. Entao, para

qualquer reducio em familia (z,ay, ...,aq_1) de (m|I%"Y) tem-se para cada n > 1

m/"
l <1
xl™ + (Gl, ey ad,l)mI”*1

Demonstragao. Consideramos J = (aq, ...,a4-1). Sendo I com multiplicidade mista

quase minimal, temos pelo Lema 3.7 que

m/
[|[———— ) <1
(:L‘]+JI‘[1) -

I
Sel (m_) = 0, entao m/ = I +m.J isto implica que mI” = " +mJI" 1,

I +Jm
dai ;
m n
l =0
(xln —I—mJI”—1>

mil"
l <1
™ +mJIn1

I
Se | -2 =1, logo existe y e me b € [ tal que m/ =zl +mJ + (yb) e
xl 4+ Jm

myb C Jm + 1.

ou seja,

Afirmagao 3.9. Para cada n > 1 tem-se mI™ = JmI"™ ! 4+ 21" + (yb")

De fato, o caso n = 1 resulta do Lema 3.7. Sen > 1, entao pela hipétese indutiva

temos,

ml" = (mI[" N = (JmI" 2 +zl"" + (yb" )
= JmI" ' 4l + (yb" I

Para concluirmos a afirmagdo basta mostrar que (yb" ')I C JmIn — 1+ zI" +
(yb™), pois (yb™) C yb" 1.

Observe que (yb" NI C bmI"' = b(JmI" 2 + " + (yo" 1)) C JmIn — 1+
xI™ 4+ (yb™). Isto conclui a afirmagao.

Sendo m(yb) C Jm + xI, temos

m(yb™) = m(yb) (0" ) C (Jm +2)(" ) C (Jm+2I" ' C JmI" + I
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ou seja,
m(yb™) C JmI" ! 4 o l”

I m/r <1
" 4+ Jmin-1 ) —

Agora vamos caracterizar quando a fibra especial é de Cohen-Macaulay de um

Portanto,

]

ideal m-primario com multiplicidade mista quase minimal.

Teorema 3.10. Sejam (R, m) um anel local de Cohen-Macaulay com corpo residual

infinito e I um ideal m-primdrio de multiplicidade mista quase minimal. Entao,
1. Ou fo(I) = eq_1(m|I) ou fo(I) = eq_1(m|]) —1

2. Seja fo(I) = eq_1(m|l). Entao, F(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,
p

1
rid)=2¢ (JI—I—mP)
3. Seja fo(I) = eq_1(m|I) — 1. Entao F(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,
r(I) <1.

Demonstracao. 1. Consideremos ay,...,aq-1 € I,x € m uma sequéncia regu-
lar em R que é Rees-superficial para (/1" ml)), L = (a1,...,a4-1) e a =

: mi" o : .
nll_I}Qlo [ (x s Im ]n_1>. Como I tem multiplicidade mista quase minimal,

pela Proposicao 3.8, segue que para qualquer valor de n

mil"
[ <1
™ 4+ Lm][r—1

Pelo Teorema 1.43, fo(I) = eq_1(m|]) — a assim, fo(I) = eq_1(m|l) ou

fo(I) = eq_1(m|I) — 1. Isto conclui a demonstragao do primeiro item.

Portanto, &« = 0 ou 1.

O fato seguinte serd utilizado para demonstrar os itens restantes.

Parte da demonstracao do Teorema 3.5 nos garante que F'(I) é Cohen-Macaulay

se, e somente se,

oo In
foll) = 1+u(1)—d+;l <J]n_1—+mln)
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Novamente a partir do Teorema 1.43 e do fato de I possuir multiplicidade

mista quase minimal segue que fo(I) = eg_1(m|l) —a = p(l) —d +2 — a.

Assim,
(I[)—d+2—-—a=1+ (I)—d+§:l _r
a ok 2N\ T I
Logo,
o In
| ])=1—-
; (JI"—1+mI”) “
ou seja,

o0
I'n
F(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se, T;l (W) =1—a (3.3)

De posse deste resultado, podemos provar os préximos itens.

. Por hipétese fo(I) = e4—1(m|I). Entao, pelo item 1 segue que a = 0. Assim
por (3.3), F(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se,

(e} ]TL
l _— = 1
; (JI”—1+mI”)

I? I
Mas, isto acontece se, e somente se, [ (m) =1lel (m) =
0, para todo n > 3. Portanto, I® = mI3 + JI?, isto é, I® = JI% Logo F(I) é

[2
de Cohen-Macaulay se, e somente se, 7([) =2 e | (m) =
. Por hipétese fo(I) = eq—1(m|I) — 1. Entédo pelo item 1 a = 1.
Por (3.3),

oo In
F(I) é Cohen-Macaulay se, e somente se, Zl (ﬁ> =0
— \JI"+ml

12
JI +ml?

se, e somente se, I° = JI se, e somente se, r(I) < 1.

se, e somente se, [ ( ) =0 se, e somente se, [? =mI>+ JI
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