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Prefacio

Este é um texto basico sobre Vetores e Geometria Analitica. No momento, somente
os dois primeiros capitulos estao prontos.

Os exercicios podem ser classificados em trés niveis: facil (nivel A), médio (nivel B)
e dificil (nivel C). Recomendamos que sejam resolvidos todos os exercicios classificados
como faceis ou médios (apesar dessa classificacdo ser bastante subjetiva) e que sejam
considerados opcionais os exercicios dificeis.

Joao Pessoa, maio de 2001

Lenimar Nunes de Andrade



Capitulo 1

Vetores

1.1 Introducao

O estudo de vetores iniciou-se no final do século XIX. Eles constituem os instrumentos
ideais para o desenvolvimento de muitos conceitos importantes da Fisica e da Matematica.

Existem basicamente trés maneiras de se introduzir o estudo de vetores: geometrica-
mente, analiticamente e axiomaticamente.

No método geométrico, os vetores sao representados por segmentos de reta orientados
(setas) e as operagoes com eles sao definidas geometricamente.

No método analitico, os vetores e correspondentes operagoes sao descritos em termos de
numeros, chamados componentes dos vetores. A descricdo analitica resulta naturalmente
da descrigao geométrica, desde que seja introduzido um sistema de coordenadas.

No método axiomatico nao se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as
operacoes algébricas com vetores. Neste caso, vetores e operagoes vetoriais sao considera-
dos conceitos nao definidos, relativamente aos quais sabe-se apenas que eles satisfazem um
certo conjunto de axiomas. Um tal sistema algébrico, com axiomas apropriados, chama-se
espago vetorial. Em todos os ramos da Matematica se encontram espagos vetoriais e eles
sao apresentados em cursos de Algebra Linear.

Neste texto, inicialmente introduzimos vetores geometricamente. Depois, utilizamos o
método analitico para introduzir outros conceitos.

1.2 Segmentos orientados e vetores

Nesta se¢ao sao definidos geometricamente segmentos orientados e vetores. Tentamos
definir formalmente todos os conceitos envolvidos, algo que nem sempre é ficil de ser
colocado em pratica mantendo-se a simplicidade do texto.

1.2.1 Definicao de segmento orientado

A reta suporte de dois pontos dados A e B, é a unica reta que passa por eles. O
conjunto de pontos formado por A, B e os pontos da reta suporte que estejam entre eles
chama-se segmento AB, denotado por AB. Neste caso, A e B chamam-se os extremos do
segmento. A figura 1.1 mostra um segmento de extremos A e B, com reta suporte 7.

1
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D

A

o Figura 1.3: Segmentos colinear-
Figura 1.1: Segmento AB Figura 1.2: Segmento orientado es

Um segmento orientado zﬁ é definido por um segmento AB mais a escolha de um
dos seus extremos. O extremo escolhido chama-se ponto inicial (ou origem) do segmento
orientado e o outro extremo chama-se ponto final.

Graficamente, um segmento orientado AB costuma ser representado como sendo uma

seta de A para B (figura 1.2). Formalmente, um segmento orientado AB pode ser definido
como um par (AB, A) formado pelo segmento AB e um ponto inicial A.

A reta suporte de um segmento orientado 1@ ¢ a mesma reta suporte do segmento
AB. Dizemos que dois segmentos orientados sdo colineares quando eles tém a mesma
reta suporte (figura 1.3).

1.2.2 Moébdulo, diregao e sentido

O mddulo ( ou comprimento ou norma) de /@, denotado por ||/@|| (ou \1@\) é o
comprimento do segmento AB, ou seja, é a distancia entre os pontos A e B.

Dizemos que dois segmentos orientados tém a mesma dire¢cao quando eles tém retas
suportes coincidentes ou paralelas.

~ A
[,
o Y

Figura 1.4: Diversos sentidos e diregdes

Exemplo 1.1 Todos os segmentos da figura 1.4, com excecdo de E-I)W, tém a mesma
direcao.

Se @ e @ tiverem a mesma diregdo e nao forem colineares, dizemos que 1@ e C@
tém o mesmo sentido quando AC N BD = (). (figura 1.5). Caso AC' N BD # () dizemos

que AB ¢ CD tém sentidos contrdrios. (figura 1.6).
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Figura 1.5: Mesmos sentidos Figura 1.6: Sentidos contrarios

—
Se 1@ e @ forem colineares, entao comparamos os sentidos de A_B) com C'D’, onde
C'D' é eqiiivalente a @ situado em outra reta suporte e, neste caso, dizemos que 1@ e
C_[)) tém os mesmos sentidos se e somente se A_B) e C'D' também tiverem.

Observacoes:

e Sob um ponto de vista formal, a direcdo do segmento orientado é o conjunto de retas
formado pela reta suporte e todas as suas paralelas.

e Dados dois pontos A e B, podemos definir a partir deles dois segmentos orientados

A§ e BA. Neste caso dizemos que eles um deles é o oposto do outro e que eles tém
sentidos contrdrios.

e Nao faz sentido comparar sentidos de segmentos orientados de direcoes diferentes.

Por exemplo, na figura 1.4 nada podemos afirmar se AB e FF' tém o mesmo sentido
ou nao — simplesmente seus sentidos nao se comparam.

Quando A = B o segmento AB reduz-se ao ponto A e, neste caso, 0 segmento orientado
AA é chamado segmento orientado nulo. Neste caso, o sentido e a direcao sao indefinidos.

1.2.3 Eqiiivaléncia de segmentos orientados

Dizemos que dois segmentos orientados x@ e @ sao eqiivalentes (ou eqiipolentes )
quando eles tém o mesmo modulo, mesma direcao e o mesmo sentido.

Outra maneira de definir segmentos eqiiivalentes: os segmentos /@ e C@ sao eqiiva-
lentes quando o ponto médio do segmento AD coincidir com o ponto médio do segmento
BC.

Segue da definicao de eqiiivaléncia que o segmento 1@ é eqiiivalente a si préprio e que
/@ eqiiivalente a C‘D> implica C"D> eqiiivalente a 1@ . Além disso, A‘B) eqiiivalente a C'

e C@ eqiiivalente a ﬁ implica ﬁ eqiiivalente a E’) (figura 1.7).

Exemplo 1.2 Todos os segmentos orientados da figura 1.7 tém o mesmo mddulo, a mes-
ma direcao e o mesmo sentido; logo, sao equivalentes.
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E

Figura 1.7: Segmentos orientados eqiiivalentes

1.2.4 Vetores

O wvetor definido pelo segmento orientado 1@ ¢ o conjunto de todos os segmentos

orientados que sao eqiiivalentes a AB. Qualquer um dos segmentos orientados desse
conjunto é chamado representante do vetor.

Exemplo 1.3 Na figura 1.7 os nove segmentos orientados mostrados sdo distintos. Mas,
como eles sao equivalentes, podem ser considerados como sendo representantes do mesmo

vetor AB.

Usaremos a mesma notacao zﬁ para representar tanto o segmento orientado quanto
o vetor determinado por ele. Aqui ha o que se chama abuso de notacdo: dois conceitos
distintos denotados da mesma maneira.

Vetores também sao denotados por letras latinas mintusculas encimadas por uma set-

inha (@, 5, ¢...) ou por letras latinas em negrito (a, b, c, ...).
Dizemos que dois vetores sao iguais quando os segmentos orientados 1@ e C@ que o0s

representam sao eqiiivalentes. Neste caso escrevemos AB = C'D para denotar a igualdade
de vetores.

E D ol el

-H'i'

A B A’ E'

Figura 1.8: Hexagono regular e paralelepipedo retangulo

Exemplo 1.4 Considerando o hexdgono regular da figura 1.8, temos as sequintes igual-
dades de vetores:

« AF=0E=BO=CD
e« FE = A0 = OD = BC
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« ED=FO=0C = AB

Considerando agora o paralelepipedo retangulo da mesma figura, temos as sequintes igual-
dades:

\
A

« 4B =DC' = H'G = B'F
« VE = BF = D'H =C'G'
Py AIDI — BI ! — EIHI — F/ !

O wetor nulo, denotado por 6, ¢é definido como sendo aquele que tem por representante
um segmento orientado nulo.

~

Se @ for um vetor representado por Aﬁ, definimos o wvetor oposto a @ como sendo o
vetor —a cujo representante é BA.
Observacao:

e Os conceitos de vetor e segmento orientado costumam ser confundidos. Vetor é
um conjunto, enquanto que segmento orientado é apenas um dos elementos desse

conjunto. Costuma-se escrever “vetor AB” quando o correto seria “vetor do qual
AB € um representante”.

e O que estamos definindo como vetor costuma ser chamado por alguns autores de
vetor liwvre. Um segmento orientado também costuma ser chamado de vetor ligado.

1.3 Operacgoes com vetores

Definimos agora trés operagoes com vetores: produto por escalar, adi¢dao e subtracgao.

1.3.1 Produto de um escalar por um vetor

Algumas grandezas fisicas como massa, densidade, temperatura, volume, energia se
definem sem a necessidade de uma direcao ou um sentido. Essas grandezas sao chamadas
escalares. Neste texto, usaremos a palavra escalar como sendo um numero real.

kAR
A B k>0

kAB
k<0 A B

Figura 1.9: Produto por um escalar

Dados k #0 e E # 0, denotaremos por k@ 0 novo vetor que tem a mesma direcao
que AB, tem comprimento igual a |k|||AB||, tem o mesmo sentido que AB se k > 0 e tem

sentido contrario a AB se k < 0 (figura 1.9). Além disso, definimos OE =0ek0=0.
Note que, por defini¢ao, os vetores ¢ e k¥ sao sempre colineares, para qualquer escalar
k € R e qualquer vetor .
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1.3.2 Adicao e subtragao de vetores

4 a+b C
Figura 1.10: Soma e diferenca de dois vetores

A soma de @ e b, denotada por @+ b, é um novo vetor ¢ que satisfaz uma das seguintes
alternativas:

e Se @ e b forem colineares de mesmo sentido, entao ¢ tem comprimento igual & soma
dos comprimentos de @ e b, mesma direcao e mesmo sentido que eles.

e Se d e b forem colineares e de sentidos contrarios, entao ¢ tem comprimento igual ao
maior menos o menor comprimento de @ e b, mesma direcado e o mesmo sentido do
vetor de maior comprimento.

e ¢ ¢ dado pela diagonal do paralelogramo cujos lados sao @ e b (figura 1.10).

A diferenca d — b dos vetores @ e b é definida como sendo a soma de @ com o vetor
oposto a b (figura 1.10), isto é,

i—b=a+ (-b).

Figura 1.11: Soma de vérios vetores

A soma de vérios vetores (digamos, @, b, €, e d) pode ser feita arrumando-se represen-
tantes dos vetores colocados de tal forma que o ponto final de um corresponda ao ponto
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inicial de outro (figura 1.11); com isso, a soma @ + b+ é+d é o vetor cujo ponto ini-
cial é o ponto inicial do primeiro vetor @ e cujo ponto final é o ponto final do tltimo vetor d.

Observacoes:

e Em um paralelogramo cujos lados estao relacionados com @ e b, uma diagonal cor-
responde a soma e a outra corresponde a diferenca entre @ e b.

e Também é possivel definir a soma da seguinte maneira: considerando o triangulo
ABC' com lados /@ e Bt’, o terceiro lado do triangulo é a soma ﬁ + @ Isto
eqiiivale a definir @ = 1@ + lﬁ )

Se d, b e ¢'sao vetores, m e n sao escalares, entao sao validas as seguintes propriedades:

l.i+b=b+a 2.0+ b+ =@+b)+¢
3.d4+0=a 4. @+ (-a)=0

5.ld=ad 6. m(nad) = (mn)d = n(ma)
7. (m+n)d =md+ nd 8. m(@ + b) = mad + nb

¥ (@+b)+c=a+(b+c)
Figura 1.12: Comutatividade Figura 1.13: Associatividade

Gracas a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com vetores como se es-
tivéssemos trabalhando com numero reais. Por exemplo, d + b=¢=a=2¢_C—be
também 37 = d = ¥ = %EL’.

As demonstracoes dessas propriedades sao conseqiiéncias imediatas das definicoes. A
comutatividade e a associatividade da adi¢do (propriedades 1 e 2) estdo ilustradas nas
figuras 1.12 e 1.13, respectivamente.

1.4 Sistema de coordenadas

Tendo em vista o estudo analitico de vetores, vamos agora introduzir sistemas de
coordenadas.
1.4.1 Coordenadas no plano

Em um plano, podemos considerar duas retas que se cruzem em um tnico ponto,
definir um lado positivo e um lado negativo para cada reta, uma escala de unidades
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Y13
12 P
bri--—=n
| X
23 2 27 p 1 2a 3 4
1-7
2

Figura 1.14: Sistema de eixos no plano

nessas retas e chamar o ponto de encontro dessas retas de origem. Neste caso, chamamos
cada uma dessas retas de eizos.

O usual é considerar os eixos perpendiculares e identificar o ponto de encontro deles
por O = (0,0).

Dado qualquer ponto do plano, as projecoes desse ponto nos eixos escolhidos chamam-
se coordenadas do ponto. A projecao de cada ponto P é obtida através da intersecao de
um eixo com uma reta que passe por P e que seja paralela ao outro eixo. Assim, é possivel
associar a cada ponto do plano um par ordenado de coordenadas (a, b). Reciprocamente,
podemos associar a cada par de coordenadas um ponto P do plano (figura 1.14). Vamos
fazer algo parecido com isso no espaco tridimensional.

1.4.2 Coordenadas no espaco

AZ
T3
T2
-3 z
T1 1—2 Plano yOz
| { ! | 1 | -
1 1 1 T T T ol
32 -,A4A% 1 2 37 Plano
> 1 xQz
3
A @ y
T3 Plano xOy
X
Figura 1.15: Sistema de eixos ortogonais Figura 1.16: Planos coordenados

Consideremos no espaco euclidiano tridimensional, um sistema de eixos ortogonais que
consista em trés eixos Ox, Oy e Oz dois a dois ortogonais e com uma origem comum O
(figura 1.15). Esses eixos sdo chamados eizos coordenados.

Nesse sistema, os planos que contém os pares de eixos (Oz, Oy), (Oz,0z) e (Oy,Oz)
sdo denotados por Oy, Oz e yOz, respectivamente (figura 1.16). Esses planos sdo
chamados planos coordenados.
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Para cada ponto P do espaco tridimensional, podemos associar um conjunto ordenado
(a,b,c) formado por trés nimero reais (chamado terno de nidmero reais) da seguinte
forma: a, b e ¢ sao as projecoes de P nos eixos Oz, Oy e Oz, respectivamente. Cada
projecao pode ser obtida através da intersecao com o eixo com um plano paralelo a um
dos planos coordenados que passe por P (figura 1.17).

O conjunto de todos os ternos ordenados é denotado por R*. Simbolicamente,

R® = {(2,9,2) | 7,9,z € R}

Cada terno (a,b,c) € R® pode ser associado a um ponto P no espaco tridimensional
da seguinte forma: identificamos no eixo Ox o ponto de coordenada a e no eixo Oy o
ponto de coordenada b. Considerando as retas paralelas a esses eixos que passam por
esses pontos, o ponto de encontro delas é um ponto P’ = (a,b,0). Finalmente, “subimos”
(se ¢ > 0) ou “descemos” (se ¢ < 0) tantas unidades quanto for o valor de ¢ (figura 1.17).

Exemplo 1.5 Para marcar o ponto P = (—1,—2,4), inicialmente identificamos o ponto
(=1,-2,0); depois, “subimos” 4 unidades. Veja figura 1.18.

Analogamente, para desenharmos o ponto @ = (1,3, —2), marcamos (1,3,0) no plano
zOy e, depois, “descemos” 2 unidades (fig. 1.19).

z

L P=(abd 20 g / f’y
/O b )
] )

””””” P=(a b 0 X x ¢

Figura 1.17: Ponto no espago Figura 1.18: P = (—1, —2,4) Figura 1.19: Q = (1,3, —2)

1.4.3 Vetores unitarios

Dizemos que 7 é unitdrio ' quando seu comprimento for igual a 1. Denotam -se oS

vetores unitarios nas diregoes e sentidos positivos dos eixos x, y, z por i, ] e k respec-
tivamente. Ou seja, considerando os pontos O = (0,0,0), A = (1,0,0), B = (O, 1,0) e
C = (0,0,1) (figura 1.20) temos i = O—1>4, j= OBek=0

Dado qualquer ponto P do espago, podemos associar a esse ponto um vetor que tenha
como representante o segmento orientado que vai da origem O a P. Reciprocamente, para
cada vetor, considerando um representante O P que inicie na origem podemos associd-lo
ao seu ponto terminal P. Dessa forma, as coordenadas (z,y, z) do ponto P podem ser
tdentificadas com o vetor ¥ = i+ yj-i— zk com x,y,z € R. Temos aqui mais um abuso
de notagao: costuma-se escrever

T=ai+yj+z2k=(z,y,2).

ITambém chamado versor
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(0,0,1)
BV

J.
L0 (0,1,0) Y
(1,0,0)

X

Figura 1.20: Vetores i, j, k

Sejam A = (a4, 0,2;61)3) e B = (b1, be, b3) dois pontos dados. Como (74 + E = O?,
temos E = @ — OA. Portanto,

zﬁ = (b1 — al);-l— (bg — ag);-i- (bg — a3)E.

1.4.4 Definicao analitica das operagoes com vetores

Podemos dar uma defini¢ao analitica das operagoes com vetores: sejam ¥ = vii+ vgf-l-
vsk, W = wit + wej + w3k e k € R, entao definimos:
kT = (kv))i 4 (kva)7 + (kvs)k

T4 0 = (v 4+ w1)i + (va + wy)] + (v3 + ws)k.

Eqiiivalentemente, podemos denotar as expressdes acima por: o = (vy,vq,v3), W =
(w1, wy, w3) e definir
kv = (k’Ul, kUQ, Iﬂ)g)

U‘f‘ W= (Ul + Wy, Vg + W, V3 + w3).
Definimos também —7 = —v1i — v9j — v3k = (—v1, —vg, —V3).

Exemplo 1.6 Sejam 7 = 2i + j + 3k e @ = 41 — 55 — 2k. Entéo 53 = 107 + 5] + 15k,
— = —47+ 5] + 2k, T — 4@ = —147 + 215 + 11k.

1.5 Comprimento de um vetor

Seja 7 = a7 + bj. Usando o Teorema de Pitigoras no tridngulo retangulo da figura
1.21, temos: ||7]|? = a® + b? e daf

7] = va* + 2.
Consideremos agora v = af—l—bf—i—clz. No triangulo retangulo O RQ) da figura 1.22, temos
1001 = |OR|2+ || RO Como ||OF| = a e |RG|| = b, temos [|OQ||2 = a2+b2. Usando
também o Teorema de Pitdgoras no triangulo OQP, temos ||O?||2 = ||Oﬁ||2 + ||Cﬁ)’||2, e

daf ||O—>P||2 =a® 4+ b? + ¢, ou seja,

15 = Va2 + 5 + .
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z
y T~ P=tb e
|
|
. 7 !
by |
— |
¥ o ! Y
- S S S=0b0
J [-] - - fj‘/ .
o7 ar X x R=@00 97 (a b, 0
Figura 1.21: Vetor no plano Figura 1.22: Vetor no espaco tridimensional

Exemplo 1.7 O comprimento de & = 2i — 3] + 5k ¢é 7| = \/22 2+5% =+/38.
Um vetor unitdrio com mesma direcao e mesmo sentido que U € dado por U =

2 7 3 7 5 1
vl vl t sk

|f*

=

1.6 Ponto médio de um segmento de reta

Sejam A = (a1, a9,a3) e B = (by, by, b3) dois pontos no R®. Seja M = (my, mo, m3)
o ponto médio de AB. Entdo AM = MB, ou seja, (my — a;,mg — ag, m3 — az) =
(by — mq, by — mgy, b3 — m3). Comparando cada coordenada, obtemos

a, + by
my—a; =b—m = m = 2

as + b
Mo — Gy = by — My = My = 22 2

a3+b3
m3—a3:bg—m3:>m3: 5

Assim as coordenadas do ponto médio ¢ a média aritmética das coordenadas dos
pontos extremos do segmento. Por exemplo, o ponto médio M do segmento AB onde
A= (-1,3,7) e B=(5,4,1) é dado por M = (=52, 32 ) = (2,7/2,4).

2 20

1.7 Dependéncia e independéncia linear

Uma combinagdo linear de n vetores 9y, Us, - - -, ¥, dados, é um vetor da forma

ﬁ:a1171+a2172—|—---+an17n
onde a; € R sao escalares quaisquer.

Em partlcular uma combinagao linear de dois vetores a e b é um _vetor da forma
U= xd+ yb onde z,y € R e uma combinacao linear de trés vetores @, b e ¢ é um vetor
w—xa—l-yb—f-zc x,y,2 € R
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Exemplo 1.8 Sejam @ =3i+2J e b=1i— 437. Sio ezemplos de combinacoes lineares de
d eb os vetores i =5a —2b = 13i+ 187 e ¥ = —a + 7b = 41 — 307.

Dizemos que n vetores v, Us, - - -, U, dados sdo linearmente independentes (LI) quando
a unica solucao da equacao

a1171+a217’2+---+an17n=0

fora; = a3 = --- =a, = 0. Se a equagao vetorial anterior admitir pelo menos um a; # 0
como solu¢do, entdo os vetores o7, - - -, ¥, chamam-se linearmente dependentes (LD).
Em particular, dois vetores @ e b sao linearmente independentes quando

m6+y5=0=>:v=y=0.

Se existirem z # 0 ou y # 0 que satisfacam a equacao zad + yg = ( entdo @ e b sdo
linearmente dependentes.
Trés vetores d, b e ¢ sao linearmente independentes quando

xd’+y5+zé’=0=>x=y:z=0.

Se existirem = # 0 ou y # 0 ou z # 0 que satisfacam a equacao zd + y5+ 2€ = 0 entdo
d, b e ¢ sao linearmente dependentes.

-

Exemplo 1.9 Os vetores @ = i + 2], b = 3i —ked=5+ 47 — k sdo linearmente
dependentes porque podemos observar que 2a + b ou seja, 2d + b— =20 de onde
concluimos que a equac¢do xd + y5+ z¢ = 0 admite a solugdo x =2,y =1¢e¢ 2z = —1.
Logo, os vetores sao LD.

ec=
0

Se @ e b forem LD, entao, por definicdo, existem x # 0 ou y # 0 tais que zd + yg =0.
Se = # 0, entao podemos obter que d@ = (—y/x)g Dai, @ e b sdo colineares. Se y #0
obtemos algo semelhante. Reciprocamente, se @ e b forem colineares, existe k € R tal que
d=kb e, neste caso, temos @ — kb =0 de onde podemos concluir que d e b sdo LD.

Suponhamos agora que @, be &sdo LD. Entao, por definicao, existe z # 0 ou y # 0 ou
z # 0 tais que zd@+yb+2¢ = 0. Se z # 0, entdo podemos obter que @ = (—y/z)b+(—z/z)é
Dai, a, be € sdo coplanares. Se y # 0 ou z # 0 obtemos algo analogo. Reciprocamente,
se a, b e & forem coplanares, existem k1 € R e ko € R tais que @ = k15+ koC e neste caso
temos @ — k1b — ko = 0 de onde podemos concluir que @ e b sido LD.

Mostramos assim que dois vetores sao LD se e somente se forem colineares e que trés
vetores sao LD se e somente se forem coplanares.

Se um conjunto de vetores contém o vetor nulo, entdo esse conjunto de vetores serd
necessariamente LD. Por exemplo, os vetores @ = 0, becsio LD porque 1d+ 06+ 0¢ = 0.
conseqiientemente, se um conjunto de vetores for LI, entao nenhum desses vetores pode
ser nulo.

Se @ e b forem LI, entao consideremos uma combinacao linear deles v = zd + yg (figura
1.23). Variando os valores dos escalares z,y no conjunto dos niimeros reais podemos
obter todos os vetores do plano. Dessa forma, qualquer vetor ¢ do plano pode ser escrito
como combinagao linear de @ e b.
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ZE T .
xa 1
- v/ |
v 7 \
i o )
a ol Ty
1) ~ . ! -
X ey
b yZ?
Figura 1.23: Combinagdo linear dos ve- Figura 1.24: Combinagao linear dos ve-
tores @ e b tores @, be

Analogamente, se @, be &forem LI (por exemplo, @ = 1, b=jec= E) consideremos v =
xa+ yg +2¢ (figura 1.24). Podemos assim obter todos os vetores do espago tridimensional
se atribuirmos a x, y, z valores reais.

No espago tridimensional, qualquer conjunto de trés vetores LI é chamado uma base.

Exemplo 1.10 Os vetores {i,7,k} ndo sdo coplanares. Logo, sdo LI, e, conseqiiente-
mente, formam uma base do espaco tridimensional. Neste caso dizemos que eles sGo a
base canonica do espaco tridimensional.

Se {a, 5, ¢} for uma base, entdo qualquer vetor ¥ do espago tridimensional se escreve
de modo tnico na forma
v =xd+ yl_; + zC
(veja exercicio R7 a seguir). Neste caso, dizemos que z,y, z sa0 as coordenadas de ¥ na
base {@, b, c}.
Uma base deve ser considerada como sendo um conjunto ordenado, onde nao se deve

trocar a ordem dos vetores. Por exemplo, as bases 8, = {d,b,¢} e 5 = {¢b,d} sado
consideradas distintas.

1.8 Exercicios resolvidos

R 1 Dados @ =i — 2]'-1— ke =2 — 5/;, determine o vetor w tal que

— — 1 — —
2043w = —w — v.
2
Solugcao: Com relacao as operagoes de adicdo, subtragao e produto por escalar, pode-
mos operar com vetores como se estivéssemos operando com numeros reais. Por ex-
emplo, “passar um termo para o outro membro da equacdo trocando o sinal do mes-
” 1

mo”. Dessa forma a equagao dada ¢ eqiiivalente a 3w — 5w = —24d — ¥, ou seja,

S = —2(7— 27 + k) — (21 — 5k) => @ = 2(—4i + 4] + 3k) = — 57+ 87 + Ok.

R 2 Sejam 4 = %73 -7+ %k e U = ni +m?j —mk. Determine m e n de modo que ¥ tenha
sentido contrario a 4 e seja 4 vezes maior do que .
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Solugao: Devemos ter neste caso que v = —4i, ou seja, n?—i—mzj—m/}‘ = —4(5—;4—%%)
= i+ 4f — 2k. Comparando os coeficientes de 7, fe k nos dois membros obtemos as
seguintes igualdades: n = —1, m? =4, —m = —2, ou seja, m = 2,n = —1.

R 3 Consideremos os vetores @ = ayi + azj-l— CL3E, b= bii + bzf—i- b3/§, ¢=cii+ czj—i- CQE
e seja

a1 Gz as
D - b1 b2 b3
Ci Cy C3

Mostre que se D = 0 entao d, be&sio LD ese D # (0 entao a, be &sio LI

Solugao: Sejam z,y,z € R tais que zd + y5+ 2¢ = 0. Entao, x(alf—l— agj'-i- a3I;) +
y(bﬁ-l— byj + bglz) + z(cﬁ—l— o + 02/;) = 0 que é eqiiivalente a (12 + by + clz)f+ (agx +
boy + €22)] + (asz + bsy + 032)/; = 0 de onde obtemos que z,y, z devem ser solugio do
sistema

ar+biy+ciz = 0

asT + boy +coz = 0

a3t + b3y +c3z = 0

E claro que x = y = z = 0 é solugao desse sistema. Além disso, se D # 0 essa solugao é
unica e, portanto, os vetores dados sao LI. Se D = 0 o sistema é indeterminado, isto é,
admite uma infinidade de solucgoes e conseqiientemente os vetores dados sao LD.

R4Sejamd=2—j,7=j+2ked =i+2j—k.
a) O conjunto 8 = {4, 7, w} é uma base de R*?
b) Escreva o vetor @ = 4i + 2j — 4k como combinacio linear de @, ¥ e 0.

2 -1 0

Solucgao: a) Seja D = |0 1 2 |. Desenvolvendo este determinante obtemos
1 2 -1

D = —12 # 0. Logo, os vetores sao LI e portanto formam uma base do R?.

b) Sejam z,y, z € R tais que @ = z@ + y¥ + 20 = 4i + 2] — 4k = (21— ) +y(J +
2k) + 2(1+ 2] — k) = 4i +2j — 4k = (22 + 2)i + (=2 +y + 22)j + (2y — 2)k. Portanto,
(x,y, z) é solucdo do sistema

2x + z = 4
-r + y + 22 = 2
2y — 2z = -4
Resolvendo este sistema obtemos ¢ = 1,y = —1, z = 2 e dai concluimos que @ = ©—U+20.

R 5 Sejam A(1,2,4), B(2,3,2) e C(2,1,—1).
a) Os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo?
b) Determine D de modo que ABCD seja um paralelogramo.

Solugdo: a) Os pontos dados sdo vértices de um triangulo se os vetores @ e zﬁ nao
forem colineares. Como AB = B — A = (1,1,-2) e AC=C—A= (1, -1, —5) devemos
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verificar se existe £ € R tal que AB = kAC = (1,1,-2) = (k,—k,—bk) = k=1¢
k= —1ek =2/5,0que é absurdo — ndo existe tal k. Logo, os vetores E e 1@ nao sao
colineares e, conseqiientemente, os pontos dados formam um triangulo.

b) Basta determinar D = (z, v, z) tal que AD = AB —h@ Temos entdo que D — A =
(B=A)+(C—A)ouseja (zr—1,y—2,2—4) = (1,1,-2)+(1,-1,-5) = (z—1,y—2,2—
4) = (2,0,—7) de onde obtemos x = 3,y = 2,z = —3. Portanto o ponto D procurado é
D= (3,2,-3).

R 6 Se {i,7,w} for uma base do R, mostre que {@ + 7,4 — 21, @ + 30 — W} também é
uma base do mesmo espago.

Solugéo: Sejam x, v, z € R tais que z(i+7) +y (@ — 20) + 2(7+ 37— @) = 0. Efetuando
os produtos pelos escalares indicados, obtemos: @ + 27 + Y@ — 2y + 2@ + 320 — 20 = 0
que é eqiiivalente a i + yil + 21 + T + 320 — 2y — 20 = 0, ou seja, (z +y + 2)d+ (z +
32)T+ (—2y — 2)W = 0. Como @, 7 e @ sao LI, devemos ter:

r + y + z =0
x + 3z =0
- 2y — z =0

O determinante dos coeficientes de z,y, z nesse sistema é:

11 1
1 0 3 |=5%#0.
0 -2 -1

Portanto, o sistema linear anterior s6 possui a solucao trivial x = y = z = 0 e, con-
seqiientemente, os trés vetores i + ¥, @ — 2w, i + 3¢ — w sao LI, logo, formam uma base
do R3.

R 7 Sejam 1, ' e W vetores LI e @ um vetor tal que @ = x1U~+y1U+21W e @ = Toti+ysU+ 200
onde 1, T2, Y1, Y2, 21, 22 € R. Mostre que neste caso r1 = Zo, Y1 = ya € 21 = 25.

Solugao: Se d = x1U + 11T+ z1W e d = Tl + Yo + 29w entdo subtraindo as duas
equagdes membro a membro obtemos: 0 = (z; — 22)@ + (1 — ¥2)T + (21 — 22)@. Como
i,V e w sao LI, devemos ter x1 — x5 = y1 — 4o = 21 — 29 = 0, ou seja, 1 = To, Y1 = Yo
e 21 = 2zo. Mostramos assim que sé existe uma maneira de escrever um vetor @ como
combinacao linear de outros vetores LI.

R 8 Mostre que as diagonais de um paralelogramo interceptam-se ao meio.

Solucao: Na figura 1.25, seja P o ponto de encontro das duas diagonais do paralel-
ogramoABC’D Sejam d = A —B? E—E—D?, C ﬁ J-ﬁ,é’-ﬁe
f ]@ Devemos mostrar que ¢ = de que_ €= f Nos trlangulos APB e DPC temos
as seguintes 1gualdades de vetores: b=+ feb=&+d. Dai, & + f=ée+d

Como ¢ e d sdo colineares, temos que existe k; € R tal que d= kqcC. Analogamente
existe ko € R tal que f ko€. Substituindo na igualdade ¢ + f €+ d obtemos

C+ ko€ = €+ ki€, ou seja, (1 — ki1)C+ (ko — 1)€ = 0. Como ¢ e € sdo LI, temos que
1—k =0eky—1=0. Logo, ky =ky =10 que implicac=d e &= f
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R 9 Seja ABC'D um quadrilatero qualquer e P, ), R e S os pontos médios dos lados
AB, BC, CD e DA, respectivamente. Mostre que PQRS é um paralelogramo (figura
1.26).

Solugao:  Na figura 1.26, sejam d = lﬁ = 5_1)4, b= /ﬁ = P_B), ¢ = @ = Q? e
d = CR = RD. Estamos usando aqui o fato de que os pontos P, Q, R e S sao pontos
médios dos lados do quadrilatero. Como S‘})’ —d+be QR=cCc+ d temos ﬁ + Q

@+b+¢c+d. Por outro lado, A;B)-i-B?-i-Cﬁ-i-DA— 0. ou sej 2a—|—2b+20+2d— 0

— d+b+c+d=0. Logo,ﬁ+@—0=>5 = ? % lﬁ Pela defini¢ao
de igualdade de vetores, temos que PQ RS é um paralelogramo.

A M b

Figura 1.25: Exercicio R8 Figura 1.26: Exercicio R9 Figura 1.27: Exercicio R10

R 10 No triangulo eqiiilatero ABC sejam M e N os pontos médios dos lados AB e BC,
respectivamente. Mostre que M BN também é um triéngulo eqiiilatero (figura 1.27).

Solugao: Na figura 1.27 temos | ||]\ﬁ|| = ||BN|| = l/2
Resta mostrar apenas que ||M13|| = l/2 Como MN MB-l—BN 1AB+1 B?

temos ||MZ@|| = 2||1@|| = [/2. Portanto, o tridngulo M BN é eqiiildtero pois tem seus
trés lados medindo /2.

1.9 Exercicios propostos

A 1 Em uma particula estao atuando as forcas F =i+ E, Fy, = 3i — 4j+ ke Fy =
3j + 4k. Determine o médulo da resultante das for¢as que atuam nessa particula (OBS.:
a resultante é a soma de todas as forcas que atuam na particula).

A 2 No hexagono regular ABCDEF de centro O da figura 1.28 calcule as seguintes
somas dos vetores:

a)O—z>4+O?+O?+O?+O?+O? EJFBJF@
c)@+ﬁ ﬁ-f—x@ _F>+_B)

A 3 No cubo da figura 1.29, calcule as somas de vetores /TE) + 1@ + F?;' + FTzl e
CM + MG + AB + AD

|
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F E H G
B F
A D
M »
D C
B c y B
Figura 1.28: Exercicio A2 Figura 1.29: Exercicio A3

A 4 Verifique se os pontos A(3,4,1), B(—1,0,2) e C(0,1, 1) sdo vértices de um triangulo.
Se forem, determine um ponto D de tal forma que ABCD seja um paralelogramo e o
ponto de interse¢do das diagonais desse paralelogramo.

A 5 Dé exemplo de dois vetores unitarios que tenham a mesma direcao que v = —3i+
j— 4k.

A 6 Determine m para que os pontos A(3,1,0), B(1,0,1) e C(—1,m, 2) sejam colineares.

A 7 Sejam © = i— 25‘4- ked=2+ j Dé exemplo de dois vetores cujas normas sejam
o triplo da norma de @ + 7.

D C D C

A M B A B

Figura 1.30: Exercicio A8 Figura 1.31: Exercicio A9

A 8 No paralelogramo ABC'D da figura 1.30, os pontos M e N sao, respectivamente, os
pontos médios dos lados AB e AD. Mostre que

ﬁucwzgai.

A 9 Na figura 1.31, M é o ponto médio dos segmentos AC e de DB. Mostre que ABCD
é um paralelogramo. (Sugestdo: basta mostrar que AD = B? ou que AB = DC.)

A 10 Considere os vetores @ =i+ ) —k, = j+k e 0 = 2i — j + k. Mostre que {4, v, W}
é uma base do espaco tridimensional e obtenha as coordenadas de @ = 47 — 2k nessa base.

e C—d sao coplanares.

oL

A 11 Mostre que para quaisquer vetores d, l;, C os vetores 6—}-5, a+
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sao LD.

A 13 Dados vetores a, beéndo coplanares, determine escalares \ e ;1 para que os vetores
AG + pb + ¢ e @+ Ab+ uc sejam colineares.

A 14 Determine vetores ¥ e i que satisfacam o sistema de equacoes
Z+27 = 3
264+y = j5-—3k

A 15 Verifique se os pontos A(2,2,1), B(3,1,2), C(2,3,0) e D(2,3,2) sdo coplanares.

B 1 Em um triangulo ABC' considere um ponto E no lado AB e um ponto D no lado

AC' que satisfazem ﬁ = 1AC e 1@) = 21@. Escreva o vetor ZTE) como combinag¢ao

- 3 -3
linear de E)l e B?

B 2 Mostre que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um
triangulo é paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

B 3 Seja ABC' D um paralelogramo e G o ponto de encontro de suas diagonais. Determine
os vértices C' e D conhecendo as coordenadas de A(1,2,3), B(0,2,5) e G(1,0,1).

B 4 No cubo da figura 1.29, sabendo que M é o ponto médio do segmento BF', escreva
o vetor HM como combinacao linear dos vetores E, AD e AE.

B 5 Em um triangulo ABC sejam M, N e P os pontos médios dos lados AB, AC e BC,
respectivamente. Mostre que

AP +CM + BN =0,

C 1 Em um hexdagono regular ABCDEF temos A‘B> =1de I% = 9. Escreva os vetores

CTD>, ﬁ, ﬁ, FA, 1@, ITD)efTE)em termos de U e 7.

C 2 Dizemos que uma base {d@ = 17 + apj + ask, b = byi + boj + b3k, @ = c17 + co] + 031_5}
é positiva (respectivamente, negativa) quando o determinante

a; ag as
D=|b b b3
Ci1 C2 C3

for positivo (respectivamente, negativo). Baseado nesta defini¢do, mostre que as bases
B = {Z, j,k} e Bo = {3i,—j — k,—2i — bk} sdo positivas, enquanto que f3 = {j,i,k} e
Bs={i+j+k,j+k,j} sdo bases negativas.

C 3 Sejam @ e b vetores LI tais que E = EL’—{—QE, ﬁ = —4Gd—be @ = —53 — 3b.
Mostre que ABC'D é um trapézio.
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C 4 a) Mostre que os vetores @ = i+27, b= —2i+kec= 47 + k nao formam uma base
do R3. B _
b) Mostre que ndo é possivel escrever v = i — k como combinacao linear de @, b e C.
Interprete geometricamente esta situacao.
c¢) Mostre que é possivel escrever W = 3i+2) Jj — k como combinacao linear de @, bec
de uma infinidade de maneiras.

C 5 O segmento de extremidades A(x1, y1, 21) € B(x2, y2, 22) é dividido pelo ponto C(z, y, 2)

na razao de 1 para A (isto é, ”A ” = ). Mostre que
_$1+)\$2 Y1+ Ay Z_Z1+)\22
BTN A T U I

Usando este resultado, determine pontos C' e D que dividem o segmento de extremidades
A(0,1,2) e B(4,—2,1) em trés partes de mesmo comprimento.
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Capitulo 2

Produtos de vetores

2.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos diversos tipos de produtos vetoriais. Essas idéias sao inspi-
radas em conceitos fisicos e tém aplicagoes a diferentes areas da Matematica. Em partic-
ular, nos exemplos e nos exercicios resolvidos usamos produtos vetoriais para demonstrar
resultados de Geometria Plana ou de Trigonometria bastante conhecidos tais como Teo-
rema de Pitagoras, Lei dos Senos para um triangulo qualquer, cosseno e seno da diferenca
de dois angulos, entre outros.

2.2 Produto interno

A motivagdo para a defini¢ao de produto interno vem da Mecanica. Consideremos uma
forca representada pelo vetor F' atuando sobre um corpo de tal forma que lhe provoque
um deslocamento representado pelo vetor d (Figura 2.1). Entao define-se o trabalho W

realizado pela forca F' como sendo o ntimero real dado por
W = ||F[[|d]| cos a

onde « é o angulo entre os vetores F' e d.

Figura 2.1: Trabalho realizado pela forca F Figura 2.2: Angulo entre vetores

—_—

Sejam @ e b vetores nao nulos. Denotemos o angulo' entre eles por (a@,b). No célculo
da medida do angulo, podemos considerar representantes para esses vetores que tenham

IEstamos nos referindo ao menor dngulo de 0 a 7 radianos (de 0 a 180 graus).

21
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0 mesmo ponto inicial (Figura 2.2). O produto interno dos vetores @ e b é denotado por
d-b e é definido por

I

Sed=0o0ub= 0, entdo definimos @ - b=0.

- =

Exemplo 2.1 Os vetores i, j e k sdo unitdrios e tais que ( 7)) = (1,k) = (4, k) = z
Logo,

dirs TR e T

i-g=lillllillcos 5 =1-1-0=0

- - -

Além disso, como (i,7) = (7,]) = (k k) =0, temos
= |li|||[é]jcos0O=1-1-1=1

17171 cosO=1-1-1=1

=
k

I1%][||%]|cos0 =1-1-1=1.

Observacoes:

e Observe o produto assim definido envolve dois vetores como fatores mas tem como
resultado um numero real, ou seja, um escalar. Por isso, tal produto também é
conhecido pelo nome de produto escalar.

e O produto interno dos vetores @ e b também costuma ser denotado por (@, b).

2.2.1 Projegoes ortogonais

Dados dois vetores @ e @ # 0, consideremos a reta suporte r de um representante
de @ 2. Chamamos projecio ortogonal de @ na direcao de % ao vetor representado pelo

segmento orientado A’'B’ onde 1@ ¢ um representante de @ e os pontos A’ e B’ sdo 0s
pontos de intersecao de retas perpendiculares a r que passam por A e B, respectivamente
(Figura 2.3). Neste caso, denotamos A'B’' por proj;d.

Observe que nessa definicao interessa apenas a dire¢ao do vetor #. Conseqiientemente,
proj;d = projza se U # 0 for um vetor paralelo a .

—_— ﬁ
Suponhamos % unitdrio, @ = (@,4) e 0 < o < 5. Na Figura 2.3 temos HIIZZBHH =
—
cosa = ||A'B|| = ||@||cosa. Portanto, proj;d = (||@|| cos @)@ = (||d|||||| cos @)d, e

dai
proj;a = (a@ - 4)i.

2Dois vetores quaisquer @ e # possuem representantes que sio segmentos orientados coplanares
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De maneira analoga podemos obter esse mesmo resultado se tivermos 7 < a < m. Dali,
podemos deduzir que |@- 4| = ||d]|||@]|| cosa| = ||pr0J 20||. Geometricamente, isso significa
que o moédulo do produto interno de um vetor @ por um vetor unitério o corresponde ao

comprimento da projecao de d sobre .

Se 7 for um vetor nao nulo entao @ = ﬁ é unitario e, usando o que foi visto anteri-
ormente, temos projzd = proj;d = (- )i = (&'- ﬁ) II:II’ ou seja,
L, a7
P e
B
i
— h
o )
Y
Lo
ALZ= "7
~ o VRt
1 U B ¥
"
4"proj_a e
U A B’ C
Figura 2.3: Proje¢do de @ na direcdo de o Figura 2.4: Projecio de @+ b na direcio de @

Destaquemos a seguinte propriedade das proje¢oes ortogonais:

proj (@ + b) = proj;a + proj; b

Essa propriedade é uma conseqiiéncia imediata da igualdade A'C' = A'B' + B'C' na

Figura 2.4.
2.2.2 Propriedades do produto interno

Para quaisquer vetores @, b, ¢ e qualquer escalar x sao validas as propriedades mostradas
a seguir, com suas respectivas demonstracoes.

[[1] @-b=b- @ (comutatividade)
i - b= ||l|[|bl] cos (@, b) = [|bl[[|a@]| cos (b, @) = b- @

[12] (2d@)-b=2(@-b) =a- (xb)

Se z > 0, o angulo entre @ e b é o mesmo angulo que z@ e b (Figura 2.5). Logo,

>

- - -

(zd) -b = IIMIIIIbIICOS (zd,b) = \fvllld'llllbIICOS(&’,b)=$(@'-b)-

- - =

7w —(d,b) (Figura 2.6). Logo, (za)-b = ||zd||||b]| cos (zd, b) =
|x|||a||||b||cos( _@ )) —x||a||||b|| (— @ 5)) _ 2(d@-b).

—;

Além disso, @ - (zb) = (xb) - -a@) =x(a-

Se z < 0 entdo (xd, )

>

Sl
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b —
b
i xa
ad
xa d
Figura 2.5: Angulo entre z@ e b com z > 0 Figura 2.6: Angulo entre z@ e b com z < 0
[13] (@+b)-é=a-Z+b- € (distributividade com relagio & soma de vetores)
Se &= 0 a igualdade é imediata pois reduz-se a 0 = 0 + 0.
Suponhamos & # 0. Entdo temos proj(@ + b) = proj,@ + projb e daf obtemos
(((TEIBE) ¢ = ”“_H‘;é’-i- ”5“26' que multiplicando por ||| fornece: ((@ + b) - &)¢ =
(@- 32+ (b- D& ou seja, ((@+0b)-¢—a-c—b- oc = 0. Como & # 0, temos
(@+b)-—a@-c—b-=0 que é equivalente a (@+b)-C=a-é+b-C.
Usando a comutatlwdade do produto interno, temos também que
i-b+&) =0+ -d@=b-a+c-d=a-b+a-c Logo,
a’-(z}’+5) =d-b+d-c
[I4] Dois vetores ndo nulos @ e b siio ortogonais se, e somente se, @- b = 0
Se @ e b forem ortogonais, entao (@,b) = 5 e dai @-b = ||dl|||]| cos § = ||@]|||b]| -0 = 0.
Reciprocamente, se @- b = 0, entdo ||@||||b]| cos (@,b) = 0. Como ||@|| # 0 e ||]| # 0,
devemos ter cos (@,b) = 0. Logo, (&,b) = 7, isto é, d e b sdo ortogonais.
Convencionamos que o vetor nulo é ortogonal a qualquer outro vetor. Com isso
esta propriedade pode ser estendida com o seguinte enunciado: “Dois vetores sao
ortogonais se e somente se seu produto interno € nulo.”
[15] [|d]l* =d-a (ou |ld|| = va-a)
E claro que 0-0 = ||0]|%. Se @ # 0, entdo, como @T,/E) =0 temos d@- @ = ||d||||@]| cos 0,
ou seja, - a = ||a|*.
[16] |- b < ||all[|bll

Esta desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz® . Basta
usar a definicdo de produto interno e que o médulo do cosseno de um angulo é menor

—_—

do que ou igual a 1: |3 - b| = [|@l||b]l| cos (@, B)| < ||a||5])-

2.2.3 Produto interno em coordenadas

Consideremos os vetores @ = alz + CLQ_] + agk eb= blz + bg_] + bgk Vamos determlnar
uma maneira simples de calcular a - b usando apenas as coodenadas de @ e de b.

3Hermann Schwarz (1843 — 1921), matem4tico alemio
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Usando as propriedades [I1], [I2], [I3]* e os resultados obtidos no exemplo 2.1 podemos
obter uma férmula muito 1til para o calculo de produto interno:
@-b = (ayi+agj+ask)-(bri+bsj+bsk) = aii-(bri+bej+bsk)+as-(biitboj+bsk)+ask-(byi+
sz-l-l_)':;]_;:) = albl_(';'j) +aiby (Zj) +aibs (; E) +agb (;5) +agby (jj) +asbs (j E) +azby (ED +
agbg(k])+agb3(k]€) = a1b1'1+a162'0+alb3'0a2b1 '0+a262'1+a2b3'0a3b1 -0+a3b2-0+a3b3-1.
Portanto,
a- g: a1b1 + a2b2 + a3b3.

Exemplo 2.2 Sejam d = 2 + 3j+ 4k eb = —5i— 2}%— 2k. Entdo o produto interno entre
a e b pode ser rapidamente efetuado da sequinte maneira:

-b=2-(=5)+3-(—2)+4-2=-10-6+8 = —8.

Exemplo 2.3 Dados @ = 8 — 2] + 2%k e ¥ = 3i + 137 + k. Para verificar se esses
vetores sdo ortogonais, basta verificar se o produto interno deles é nulo. Como U - v =
8-34+(-2)-134+2-1=24—-26+2 =0 temos que 4 e T sao ortogonais.

Exemplo 2.4 Dados dois vetores @ = a1 + asj + a3lz eb = b+ boj + ng, podemos
determinar o angulo entre eles usando a defini¢cao

¢ as formulas @-b = arby + agby + asbs, ||@|| = /a2 + a2+ a2 e ||b]| = /b2 + b2 + b2.
Por ezemplo, sejam @ = 5i — ] + keb=2i+ 37 + 3k. Temos: @-b=10—3+3 = 10,

@l = v25+ 1+ 1 =27 e ||b]| = VA +9 + 9 = /22. Portanto, se o = (@, b), entdo
10 10
V2TV22 /594

ou seja, o = arccos\/%. Em geral, deve-se deizar esse tipo de resposta da maneira como
estd, usando a funcdo arco-cosseno. A titulo de curiosidade informamos que usando uma
calculadora ou um computador, pode-se obter uma boa aproximacdo para angulos desse
tipo. Neste exemplo, temos a =~ 65°46'34".

l

CoOS&x =

2.2.4 Bases ortogonais e ortonormais

Uma base {d, 5, ¢} do espaco tridimensional é chamada base ortogonal quando seus

vetores forem dois a dois ortogonais, ou seja, quando @-b=d-¢=b-¢c= 0. Se além de
ortogonais os vetores forem unitdrios entao a base chama-se base ortonormal.

Exemplo 2.5 A base canénica do R, {Z, f, E}, ¢ uma base ortonormal pois ;j =i k=
7-k=0 el =7 = [kl = 1.

4@Gracas a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com produtos internos de vetores como se estivéssemos
operando com produtos de niimeros reais.
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Exemplo 2.6 A base 8, = {@ =1— 27— 2k, b=2i+2j+k,é=—2i+j+ 2/;} ¢ ortogonal
porque G-b=a-é=0b-¢=0, mas nio é ortonormal porque @l = V1+4+4 = 3,

16 = VA+4+1=3¢l|d| = VA+1+4 = 3. A partir de By, podemos construir

facilmente uma outra base que seja ortonormal: basta dividir cada vetor de (3, pela sua
norma. Obtemos assim a sequinte base ortonormal:

8 c {1a 2a 2k2 +2 —1—1k 27+1a_+2]%»}
2= NT=0 o i J —lT Rl TR
lall” 5] [1€] 3’ 3 3 3 3 3 3 3 3
A vantagem em se ter uma base ortogonal ou ortonormal é a facilidade com que
escrevemos um vetor dado como Comblnagao linear dos vetores da base.

Seja {@,b,&} uma base ortogonal, 7 um vetor do R? e z, ¥,z € R tais que U= zd-+
yb + z¢. Fazendo o produto interno de ¢ com d, depois com b e com ¢, obtemos:

Ql
S

V-d=1G-G+yb-d+2¢-d= ||a||2+o+0:>x_|1|’;”i,
a

T-b=xd-b+yb-b+2¢-b=0+ylb] +0=>y=”5,”2,

— - — - T — - = 2 17'6’

V-C=1T +yb-C+2¢-¢=0+0+ 2| :W
C

Em particular, se {@, b, ¢} for ortonormal, entdo x =0-d,y =7 b,z =7 -C.

Exemplo 2. 7 Vamos calcular as coordenadas do vetor 7 = 4i — 3] + 2k na base {d, b, ¢}

onde d = —z——]+ k b= —Z+3]+ k c= ——H—3]—|— 2k. Note que essa base é ortonormal

oo _u
(veja ea:emplo?b’) Dai, se T = xi+yb+2¢, entdox = 7-3 = 4- (3 )—3(——)+2 (3) =14,

y=7-b=4- (3)=33)+2-(3)=3,2=0-¢=4-(-2)=3(3) +2- (%) = —L. Portanto,
as coordenadas de ¥ na base dada sio 2, 2 7

wl

30 3°

2.3 Produto vetorial

Definiremos agora outro tipo de produto com vetores: o produto vetorial. A motivacao
para sua definicdo também vem da Fisica. Nas definicoes do momento de uma forca,
velocidade angular e de campo magnético ocorrem vetores que sao ortogonais a dois outros
vetores.

Antes de dar uma defini¢ao formal vamos fazer alguns calculos que justifiquem nossa
definicao. Dados d01s vetores @ = ari+as) f+ask eb=biitbyj J +b3k queremos determinar
um vetor ¥ = zi + yj + 2k que seja simultaneamente ortogonal a @ e a b. Entdo devemos
terv-a=0e - b—O ou seja,

ar+agy+azz = 0
bix +byy+bsz = 0

que ¢é equivalente a
a1x + agy = —dasz
bll‘ + b2y = —b3z
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de onde podemos obter os valores de x e y em funcao de z:
_ agbs — azby _ agb; — aibs
- albg - a2b1 Y= a1b2 — CLle )
Para cada valor de z € R obtemos uma solucao para o sistema. Em particular, podemos

escolher z = aiby — ashy (para “eliminar” o denominador das fragdes) e dai temos a
seguinte solucao para o sistema:

r = a2b3 - CL3b2
y = aghy — aib;
z = a1b2 — G,le

Obtivemos dessa forma o vetor ¥ = (agbs — agbz)f-l— (ashby — a1b3)j+ (a1by — ale)iZ que é
simultaneamente ortogonal a d e b. Chamamos o vetor ¥ assim obtido de produto vetorial
de @ por b e denotamos® por ¥ = d X b.

Note que nessa definicao ¥ for escrito usando determinantes:

-

1+

-

j+ aip Qg

by bo

az as

by b3

ST az ap 7
axb= by by k

Entretanto, é mais conveniente memorizar a definicao de produto vetorial como sendo o
seguinte determinante:

77k
axb=|a ay as
by by b3

Nem todas as propriedades de determinantes sao validas neste caso. Por exemplo, ndo faz
sentido somar a primeira linha com a segunda® porque uma linha é formada por vetores
e a outra por escalares.

Exemplo 2.8 Calcular o produto vetorial dos vetores @ = 5+ 4f+ 3; eb=1i+k. Temos

v=dxb= 1|5 4 3| =4i—2)—4k. Observe que U é ortogonal a @ e a b porque
1 01

6-5:5-4—1-4-(—2)—1-3-(—4):065-17:1-4+0-(—2)+1-(—4):0.

Exemplo 2.9 Vamos calcular 7 x j, jx k ek xi. Usando a definicdo, temos: 7 x j =

1 7 k L. 1 7 k oL 1 7 k .

1 00 |=Fkjijxk={010|=tkxi=001]|=j

010 0 01 100

E dtil memorizar esses resultados para usd-los posteriormente. A Figura 2.7 ajuda
Nessa Mmemorizacao.

Do célculo de um produto vetorial sempre resulta um vetor ortogonal a cada um dos
fatores envolvidos. Além disso, se @, b e @ x b nao forem nulos, o sentido do produto

50 produto vetorial também costuma ser denotado por 7 = @ A b
SEsse determinante 3 x 3 é apenas um determinante simbdlico, é um artificio util para lembrar da definicdo de produto
vetorial.
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S

bl

Bl

Figura 2.7: i ; = E; fx k= 2 Figura 2.8: Regra da mao dire- . .
kxi=j ita Figura2.9: axb=-bxa

vetorial pode ser determinado pela seguinte regra: se @ X b apontar para o observador e @
for girado para ocupar a posi¢ao de g, entao o sentido de rotacao devera ser anti-horario.
Esse fato costuma ser ilustrado com o nome de Regra da Mdao Direita: colocando-se trés
dedos da mao direita como na Figura 2.8, se o dedo indicador representar o vetor @ e o

dedo médio representar I;, entao o polegar aponta para @ X b.

2.3.1 Propriedades do produto vetorial

Para quaisquer vetores @, b, ¢ e qualquer escalar x sao validas as propriedades mostradas
a seguir (com suas respectivas demonstragoes):

[V1] ixd=0

- - -

1 7k .
De acordo com a definicao @ X @ = | a; ay a3 | =0, porque neste caso temos um
a; Qa2 asg

determinante com duas linhas iguais.

Em particular i X i = j x j = kxk=0.

[V2] @x b=—bxa (Figura 2.9)
Quando trocamos duas linhas de um determinante, seu sinal também fica trocado.

77k i)k B
DeVidO a iSSO: C_I: X b = al 0,2 0,3 = — bl b2 b3 = _b X C_i.
by by b3 a, as as
Usando essa propriedade e o que foi obtido no exemplo 2.9 temos j X i = —E,

Exf:—feka:—j.
[V3] ax (b+&) =axb+axé
Como b+ &= (by + ¢1)i + (by + ¢3)] + (bs + ¢3)k, temos:
B i i k i 7k i j B
ax(b+ec) = a1 (D) as =la ay ag |*+| a1 as as | = adxb+axc.
b1+01 b2+CQ b3+C3 b1 bg b3 Ci Co C3

B
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- — - - - — — —

B i ]k B i ]k i ]k
zdXb=z|a; ay as |, (zd)xb=|za; zay zaz |=2|a a asz |,
bi by b3 by by b3 by by b3
dx(xb)=| a1 ay a3 |=2| a1 as a3
SL'bl SL'bQ .Tbg bl b2 b3

Nos trés casos obtivemos a mesma expressao nos segundos membros das igualdades.

[Vs] [l x bl* = ||al*||b]> - (@- b)
Esta igualdade é conhecida pelo nome Identidade de Lagrange.” Como @ x b =
(asbs — asbs)i + (asby — aibs)j + (aibs — azby)k temos ||@ x b|2 = (ashs — ashs)? +
(azby — a1bs)? + (arby — ashy)?.
Por outro lado, ||@]|?]|b]|? = (a? + a2+ a2) (b2 +b2+b2) e (@-b)? = (arby + agbs + asbs).
Desenvolvendo os quadrados indicados obtemos a identidade desejada.

[V6] @ x b =||d|||b]| sen o, onde a = (&, b)

Usando a Identidade de Lagrange e a definicao de produto interno, temos:

-

1 > bl|* = [|a@l|*|b[|* — (@ b)* = [lall*[[b]l* — (ll@l[[b]] cos ) = l|a]|*|[b]|* (1 — cos® o) =

=

||c'i||2||l;||28en 2. Como 0 < o < 7, temos sena > 0 e dai, ||@ x b|| = ||d'||||l;|| sen q..

[V7] @ x b =0 se e somente se @ e b forem paralelos.

Convencionamos que 0 é paralelo a qualquer vetor. Logo, se @ = 0 ou b = 0 entao
essa propriedade é 6bvia e nao ha o que mostrar.

Suponhamos @ # 0 e g# 0. Entdo: @ e b sio paralelos <= a =
radianos <= sena = 0 <= [|@ x b|| = ||@]|||b|| senx = 0 <= @ x b = 0.

2.3.2 Interpretacao geométrica do médulo do produto vetorial

Consideremos o paralegramo ABCD da Figura 2.10. Sejam @ = E, b = E e

—_—

a = (d,b).

A area de um paralelogramo é dada pelo produto da medida da base pela altura, ou
seja, 6 igual a ||@|| - b = ||d@]|||]| sen o = ||@ x B}

Mostramos assim que o médulo do produto vetorial de @ por b é numericamente igual
a area do paralelogramo determinado por eles.

7Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemdtico italiano
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A B

a

Figura 2.10: Area do paralelogramo ABCD

Exemplo 2.10 Calcular a drea do paralelogramo de vértices A = (1, = (2,—1,4),

C—(O,—2,6)eD—(—1,—,).ComoE_B—A:(ll?) eA —D- A=
ik o

(—2,-1,2), temos E X E =1 1 3|=5—8j+k. Portanto a drea de ABCD
-2 -1 2

¢ dada por ||/@ X ﬁ” =25+ 64+ 1 = 3V/10.

2.4 Produto misto

Nesta secao definimos mais um produto de vetores. Assim como o produto interno, o
resultado obtido nesse produto tambem e um escalar.

Dados os vetores a = a11+a2] +a3k b= b11+b2] +b3k ec= clz-l—czj +03k chamamos
produto misto de @, b e & (con51derados nessa ordem) ao nimero real® @ x b- & Denotamos
o produto misto de @, b e & por d, b, c).

- - -

. 1 5k
Considerando a defini¢cao de produto vetorial, temos @ X b= | a; ay as | = (azbs —
by by b3

agbg);—}— (asb; — a1b3)j~|— (a1by — agbl)E. Fazendo o produto interno com ¢ obtemos:

6 X b- 6: a1b203 + a2b361 + a3b102 - a1b302 — a2b103 - angCl.

a; ag as
Como b1 b2 b3 = a16203 + CLngCl + a3b102 — a1b302 — a2b103 — 0,3b201, obtemos
Ci C2 C3
. ap az as
[c_i, b, 5] - b1 b2 b3
€ C2 C3

=

Exemplo 2.11 Calcular o produto misto dos vetores d = 2 + 3}4— 5k, b=—i+ 3}4— 3k
ec=4i— 35+ 2k.

) 3 5
[@,b,d=| -1 3 3|=21.
4 -3 2

8Ndo hé necessidade do uso de parénteses nessa definigio: como @ x (b - & ndo faz sentido, a tnica possibilidade é
considerar (@ X b) - C.
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2.4.1 Interpretacao geométrica

Consideremos o paralelepipedo ABC DEF G H definido pelos vetores @ = E , b= E
ec= /TE) (Figura 2.11). O volume V desse paralelepipedo é o produto da drea da base
(que é igual a ||@ x b||) pela altura h.

axb I G
o £ r
e
i YA
/. D/
b | C
y 7 B

Figura 2.11: Volume do paralelepipedo ABCDEFGH

—_—

Sendo o = (b,&), temos h = ||@||cosa| e dai V = ||@ x b]|h = ||@ x b][||&]|| cos ]

=,

— @ 5)- 2.

2.4.2 Propriedades do produto misto

Sejam d, 5, E,cf vetores quaiquer e z,y € R Entao sao validas as seguintes pro-
priedades:

[M1] O produto misto troca se sinal se trocarmos a ordem de dois dos vetores
Esta propriedade é uma conseqiiéncia da propriedade de determinantes que diz que
“ao trocarmos duas linhas, o determinante muda de sinal”.

[M2] O produto misto é nulo se pelo menos dois vetores forem iguais.

Um determinante que tenha duas linhas iguais é nulo. Portanto, [d,d,d] = 0,

@,@,b) =0, [@D,0] = 0, etc

[M3] [@,b,¢] = 0 se e somente se @, b e & forem LD;
Se os vetores forem LD’_, entao um deles _fé combinacao linear dos outros. Suponhamos
d = xzb+ yé. Entao [d, b, c] = [xb+ yé, b, ¢] = 0 porque temos um determinante cuja
primeira linha é uma combinacdo linear da segunda e da terceira linhas.
Se os vetores forem LI, entao eles ndo sao coplanareg e dai o volume do paralelepipedo
definido por eles é diferente de 0 e, neste caso, [@, b, €] # 0.

-

[M4] O produto misto independe da ordem circular dos vetores, isto é [d@,b,c] = [b, ¢, @] =
[¢,d,b].
Usando a propriedade [M1], temos: [d@,b,d = —[b,d,d = [b,¢,d] = —[a@,¢b] =

2, d, b).
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“» 11 2

[M5] @-bxc¢=axb-c ou seja, podemos permutar as operagoes e “X” sem alterar o

produto misto.
Basta observar que @-bx ¢=bx ¢-d = [b, ¢, d| = [d,b,

-

[M6] [wi+yb, & d] = 2(a, ¢ d|+y[b, & d], (@ eb+ye, d] = (@, b, d|+y(d@, & d], [@,5, o¢+yd] =
z[d@, b, & + y[d, b, d).

Também é conseqiiéncia imediata de propriedades de determinantes. Por exemplo,

zay +yby was +yby xaz + ybs a; Qo as b1 by b3

[55'5"‘1/5@62] = €1 Co 3 =xr|c C €3 |ty| 1 C2 C3

dq do ds dy dy ds dy dy ds

2(d@, & d) + y[b, & d|.

Observacgoes:

-

Sejam d, b e ¢ vetores. Entao:

-

a-b =0 se e somente se d e b forem ortogonais;
e d x b= 0 se e somente se d e b forem paralelos;

e [d,b,c] = 0 se e somente se @, b e ¢ forem coplanares.

2.5 Exercicios resolvidos

R 11 Mostre que:
a) ||@+ bl[* = [|a]|* +2a - b+ |b]]*
b) (@+0)- (@ —0b) = la]l* — [|b]

Solucao:
a)||G+b||2=(G+b)-(@+b)=a-Gd+a-b+b-a+b-b= ||a||2+2a b+ ||b]|%.
Da mesma forma podemos obter também que @ —b||*> = ||0L||2 —2d- b+ ||b||>
b) (@+b)-(@—b)=a-da+a-b—b-a—b-b=|a|l>— |||

R 12 Sejam @ e ¥ vetores tais que @ -7 = 4, ||7]| = 3vV3 e ( ¥) = w/6. Calcule ||d]| e
|Z + 7|

Solugdo:  Como @ -7 = ||||||7]| cos (@,7), temos 4 = ||| - 3V/3 - cos(/6) = 4 =
Sl = i@l =5

Usando R 1, temos: ||@ + 7|2 = ||@||> + 2@ - 7+ ||7]|> = (8/9)2 +2- 4+ (3v3)? =
64/81 + 35 = 2899/81 = || + ¥]| = 1/2899/81.

R 13 Mostre que ||@+ b|| < ||a@]| + ||?]].

9Foi usada na tltima igualdade a propriedade [M4]
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Solugdo:  Como ||@+b||2 = ||@|[>2+ 2@ - b+ ||b]|% ed-b < |@-b| < |alll|bl], temos:
1@+ bll* < llall* + 2llallllbll + [|6]1* = (@l + [[b]])*. Portanto, ||a+ bl <lal| + [|b]]-

Esse resultado € conhecido como Desigualdade Triangular e pode ser interpretado
geometricamente da sequinte maneira: o comprimento do lado de um tridngulo (o ||d+bl|)
nado ultrapassa a soma dos comprimentos dos outros dois lados (||d@|| + ||b]]).

R 14 Seja {@,b, &} uma base ortonormal. Calcule ||@+ b+ ).

Solucao: Para evitar raiz quadmda 2 mais convemente zmcmr com o quadmdo da

norma. ||a+b—|r5]|2 (a+b+5) (a+b—|—6') = G-G+G-b4a-G+b-A+b-b+b-G+E-G+Cb+E-C =

@2 +11b]|2+||@|%+ 2(@-b+a-E+b-2) = 1+1+1+2(0+0+0) = 3. Logo, ||d+b+é]| = /3.
Geometricamente, calculamos a diagonal de um cubo de aresta 1.

R 15 Mostre que se os vetores nao nulos @, b e ¢ forem dois a dois ortogonais, entdo eles
sao LI.

Solugao: Sejam x Y% € R tais que xd + yb + 28 = 0. Fazendo o produto interno com
@, obtemos: @-(a@+yb+ 2¢) = 2@-d+yd-b+2d-C = EL’ 0= 0. Logo, z||d@||* =0 =z = 0.
Analogamente, fazendo o produto interno com b e com ¢ obtemos y = 0 e z = 0,

respectivamente.

R 16 Considere os vetores @ = 3i — 7] + ked=—i+3k.

a) Mostre que @ e U sdo ortogonais e determine um vetor W de modo que {i, U, W} seja
uma base ortogonal do R3.

b) Dé exemplo de uma base ortonormal {d, 5, ¢} tais que a, bec sejam paralelos a 1,
U e W, respectivamente.

Solugdo: a)i-v=-3+0+3=0, logo, U e ¥ sdGo ortogonais. Para encontrar w que
seja simultaneamente ortogonal a U e a U, uma boa op¢ao € considerar W = U X v.

@d=| 3 —7 1|=-217—10]— 7k.
-1 0 3

2y

'S

b) Como u, ¥ e W sdo ortogonais, basta considerar os vetores umtamos a E
W + 2

Obtemos assim, d = ﬁi - EJ + ﬁk, b= _ﬁ mk

g: i e E = 3 1 =
[9]] [l
21 7 107 7T 7
590 - 5907 590k

R 17 Considere o triangulo retangulo ABC da Figura 2.12. Demonstre o Teorema de
Pitdgoras: ||@ + b||*> = ||a@||* + ||b]|*-

Solugdo: Como @-b =0, temos que ||@ + b||> = ||@|| + 2@ - b + ||B]|2 = ||a@]|? + ||b]|-

R 18 Mostre que todo triangulo inscrito em um semicirculo é um triangulo retangulo.
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C
C
a+h ~
“ 5
R
a
A a B AR 0 R B
Figura 2.12: Teorema de Pitdgoras Figura 2.13: Tridngulo inscrito em semicirculo
Solucao: Consideremos um triangulo ABC' inscrito em um semicirculo de raio R

e centro O (Figura 2.13). Queremos mostrar que os vetores CTA) e C'4B> sao ortogonais.
Pam 1850, basta calcular seu produto interno. Como CA C@—}-OA C@ C@-I—O? e
OA = —OB, temos CA-CB = (CO+024)-(CO—0R) = |[CO|2—||OA|? = B2 R? = 0.

¥y
—] B
A
5
oy x
9, /U
Figura 2.14: Lei dos senos Figura 2.15: Cosseno e seno de 8 — a

R 19 Consideremos um triangulo ABC com lados deﬁmdos pelos vetores d = E b=
B? c= CTLX) € angulos internos a = AC’B b= BAC e v = ABC (Figura 2.14).

a) Mostre que @ x b=1b x =& x .
c) Demonstre a Lei dos Senos:

sena  sen3  senvy

B

Solucgao:
a) a-l—b—i—c-ﬁ—i—B?—i—CA A4 =0
Fazendo o produto vetorial de veca + b+ ¢ com @ obtemos (a@+ b+ Hxd=ax0=
bxa+c><a—0:>c><a——b><a:>c><a—a><b L
Analogamente fazendo o produto vetorial com b obtemos @ X b+ x b = 0, ou seja,
Axb=bx¢
¢) Usando a propriedade [V6] do produto vetorial para calcular as normas de @ X b

e de & i temos |d||||b]| sen (w — ) = |||||d@] sen (= — B), ou seja, |[B]| seny = ||| sen B
senf8 __ senvy

ol — el -
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Analogamente, de bx é=¢xa, obtemos ||b]|||]| sen (r — ) = ||&|||@]| sen (7 — B), ou
seja, ||b]| sen @ = ||@|| sen 8 = Sﬁgna = meT“”B

Pode-se também obter que ||@xb|| = ||bx&| = ||¢x || calculando-se a drea do triangulo
ABC.

R 20 Na Figura 2.15 temos uma circunferéncia de centro na origem O = (0,0) e raio
1 eos pontos A, B B e U = (1,0) nessa circunferéncia de tal forma que as medidas dos

angulos UOA ¢ UOB sejam o e 3 respectwamente Determine expressoes para d = OA
eb= 0B ¢ o cosseno do angulo entre @ e b.

Solugao: De d = cos oi + sen OJ e b = cos Bf—i— sen ﬁf, obtemos @ - b = cos a.cos 3 +
sen asen B. Por outro lado, como @ e b sdo unitdrios e a medida do angulo entre eles é
B—a, temos @-b = ||@|)||b]| cos(8 — a)|| = cos(cw— B). Portanto, cos(a— ) = cos acos B+
sen avsen f3.

R 21 Com os mesmos vetores @ e b do ezercicio R 10 com a restricio 0 < a < < /2,
calcule o produto vetorial @ x b e obtenha uma férmula para sen (8 — «).

- - -

i ok
Solugao: @ x b=|cosa seia 0| = (senfcosa — senacosﬁ)l;. Como 0 < a <
cos3 senf 0
B < m/2, temos tga < tgf = 2% < %sl’g = senfcosa — senacosf > 0 =
|@ x b]| = sen Bcosa — sen acos .
Por outro lado, ||@ x b|| = ||@]|||b]| sen (8 — @) = sen (8 — ). Portanto, sen (8 — o) =

sen 3 cos o — sen v cos f.

-

R 22 Mostre que [c?—i—b,g-l-é',&'-i-ﬂ :2[6,5,6].

-

Solugdo:  Usando as propm'edades[ 2], [M4] e [MS6], temos [@+ b,b+ ¢,d+¢c] =
[@b+ca+d+bb+ca+ad=aba+d+]dcda+d+ [bba+d+béa+d=
0
@b, +[a.b, A+ [@,¢,a + @ & d+ b.2,d + b & d = [ab.d +[abd = 2abd
0 0 0 0

R 23 Na molécula de metano (CHy), o dtomo de carbono ocupa o centro de um tetraedro
reqular em cujos vértices estao os dtomos de carbono (Figura 2.16). Os livros de Quimica
mencionam, sem maiores explicacoes, que o angulo entre duas valéncias do carbono € de
109°28'16". Na Figura 2.17 temos o tetraedro BDEG incrito no cubo ABCDEFGH
de aresta 2, onde A = (2,0,0), B = (2,2,0), C = (0,2,0), D = (0,0,0), E = (2,0,2),
F=(222),G=0,22), H=(0,0,2).

a) Mostre que BDEG € um tetraedro regqular;

b) Mostre que P = (1,1,1) € o centro do tetraedro reqular BDEG;

c) Calcule o dngulo entre os vetores PE e PG, que é mencionado nos livros de
Quimica.
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4
i G
E F
P.
y
D \ <
A
B
X
Figura 2.16: Molécula de metano Figura 2.17: Tetraedro inscrito em um cubo
Solugao: a) Cada aresta do tetraedro corresponde a uma diagonal de uma face do

cubo. Logo, elas tém o mesmo comprimento e, consequentemente, o tetraedro € reqular.
b) Para mostrar que P € o centro do tetraedro, devemos mostrar que ele € eqiidistante

dos vértices, ou seja, que ||ﬁ|| = ||ﬁ|| = ||ﬁ|| = ||l¥|| Como PB = B— P =
(1,1,-1), temos ||ﬁ|| = /3. Analogamente obtemos ||ﬁ|| = ||ﬁ|| = ||FC$|| = /3.
¢) Da defini¢io de produto interno, obtemos

=—,  PE.DPG
cos(ﬁ,ﬁ):“ﬁm.

Como PE-PG =(1,-1,1)- (=1,1,1) = =1 — 1+ 1 = —1, obtemos:

= = -1 1
cos (P‘E’), P46$) = s =-3

Portanto o dngulo procurado é arccos(—z) ~ 109°28'16".

W

R 24 As expressoes @ x (b x @) e (@ x b) x & sio conhecidas como produtos vetoriais
triplos. Mostre que
-b)

+b)

S
X
—
S
X
et
I
—
ST
S
St
I
—
ST
Sl

D

—
ST
X

NS
X
oL

I

—
ST}

Nt
S

I

—
oL
S

U

=

Solugdo:  Calculemos inicialmente as coordenadas dos vetores @x (bx &) e (d-&)b—(@-b)e
na base ortonormal {Z, f, E} Para isso, basta calcularmos os produtos internos desses
vetores com os vetores da base (segcdo 2.2.4).
1 0 0
i-ax(bxd) =[i,dbxc = a as as = ag(bicg—bacy) —
bacg — bzca  bzcr — by bicy — bacy
ag(b301 — blcg) = a2b102 — a2b201 - a3b301 + a3b1(33.
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Por outro lado, 1 - ((d’-é)g— (@- 5)6') = (aic1 + agce + azes)by — (arby + agbs + azbs)cy =
a2b102 — a2b201 — a§b301 + g3b1C3. . . . . . . .

Analogamente, j-d x (bx ¢) =[j,d,bxé&l=j-((@-E)b— (d-b)c) ek-dx (bx¢) =
[k,d,bxd =Fk-(@-O)b— (@-b)d).

Como os vetores @ x (b x &) e (@- &)b— (@- b)€ tém as mesmas coordenadas na base
canonica {;, j, E} concluimos que eles sao iguais.

A sequnda igualdade pode ser demonstrada a partir da primeira: (@ X 5) X €= —CX
(@xb) = —[(Z-b)@— (¢-a)b] = a-éb— ¢- ba.
R 25 Mostre a Identidade de Jacobi':

(@ X T) X @+ (@ x @) X T+ (7 x @) x @ =0.

—

Solugdo:  Usando trés vezes a formula provada no exercicio R 14 temos: (i x U) X
(@ - W) — (W-0)id, (Fx @) x0=(w-0)d— (7-d)d, (Vx ) xd= (v ad)d— (a-

Somando as trés equagoes anteriores obtemos o resultado desejado.

v.

@Si

2.6 Exercicios propostos

A 16 Determine x € R de modo que os vetores 4 = zi + 2; —k e 7=3i+ xf+ 10k
sejam ortogonais.

A 17 Calcule (@, 5), onde @=21+2j+Fk e b=3i+4j.
A 18 Encontre a proje¢ao ortogonal do vetor ¥ = 2 + 5 — k sobre o vetor 7 =i + j

A 19 Determine um vetor de médulo 1gual a 5 que seja simultanemente ortogonal aos
vetores u—z+2j+k e U—Ql-i-j—k

=,

A 20 Sejam @=i+j,b=2i—3j+k e &=4j — 3k. Mostre que EL’X(I;XE) # (@ xb) XC.
A 21 Mostre que: .
a) - Q— L(lla + || — |12 — [1b11%)
b)a-b=z(lla+ bllf —lla=-o*)
c) [1a+bl1* + [l — bl* = 2(||al|* + [|o]]*)

A 22 Sejam @ e b vetores unitérios tais que (@, b) = 7 /6. Mostre que ||(@—b) x (@+2b)|| =
1/2.

A 23 Mostre que @ e b sio vetores ortogonais se e somente se ||@ + b]| = ||@ — b]|.

A 24 a) Calcule a drea (usando produto vetorial) e a medida do angulo interno oposto
ao maior lado do tridngulo PQR onde P = (0,0,0), @ = (6,0,0) e R = (3,4,0)

b) Represente o tridngulo PQ R em um sistema de eixos coordenados e calcule nova-
mente a drea usando a conhecida férmula

(base) - (altura) .
2

Verifique se o resultado encontrado coincide com o que foi obtido no item (a).

Areap =

10Karl Gustav Jacobi (1804 — 1851), matemético aleméo
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A 25 Calcule a drea do triangulo cujos vértices sao os pontos A = (1,0,1), B = (3,2, —1)
e C' = (6,—1,5). Mostre que esse triangulo é retangulo.

A 26 Mostre que se i for ortogonal a ¥ — w e ¥/ for ortogonal a 4 — ¥, entao W é ortogonal
au— .

A 27 Seja @, b e @ uma base ortonormal. Calcule ||@—b— & e (ﬁﬁ - @b> - (5¢) .

A 28 Sejam 4 = mf—i—f— ked= m;-l—mf—!-?l_f'

a) Determine m de modo que 4 seja ortogonal a ¥.

b) Com o valor positivo de m obtido no item (a), determine @ de modo que {4, 7, W
seja uma base ortogonal de R3.

¢) Obtenha as coordenadas de @ = i + 7j + 2k na base {@, 7,@} do item (b).

A 29 Determine x para que os pontos A = (1,1,1), B = (0,1,2), C = (2,1,0) e D =
(x,2,3) sejam coplanares.

A 30 Determme T de modo que o Volume do paraleleplpedo com arestas definidas pelo
vetores @ = —2i + xj, b= i — J+ k c=i+k seja igual a 2 unidades de volume.

A 31 Seja {@,b,¢} uma base ortogonal tal que ||@|| = 2, ||b]] = 3 e ||&|| = 5. Calcule

@5,

A 32 Calcule o volume do tetraedro (piramide com 4 faces triangulares) cujos vértices
sdo os pontos A = (1,2,1), B = (7 4, 3), C = (4,6,2) e D = (3,3,3), sabendo que o
volume do tetraedro definido por @, b, cedél /6 do volume do paralelepipedo definido
pelos mesmos vetores.

-

B 6 Sendo @ e b vetores quaisquer, mostre que (@ + b) x (@ —
geometricamente esse resultado.

=

= 2(b x @). Interprete

B 7 Calcule a area de um paralelogramo ABCD cujas diagonais sao ﬁ =2 —3ke
BD =2 +5] - F.

B 8 Demonstre que as diagonais de um losango sao perpendiculares entre si.

B 9 Determine a solu¢ao & do sistema

=0
Z-(4i—-2]+k) = 2

B 10 Sejam @ e b vetores tais que ||@|| = 3, ||b]| = 5, (&, b) = 7/3. Determine o valor de
m de modo que:
a) d—+ mb e @ — mb sejam ortogonais
b) @+ mb e @ — mb sejam paralelos

B 11 Ache @ ortogonal a @ = 4i— j +5k e a @ = i—2j+ 3k que satisfaca @- (i++k) = 2.
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B 12 Sejam @, b e € vetores unitérios tais que @+b+¢ = 0. Mostre que @-b+a-c+b-¢ =
—3/2.

B 13 Consideremos vetores d, be écom @ £ 0.

a) Se @-b=a- ¢ podemos concluir que b =

-

b) Se @ x b= @ x & podemos concluir que b

B 14 Considerando um triangulo com lados definidos por @, bed=a— 5, mostre o
resultado conhecido como Lei dos Cossenos:

1* = llall* + [[bll* — 2[|]|[|b]| cos (@, b)
(Sugestdo: &= (@—b) - (@— b))

B 15 Os cossenos dzretores ~de um vetor ¥ sd0 os cossenos dos angu]os a, B ey qued
forma com os vetores 1, j e k respectivamente. Seja ¥ = i + yj + k. Mostre que:

a) cosa = , cos = e cosy =
VaZ+y2+ 2% Vr? +y? + 22 \/acz-l-y + 22

b) cos? a + cos? B + cos?y = 1.

C 6 Um vetor ¥ de comprimento 5 tem dois de seus cossenos diretores dados por cos a =

—_—

1/3 e cosff =1/4, onde a = (17,5) e B = (7, j) Determine as coordenadas de 7 na base
canodnica do R3.

C 7 Seja 0 o angulo entre os vetores U1 = x1% + y1j + 21k € Vo = X9t + yoJ + 22k. Mostre
que

cos ) = cos o - cos g + cos P - cos By + cos Y1 + COS Yo
onde cos vy, cos 3, COSYy, COS g, COS By, COS7Yy SA0 0s cossenos diretores de o e o,
respectivamente.

C 8 Sejam i, ¥ e 1 vetores nao nulos. Mostre que |, 7, ]| < ||@]|||7]|||@]| e que vale a
igualdade se e somente se os vetores sao ortogonais dois a dois.

—

CQMostrequese&'xg-l—l;xé’+é’><a':6,en d, b e ¢sao LD.

(Sugestao: Faca o produto interno com ¢.)

C 10 Mostre que

a-u a-v a-w
[d, b, c)[u,v, @)= | b-@ b-T b-¥
c-u ¢-v ¢-uw

(Sugestdo: det(A)det(B) = det(AB?))

C 11 Seja {d, 5, ¢} uma base do R® e ¥ um vetor no espago tridimensional. Mostre que

7= [Ual_):é]—»_{_ [a,g,é]g+[ 7[171)]5_
aa b:(_:] [C_L', baé] [C_I:, a(_:]

(Sugestdao: Sendo ¥ = zd + yb + 2¢, faca o produto vetorial por & Depois, faca o
produto interno por b para obter o valor de z. )
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C 12 Mostre que
@xb)-@xd)+(xd)-(@xd) +(@xa)-(bxd) =0.
(Sugestao: Use a propriedade M5 e o exercicio R 15)

C 13 Se b for um vetor ortogonal a @, entao existe um vetor ¢ tal que b=adxé

-

Nal

X||2 e use o exercicio R 14.)

(Sugestao: Considere ¢ =

oy

|
C 14 Mostre que (@ x b) x (¢ x d) = [d,b,d|¢ — [a, b, c]d.
C 15 Considere a equacao @ - = b, onde @ é um vetor nao nulo e b € R sao dados e & é
um vetor a ser determinado.
a) Mostre que se 7 e T sdo duas solugoes dessa equagdo, entdo ¥3 = T + ¢ onde ¢ é
um vetor ortogonal a @. Conclua a partir dai que existe um vetor ¢ tal que 'y = Zy+a x v.
b) Mostre que # = Hgﬁ é uma solugao particular da equagao dada.
c¢) Mostre que a solugdo geral da equagdo @ - ¥ = b é dada por
r = =2 +aXxXv
[l
onde ¥ é um vetor arbitrario.

C 16 Considere a equacao d X ¥ = l;, onde @ é um vetor nio nulo e b é um vetor ortogonal
a d sao dados e I é um vetor a ser determinado.

a) Mostre que se 7 e T sao duas solugoes dessa equagao, entao ¥; = Z + ¢ onde ¢ é
um vetor paralelo a a. Conclua a partir dai que Z; = ¥ + kd onde k é um escalar.

b) Mostre que & = %g é uma solu¢ao particular da equacao dada.

(Sugestao: use R 14.)
c) Mostre que a solugao geral da equagao @ x & = b é dada por

—

bxdad

k—}
e e

r=

onde k£ é um escalar. o L
d) Determine todas as solugdes de (371 — j +5k) x x =i — 27 — k.

C 17 Mostre que a solugao ¥ do sistema

axXx =
c-r = m
comc’i-l;:O,EL’-E#OemERédadapor

bxa  (mllall? + (5
a+(mwn+m,ﬂ)a

St

7= o
1all” (@-o)llall?

Sugestao: Use a primeira equagao e o exercicio C 11 para obter ¥ em funcao de a, b
e k € R. Depois, substitua na segunda equacgao para calcular o valor de k.
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