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Prefacio

Este texto cobre o material para cursos de Geometria Analitica e Algebra Linear ministrados para
estudantes da area de Ciéncias Exatas. O texto pode, mas nao é necessario, ser acompanhado do
programa MATLAB*.

O conteldo é dividido em nove capitulos. O Capitulo 1 trata das matrizes e sistemas lineares.
Aqui todas as propriedades da algebra matricial sio demonstradas. A resolucao de sistemas lineares é
feita usando somente o método de Gauss-Jordan (transformando a matriz até que ela esteja na forma
escalonada reduzida). Este método requer mais trabalho do que o método de Gauss (transformando
a matriz, apenas, até que ela esteja na forma escalonada). Ele foi o escolhido, por que também
é usado no estudo da inversao de matrizes no Capitulo 2. Neste Capitulo é também estudado o
determinante, que é definido usando cofatores. As subse¢des 2.2.2 e 2.2.3 sdo independentes entre
si. As demonstracdes dos resultados deste capitulo podem ser, a critério do leitor, feitas somente
para matrizes 3 X 3.

O Capitulo 3 trata de vetores no plano e no espaco. Os vetores sdo definidos de forma ge-
ométrica, assim como a soma e a multiplicacdo por escalar. S3o provadas algumas propriedades

*MATLAB é marca registrada de The Mathworks, Inc.
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Contetdo iX

geometricamente. Depois s3o introduzidos sistemas de coordenadas de forma natural sem a ne-
cessidade da definicdo de base. Os produtos escalar e vetorial sdo definidos geometricamente. O
Capitulo 4 trata de retas e planos no espaco. S3o estudados angulos, distancias e posi¢des relativas
de retas e planos. O Capitulo 5 traz um estudo das conicas e das superficies quadricas. Traz também
mudanca de coordenadas, rotacdo e translagdo.

Espacos vetoriais abstratos sdo tratados no Capitulo 6. Dependéncia linear, conjunto de gerado-
res e base sdo definidos o mais geral possivel de forma a incluir espagos que possuem bases infinitas
como o conjunto dos polindmios. Por outro lado é explicitada a interpretacao geométrica para os
espacos R? e R3. Exemplos do R? s3o acompanhados de figuras que ilustram os conceitos.

No Capitulo 7 sdo estudados os espagos com produto interno, bases ortonormais, complemento
ortogonal. Fazemos uma aplicacdo aos polinémios de Legendre que aparecem, por exemplo, no
estudo de equacdes diferenciais.

O Capitulo 8 aborda transformagoes lineares. Aqui apresentamos uma abordagem bastante
geométrica deste tema. A matriz mudanca de base aparece de maneira natural como a matriz
da transformacdo identidade em relacdo a duas bases. Como aplicacdo encontramos a matriz
jacobiana. Estudamos também a a adjunta de uma transformacgdo linear e quadrados minimos como
uma aplicacdo dos conceitos apresentados anteriormente.

O Capitulo 9 traz um estudo da diagonalizagcdo de operadores, incluindo a diagonalizagdo de
operadores normais a auto-adjuntos e uma aplicacdo ao estudo das se¢des conicas. A ultima se¢do
traz a forma candnica de Jordan. Apresentamos uma forma de encontrar uma base de autovetores
generalizados, através da qual se determina a forma candnica de Jordan.

Dependendo da énfase adotada, alguns caminhos podem ser seguidos dentro do texto. Em um
curso de Matrizes, Vetores e Geometria Analitica, podem ser estudados apenas os Capitulos 1,2,3,
4 e 5. Para um curso de Algebra Linear, podem ser estudados apenas os Capitulos 6, 7, 8 € 9.

Os exercicios estao agrupados em trés classes. Os “Exercicios Numéricos”, que contém exercicios
que sao resolvidos fazendo calculos, que podem ser realizados sem a ajuda de um computador ou de
uma maquina de calcular. Os “Exercicios Tedricos”, que contém exercicios que requerem demons-
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X Conteudo

tracdes. Alguns sdo simples, outros sdo mais complexos. Os mais dificeis complementam a teoria
e geralmente sdo acompanhados de sugestdes. Os “Exercicios usando o MATLAB", que contém
exercicios para serem resolvidos usando o MATLAB ou outro software. Os comandos necessarios a
resolucdo destes exercicios sao também fornecidos juntamente com uma explicacao rapida do uso.
Os exercicios numéricos sdo imprescindiveis, enquanto a resolucdo dos outros, depende do nivel e
dos objetivos pretendidos para o curso.

O MATLAB é um software destinado a fazer calculos com matrizes (MATLAB = MATrix LA-
Boratory). Os comandos do MATLAB s3o muito préximos da forma como escrevemos expressdes
algébricas, tornando mais simples o seu uso. Podem ser incorporados as rotinas pré-definidas, pa-
cotes para calculos especificos. Um pacote chamado gaal com fun¢des que sao direcionadas para
o estudo de Geometria Analitica e Algebra Linear pode ser obtido através da internet no endereco
http://www.mat.ufmg.br/ regi, assim como um texto com uma introdugdao ao MATLAB e ins-
trugdes de como instalar o pacote gaal. Mais informagdes sobre o que o MATLAB é capaz, podem
ser obtidas em [4, 28].

No fim de cada capitulo temos um “Teste do Capitulo”, onde o aluno pode avaliar os seus
conhecimentos. Os Exercicios Numéricos e os Exercicios usando o MATLAB est3o resolvidos apds
o ultimo capitulo utilizando o MATLAB. Desta forma o leitor que nao estiver interessado em usar o
software pode obter apenas as respostas dos exercicios, enquanto aquele que tiver algum interesse,
pode ficar sabendo como os exercicios poderiam ser resolvidos fazendo uso do MATLAB e do pacote
gaal.

O programa MATLAB pode ser adquirido gratuitamente na compra do Guia do Usudrio [28].
Por exemplo, o Guia do Usudrio ja foi adquirido, através da internet, na livraria Blackwell’'s na
Inglaterra (http://bookshop.blackwell.co.uk), por US$ 61,00, acompanhado de um CD com
o programa.

Gostaria de agradecer a todos os professores que nos Ultimos trés anos adotaram edi¢cdes an-

teriores deste texto, em particular aos professores Renato Pedrosa da UNICAMP, Rosa Maria S.
B. Chaves da USP-SP, Lana Mara R. dos Santos da UFV e Ana Tucci de Carvalho da PUC-MG.
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Gostaria de agradecer também aos professores que colaboraram apresentando correcdes, criticas e
sugestoes, entre eles Dan Avritzer, Joana Darc A. S. da Cruz, Francisco Dutenhefner, Jorge Sa-
batucci, Seme Gebara, Alexandre Washington, Vivaldo R. Filho, Hamilton P. Bueno, Paulo A. F.
Machado, Helder C. Rodrigues, Flaviana A. Ribeiro, Cristina Marques, Rogério S. Mol, Maria Laura
M. Gomes, Maria Cristina C. Ferreira, Paulo C. de Lima, José Barbosa Gomes, Moacir G. dos Anjos
e Daniel C. de Morais Filho.
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xii Prefacio

Sugestao de Cronogramas

Um Semestre de Matrizes, Vetores e Geometria Analitica

Capitulo 1 Secdes 1.1 e 1.2 4 aulas
Capitulo 2 Secbes 2.1 € 2.2 4 aulas
Capitulo 3 Sec¢bes 3.1 e 3.2 6 aulas
Capitulo 4 SecGes 4.1 a 4.3 7 aulas
Capitulo 5 Secbes 5.1 a 5.3 7 aulas

Total 28 aulas

Um Semestre de Algebra Linear

Capitulo 6 Secdes 6.1 a 6.4 7 aulas
Capitulo 7 Segbes 7.1 e 7.2 4 aulas
Capitulo 8 Secdes 8.1 a 8.4 9 aulas
Capitulo 9 Sec¢des 9.1 a 9.4 8 aulas

Total 28 aulas
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Capitulo 6

Espacos Vetoriais

6.1 Definicao e Exemplos

Ja vimos que os vetores no plano s3o definidos por pares ordenados de nlimeros reais e que vetores no
espaco sao definidos por ternos ordenados de nimeros reais. Muito do que estudamos sobre vetores
no Capitulo 3 pode ser estendido para n-uplas de nimeros reais, onde n pode ser um nimero inteiro
positivo. Para cada n, o conjunto das n-uplas de nimeros reais é chamado espaco euclidiano.

6.1.1 Os Espacos R-n

Definicao 6.1. O espaco euclidiano R™ (n é um inteiro positivo qualquer) é definido pelo conjunto
de todas as n-uplas ordenadas X = (zy,...,,) de ndmeros reais.
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278 Espacos Vetoriais

Figura 6.1: Coordenadas (z,v, 2) Figura 6.2: Componentes (z,y, 2)

O conjunto R! é simplesmente o conjunto dos niimeros reais. O conjunto R? é o conjunto dos
pares de niimeros reais e 0 R? é o conjunto dos ternos de niimeros reais.

No R? o terno de nlimeros (1, x5, 23) pode ser interpretado geometricamente de duas maneiras:
pode ser visto como um ponto, neste caso xj, T3 € xr3 sdo as coordenadas do ponto (Figura 6.1),
ou como um vetor, neste caso x, s € x3 sdo as componentes do vetor (Figura 6.2). Também no
R™ uma n-tpla pode ser pensada como um vetor ou como um ponto. Por exemplo, a quintupla
X = (1,-2,3,5,4) pode ser pensada como um ponto no R5, quando consideramos X como um
elemento do conjunto R®, ou como um vetor do R®, quando fazemos operacdes com X, como as
que iremos definir adiante. Vamos chamar os elementos do R" de pontos ou de vetores dependendo
da situacao.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



6.1 Espacos Vetoriais 279

Dois vetores V' = (vq,...,v,) e W = (wy,...,w,) no R" sdo considerados iguais se
V1 = wWi,...,v, = w,. As operacdes de soma de vetores e multiplicacao de vetor por esca-
lar no R™ sdo definidas de maneira analoga ao que fizemos no plano e no espaco.

Definicao 6.2. (a) A soma de dois vetores V = (vy,...,v,) e W = (wy,...,w,) do R™ é
definida por
V+W= (v +wy,...,0p+wy); (6.1)
(b) A multiplicagdao de um vetor V' = (vy,...,v,) do R™ por um escalar « é definida por
aV = (avy,...,av,). (6.2)

O vetor nulo do R" é denotado por 0 e é definido por 0 = (0,...,0). Se V = (vy,...,v,) é um
vetor do R", entdo o simétrico de V' é denotado por —V e é definido por =V = (—vy,..., —vy).
A diferenca de dois vetores no R™ é definida por V —W =V + (—=W). Se V e W sdo vetores do
R™ tais que W = oV, para algum escalar «, entdo dizemos que W é um muiltiplo escalar de V.

Um vetor V = (vy,...,v,) do R" pode também ser escrito na notagdo matricial como uma
matriz linha ou como uma matriz coluna:

U1
V=] : ou V=[v ... v,].

Un
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280 Espacos Vetoriais

Estas notacdes podem ser justificadas pelo fato de que as operagdes matriciais

U1 w1 V1 + Wy (1 vy
V+W= : + : = : , aV=a]| : =
Un Wy, Uy, + Wy Un Uy,
ou
V—i—W:[vl vn]+[w1 wn]:[vl—l—wl vn—i—wn},
aV:a[vl vn}:[owl own]

produzem os mesmos resultados que as operacoes vetoriais
V4+W=(v1,...,00) + (w1,...,w0,) = (v1 + w1, ..., 0, +wy),
aV =a(vy,...,v,) = (avy, ..., au).

No teorema seguinte enunciamos as propriedades mais importantes da soma de vetores e multi-
plicacao de vetores por escalar no R".

Teorema 6.1. Sejfam U = (uy,...,uy,), V = (v1,...,v,) e W = (wy,...,w,) vetores do R" e «
e 3 escalares. S3o validas as seguintes propriedades:

(a) U+V =V +U; (e) a(BU) = (ap)U;

(b)) U+V)+W =U+(V+W), (f) a(U+V)=aU+aV;

(c) U+0=U; (g) (a+ B)U = U + pU;

(d) U+ (-U)=0; (h) 1U =U.

Demonstracdo. Segue diretamente das propriedades da algebra matricial (Teorema 1.1 na pégina
9). O
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6.1 Espacos Vetoriais 281

6.1.2 Espacos Vetoriais Abstratos

Podemos generalizar o conceito de vetores ainda mais. Vamos estabelecer um conjunto de axiomas,
os quais se forem satisfeitos por um conjunto de elementos, estes serdo chamados de vetores. Os
axiomas serao escolhidos abstraindo-se as propriedades mais importantes de vetores no R™. Assim,
os vetores do R™ satisfardo automaticamente estes axiomas.

Definicao 6.3. Dizemos que um conjunto V # @, munido de duas operagdes, uma soma e uma
multiplicacdo por escalar:

(0) SeV.W eV, entio V+W eV,
(0') SeVeVeaecR (ouC), entdo alV €V;
é um espaco vetorial sobre R (ou C) se satisfaz os seguintes axiomas:
1) Paratodosos VW eV, V+W =W 4V,
2) Para todos os V,\IWW,U € V, V+ (W +U) =(V+W)+U,

3) Existe um elemento 0 € V, tal que V+0=0+V =V, para todo V € V;

(1)

(2)

(3)

(4) Para cada V €V, existe um elemento —V € V tal que V + (=V) = 0;
(5) Para todo V' € V e todos os escalares a e 3, (V) = (af)V;

(6) Para todos os V,WW € V e todo escalar a, a(V + W) = aV + oW;
(7)

7) Para todo V €V e todos os escalares a e 3, (o + )V = oV + BV

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



282 Espacos Vetoriais

(8) Paratodo V €V, 1V =V.

Os elementos de V s3o chamados vetores. O vetor 0 é chamado vetor nulo e para cada
V €V o vetor —V é chamado o simétrico ou inverso aditivo de V. A diferenca de dois vetores
é definida por V.— W =V + (=W). Se V e W s3o vetores tais que W = oV, para algum escalar
«, entdo dizemos que W é um miultiplo escalar de V.

Exemplo 6.1. Para n um ndmero inteiro positivo, o conjunto V = R™ com as operacdes de soma
e multiplicacdo por escalar definidas em (6.1) e (6.2) é um espago vetorial sobre R, pelo Teorema
6.1 na pagina 280. Em particular R é um espaco vetorial sobre ele mesmo.

Exemplo 6.2. O conjunto dos nimeros complexos, C, com as operacdes usuais é um espaco vetorial
sobre ele mesmo, mas é também um espaco vetorial sobre R.

Exemplo 6.3. Segue das propriedades da algebra matricial, Teorema 1.1 na pagina 9, que o con-
junto M,,,, de todas as matrizes m x n com entradas que sdo nimeros reais (nimeros complexos)
com as operagdes usuais de soma e multiplicagdo por escalar é um espago vetorial sobre R (sobre

C).
Exemplo 6.4. O conjunto R* das sequiéncias de nimeros reais, ou seja, o conjunto das listas

infinitas (z1,xs,...,Zy,,...) tais que x, € R, paran =1,2,..., com as opera¢des

(X1, T2y Ty o)+ (Y1, Y2y oy Yny o) = (T1 F Y1, T2+ Y2, oo o, T+ Yny - - -)
a(T1,To,y ... Ty, . ..) = (x1, QXs, ..., aLp,...)

é um espaco vetorial sobre R. Deixamos como exercicio para o leitor a verificacdo deste fato.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



6.1 Espacos Vetoriais 283

Exemplo 6.5. Seja X um conjunto ndo vazio qualquer. Seja F(X;R) o conjunto das fungdes
reais, f: X — R. Para f e g fungdes de F(X;R) e o um escalar definimos a soma f + g por

(f+9)(x) = f(z)+g(x), paratodoxe X
e a multiplicacdo de f pelo escalar « por
(a f)(x) = a f(z), paratodox e X.

Deixamos como exercicio para o leitor verificar que o conjunto F(X;R) é um espago vetorial.
Variando o conjunto X obtemos varios exemplos de espaco vetorial. Por exemplo, se X’ ¢ igual a
{1,...,n}, entdo F(X;R) = R". Se X é igual ao produto cartesiano {1,...,m} x {1,...,n},
entdo F(X;R) = M. Se X =1,2,..., entdo F(X;R) = R*.

Exemplo 6.6. Seja P = R[t] o conjunto dos polindmios sobre R em uma varidvel ¢, ou seja, o
conjunto das expressbes da forma

p(t) = ag + ait + agt® + - - + a,t",

onde n é um inteiro n3o negativo e ag, ay,...,a, € R. O polinémio identicamente nulo é aquele
em que a; = 0, para todo j € N. Sejam p(t) = ap+ a1t +-- -+ an,t™ e q(t) = by + byt +--- + b, t"
dois polindmios quaisquer. A soma é definida por

p(t)+q(t) =co+cit+---+ etk

onde ¢; = a; + bj, para todo j = 1,...,max{m,r}. A multiplicagdo por um escalar « é definida
por
ap(t) =do + dit + - - - + d,,t",

onde d; = aa;, para todo j = 1,...,n. Deixamos como exercicio para o leitor verificar que o
conjunto P = R[¢] é um espaco vetorial sobre R.
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284 Espacos Vetoriais

Proposicao 6.2. S3o vdlidas as seguintes propriedades em um espaco vetorial V:
(a) 0V =0, para todo V em V;
(b) a0 =0, para todo escalar «;
(c) SeaV =0, entioa=0ouV =0;

(d) (=1)V

—V, para todo V' pertencente a V.

Demonstracdo. (a) Usando-se o axioma (2) de espago vetorial, temos que
OV 40V =040V =0V

Somando-se o simétrico de 0V ao primeiro e ao Ultimo membro e usando os axiomas (2) e
(4) temos que
(=(0V)+0V)+0V ==0V+0V =0.

Aplicando-se novamente o axioma (4) no primeiro membro, chegamos a 0V = 0.
(b) Este item se prova de forma inteiramente andloga ao anterior, mas a partir de a0 + a0.

(c) Se av # 0, entdo pelos axiomas (8) e (5) e pelo item (b), temos que
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(d) Usando-se os axiomas (8) e (7) e o item (a) temos que

6.1.1.

6.1.2.

6.1.3.

6.1.4.

6.1.5.

(V4 V=()V+1V=(-1+1)V =0V =0

Somando-se —V ao primeiro e ao (ltimo membro e usando os axiomas (2), (4), (3) temos
que

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 557)

Determine o vetor X, tal que 3X — 2V = 15(X —U).

6X — 2Y = U

Determine o vetor X, tal que { 3X 4 Y = ULV

Verifique que o polindmio t? + 2t + 3 é combinacdo linear (soma de multiplos escalares) de
t?+1let+3.

Verifique que a fungdo constante igual a 3 é combinag3o linear de g(t) = 5tan®t e h(t) =

cost’

Quais dos seguintes vetores sdo combinagdo linear de X; = (4,2,-3), Xy = (2,1,-2) e
X3 = (—2,-1,0)?

(a) (1,1,1); (c) (—2,-1,1);

(b) (4,2,-6); (d) (—1,2,3).
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Exercicios Teoricos

6.1.6. Mostre que em um espaco vetorial o vetor nulo é tinico e para cada vetor V' o simétrico —V
também é dnico.

6.1.7. Prove que em um espaco vetorial V, X + W = X + U implica que W = U.
6.1.8. Em um espaco vetorial, X = 3X implica que o = 3? E se X # 07

6.1.9. Mostre que se V' pertence a um espaco vetorial V e n é um inteiro positivo, entdo nV =
V +...+V (n parcelas).

6.1.10. Verifique se sdo espacgos vetoriais os seguintes conjuntos:

a) O R? com a adi¢do usual e a multiplicagdo por escalar definida por a(z,y) = (az,0).
b
c
d

O R? com (w1, y1) + (22,92) = (1 + 279,91 + 2y2) € a multiplicacdo por escalar usual.

(a)
(b)
(c) O R? com (z1,y1) + (z2,42) = (y1 + y2,T1 + 72) € a multiplicacdo por escalar usual.
(d)

O conjunto dos ndmeros reais positivos, com x +y = xy e ax = . Qual é o vetor
nulo?
6.1.11. Podemos definir uma correspondéncia um a um entre os elementos de M,,,, e os de R™" por
A = (i) mxn < (11, -, Q1ny Q214 - o2y 2y e ooy Q) = V.
Mostre que se A — V e B « W, entdo:

(a) aA < oV, para todo escalar a.

(b) A+ BV +W.
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Quando existe uma correspondéncia um a um entre dois espacos vetoriais que preserva a soma
e multiplicacdo por escalar, como neste caso, dizemos que eles sdo isomorfos.

6.1.12. Sejam X um conjunto n3o vazio e V um espaco vetorial. Mostre que, com as definicdes
naturais, o conjunto das fun¢des de X em V, F(X; V), é um espaco vetorial.
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6.2 Subespacos

Definicao 6.4. Seja V um espaco vetorial. Dizemos que um subconjunto W # @, de V é um
subespaco de V, se ele também é um espaco vetorial com relacdo as mesmas operacdes definidas
em V.

Para verificarmos se um subconjunto de um espaco vetorial é um subespaco n3o é necesséria a
verificacdo dos oito axiomas além dos dois que definem a soma e a multiplicacdo por escalar.

Teorema 6.3. Seja V um espaco vetorial. Um subconjunto ndo vazio, W C V, é um subespaco
de V se, e somente se, as operagbes de soma e multiplicacdo por escalar estdo bem definidas, ou
seja, se

(0) SeV,\W € W, entio V + W € W;

(0') SeV € W e « é um escalar, entdo oV € W;

Demonstracdo. Se W é um subespaco, entdo obviamente as (0) e (0') sdo satisfeitas. Suponha,
agora, que as condi¢des (0) e (0') sdo verificadas para W. Como W é um subconjunto de V, entdo
os Axiomas (1), (2), (5), (6), (7) e (8) da Definicdo 6.3 na pagina 281 sdo satisfeitos para os
elementos de W, pois s3o satisfeitos para todos os elementos de V.

Vamos mostrar que os Axiomas (3) e (4) sdo também satisfeitos, se (0) e (0') sdo verificados.
Para qualquer elemento V' de W, pela Proposicdo 6.2, 0V = 0 e —V = (—1)V, ou seja, o vetor
nulo 0 e o simétrico de V' s3o miiltiplos escalares de V', que por (0') pertence a W. O
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Exemplo 6.7. Se V é um espaco vetorial, entdo V é um subespaco dele mesmo. E o subconjunto
formado apenas pelo vetor nulo, W = {0}, é claramente um subespaco de V. Assim, todo espa¢o
vetorial V £ {0} possui pelo menos dois subespacos.

Exemplo 6.8. O conjunto R? ndo é um subespaco de R?, pois R? ndo é um subconjunto de R3.

w V+W

Figura 6.3: A={(z,y)€ Rz >0,y > 0} Figura 6.4: B = {(x,y) € R? | 2y > 0}

Exemplo 6.9. Os subconjuntos A = {(x,y) € R?* |2 >0,y >0} e B = {(z,y) € R? | 2y > 0}
ndo sio subespacos de R%. Pois, para o primeiro, enquanto V = (1,1) € A, =V = (=1)V =
(—1,—1) ¢ A. Enquanto para o segundo, V' = (1,0),W = (0,-1) € B, V+W = (1,—-1) ¢ B.

Exemplo 6.10. Seja V # {0} um espaco vetorial. Seja V' um vetor ndo nulo de V. Vamos mostrar
que o conjunto dos miultiplos escalares de V/,

W ={aV | « é um escalar},
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X1+Xo aX

X2

Figura 6.5: Soma de vetores da reta Figura 6.6: Multiplicacdo de vetor por es-
(x,y,2) =t(a,b,c) calar da reta (z,y,2) = t(a, b, c)
é um subespaco de V.

(0) Sejam V; e V; elementos de W. Entdo existem escalares a; e ap tais que Vi = aqV e
Vo = aV'. De onde segue que

Vi+ Vo=V +aV =(a;+a)V.
Assim, V| 4+ V5 é um multiplo escalar de V' e portanto pertence a W.

(0') Seja W um elemento de W e 3 um escalar. Entdo existe um escalar « tal que W = aV. De
onde segue que

W = B(aV) = (Ba)V.

Assim, SV é um muiltiplo escalar de V' e portanto pertence a W.
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Figura 6.7: Soma de vetores do plano Figura 6.8: Multiplicacdo de vetor por es-
a1 r + asy +azz =0 calar do plano a1z + asy + azz =0
Exemplo 6.11. Seja N = (aq,...,a,) um vetor de R". O conjunto definido por

W={X = (z1,..., z,) | a1y + ...+ apz, =0}
é um subespaco de R".

(0) Se X = (z1,...,2,) € Y = (y1,...,yn) pertencem a W, entdo ayz1 + ... + ap,z, = 0 e
ayi1 + ...+ apy, = 0 e portanto

X+Y=(x14+w,..., Tn + Yn)
também pertence a W, pois

ar(z1+y1) + - an(@n +yn) = (@x + o+ anzn) + (@11 + ..o+ apyn) =0+ 0=0.
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(0') Se X = (z1,...,x,) pertence a W, entdo
aX = (azy,...,ax,)
também pertence a W, pois

ar(azy) + ...+ ap(az,) = alazy + ...+ apx,) = a0 =0.

Por outro lado, suponha que o conjunto definido por
W={X = (21,...,2,) | mz1 + ... + anx, = ¢}

seja um subespaco de R", onde ¢ é um nimero real fixado.
Se X € W, entao 0X = 0 também pertence a W, ou seja, o subespaco tem que conter a
origem. Substituindo-se 0 = (0,0, 0) na equagdo que define o conjunto, obtemos que ¢ = 0.

Se N = (a1,...,a,) # 0, entdo W é chamado um hiperplano de R". Para n = 3 os
hiperplanos s3o planos e para n = 2 os hiperplanos sao retas.

Exemplo 6.12. O conjunto P,, dos polindmios de grau (o maior indice j tal que a; # 0) menor
ou igual a n juntamente com o polindmio nulo é um subespaco do espaco dos polinémios P. Pois,
a soma de polinbmios de grau menor ou igual a n € um polinomio de grau menor ou igual an e a
multiplicagdo de um polindmio por escalar é um polindmio de mesmo grau.

Exemplo 6.13. O conjunto C%(I) das fungdes reais continuas, que sdo definidas no intervalo I,
é um subespaco do espaco das fungdes reais F(I;R). Pois, a soma de fun¢des continuas é uma
funcdo continua o mesmo acontecendo com a multiplicacdo de uma fungdo por um escalar.
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Exemplo 6.14. Seja C"(I), para n inteiro positivo, o conjunto das fun¢des reais que possuem a
n-ésima derivada continua no intervalo I. C"(I) é um subespa¢o de C™(I), para 0 < m < n. E
C>(I), o conjunto das fun¢des que possuem todas as derivadas, é um subespaco de C™([), para
todo n inteiro positivo.

Exemplo 6.15. Seja R(>) o conjunto das listas infinitas (21,2, ...,2,,...) de nimeros reais tais
que x; # 0 apenas para um niimero finito de indices i. R(>) é um subespaco de R*, pois a soma de
duas listas com um nimero finito de componentes n3o nulas é uma lista que também tem somente
um ndmero finito de componentes n3o nulas. O mesmo ocorre com a multiplicacdo por escalar.

Exemplo 6.16. Uma equacao diferencial é uma equacdo envolvendo pelo menos uma das deri-
vadas de uma fun¢do y = y(t). Considere a equag¢do diferencial

y'(t) = ay(t), (6.3)

para a € R, a # 0.

Vamos determinar o conjunto solugdo da equagdo (6.3). Em primeiro lugar, suponhamos que
a fungdo y : R — R seja solugdo de (6.3). Vamos supor também que a fun¢do ndo se anula em
nenhum ponto. Assim sendo, como y € continua ela terd o mesmo sinal para todos os valores de
t € R. Assim (6.3) é equivalente a

Integrando-se membro a membro obtemos
In|y(t)| = at + k, para uma constante k € R.

Portanto,
y(t) = £eFe™ = ae®.

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



294 Espacos Vetoriais

Vamos mostrar que toda solucdo é desta forma, ou seja, que ndo existem outras solucdes além
das ja encontradas. Seja y(t) uma solugdo qualquer de (6.3). Defina

2(t) = e "y(t).
Derivando z(t) obtemos,
Z(t) = (™) y(t) + e "y (t) = —ae”"y(t) + ae™"y(t) = 0.

O que implica que z(t) é uma constante, ou seja, z(t) = e *y(t) = a. O que implica que
y(t) = ae™. Portanto o conjunto solugdo de (6.3) é o conjunto

W = {ae™ | a € R},

at

que é um subespaco de C*(R), pois é o conjunto dos miltiplos escalares da fun¢do f(t) = e
(Exemplo 6.10 na pagina 289).
Exemplo 6.17. Considere a equac¢ao diferencial

any™ + an 1™V + 4 ary + agy = f, (6.4)
onde ag,...,a, e f s3o funces de t e y*), denota a k-ésima derivada de y. Esta equacdo é
chamada linear. Se as funcdes ayg, ..., a, forem constantes, dizemos que a equacdo é linear com

coeficientes constantes. Quando f é a funcdo identicamente nula, a equagio é chamada linear
homogénea.
anty™ + ap_ 1y Y + .+ ary + agy =0, (6.5)

Vamos mostrar que o conjunto solucdo de uma equagdo diferencial linear homogénea com coefici-
entes constantes, W, é um subespaco de C*°(R). Em primeiro lugar, W é n&o vazio, pois a fungdo
identicamente nula é uma solugdo de (6.5)
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(0) Sejam v, (t) e y2(t) duas solugdes de (6.5). Vamos mostrar que y(t) = y1(t) +y2(t) é também
solugdo de (6.5).

an(y1 4 12) ™ 4 an_y (g +12) "V 4 A a(yr 4 )+ aolyr + 1) =

(@nyfﬂ + an—1y§n_1) + ...+ ay) +aoy) + (anyén) + an—lyén_l) + ...+ ayh + aolyp) =
0+0= 0

(0") Sejam y(t) uma solugdo de (6.5) e o um escalar. Vamos mostrar que z(t) = ay(t) também
é solugdo de (6.5).

()™ + an_1 (o)™ + .+ ay(ay) + aolay) =
(any™ 4 ap_y™ V4 ay +agy) = ad=0

6.2.1 Soma e Intersecao de Subespacos

Proposicao 6.4. Sejam W, e Wy dois subespacos de um espaco vetorial V. Ent3o:
(a) Wy "Wy é um subespago.

(b) W, UW, é um subespaco se, e somente se, Wi C Wy ou Wy C W;.

Demonstracdo. (a) Sejam V.WW € W;NW5 e o um escalar. Entdo, V.IW € W; e VW € W,.
O que implica que V + W e aV pertencem a W; e a W», ou seja, pertencem a Wy N'Wo.
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(b) Por contradi¢cdo, suponha que exista V' € W, que n3o pertenca a Wy e W € W,, que ndo
pertenca a W;. Como a unido W; U W,, por hipdtese, é um subespaco, entao U =V + W
pertence a unido W, UW,, ou seja, U pertencea Wi oua W,. SeU € Wy, entdioW =U-V
pertenceria a W, contradizendo a hipdtese feita inicialmente. Agora, se U € W, entao
V =U — W pertenceria a W5, contradizendo a hipdtese feita inicialmente. O

Exemplo 6.18. O conjunto solugdo de um sistema linear homogéneo com m equacgdes e n
incégnitas,

a;1ry + appxy + N + A1nTy = 0
(211 + Q922%9 —+ Ce +  a9pxr, = 0
AmiT1 + GmoZa —+ o + apntn, = 0
onde a;; sdo constantes reais, parai = 1,...,m e j = 1,...,n, pode ser visto como a interse¢do

de m subespagos de R", que sdo hiperplanos que passam pela origem (Exemplo 6.11).

Exemplo 6.19. Considere os sistemas lineares

1 —2 3 x 0 1 -2 3 x 0
@2 46||ly|l=]0 b | =3 7 =s||yl=]0
3 6 9] |2 0 —2 4 6] |z 0
[ 1 =2 3 T 0
(c) | -3 7 -8 y|l=10
| 4 1 2 z 0

Todos sdo sistemas homogéneos, portanto os conjuntos solucdo s3o subespacos do R?.
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(a) A solugdo geral do primeiro sistema é x =2s — 3t, y = s e z =t ou x = 2y — 3z, que é um

plano que passa pela origem, com vetor normal N = (1, —2,3) (verifique!);
(b) A solucdo geral do segundo sistema é © = —5t,y = —t e z =t que é a equacdo de uma reta
que passa pela origem, com vetor diretor V. = (=5,—1,1).

(c) A solug3o do terceiro sistema é x = 0,y = 0 e 2 = 0, que é somente a origem {0}.

O conjunto solugao de um sistema homogéneo também é chamado de espaco solucao do
sistema homogéneo.

Definicao 6.5. Sejam W; e W, dois subespacos de um espaco vetorial V.
(a) Definimos a soma dos subespagos W; e W, por

W1+W2:{‘/1+‘/2“/1€W1G%EW2}.

(b) Se W = W, + Wy e Wy N W, = {0}, dizemos que W é soma direta de W, e W, e
denotamos por W = W; & W,.

Exemplo 6.20. Seja W; o conjunto das matrizes simétricas e W5, o conjunto das matrizes anti-
simétricas. Decorre do Exercicio 1.1.22 na pagina 22 que W; e W, sdo subespacos e que M,,,, =

W, & Ws.
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Exemplo 6.21. Seja X um conjunto n3o vazio. Seja W; o conjunto das funcbes, f : X — R,
pares (f(—x) = f(z)) e Wy o conjunto das fungdes, [ : X — R, impares (f(—z) = —f(x)).
Vamos mostrar que F(X;R) = W; & Wy, W; e W, sdo subespagos, pois a soma de fungdes
(im)pares e a multiplicacdo de uma fung¢do (im)par por um escalar sdo também fun¢des (im)pares.
Seja f uma fun¢do qualquer. Defina fi(z) = 3(f(z) + f(—x)) e fo(x) = L(f(z) — f(—2)). f1 é
par, fo é impar e f = f; + fo. Ou seja, F(X;R) = Wy + W,. Agora, se f € W, N'W,, entdo para
todox € X, f(x) = f(—z) = —f(z), ou seja, f(x) =0, para todo = € X'. Portanto, f é a fungdo
identicamente nula e W; N W, = {0}.

Proposicao 6.5. Sejam W, e Wy subespacos de um espago vetorial V. Entdo:

(a) W1 +Wsy é um subespaco que contém W, e Wy. Além disso, qualquer subespaco que contém
Wi e Wy tem que conter W1 + W, ou seja, W, + Wy € o menor subespaco que contém W,
e Wg.

(b) W =W, & W, se, e somente se, todo elemento V'€ W se escreve, de modo tnico, como
somaV =V +V,, ondeV;, ¢ W, e Vo € W,.

Demonstracao. (a) Vamos mostrar que Wy + W, é um subespaco.
(0) Sejam V=V, + Vo e W =W, + Wy, onde Vi, W) € Wy e V,, Wy, € W,. Entéo,

eW, €Wy
N N

7 R e

VAW =(Vi+Va)+ (W + W) = Vi + W)+ (Va+ Wa).
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(0') Sejam V =V + V5, onde V; € Wy e V5, € Wy e a um escalar.

€Wy EWy
~ = =
aV=aWVi+VW) = aoVi + aVy .

Assim, pelo Teorema 6.3 na pagina 288 W; + W5 é um subespaco. Seja W um subespaco
tal que W; C W e Wy, C W. Vamos mostrar que Wi + Wy C W. Seja V = V; + V5, onde
VieW,eVy €Wy, ComoW; CWeW, CW, entdo V7,V € W. O que implica que
V e W. Portanto, W; + W, C W.

(b) Suponhamos, em primeiro lugar, que W = W, & W,. Entdo, W; N W, = {0}. Sejam
Vi,Wy € Wy e Vo, Wy € W, tais que

‘/i+‘/2:W1+W2

Somando-se —W; — V5, obtemos

€W, €Wy

—
Vi—-Wi=W-V,.
O que implica que V; — Wy = Wy — Vo € Wy N Wy = {0}. Logo, Vi = W; e Vo = Wy,

Por outro lado, suponhamos que todo elemento de V' € W se escreve, de modo tinico, como
soma V=V, +V,, onde V; € Wy e Vo € Wy. Seja Ve W; NW,. Vamos mostrar que
V =0. Mas,
cW, §W2 ng ceWo
V=Vv + 0 =0 + V

Ou seja, se V # 0, teriamos duas formas de escrever V' como uma soma de um elemento de
W, e um de W,. Logo, V = 0e W,NW, = {0}. Portanto, como claramente W = W, +W,,
temos que W = W, & W,.

O
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Exemplo 6.22. Sejam W, o conjunto dos polinémios da forma p;(t) = a + at + at?, para a € R
e Wy o conjunto dos polindmios da forma py(t) = b + ct, para b,c € R. Vamos mostrar que
Py = W, & W,. Seja p(t) = o+ St + ~vt? um polindmio qualquer de P,. Vamos determinar
p1 € Wy e po € W, tais que

P =Dp1+p2.

Agrupando os termos de mesmo grau obtemos
a+ Bt +t* = (a+b) + (a+ c)t + (a)t?,

que € equivalente ao sistema
+ b =
+ c =

Q@ 2 9
=2 X 9

que tem solugdo Unica a = v,b = o — vy e ¢ =  — . Como todo elemento de P, se escreve
de maneira tnica como a soma de um elemento de W; e um de W, entdo pela Proposicao 6.5,
Py =W, & Ws.

6.2.2 Conjunto de Geradores

Definicao 6.6. Seja X um subconjunto n3o vazio de um espaco vetorial V.

(a) O conjunto de todas as combinagdes lineares (somas de miltiplos escalares) de vetores de
X'
{011‘/1+...+&ka | a e RV, e X, izl,...,/{?},

é um subespaco de V (verifique!). Este subespaco é chamado espaco gerado por X e é
denotado por [X].
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(b) Quando [X] = V, dizemos que X é um conjunto de geradores de V. Assim, X é um
conjunto de geradores de um espaco vetorial V, se todo vetor V' de V pode ser escrito como

combinacao linear
V:qu1+...+oszk

de vetores V7, ..., V) pertencentes a X.

Exemplo 6.23. Vamos verificar que os vetores V; = (1,1,0), Vo, = (0,1,1), V3 = (1,0,1) e
Vi=(1,2,1) geram o R3. A equagio vetorial

Vi + xoVo + 23Vs + 24V = (a, b, ¢)

é equivalente ao sistema de equacoes lineares

T + xT3 + Ty = a
T + T + 24 = b,
To + T3 + x4 C

cuja matriz aumentada € equivalente por linhas a matriz

1 0 0 1t
01 0 15
00 1 0ot

Portanto, Vi, Vs, V5 e V, geram o R3.
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Exemplo 6.24. Considere o sistema linear homogéneo AX = 0, onde

11 0 2
A= -2 -2 1 =5
1 1 -1 3

Ja vimos que o conjunto solugdo de um sistema homogéneo é um subespaco. Vamos encontrar um
conjunto de vetores que gere este subespaco. Escalonando a matriz aumentada do sistema acima,
obtemos a matriz escalonada reduzida

110 2
00 1 —1:
000 O

o O O

E assim a solucdo geral do sistema pode ser escrita como
T =—a—20, 1s=qa, x3=0, 14 =3
para todos os valores de «, 3 € R, ou seja, o conjunto solucio do sistema AX =0 é
W = {(z1,22,73,24) = (—a = 20,, 3,8) | o, B € R}.

Agora, um elemento qualquer de W pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor
para cada parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

(—a—28,a,3,8) = (—a,,0,0) + (—26,0,3,8) = a(—1,1,0,0) + 5(—2,0,1,1)..

Portanto, X; = (—1,1,0,0) e X5 = (—2,0,1,1) geram W.
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Exemplo 6.25. Vamos encontrar um conjunto de geradores para o R™. Um vetor qualquer do R"
é da forma V = (ay,...,a,) e pode ser escrito como uma soma de vetores, sendo um vetor para
cada parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

V=(a,...,an) = (a1,0,...,0)+(0,a2,0,...,0)+...4+(0,...,0,a,)
= a1(1,0,...,0) +as(0,1,0,...,0) + ... +an(0,...,0,1).

Assim, os vetores F; = (1,0,...,0), Ey = (0,1,0,...,0),...,E, =(0,...,0,1) geram o R™.

Exemplo 6.26. O conjunto X = {1,x, 22, ... ,2",...} é um conjunto de geradores para o espaco
P = R[z], pois todo polindmio p(z) = ag+ ... a,z™ = ag(l) + a;(x) + ...+ a,(z"™) é combinagdo
linear de elementos de X. Além disso, X,, = {1,z,2?,...,2"} é um conjunto de geradores para o

espaco P, pois todo polindmio de grau no maximo n é combinagdo linear de elementos de X,,.

Exemplo 6.27. Parai=1,...,mej=1,...,nseja F;; a matriz m X n cujo elemento na posi¢do
1j € igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. Vamos mostrar que as matrizes F;; geram
o espago das matrizes m x n. Seja A = (a;;) uma matriz qualquer m x n. A equagdo

A= IHEH + ... +x1nEln+ —|—l’m1Em1 =+ ... +xmnEmn

tem solu¢do z;; = a;;. Assim toda matriz m X n é combinagdo linear das matrizes L;;, que portanto
geram M,

Exemplo 6.28. Vamos mostrar que as matrizes M; = [ 1 (1) } = [ 1 } M; = [ é (1) }
1 .
e My = [ 9 1 ] geram o espaco das matrizes simétricas 2 x 2. Seja M = { Z i ] uma matriz

simétrica qualquer. A equacdo matricial

[L’lMl + ZL‘2M2 + $3M3 + ZL'4M4 =M
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é equivalente ao sistema de equacoes lineares

X + 23 + x4 = a
Ty + X2 + 21’4 = b
1 + T + 2x4 = b’
To + T3 + Ty = ¢
que possui solucao x; = %”_C —Q, Ty = I’JFCT_“ —Qa,r3 = %C_b e x4 = «, para a € R. Portanto,

My, My, M3 e M, geram o espago das matrizes simétricas 2 x 2.

Figura 6.9: Os subespacos W, Ve VAW

Exemplo 6.29. Sejam W o espaco gerado por V3 = (—=1,1,0) e V5 = (—1,0,1) e V o espaco
gerado por V3 = (1,0,—4) e V; = (0,1,—2). O conjunto W é um plano que passa pela origem,
paralelo aos vetores V; e V5, e V é um plano que passa pela origem paralelo aos vetores V3 e V.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



6.2 Subespacos 305

Assim, o plano W tem vetor normal N; =V} x V5 = (1,1,1) e o plano V tem vetor normal N, =
VaxVy = (—4,2,—1). Aintersecdo WNV é a reta cujo vetor diretor é V= Ny x Ny = (—1,3,-2)
(Exemplo 4.5 na pégina 167) e que passa pela origem. Assim, a reta que é a intersecdo, VW,
tem equagdo (z,y, z) = t(—1,3,—2), para todo ¢t € R, que é também um subespaco.

Alternativamente, podemos encontrar a intersecao de V e W da seguinte forma. Devemos
encontrar os vetores que sao combinacoes lineares de V; e V5 que sdo também combinacdes lineares
de V3 e Vj, ou seja, devemos encontrar vetores V' que satisfazem as duas equagdes:

V = 2Vi+yW, )
V o= V34wV (6.7)

Para isso, podemos resolver a equacao
xVi+yVo =2V +wVy, ou
Vi +yVa + 2(=V3) + w(—=Vy) = 0.

Esta equacio é equivalente ao sistema linear AX = 0, onde

-1
A= 1 —1
0
1
0

A forma escalonada reduzida da matriz aumentada [A| 0] é

00 —1:0
1 0 2/3:0 |.Assim, a solucio
001 1/3:0
do sistema linear é w = t,z = —t/3,y = —2t/3 e x = t, para todo ¢t € R. Substituindo-se z e y
m (6.6), obtemos que a intersegdo VN'W é formada por vetores da forma

2t 2
V=tVi- SV =t(Vi - 5Ve) = H(~1/3,1.-2/3)
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ou substituindo-se z e w em (6.7),

t 1
V= =gVt tVa = t(—5 Vs + Vi) = 1(=1/3,1,-2/3).

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 558)

6.2.1. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles s3o subespacos de R3?

(a) (x,y,2); onde z = 23 (e) (z,y,2), onde x = z = 0;
(b) (z,y,2), onde z =z +y; (f) (z,9,z2), onde x = —z;

(c) (z,y,2), onde z > 0; (g) (z,y,2), onde y =2z + 1;
(d) (z,y,2), onde z =0 e zy > 0; (h) (z,y,2), onde 22 = 22 + ¢°.

6.2.2. Considere os seguintes conjuntos de vetores. Quais deles s3o subespacos de R*?

(3) (20,2 w), onde & — y — 2,
(b) (z,y,z,w), onde z =2 =2y e w =1 — 3y;
(¢) (z,y,2,w), onde x =y = 0;

(d) (z,y,2 w), onde z =0 ey = —w;

6.2.3. Quais dos seguintes conjuntos de vetores geram o R4?

(a) {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(1,1,1,0)};
(b) {(1,2,1,0),(1,1,-1,0),(0,0,0,1)};
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6.2.4.

6.2.5.

6.2.6.

6.2.7.

6.2.8.

(c) {(6,4,-2,4),(2,0,0,1),(3,2,—1,2),(5,6,—3,2), (0,4, -2, —1)};
(d) {(1,1,0,0),(1,2,—1,1),(0,0,1,1),(2,1,2,2)};

Encontre um conjunto de vetores que gera o espaco solucdo do sistema homogéneo AX = 0,
onde

1 010 1 1 2 -1
() A=|12 3 1]; b) A=| 2 3 6 —2
21 3 1 -2 1 2 2
Considere os seguintes subespacos de R3: V = [(-1,2,3),(1,3,4)] e W =

[(1,2,—1),(0,1,1)]. Encontre a equagdo paramétrica da reta VN W. A notacdo [V, V3]
significa o subespaco gerado por V; e V5, ou seja, o conjunto de todas as combinacdes lineares
de V] e V5.

Verifique que o espaco gerado pelo conjunto {sen®t,cos®t} é igual ao espaco gerado por
{1, cos 2t}

Encontre conjuntos geradores para os seguintes subespacos:

(a) {p € P3| p(2) =0}

(b) {(z,y,z2) | 3x — by + 2z = 0}
(c) {p€Ps|p(2) =p(—-1)}

(d) {4 € M, | 3a11 = 2a;15}

Exercicios Teoricos

Verifique se os seguintes conjuntos sdo espacos vetoriais.
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(a) O conjunto das fun¢des f em C°[—1,1] tais que f(—1) = f(1).

(b) O conjunto de todas as fungdes continuas ndo decrescentes em [0, 1].

(c) O conjunto de todas as fun¢des f em C°[—1,1] tais que f(—1) =0 ou f(1) = 0.
(d) O conjunto de todas as fun¢des f em CY[—1,1] tais que f(—1) =0e f(1) = 0.
()

e) O conjunto de todos os polindmios de grau 3.

6.2.9. Seja A uma matriz n xn fixada. Determine se os conjuntos dados sdo ou n3o espacos vetoriais.

(a) {B € M,,|AB = BA}.
(b) {B € M,,|AB # BA}.
(c) {B € M,,| BA=0}.

6.2.10. Mostre que um subconjunto n3o vazio, W, de uma espaco vetorial V é um subespaco se, e
somente se, V +alV pertence a W, para quaisquer vetores V e W de W e qualquer escalar a.

6.2.11. Podemos definir uma correspondé@ncia um a um entre os elementos de P,, e os de R™"*! por
p(t) = ag + ait + agt® + - - + apt" < (ag, ..., a,) = A.
Mostre que se p «+ A e ¢ < B, entdo:

(a) ap < aA, para todo escalar a.
(b) p+q+— A+ B.

6.2.12. Podemos definir uma correspondéncia um a um entre os elementos de P e os de R(>) por
p(t) = ag + art + agt® + - + a,t” < (ag,...,a,,0,...) = A

Mostre que se p <+ A e ¢ < B, ent3o:
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(a) ap < aA, para todo escalar «.

(b) p+q— A+ B.

6.2.13. Seja X um conjunto n3o vazio. Mostre que para qualquer zo € X, o conjunto

{f e F(X:R)| f(x0) = 0}
é um subespago de F(X;R).
6.2.14. Seja X um subconjunto de um espaco vetorial V.

(a) Mostre que o conjunto, [X], de todas as combina¢des lineares
a11/1+...+aka

de vetores Vi, ..., Vi, € X é um subespaco de V.

(b) Mostre que [X] é o menor subespaco de V que contém X, ou seja, se W é um subespaco
de Ve X CW, entdo [X] CW.

(c) Mostre que se X; e X, sdo subconjuntos de um espaco vetorial V e X; C X, entdo
[X1] € [X].

(d) Mostre que se X e &, sdo subconjuntos de um espago vetorial V, entdo [X; U &s| =
(1] + [As].

6.2.15. Sejam X um subconjunto de um espaco vetorial V e ) um conjunto obtido de X" substituindo-
se um de seus elementos V' por V 4 aU, para U € X e o € R. Mostre que [X] = [)].

6.2.16. Mostre que {V;,...,V,} subconjunto de um espaco vetorial Ve {Vi, Vo —Vi,..., Vi — Vi }
geram o mesmo subespaco de V.
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6.2.17. Mostre que {2,z + 1,22 +1,...,2" + 1,...} é um conjunto de geradores para P = R|x].

6.2.18. Mostre que {1,2% 2% ..., 2% ...} é um conjunto de geradores para o subespaco dos po-
lindmios que satisfazem p(—z) = p(x).
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6.3 Dependéncia Linear

O conceito de dependéncia linear em espacos vetoriais quaisquer é muito semelhante ao conceito de
dependéncia linear de vetores no R™. Apenas que aqui vamos considerar a possibilidade de termos
um conjunto infinito linearmente dependente ou independente.

Definicao 6.7. Um subconjunto X de um espaco vetorial V é chamado conjunto linearmente
dependente (L.D.), se existe um ndmero finito de vetores V7,...,V; € X e escalares a, ..., ax
ndo todos nulos tais que

041‘/1+...+0sz1€:6.

Neste caso dizemos que os elementos de X’ s3o linearmente dependentes (L.D.). Se o subcon-
junto X' n3o é linearmente dependente, dizemos que ele é linearmente independente (L.1.).

Proposicao 6.6. Um subconjunto X de um espaco vetorial V é linearmente independente se, e
somente se, qualquer subconjunto finito de X ¢€ linearmente independente.

Demonstracao. Pela definicdo dada acima, um subconjunto X de um espaco vetorial V é L.D.
se, e somente se, existe um subconjunto finito de X', Vi, ..., Vi que é L.D. Portanto, X' é L.I. se, e
somente se, ele ndo possui subconjunto finito L.D., ou seja, todo subconjunto finito de X é L.I. [

Exemplo 6.30. Um conjunto que contém o vetor nulo é L.D., pois o subconjunto {V; = 0} ¢ tal
que a1V; = 0, para todo escalar v, em particular para a; # 0.
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Exemplo 6.31. Um conjunto formado por um dnico vetor, {V;}, ndo nulo é L.1., pois z;V; = 0
é equivalente a x; = 0 ou V; = 0. Mas, V; # 0; portanto x; = 0.

Exemplo 6.32. Um conjunto formado por dois vetores, {V7, 2} é L.D. se, e somente se, a equagdo
211 + 25V, = 0 possui solucdo ndo trivial. Mas se isto acontece, ent3o um dos escalares z; ou x5
pode ser diferente de zero. Se z1 # 0, entdo Vi = (—xy/x1)Va e se x5 # 0, entdo Vo = (—x1/22) V7.
Ou seja, se {V4,V5} é L.D., entdo um dos vetores é miltilplo escalar do outro.

Reciprocamente, se um vetor é muiiltiplo escalar do outro, digamos se V; = al,, entdo 1V —
aVs = 0 e assim eles s3o L.D. Portanto, podemos dizer que dois vetores s3o L.D. se, e somente se,
um é um multiplo escalar do outro.

Por exemplo, o conjunto S = {V},V5}, em que V; = (1,0,1) e Vo, = (0,1, 1), é L.I., pois um
vetor ndo é miltiplo escalar do outro.

Exemplo 6.33. Um conjunto formado por trés vetores, {Vi, V5, V3} é L.D. se, e somente se, a
equacio 71V) + w2Va + w3V3 = 0 possui solucdo n3o trivial. Mas se isto acontece, entdo um
dos escalares 1 ou xs ou 3 pode ser diferente de zero. Se x; # 0, entdo V| = (—zy/z1)Vo +
(—x3/x1)V3, ou seja, o vetor V; é combinagdo linear de V; e V5. De forma semelhante, se x5 # 0,
entdo V5 é combinagdo linear de V; e V3 e se x3 # 0, entdo V3 é combinacgao linear de V; e V5. Assim,
se trés vetores Vi, V5 e V3 de um espaco vetorial V sao L.D., entdao um deles é uma combinacao
linear dos outros dois, ou seja, em deles é uma soma de miiltiplos escalares dos outros dois. No R?
temos que se trés vetores ndo nulos sdo L.D., entdo ou os trés sdo paralelos (Figura 6.12), ou dois
deles sdo paralelos (Figura 6.13) ou os trés sdo coplanares, isto é, sdo paralelos a um mesmo plano
(Figura 6.14).

Reciprocamente, se um vetor é uma combinac¢ao linear dos outros dois, digamos se V| = aV; +
BV3, entdo 1 V) —aVo — 3V3 = 0 e assim eles sdo L.D. Portanto, podemos dizer que trés vetores s3o
L.D. se, e somente se, um deles é uma combinacdo linear dos outros dois. No R?, se trés vetores
sdo L.1., entdo eles ndo sdo coplanares (Figura 6.15).
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T

X y

Figura 6.10: Dois vetores linearmente de-
pendentes

Exemplo 6.34. Vamos mostrar que os vetores F; = (1,0,...,0), Ey
(0,...,0,1) sdo L.I. em particular os vetores i = (1,0,0), j= (0,1,0)

equacao

X y

Figura 6.11: Dois vetores linearmente inde-
pendentes

I
—~
o O

pode ser escrita como

21(1,0,...,0) 4+ ...+ 2,(0,...,0,1) = (0,...,0)
Logo, (x1,...,2,) = (0,...,0), que é equivalente ao sistema
1'1:0, ey xn:O.
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Va
e
Vi e
X y
Figura 6.12: Trés vetores linearmente de- Figura 6.13: Trés vetores linearmente de-
pendentes (paralelos) pendentes (dois paralelos)
Para descobrir se um conjunto de vetores {Ay,..., A,} é L.I. precisamos saber se a equacido
vetorial
.fElAl + .I'QAQ + ...+ ann =0 (68)
tem somente a solugdo trivial. Se A;,..., A, sdo vetores do R, a equagdo (6.8), pode ser escrita
como

ay A1y 0
T : +...+x, : = | :
am1 Amn O

que é equivalente ao sistema linear homogéneo
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Figura 6.14: Trés vetores linearmente de- Figura 6.15: Trés vetores linearmente inde-
pendentes (coplanares) pendentes

onde as colunas de A sdo os vetores A; escritos como matrizes colunas, ou seja, A = [A;... A,] e

T
X = |: : ] . Isto prova o seguinte resultado.

Proposicao 6.7. Seja A uma matrizm X n.

(a) As colunas de A sdo linearmente independentes se, e somente se, o sistema AX = 0 tem
somente a solucao trivial.

(b) Sem = n, entdo as colunas de A s3o linearmente independentes se, e somente se, det(A) # 0.
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Exemplo 6.35. Trés ou mais vetores no R?, assim como quatro ou mais vetores no R® e mais de
n vetores no R™ s3o sempre L.D. Pois, nestes casos, o problema de verificar se eles s3o ou ndo L.I.
leva a um sistema linear homogéneo com mais incégnitas do que equacgdes, que pelo Teorema 1.6
na pagina 41 tem sempre solucdo nao trivial.

Exemplo 6.36. Considere os vetores X; = (1,0,1), X, = (0,1,1) e X3 = (1,1,1) de R3. Para
sabermos se eles sdo L.I. ou L.D. escrevemos a equagdo

$1X1 + JIQXQ + ZL’3X3 = ()

Esta equac3o vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, onde
1 01
A - [Xl X2 Xg] == 0 ]_ ]_
1 11

Escalonando a matriz [ A | 0] podemos obter a sua forma escalonada reduzida

1 00;0
[RIO]=1]0 1 0:0
00 1:0

Concluimos, ent3o que o sistema A X = 0 possui somente a solugdo trivial z; = 25 = 23 = 0.
Portanto os vetores X, X5 e X3 sdo L.I.
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Exemplo 6.37. Sejam V; = (1,2,5), Vo, = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R3. Para
sabermos se eles s3o L.I. ou L.D. escrevemos a equacao

Esta equac3o vetorial é equivalente ao sistema linear AX = 0, onde
17 1
A=V, V3]=1]2 -1 -1
5 5 -1
A matriz [ A| 0] é equivalente por linhas & matriz escalonada reduzida
1 0 —2/5:0
[R|0]=1]0 1 1/5:0 | . (6.10)
0 0 0:0

Assim a variavel x3 pode ser uma varidvel livre que pode, portanto, assumir qualquer valor. Con-
cluimos que o sistema A X = 0 e a equagdo vetorial (6.9) tém solugdo ndo trivial. Portanto, Vi, V5
e V53530 L.D.

10 11 01

Exemplo 6.38. Vamos mostrar que as matrizes M; = [ bl } My = { 01 } e M; = [ Lo }
sao linearmente independentes no espaco das matrizes 2 x 2. A equa¢ao matricial

0 0
I1M1+$2M2+.I3M3: [O 0:|

é equivalente ao sistema de equacoes lineares

T + x3 = 0

Ty + 22 = 0

Ty + X2 = 0’
rTo + 3 = 0
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que tem somente a solucao trivial x1 = xo = x3 = 0. Portanto, My, M5 e Mj; sao linearmente
independentes.

Exemplo 6.39. Parai = 1,...,me j = 1,...,n seja F;; a matriz m X n cujo elemento na
posicdo 7j é igual a 1 e os demais elementos sdo iguais a zero. As matrizes F;; sdo lineamente
independentes, pois a equa¢ao

J]HEH + ...+ xlnEln + ...+ ImlEml + ...+ xmnEmn = 6

tem somente a solucdo trivial z11 = ... =21, = ... =Tpyp1 = ... = Tyn, = O.

Exemplo 6.40. O conjunto X, = {1,¢,t% ... t"} é um conjunto linearmente independente no
espaco P,,. Pois a equacao

To+xit+...+z,t" =0
tem somente a solugdo trivial, j4 que uma combinac3o linear de elementos de X,, é um polindGmio

cujos coeficientes sdo os escalares da combinacao linear e uma combinacdo linear nula de elementos
de X,, implica que o polindmio é o polindmio nulo e assim os escalares sao iguais a zero.

Teorema 6.8. Um conjunto X C V € linearmente dependente se, e somente se, X = {6} ou
existem vetores distintos V,V1,...,V, em X tais que V' é combinacdo linear de V1, ..., V.

Demonstracio. Seja X # {0}.
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Se X é L.D., entdo existem vetores V, Vi, ..., V. em X tais que a equacao
oV 4+ Vi +aVo+ ... +2Ve =0 (6.11)

admite solugdo ndo trivial, o que significa que pelo menos um z; é diferente de zero. Podemos
supor sem perda de generalidade que zy # 0. Ent3o, multiplicando-se a equagdo (6.11) por
1/zo e subtraindo-se (£1)Vi + ... + (£)V} obtemos

Portanto, o vetor V' é combinacao linear de Vi,..., V.

Se existem vetores V, Vi,..., Vi, em X tais que V é uma combinacdo linear de V7,...,V,
isto é, se existem escalares aq, ..., a; tais que

a1V1+...+aka:V,
entdo somando-se —V a ambos os membros ficamos com
—V+041V1—|—...—|—04ka:(_). (612)

Isto implica que a equacio 2oV + 21V; + ... + 2,V = 0 admite solucdo nio trivial, pois o
coeficiente de V' em (6.12) é —1. Portanto, X’ é L.D. O

Exemplo 6.41. Sejam V; = (1,2,5), Vo = (7,—1,5) e V3 = (1,—1,—1) vetores do R. Vamos
escrever um dos vetores como combinac¢ao linear dos outros dois. Vimos no Exemplo 6.37 que estes
vetores sdo L.D. De (6.10) segue que

21Vi + x9Va + 2313 =0
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se, e somente se, r1 = (2/5)a, o = —(1/5)a e 3 = «, para todo o € R. Substituindo-se os
valores de x1, x5 € x3 na equacdo acima, ficamos com

(2/5)aVy — (1/5)aVy + aVy = 0
Tomando-se a = 1, obtemos )
2/5)Vi—=(1/5)Va+V3=0

multiplicando-se por —5 e somando-se 2V + 5V3, temos que V5 = 2V + 5V3. Observe que, neste
exemplo, qualquer dos vetores pode ser escrito como combinagdo linear dos outros. O préximo
exemplo mostra que isto nem sempre acontece.

Exemplo 6.42. Sejam V| = (—2,—-2,2), V, = (—3,3/2,0) e V3 = (—2,1,0). {V4, V5, V3} é L.D.,
mas V} ndo é combinag3o linear de V; e V5 (Figura 6.13 na pagina 314).

Exemplo 6.43. As funcdes 1,cos 2z, cos?x,cos®x,... cos™z,... sdo linearmente dependentes,

pois
— a2 2, _ 2
cos2x = cos“x —sen“x = 2cos”x — 1,

ou seja, a funcdo cos 2z é combinac3o linear de cos2z e 1.

Proposicao 6.9. Seja V um espaco vetorial.
(a) Se Xy C Xy, CV e X € linearmente dependente, entdo X € linearmente dependente.

(b) Se X1 C Xy CV e X, € linearmente independente, entdo X € linearmente independente.
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Demonstracdao. (a) Se &) é L.D. ent3o ele possui um subconjunto finito, V4,...,V, € &} C Xy,
que é L.D., o que implica que X5 é L.D.

(b) Se A fosse L.D., entdo pelo item anterior, X5 também seria. O
Exemplo 6.44. O conjunto X = {1,¢,t%,...,t", ...} é um conjunto linearmente independente
no espaco P = Rz]. J4 mostramos no Exemplo 6.40 na pagina 318 que o conjunto X, =
{1,¢,¢%, ...,t"} é L.l. Pela Proposicdo 6.9 todo subconjunto finito de X é L.I. pois é um subconjunto

de algum AX,,. Assim, pela Proposicao 6.6 na pagina 311 o conjunto X é linearmente independente.

Exemplo 6.45. Seja ) um conjunto de polindmios {po,p1,...,Pn,...} tais que o grau de p, é
n, paran = 0,1,.... Vamos mostrar que ) é um conjunto linearmente independente. Para isso,
vamos mostrar que os subconjuntos V,, = {po,p1,-...,pn} sdo L.I. Podemos escrever p,(t) =
Qon + a1t + ...+ ay,t™, paran =0,1,2.... Precisamos resolver a equagao

Topo + T1p1 + ... + Tupn = 0.
Agrupando-se os termos de mesmo grau obtemos
(CLO()LUO + ...+ anomn) -+ (CLH.TI + ..+ alnxn)t + ...+ ((J,nnIn)tn =0

que € equivalente ao sistema

AooTo + QA1 + R + agptn, = 0
+ apry + . + apr, = 0
ApnTn = 0
que tem somente a solucdo trivial xy = ... = x,, = 0. Assim, os subconjuntos ), de ) sdo L.I. Pela

Proposicao 6.9 todo subconjunto finito de ) é L.I. pois é um subconjunto de algum ). Assim,
pela Proposicdo 6.6 na pagina 311 o conjunto ) é linearmente independente.
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Saber se um conjunto de fungdes é linearmente independente pode ser uma tarefa complicada.
Entretanto se elas possuirem derivadas de ordem suficientemente alta, o préximo resultado pode ser
bastante util nesta tarefa.

6.3.1 O Wronskiano

Proposicao 6.10. Sejam fi,..., f. funcées de C"~Y(I) e defina a funcdo W|f1,..., fal(t) no
intervalo I por

fi(t) fa(t) .. Fult)
Wi £l —det | 10 0 )
[0 Ny . e

chamada de Wronskiano de f1,..., f,. Se existe um ponto ty, € I tal que W|f,..., fa](to) # 0,
entdo f1,..., f, sdo linearmente independentes.

Demonstracdo. Sejam fi,. .., f, funcdes de C»~Y)(I). Vamos considerar a equacio
Derivando a equagdo (6.13) 1,...,n — 1 vezes obtemos o sistema

Il
oo

xlfl(t) + $2f2(t) + ...+ xnfn(t)
wfilt) 4+ wfst) + .o+ zafi(t)

af"0) + wfTV) o a0 = 0
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que pode ser escrito como A; X = 0, onde

fi(?) fo(t) o ful?) T
fi(t) L) o fLt) T2
Ay = : : : e :
Dy (Ve oY) T

Vamos supor que para algum ¢y € I,

W[fl, ey fn](t()) = det(AtO) 7é 0.

Isto implica que a matriz do sistema € invertivel, de onde segue que para t( o sistema A;, X =0
sé admite a solugdo trivial. Como a solugdo deve ser independente de ¢, entdo a equagdo (6.13) s6
admite a solucao trivial. O

Exemplo 6.46. As funcdes f1(t) = ¢, fo(t) = €* e f3(t) = €% sdo L.l., pois pela Proposicio
6.10, temos que

€t eZt 63t

1
W[f17f27f3](t) = det et 262t 363t € W[flvf27f3](0) = det 1
1

et 4e?t 9Pt

=N

1
3| =2+0.
9

Exemplo 6.47. Asfungdes fi(t) = cost, fa(t) = sent, f3(t) = cos 2t sdo L.1., pois pela Proposicio
6.10, temos que

cost sent cos 2t
Wlfi, fo, f3](t) =det | —sent  cost —2sen2t e
—cost —sent —4cos2t
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10
Wf1, fo, f5)(0)=det | 0 1 0| =-3%0.
10

A reciproca da Proposicao 6.10 ndao € verdadeira, ou seja, mesmo que para todo ¢t tenhamos
W (t) = 0, n3o significa que as solu¢des dos sistemas A; X = 0 na demonstra¢do da Proposicdo 6.10
sejam as mesmas para todo ¢, ou seja, nao significa que as funcoes sejam linearmente dependentes.
Vejamos o préximo exemplo.

Exemplo 6.48. Sejam f1(t) =t e fo(t) = t]t].

2
W[flafZ](t) = det [ ;t ;IEI } = 0.

Apesar do wronskiano ser zero para todo t € R as fungdes f1 e fy sao L.l., pois uma fun¢do ndo é
multiplo escalar da outra. Para t > 0, fo(t) = f1(t) e para t <0, fo(t) = —f1(¢).

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 559)

6.3.1. Quais dos seguintes conjuntos de vetores sdo linearmente dependentes?
(a) {(1,1, 2, 1) (1,0,0,2), (4,6,8,6), (0,3,2,1)};

{
( ) {( ) 1)7<_2747 _672>};
(c) {(1,1,1,1) (2,3,1,2),(3,1,2,1),(2,2,1,1)};
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6.3.2.
6.3.3.

6.3.4.

6.3.5.

6.3.6.

6.3.7.

6.3.8.

(d) {(4,2,-1,3),(6,5,—5,1),(2,—1,3,5)}.

Para quais valores de A o conjunto de vetores {(3,1,0), (A% +2,2,0)} ¢ L.D.?
Verifique se os polinémios seguintes sao linearmente dependentes ou independentes.
() 22 =2z + 3,222 + v+ 8,2 +8x + 7

(b) 22 -1,z + 1,z +2
Verifique se as func¢des seguintes sdo linearmente dependentes ou independentes.
(a) x,cosx,senx em C?[—m, 7).

(b) cosz,1,sen?(z/2) em C?[—m, 7.

(c) 1,e* +e e —e* em C*[—1,1].

Verifique que as funcdes e’ cos 3t e e’ sen 3t s3o solucdes linearmente independentes da equacio
diferencial ¢y — 2y’ + 10y = 0.

Suponha que § = { X7, X5, X3} é um conjunto linearmente independente de vetores de um
espaco vetorial V. Responda se 7 = {Y}, Y3, Y3} € linearmente dependente ou independente
nos seguintes casos:

@ i=X1+X5, Yo=X1+ X3e Vs =X, + X5

(b) Yi :Xl, }/2:X1+X3 eYé:Xl—i‘XQ—i‘Xg.

Para k = 0,1,...,n, seja pp(t) = t*¥ + t**1 + ... + ", Mostre que o conjunto
{po(t),p1(t),...,pu(t)} é linearmente independente em P = R[¢].

Mostre que as fungdes fi(t) = teM, fo(t) = t2eM, ..., fiu(t) = tFeM, onde A € R, sdo
linearmente independentes.
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6.3.9.

6.3.10.

6.3.11.

6.3.12.

6.3.13.

6.3.14.

6.3.15.

6.3.16.

Mostre que as fungdes fi(t) = eM) fo(t) = e, ..., fu(t) = ™!, onde \,..., \x € R, sdo
linearmente independentes se, e somente se, \; # \j, parai # jed,j=1,...,k.

Exercicios Teoricos

Suponha que {X1, X5,..., X, } é um conjunto de vetores do R" linearmente independente.
Mostre que se A é uma matriz n X n ndo singular, entdo {AX;, AX,,..., AX,,} também é
um conjunto linearmente independente.

Se os vetores ndo nulos U, V e W sdo L.D., entdo W é uma combinagdo linear de U e V7

Sejam m; a1z + by + 1z +dy =0 e my 1 asx + bay + coz + dy = 0 as equagdes de dois
planos. Estude a posicao relativa dos dois planos usando a dependéncia linear de vetores.

Sejam Vi,..., Vi1 vetores de um espago vetorial V, tais que {Vi,...,Vi} é linearmente
independente. Mostre que se V}.,1 ndo pertence ao subespaco gerado por {V3,...,V};}, entdo
{V1,...,Viks1} é linearmente independente. (Sugestdo: Considere a equacdo z1V; + ... +
Zpt1Vis1 = 0. Separe em dois casos: Zpq = 0 € xj41 # 0.)

Sejam Vi,...,V,, vetores de um espaco vetorial V. Mostre que um vetor V € [Vq,...,V,]
pode ser escrito de maneira tinica como combinac¢ao linear de Vi,...,V,, se, e somente se,
Vi,...,V, sao linearmente independentes.

Mostre que {2,z + 1,22 +1,...,2" +1,...} é um conjunto de polindmios linearmente inde-
pendente.

Seja X um conjunto de polinbmios em que quaisquer dois polindmios pertencentes a X tém
graus diferentes.
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6.3.17. Sejam X e Y dois subconjuntos linearmente independentes de um espaco vetorial V. Mostre
que X U Y é linearmente independente se, e somente se, [X] N [)V] = {0}.
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6.4 Base e Dimensao

Ja vimos que em um espaco vetorial V, um conjunto de geradores pode ser linearmente independente
ou linearmente dependente. Se o conjunto de geradores for linearmente dependentes, entdo existe um
vetor no conjunto que é combinagdo linear de outros elementos do conjunto. Entao este elemento nao
é necessdrio na geracao do conjunto. Portanto, um conjunto de geradores linearmente dependente
contem vetores que ndo s3o necessarios para gerar V.

6.4.1 Base

Definicao 6.8. Um subconjunto B de um espaco vetorial V é uma base de V, se

(a) B é um conjunto de geradores de V e

(b) B é um conjunto linearmente independente.

Exemplo 6.49. Os vetores F; = (1,0,...,0), Fy = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1) formam
uma base do R™. Pois, vimos no Exemplo 6.25 na pagina 303 que Fy,..., E, geram o R" e no
Exemplo 6.34 na pagina 313 que Ei, F», ... F, sao L.I. Esses vetores formam a chamada base
candnica de R". No caso do R3, Ey =4, By = j e F5 = k.

Exemplo 6.50. Vamos determinar uma base para o espaco solucdo do sistema homogéneo

2;€1 -+ 2%2 — T3 + T4 = 0
—r1 — Xy + 223 + x4 = 0
r, + To — 21‘3 — Xy = 0
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A matriz aumentada deste sistema é

2 2 -1 1:0
-1 -1 2 10
1 1 -2 -1:0

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss-Jordan, transformamos a matriz aumentada na sua
forma reduzida escalonada, obtendo

1 10 1:0
001 1:0
0000:0

Portanto, o sistema dado é equivalente ao seguinte sistema:
T + X2 + x4 = 0
r3 + 14 = 0

cuja solucdo é dada por
($17x2,$3,$4) = (—O{ - ﬁuaa _575) 3

para todos os niimeros « e 3 reais. Assim, o espaco solucdo do sistema é

V:{(—a—ﬂ,a,—ﬁ,ﬂ)]a,ﬁeR}.

Agora, vamos determinar uma base para este subespaco. Qualquer vetor V' de V pode ser escrito
como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada parametro e cada vetor depende apenas
de um parametro, obtendo

(_Oé - /67057 _ﬁaﬁ) = (_047057070) + (_6707 _ﬁaﬁ)
= a(—1,1,0,0) + 8(—1,0,—1,1)

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



330 Espacos Vetoriais

Assim, V; = (—1,1,0,0) e V5 = (—1,0,—1,1) geram V. Além disso, eles sdo L.I., pois se
Oé(—]., ]-7 07 0) + ﬁ(_la 07 _17 ]-) = (—Oé - 67 «, _67 ﬁ) = (07 07 07 0)7

entdo o = 0 e § = 0. Portanto, V; e V5 formam uma base de V.

Exemplo 6.51. Seja V= {(a+c,b+c,a+b+2c)|a,b,c € R} um subespaco de R3. Qualquer
elemento V' de V pode ser escrito como uma soma de vetores de V, sendo um vetor para cada
parametro e cada vetor depende apenas de um parametro, obtendo

V=(a+ecb+ca+b+2c) = (a,0,a)+(0,b,b)+ (c,c,2c)
= a(1,0,1) +b(0,1,1) +¢(1,1,2).

Logo, definindo Vi = (1,0,1), Vo = (0,1,1) e V3 = (1,1,2), entdo {Vi, V5, V3} gera V. Para
sabermos se {V}, V5, V3} é base de V, precisamos verificar se V, V, e V3 sdo L.I. Para isto temos
que saber se a equacao vetorial

aVi+yVa+2V3=0 (6.14)

sé possui a solucdo trivial, ou equivalentemente, se o sistema A X = 0 sé possui a solucdo trivial,
onde A = [V V, V3]. Escalonando a matriz [ A|0], obtemos

o O =
o = O
o O O

3
L
0'

A solugdo de (6.14) é dada por v = —,y = o e z = «, para todo a € R. Substiuindo-se esta
solugdo em (6.14) obtemos
—aVi+aVy+aV3=0
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Tomando-se @ = 1 e somando-se V; — V5, obtemos V3 = V5 + V;. Assim o vetor V3 pode ser
descartado na geracao de V, pois ele é combina¢ao linear dos outros dois. Logo, apenas V; e V,
sao suficientes para gerar V. Como além disso, os vetores V] e V5 sdo tais que um n3o é miultiplo
escalar do outro, ent3o eles sdo L.I. e portanto {Vi, V5} é uma base de V.

Exemplo 6.52. Parai=1,...,mej =1,...,nseja EF;; a matrizm Xn cujo elemento na posi¢ao
1j € igual a 1 e os demais elementos sao iguais a zero. As matrizes F;; formam uma base para o
espaco das matrizes m X n, pois mostramos no Exemplo 6.27 na pdgina 303 que elas geram M.,
e no Exemplo 6.39 na pagina 318 que elas sao linearmente independentes.

Exemplo 6.53. O conjunto X = {1,z,2%,...,2",...} é uma base para o espaco P = R[z], pois
j& mostramos que todo polinémio é combinag3o linear de elementos de X' (Exemplo 6.26 na pagina
303) e que X’ é um conjunto linearmente independente (Exemplo 6.44 na péagina 321). O conjunto
X, = {1,z,2% ..., 2"} é uma base para o espago P,, pois j& mostramos que todo polinémio de
grau no maximo n é combinacdo linear de elementos de X, e além disso é um conjunto linearmente
independente, pois &X,, C X.

Teorema 6.11. Um subconjunto B de um espaco vetorial V é uma base de V se, e somente se,
cada vetor de V se escreve de maneira tinica como combinagdo linear dos vetores de B.

Demonstracao. Em primeiro lugar, suponha que todo vetor V' de V é escrito de maneira tnica
como combinac3o linear de elementos de B. Vamos mostrar que B é uma base de V. Como todo
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vetor é escrito como combinacdo linear de elementos de BB, basta mostrarmos que B é L.I. Sejam
Vi,...,V,, € B. Considere a equacgao

o Vi+...+2,V, =0.

Como todo vetor X de V é escrito de maneira tinica como combinacdo linear de elementos de B,
em particular temos que para X = 0,

Vit .. 2,V =0=0V+...+0V,,

o que implica que z; =0,...,z,, = 0, ou seja, Vi,...,V,, sdo linearmente independentes. Como
Vi,..., V., sao vetores quaiquer de BB, entdo B é L.l. Portanto, B é base de V.

Suponha, agora, que B é base de V. Seja V' um vetor qualquer de V. Se V ¢é escrito de
duas maneiras como combinac3do linear de elementos de B3, entdo podemos supor, sem perda de
generalidade, que existem vetores Vi, ..., V,, € B tais que

o Vi+ ..+ 2V =V=uVi+...+ynVn,

entao
(xl _y1>‘/1 +...+ (xm _ym)vm =0.

Como B é uma base, entdo Vi,...,V,, sdo L.I. o que implica que 1 = 1, ..., %, = Y. Portanto,
todo vetor V de V é escrito de maneira tinica como combinacdo linear de elementos de B. O

Teorema 6.12. (a) Se B = {V4,...,V,,} € uma base de um espago vetorial V, entdo um sub-
conjunto de V com mais de m vetores é linearmente dependente.
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(b) Se B={V,...,V,,} eB"={W,,...,W,} sdo duas bases de um espaco vetorial V, entdo

m=n.

Demonstracao. (a) Seja {Wy,...,W,} um subconjunto de V, com n > m. Vamos mostrar
que {W1,...,W,} é L.D. Considere a combina¢do linear nula de W7y,..., W,
[E1W1 + ZEQWQ + ...+ Ian == 6 (615)
Como {V4,...,V,,} é uma base, qualquer elemento do espago pode ser escrito como combi-
nacao linear de Vi,...,V,,. Em particular,
Wj:ale1+a2jV2+...+amij:Zaij\/i, parajzl,...,n. (616)
i=1
Assim, substituindo (6.16) em (6.15) e agrupando os termos que contém V;, parai = 1,...,m,
obtemos
(apz1 + ...+ apr)Vi+ .o+ (1@ + -+ Q) Vi = 0. (6.17)
Como {V4,...,V,,} é base, Vi,...,V,, sdo L.I. e portanto os escalares na equa¢io (6.17) sdo

iguais a zero. Isto leva ao sistema linear
AX =0,

onde A = (a;j)mxn. Mas, este é um sistema homogéneo que tem mais incégnitas do que
equagdes, portanto possui solucdo nio trivial, (Teorema 1.6 na pdgina 41), como queriamos
provar.
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(b) Suponha por contradi¢do que n > m. Pelo item anterior, segue que {W1,...,W,} éL.D., o
que é impossivel. O caso n < m pode ser tratado de forma andloga.
O

Exemplo 6.54. Segue do Teorema 6.12 e dos exemplos anteriores que mais de n vetores no R",
mais de n + 1 polindmios de P,, e mais de mn matrizes m X n sdo linearmente dependentes.

6.4.2 Dimensao

Definicao 6.9. Dizemos que um espaco vetorial V tem dimensao finita se ele tem uma base
consistindo de um ndmero finito de vetores ou V = {0}. O niimero de elementos de uma de suas
bases é chamado de dimensédo de V, denotado por dim(V) e dim({0}) = 0. Quando um espaco
ndo tem dimensdo finita, dizemos que ele tem dimensao infinita.

Exemplo 6.55. A dimensido do R"™ é n, pois como foi mostrado no Exemplo 6.49 na pagina 328,
E, = (1,0,...,0), B, =(0,1,0,...,0), ..., E, = (0,...,0,1) formam uma base do R".
Exemplo 6.56. A dimens3o do subespaco W = {(a +¢,b+c,a+b+2¢) | a,b,c € R} de R? é
2 pois como foi mostrado no Exemplo 6.51 na pagina 330, os vetores V; = (1,0,1) e V5 = (0,1,1)
formam uma base de V.

Exemplo 6.57. O espaco M,,,, das matrizes m X n tem dimensdo mn, pois foi mostrado no
Exemplo 6.52 na pdgina 331 que as matrizes F;;, que tem o elemento 7, j igual a 1 e todos os
outros elementos iguais a zero formam uma base de M,,,,.
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Exemplo 6.58. O espaco P, tem dimensao n + 1, pois como foi mostrado no Exemplo 6.53 na
pagina 331 o conjunto X = {1, x,...,2"} é uma base de P,.

Teorema 6.13. Seja V um espaco vetorial de dimensdon > 0.

(a) Qualquer subconjunto de V linearmente independente que contém n elementos é uma base
de V.

(b) De qualquer conjunto de geradores de V pode ser extraida uma base de V.
(c) Um conjunto de geradores de V. .com n elementos é uma base de V.
(d) Qualquer conjunto de geradores de V contém pelo menos n elementos.

(e) Todo subconjunto de V linearmente independente pode ser estendido a uma base de V.

Demonstracao. (a) Sejam Vi,...,V,, vetores L.I. e seja V' um vetor qualquer do espago V.
Vamos mostrar que V' é combinacdo linear de Vi, ..., V,. Considere a equagdo vetorial

Vi +xVo+ ...+ 2,V + 2,V =0. (6.18)

Pela Proposicdo 6.12 (b), V4,...,V,,V sdo L.D., pois sdo n + 1 vetores em um espaco de
dimensdo n. Ent3o a equagdo acima admite solucdo nao trivial, ou seja, pelo menos um
x; # 0. Mas, x,.1 # 0, pois caso contrario, Vi, ..., V, seriam L.D. Entdo, multiplicando-se
a equagdo (6.18) por 1/x,1 e subtraindo (z1/x,41)Vi + (x2/@ni1) Vo + ... + (20 /Tpi1) Vi,

obtemos
V:—< al )m-...-( n )Vn.
Tnt1 Tni1
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(b)

Seja B um conjunto de geradores de V. Se B é L.I., entdo B é uma base de V. Caso contrério,
B é L.D. e pelo Teorema 6.8 na pagina 318, um dos vetores de B é combinacdo linear dos
outros. Assim, o subconjunto de B obtido retirando-se este vetor continua gerando V. Se esse
subconjunto for L.l., temos uma base para V, caso contrario, continuamos retirando vetores
do subconjunto até obtermos um subconjunto L.I. e ai neste caso temos uma base para V.

Se nao fosse uma base ent3o, pelo item anterior, poderiamos extrair deste conjunto uma base
com menos de n vetores o que é impossivel pela Proposicao 6.12 na pagina 332.

Se existisse um conjunto de geradores com menos de n elementos, entdo poderiamos extrair
deste conjunto uma base com menos de n vetores o que é impossivel pela Proposicao 6.12 na
pagina 332.

Seja B = {V4,...,Vik} um conjunto de vetores linearmente independente. Se k = n, pelo
item (a), ndo ha o que fazer. Se k < n, entdo seja Wy = [Vi,..., V], o subespago gerado
por B. Seja Vi1 um vetor que pertence a V, mas ndo pertence a W;. Entdo, o conjunto
{Vi,..., Vi, Vis1} é L., pois caso contrdrio xV} + ... + zx1 Vi = 0, implicaria que
Tpy1 # 0 (por que?) e assim, Vi, seria combinagdo linear de Vi,...,Vj, ou seja, Viiq
pertenceria ao subespaco Wy. Se n = k + 1, entdo pelo item (a), {Vi,..., Vi, Vks1} é uma
base de V. Caso contrdrio, ou seja, se n > k + 1, entdo o mesmo argumento é repetido
para o subespaco Wy, = [Vi,..., Vi, Viy1]. Este processo pode ser continuado até que
um conjunto Vi, ..., Vi, Vi, ..., V, de vetores L.I. seja obtido. Neste caso, pelo item (a),
{1, Vi, Vieya, ..., Vi } € uma base de V.

]

Exemplo 6.59. Vamos determinar uma base para o espago W gerado pelas matrizes M; =
{(2) ?] M, = [ 3 3], Mz = {_1 0] e My = { X _g} Como por definicdo

-1 -3 1 4 -1
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do subespaco, M, My, M3 e M, geram W, precisamos saber se elas sdo L.l. Para isso, precisamos
resolver a equacao
[L’Ml + yMg + ZMg + U}M4 = 6 (619)

que € equivalente ao sistema linear
20 + 3y — 2z + dw =
3z + 3y + 6w =

-y + z - w=
r — 3y + 4z — w =

o O OO

cuja solucdo é dada por v = —a — B,y = —a+ 3,2 = f e w = «, para todos o, 3 € R. Portanto,
as matrizes sdo L.D. Substituindo-se os valores encontrados de z, ¥, z e w na equagdo (6.19) temos
que

(—Oé — ﬁ)Ml + (—Oé + 6)M2 + BMg + OéM4 = 6

Tomando-se « = 1 e 3 = 0 obtemos que —M; — My + My = 0 ou somando-se M; + Mo,
M, = M, + M,. Agora, tomando-se « = 0 e 3 = 1 obtemos que —M; + M, + Mz = 0 ou
somando-se M7 — My, M3 = My — M,. Assim, as matrizes M3 e M, podem ser descartadas na
geracdo do subespaco W. Como as matrizes M; e Ms sdo tais que uma n3o é mdltiplo escalar da
outra, entdo elas sdo L.I. e formam, portanto, uma base para W.

Exemplo 6.60. Vamos mostrar que os polindmios p1(t) = t* + 1, pa(t) = t* — 1 e p3(t) =t + 2
formam uma base de P,. Como sabemos que a dimens3o de P, é 3, basta mostrarmos que estes
polindmios sao L.I. Para isso, precisamos resolver a equacao

xp1 + yp2 + zp3 =0 (6.20)
ou agrupando os termos de mesmo grau,

(z+y)t2+ (2)t+ (r —y+22) =0.
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Como o polindmio nulo tem todos os coeficientes iguais a zero, entdo (6.20) é equivalente ao sistema
linear
r + Yy =0
z =10
r — vy + 22 =0

que tem somente a solugdo trivial, x = y = z = 0. Portanto, p1,ps e p3 sdo L.I. e como a dimensao
de P, € 3, pelo Teorema 6.13 (a), eles formam uma base de Ps.

Vamos, agora, provar um resultado interessante sobre a dimensdo da soma de subespacos.

Proposicao 6.14. Sejam W, e W, subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial V. Entao

Demonstracao. Seja By = {Uy,..., U} uma base de W; N W,. Estenda-a a uma base B; =
{Ur,....,U,V1,..., V) de Wy e a uma base By = {Us,..., Uy, Wy,...,W,} de W5. Vamos
mostrar que B = {U,..., Uy, Vi, ..., Vi, Wy, ..., W, } é base de W; + W5. Vamos mostrar em
primeiro lugar que B é um conjunto L.I. Considere a combina¢3o linear nula

a Ui+ ..+ apUe + Vi + oo+ BV + Wi + ...+, W, = 0. (6.21)
Somando-se —y, Wy — ... — 7, W, temos que
Nl s,
U+ . 4+ U+ BiVi4 . 4 BuVin = = Wi — ... — W,
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O que implica que =y, W — ... =, W, € W; "W, e portanto se escreve como combinag¢do linear
de Uy, ..., Uy, ou seja, existem escalares z1, ..., x; tais que
—'ylW1 — ... ’}/pr = xlUl + ... —{—I‘kUk

Somando-se v W; + ... + ,WW,, temos que
Wi+ . W+ 21U + ..+ 2, U, =0

Dai segue que y = ... =2 =y = ... =, = 0, pois By = {Uy,...,Ug, Wiy,...,W,} é uma
base. E assim, substituindo-se os valores de 71, ...,7, em (6.21) obtemos uma combinaggo linear
nula de By = {U,..., Uk, Vi, ..., V;u}, 0 que implica que

ar=...=aq, =0 =... =0, =0. Assim, B é um conjunto L.I. Como além disso, todo
vetor de W; + W, se escreve como combinacdo linear dos vetores de BB, entdo B é uma base de
W, + Ws, de onde segue o resultado. O

Exemplo 6.61. Seja V um espaco de dimensdo n. Sejam W; e W, dois subespacos de V com
dim(W,) =n — 1. Se Wy ¢ Wy, entdo dim(W; N Wy) < dim(Ws). Aplicando-se a Proposicdo
6.14, podemos afirmar que V.= Wy + Wy. Além disso, se dim(W;) = 1, entdo V = W; & W,.
Por exemplo, se V = R", W, é igual a um hiperplano e W, ¢ igual ao subespaco gerado por um
vetor V & Wy, entdo R = W, & Wo.

Exemplo 6.62. Em virtude do exemplo anterior, V = P,, W; = P,_1 e W5 for igual a um
subespaco gerado por um polinémio de grau n, entdao P,, = P,,_1 & W,.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 560)
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6.4.1.

6.4.2.

6.4.3.

6.4.4.

6.4.5.

Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base para o R*?

(a) {(1,0,0,1),(0,1,0,0),(1,1,1,1),(0,1,1,1)};
(b) {(1,-1,0,2),(3,—1,2,1),(1,0,0,1)};
(c) {(0,0,1,1),(—1,1,1,2),(1,1,0,0),(2,1,2,1) };

Encontre uma base para os seguintes subespacos do R3:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c), onde b = q;
(b) Todos os vetores da forma (a, b, c), onde a = 0;

(c) Todos os vetores da forma (a — b, b+ ¢,2a — b+ c¢).
Encontre as dimensdes dos seguintes subespacos do R*:

(a) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde d = a + b;
(b) Todos os vetores da forma (a,b,c,d), onde c=a—bed=a+0b;

(c) Todos os vetores da forma (a + ¢,a — b, b+ ¢,—a + b).
Determine os valores de a para os quais {(a?,0,1),(0,a,2),(1,0,1)} é uma base do R3.

Encontre os valores de \ tais que o sistema homogéneo (A — A\,,)X = 0 tem solu¢do n3o
trivial e para estes valores de \, encontre uma base para o espaco solucdo, para as matrizes
A dadas:
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[0 0 1 [ 1 1 -2
() A=|1 0 -3 () A=|-1 2 1
(0 1 3 01 -1
(2 2 3 4 [ 1 2 3 4
02 3 2 0 -1 3 2
(b)A_OOll' (d)A_OOB?)
(000 1 (0 0 0 2
6.4.6. Sejam Vi = (2,1,3), Vo = (3,—1,4) e V5 = (2,6, 4).
(a) Mostre que Vi, V; e V3 sdo L.D.
(b) Mostre que Vi e V; sdo L.I.
(c) Qual a dimens&o do subespago gerado por Vi, V, e V3, [V4, Vo, V3.
(d) D& uma interpretagdo geométrica para o subespaco [V7, Vs, V3].
6.4.7. Dados V; = (1,1,1) e V5 = (3, —1,4):
(a) Os vetores V; e V5 geram o R®? Justifique.
(b) Seja V3 um terceiro vetor do R®. Quais as condicBes sobre V3, para que {Vy, V5, V31 seja
uma base de R3?
(c) Encontre um vetor V3 que complete junto com V; e V5 uma base do R?.
6.4.8. Seja W o subespaco de R? formado pelos vetores V = (z,y, z) tais que = + 2y + 4z = 0.
Obtenha uma base {V1, V5, V3} de R? tal que Vi e V5 pertencam a W.
6.4.9. Mostre que os polindmios 1,2 — 1, 22 — 3z + 1 formam uma base de P,. Exprima o polinémio

222 — 5x + 6 como combinac3o linear dos elementos desta base.
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6.4.10.
6.4.11.

6.4.12.

6.4.13.

6.4.14.

Em C°[—m, ], encontre a dimens3o do subespaco gerado por 1, cos 2, cos? z.

Seja W, o subespaco de P3 que consiste de todos os polindmios p(t) tais que p(0) = 0, e
seja Wy o subespaco de P3 dos polindmios ¢(t) tais que g(1) = 0. Encontre bases para
(a) Wy; (b) Wy; (c) Wy N W,.

Determine uma base e a dimensdo de cada um dos subespacos de M,,,, abaixo:

(a) Matrizes simétricas.

(b) Matrizes anti-simétricas.

(c) Matrizes de trago zero.

(d) Matrizes que tém a primeira linha igual a dltima coluna.

(e) Matrizes em que a soma dos elementos da primeira linha é igual a soma dos elementos

da ultima coluna.

Para a € R fixado, determine a dimensao do subespaco de P,, definido por

{p € Pu|pla) = 0}.

Exercicios usando o MATLAB

(a) Defina os vetores Vi=[1;2;3], V2=[3;4;5] e V3=[5;6;7]. Defina o vetor
V=randi(3,1). Verifique se V é combinacdo linear de V1, V2 e V3.

(b) Defina M=randi(3,5). Verifique se os vetores definidos pelas colunas de M sdo combi-
nacao linear de V1, V2 e V3. Tente explicar o resultado.

(c) Verifique se V1, V2 e V3 s3o linearmente independentes. Se eles forem linearmente
dependentes, escreva um deles como combinacdo linear dos outros e verifique o resultado.
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6.4.15.

6.4.16.

6.4.17.

6.4.18.

6.4.19.

6.4.20.

6.4.21.

Defina A=randi (3,2)*randi(2,5,2). Verifique se as colunas de A s3o linearmente indepen-
dentes. Se elas forem linearmente dependentes, escreva trés das colunas de A como combi-
nacdo linear das outras duas.

Defina a matriz A=randi (4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas colunas
de A. Extraia das colunas de A uma base para este subespaco.

Defina a matriz A=randi (4,2). Verifique que as colunas de A s3o L.l. Considere o conjunto
formado pelas colunas de A. Complete este conjunto até obter uma base do R*.

(a) Defina a matriz A=randi(4,3)*randi(3,5,2). Considere o subespaco gerado pelas
colunas de A. Obtenha uma base para este subespaco, cujo primeiro vetor é a soma das
duas primeiras colunas de A.

(b) Defina a matriz B=A*randi(5,2). Sejam V1, V2 as colunas de B, complete a uma base
do subespaco gerado pelas colunas de A.

Exercicios Teoricos

Se Vi, Vs, e V3 sdo vetores do R* e W € o subespaco gerado por Vi, V5 e Vi, entdo dimensdo
de W é igual a 37

Suponha que { X1, Xs,..., X,,} é uma base do R". Mostre que se A é uma matriz n X n ndo
singular, entdo {AX;, AX,,..., AX,} também é uma base de R". E se A for singular?

Mostre que se V e W s3o subespacos do R? de dimens3o 2, entdo VAW # {0}. O mesmo seria
verdade se estes fossem subespacos do R*? (Sugestdo: x1V) + 2o = 1 Wi + 1. Wo € VN'W
se, e somente se, T, V] + x3Vo — y1 Wi — yoWo = 0.)
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6.4.22.

6.4.23.

6.4.24.

6.4.25.

6.4.26.
6.4.27.

Seja X um conjunto infinito. Para cada a € X, seja f, : X — R a fungdo tal que f,(a) =1
e fo(x) =0, se x # a. Mostre que o conjunto G C F(X;R) formado por estas fungdes é
linearmente independente. Mostre ainda que G ndo gera F(X;R).

Sejam W, e Wy subespacos de dimensdo finita. Seja V. =W, + W,. Mostre que V é soma
direta de W; e W, se, e somente se, dim(V) = dim(W;) 4+ dim(W5).

Sejam W; e W5 subespacos de um espaco vetorial V.

(a) Seja V.=W; & Wy. Se By é uma base de W; e B, é uma base de Wy, mostre que
BiNBy=@eB;UBy é uma base de V.

(b) Reciprocamente, se B; e B, sdo bases disjuntas de W; e W, respectivamente e 3, U B,
é uma base de V, mostre que V=W, & W,.

Seja V um espaco vetorial de dimensao finita. Mostre que se W; é um subespaco de V, entdo
existe um subespaco Wy, tal que V=W, & W,.

Mostre que {2,z + 1,z%+1,...,2" +1,...} é uma base para P = R|z].

Mostre que {z? 2%, ..., 2?",...} é uma base para o subespaco dos polinémios que satisfazem
p(—z) = p(z).
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Capitulo 7

Espacos com Produto Interno

7.1 Produto Escalar e Norma

7.1.1 Produto Interno
Produto Escalar em R-n

Vimos que podemos estender a soma e a multiplicacao de vetores por escalar para o R"”. Podemos
estender também os conceitos de produto escalar e ortogonalidade.

Definicao 7.1. Definimos o produto escalar ou interno de dois vetores X = (z1,...,2,) e
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Y = (y1,---,Yn) €R" por

XY:leyl—l—mng—F—Fl’nyn:szyz
=1

Exemplo 7.1. Sejam V = (1,-2,4,3,5) e W = (5,3, —1, -2, 1) vetores do R°. O produto escalar
entre V e W é dado por

V- = 1))+ (=2)3) + (4)(=1) + 3)(=2) + (5)(1) = —6.

Sdo viélidas as seguintes propriedades para o produto escalar de vetores do R™.

Proposicao 7.1. Se X,Y e Z sdo vetores de R" e o € um escalar, entdo
(a) ( X+Y)- Z=X-Z+Y -Z;
(b) (aX) Y =a(X -Y)=X-(aY),
(c) X - Y=Y X,

(d) Se X e R", X #£0, entdo X - X > 0.
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Demonstracao. Escrevendo os vetores como matrizes colunas, o produto interno de dois vetores
x1 Y1
X = : eY = : pode ser escrito em termos do produto de matrizes como XY = X'V

Tn Yn
Sejam X,Y,Z € R" e a € R. Usando as propriedades da &lgebra matricial (Teorema 1.1 na
pagina 9), temos que

Q) X - Y4+2)=X(Y+2)=XY+X'Z=X-Y+X-Z,

(b) a(X -Y) = a(XY) = (XY = (aX)'Y = (aX) - Y; a outra igualdade é inteiramente
analoga;

(c) X Y =XY =(XY)=Y'X =YX, pois X'V é uma matriz 1 x 1 que é igual a sua
transposta.

(d) Se X = (z1,...,3,) # 0, entdo z; # 0, para algum j. Entdo

X-X:xf+...+xi2x§>0.

Produto Interno

O conceito de produto escalar pode ser estendido n3o somente ao R™, mas também a espacos
vetoriais abstratos.

Definicao 7.2. Seja V um espaco vetorial. Um produto interno em V é uma fungdo que associa
a cada par ordenado de vetores V e W em V um escalar denotado por (V, W) satisfazendo os
seguintes axiomas:

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



348 Espacos com Produto Interno

a) Paratodosos VW, U e V, (V+U W) = (V,W)+ (U W),

(a)
(b) Para todos os V, W € V e todo escalar «, (aV, W) = a (V, W),
(c) Para todos os V,WW €V, (V,W) = (W, V), onde, se z = a+ib € C, entdo zZ = a — ib.
(d) Paratodo V € V.V #£0, (V,V) > 0.

Se estd definido um produto interno em V, dizemos que V é um espaco vetorial com produto
interno.

Observe que se o conjunto de escalares é o conjunto dos niimeros reais, entdo o axioma (c) é
equivalente a dizer que para todos VW € V, (VW) = (W, V).

Exemplo 7.2. Segue da Proposicdo 7.1 que (V, W) = V- W, para todos V, W € R™ é um produto
interno.

Exemplo 7.3. Seja V = C" o espaco vetorial sobre C das n-uplas de nimeros complexos. Vamos
mostrar que definindo

(X,)Y) = Zxkyk, para todos X = (z1,...,2,),Y = (y1,...,y,) € C"
k=1

temos um produto interno. Por exemplo, se X = (1,7) e Y = (1 +4,2), entdo

(X, Vy=1(1+4)+i2=1—i+2i=1+1.

Sejam X,Y, Z € C" e a € C.
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n n

@) (X+2Y)=> (me+2)0 = >_ (s + 2Tp) = (X,Y) +(Z,Y);

k=1 k=1

(b) (aX,Y) =Y ang, =a(X,Y);

(c) (X,Y) = Zxk@c = Zxk?k = Zyk@ = (Y, X);
k=1 k=1 k=1
(d) Seja X #0, (X, X) = aTu = Y _ |zl > 0.
k=1 k=1

Exemplo 7.4. Seja V = C%a,b] o espaco vetorial das funcdes reais continuas f : [a,b] — R.
Vamos mostrar que definindo

b
(f,g) = / f(t)g(t)dt, para todas as funcdes f, g € C°a, D]

temos um produto interno em V. Por exemplo, se f(t) = t,g(t) = e' € C°[0, 1], entdo

(f,g) = /0 te'dt = 1.

Os itens (a) e (b) seguem da linearidade da integral e o item (c) é bvio.
(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a,b], onde f? é limitada
inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim, (f, f) = ff(f(t))th > 0.
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Exemplo 7.5. SejaV = C%([a, ], C) o espaco vetorial sobre C das fun¢des continuas f : [a,b] — C,
definidas em [a, b] e tomando valores complexos. Vamos mostrar que definindo

b
(f,g) = / f(t)g(t)dt, para todas as funcdes f, g € C°([a,b],C)

temos um produto interno em V. Por exemplo, se f(t) = t,g(t) = e = cost + isent €
C°([0, 27], C), entdo

2 2
<f,g>=/ m@dtz/ wte dt =i
0 0

Os itens (a) e (b) seguem da linearidade da integral.

(c) (f9) = [, F@)g@®)dt = [, F()g(D)dt = [, g(t) F(e)dt = (g, ).
(d) Se f # 0, entdo, como f é continua, existe um subintervalo de [a,b], onde |f|* é limitada
inferiormente por um nimero maior do que zero. Assim, (f, f) = f: |f(t)|?dt > 0.

A partir dos axiomas de produto interno podemos provar outras propriedades.

Proposicao 7.2. Seja V um espaco com produto interno. S3o validas as seguintes propriedades:
(a) Para todos os VW, U € V, (V.W +U) = (V,W) +(V,U),
(b) Para todos os V,W €V e todo escalar o, (V,aW) = a(V,W);
(c) (V,V) =0 se, e somente se, V =0,

Demonstracao. Sejam V,W,U € V e a um escalar.
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@) (VVIW+U)=W+UV)=(W,V)+ (U V)=(V,IW)+(V,U);

(b) (V,aW) = (aW,V) = a (W, V) = a(W,V) =a(V.W),
(c) Se V # 0, entdo pela definicdo de produto interno, (V,V) > 0. Se V = 0, entdo
(0,0) = (a0,0) = «a(0,0), para todo escalar a. O que implica que (0,0) = 0. O

7.1.2 Normas

Assim como o produto interno pode ser estendido ao R™ e a espacos vetoriais quaisquer, a nocao
de norma ou comprimento de um vetor pode ser estendida ao R™ e a espacos vetoriais quaisquer.
Vamos definir a norma de um vetor ja em um espaco vetorial qualquer.

Definicao 7.3. Seja V um espaco vetorial. Uma norma sobre V é uma fungdo que associa a cada
vetor V' € V um nimero real denotado por ||V|| satisfazendo os seguintes axiomas:

(a) Paratodo V €V, |[V]| >0e||V] =0 se, e somente se, V = 0;
(b) Para todo escalar a, |[aV]|| = |af ||V]];
(c) Para todos os vetores V,W € V, ||V + W|| < ||V + [|[W]].

Se esta definida um norma em V dizemos que V é um espaco vetorial normado.
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Exemplo 7.6. Seja V = R". Vamos mostrar que definindo

n

X[l =) |zil, paratodo X = (1,...,2,) € R"
=1

temos uma norma. Por exemplo, se V = (1,—-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1), entdo
WVih=1+2+4+3+5=15 e |[W|i=5+3+1+2+1=12

(a) e (b) sdo verificados facilmente.

() [IX + Y[ =220 i+ gl < Doiy |l + 220 [l = [1Xx + [[Y]1

Assim, || - ||1 € uma norma em R".

Exemplo 7.7. Seja novamente V = R". Vamos mostrar que definindo

1 X]|oo = max |z;|, paratodo X = (21,...,x,) € R™
i=1,....,n

temos uma norma. Por exemplo, se V = (1,—-2,4,3,5) e W = (5,3,—1,—2,1), entdo
|V]|oo = max{1,2,4,3,5} =5 e [|[W||leo =max{5,3,1,2,1} =5.

(a) e (b) sdo verificados facilmente.

(c) Para cada 4, [z; + yi| <[] + |yi| < max(|a] + |y]) = max ;] + max [y;| = [|X[]oo + [[V]]c0-
O que implica que || X + Y| = max |z; + yi| < || X ||oo + [[Y]]o0-

Assim, || - || € uma norma em R".
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Proposicao 7.3. Seja V um espaco com produto interno. Definindo

V|| =+V(V,V), paratodoV €V

torna V um espacgo vetorial normado.

Demonstracdo. (a) Decorre da Definicdo 7.2 na pagina 347 (d) de produto interno e da Pro-
posicdo 7.2 na pagina 350 (c).

(b) llaV]l = v{aV,aV) = V/]a? (V.V) = [a[\/(V,V) = |af |[V]].

(c) Vai ser provado na Proposicdo 7.5 na pagina 357.

Vamos, agora, estender a espacos com produto interno o conceito de ortogonalidade.

Ortogonalidade

Definicao 7.4. Seja V um espagco com produto interno.

(a) Dizemos que um subconjunto X de V é ortogonal se para todo par V e W de elementos
distintos de &X', (V,WW) = 0. Neste caso dizemos que os elementos de X sio vetores
ortogonais.

(b) Se ||V]| =1, dizemos que V' é um vetor unitario.
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(c) Dizemos que um subconjunto X’ de V é ortonormal se X' é um conjunto ortogonal consistindo
de vetores unitarios.

Exemplo 7.8. O conjunto {W; = (1,1,1), Wy = (—1,1,0), W3 = (—1,—1,2)} de R? é ortogonal.
“Dividindo” cada vetor pela sua norma obtemos o conjunto

1
{Ul = _(17 ]-7 1)7 U2

—1,1,0),Us =
\/g ( ) 3

1 1
-5 Z(-L-12)

que é ortonormal.

Exemplo 7.9. Seja V = C°[0, 27| com o produto interno definido por

1 2w

(f,g) == [ f(t)gt)dt.

™ Jo
Vamos mostrar que o conjunto

B ={1/V2,cost,sent,cos2t,sen2t,... cosnt,sennt,...}

é ortonormal. A funcdo constante 1/\/§ é claramente um vetor unitdrio e ortogonal as outras
fungdes do conjunto.

1 2 1 2
(cosnt,cosmt) = — / cos nt cos mtdt = Py / [cos(m + n)t + cos(m — n)t]dt
7 Jo T Jo

= 0, sem#n.
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2m 2
(sennt,senmt) = % / sennt sen mtdt = Dy [— cos(m + n)t + cos(m — n)t|dt
0 0
= 0, sem#n.
1 2T 1 2
(cosnt,senmt) = - / cos nt sen mtdt = o / [sen (m + n)t +sen (m — n)t|dt =0
1 027r 1 2m ’
(cosnt,cosnt) = — / cos® ntdt = — / [1 + cos2nt]dt =1
T Jo 2m Jo
1 27 1 2w
(sennt,sennt) = —/ sen’ntdt = —/ [1 — cos2nt]dt =1
T Jo 2m J,

Exemplo 7.10. Seja V = C?([0, 27], C) o espaco vetorial das fungdes continuas do intervalo [0, 27]
com valores complexos munido do produto interno

(f,9) = L F(t)g(t)dt.

2m Jo

Vamos mostrar que o conjunto C = {f,,(t) = ™ = cosnt + isennt | n € Z} é ortonormal.

1 2T o 1 o '
<fn7 fm> - — emtezmtdt - ez(n—m)tdt
21 Jo 2m Jo
1 (n—m m
- 27r(n—m)e( Mo=0, sen#m.
1 2 S — 1 o
nyJn = Memtdf = — 1dt = 1.
I e = /0

Em um espago com produto interno podemos definir a projecao ortogonal de um vetor V' sobre
um vetor ndo nulo W por
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<v,W>)W_

projy V = (
v W2

Observe que a projecdo ortogonal de um vetor V' sobre um vetor ndo nulo W é um miltiplo
escalar do vetor . Além disso temos o seguinte resultado.

VeoprojwV..., i
v
: \%4 V —projy V'
projyy V. - w - projy V w
— . --——

Figura 7.1: Projecao ortogonal do vetor V' sobre o vetor W

Proposicao 7.4. Seja V um espago vetorial com produto interno. Seja W € V um vetor ndo nulo.
Entdo, V — projy, V' € ortogonal a W, para todo vetor V € V.
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Demonstracao. Precisamos calcular o produto escalar de V' — projy,V com W:

(V. W)
W[

(v = proi VoW = ) = (i ) ww) =o

Portanto, V' — projy, V' é ortogonal a 1. O
Observe que se W é um vetor n3o nulo, entdo para todo vetor V,

V = (V — projy V) + projy, V.

Assim, pela Proposicao 7.4, V' pode ser escrito como uma soma de dois vetores ortogonais.

Proposicao 7.5. Seja V um espaco com produto interno. Sejam V,W € V.
(a) Se V e W sdo ortogonais, entdo ||V + W||> = ||V||* + ||W||* (Teorema de Pitdgoras);
(b) | (V,W) | <||V|||IW]| (Desigualdade de Cauchy-Schwarz),

(c) ||V +W|| <||VI||+ [IW]| (Desigualdade triangular);

Demonstracao. Sejam V,WW € V.

@) VW[ = (V+ W,V +W) = (VV)+(V, W) +(W, V) +(W, W) = [|[V[+2R (V, W) +
|||, onde R(a + ib) = a. De onde segue o resultado.
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(b) Se W = 0, entdo |[(V,W)| = 0 = |[V]||||W]|. Se W # 0, entdaio V = X + Y, onde
X =projyV eY = (V —projy V). Pela Proposicdo 7.4 X e Y s3o ortogonais. Assim, pelo
item anterior, ||V||? = || X||> + ||Y||?. Portanto, || X]|] < ||V||. Mas

(V. W)

|1 X]] = [lprojw V|| = —rm—
v W

De onde segue o resultado.

(c) Pelo item anterior temos que

V+WIP = (V+WV+W) =V +2R(V. W) +[|[W]|]*
IVIF +2[(v.w) |+ [[W]]?
VI + 2 VI + W

(VI + W)

IN A IA

Tomando a raiz quadrada, segue o resultado.
O

Podemos, agora, estender o conceito de angulo entre vetores para elementos de um espago
vetorial com produto interno. Definimos o angulo entre dois vetores nao nulos V e W como
sendo o nimero real # entre 0 e 7 tal que

(V. W)
VI

cosf =

Segue da desigualdade de Cauchy-Schwarz que o angulo 6 esta bem definido (verifique!).
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Proposicao 7.6. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Se X é um subconjunto de V
de vetores ortogonais ndo nulos, entdo X é um conjunto linearmente independente (L.1.).

Demonstracao. Sejam Vi,..., V} vetores quaisquer de X. Considere a equagdo vetorial
o Vi+... +x2:Vp=0. (7.1)
Fazendo o produto escalar de ambos os membros de (7.1) com V;, i = 1,...,k e aplicando as

propriedades do produto escalar, obtemos
vy (Vi, Vi) + .o+ (Vi, Vi) + o+ o (Vi Vi) = 0. (7.2)
Mas, (V;,V;) =0, se i # j. Assim, de (7.2) obtemos que
zi| [Vi|[* = 0.

Mas, como V; # 0, entdo ||V;|| # 0 e assim z; =0, parai =1... k. O

Proposicao 7.7. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja X é um subconjunto
ortogonal de V. Se V' € [X], entdo existem Wy,..., W, € X tal que

— (V,W;)
— W,
Z ||[W3] |2

=1
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Demonstracao. Seja V' € [X]. Ent3o existem vetores Wy,..., W, € X e escalares ay,...,q,
tais que

n

i=1
Fazendo o produto escalar de V' com W, para j = 1,...,n, obtemos que

Wy = <Zaiwi,wj> =3 (W W) = ag 15
=1 =1

De onde segue o resultado. O

Definicao 7.5. Seja X um subconjunto ortonormal de um espaco vetorial com produto interno
V. Para todo V € V chamamos de coeficientes de Fourier de IV em relacdo a X os escalares
<V: U)\>, para U, eX.

Exemplo 7.11. Seja V = C°([0,27],C). Vamos calcular os coeficientes de Fourier da fun¢do
f(t)=temrelagioa C = {f,(t) = e™ = cosnt+isennt | n € Z}. Usando integracio por partes,
temos que

(o fo) = = /%tdt (Fof) = = /2’}—- = /Qﬂt_i”tdt L, 40
= — = , e sy Jn) = =— e = — e :_Z, ara n .
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Exemplo 7.12. Existe uma relacdo entre os coeficientes de Fourier de uma fungio f € C°[0, 27|
em relacdo ao conjunto B = {1/v/2,cost,sent,cos2t,sen2t, ..., cosnt,sennt, ...} do Exemplo
7.9 na pagina 354 e os coeficientes de Fourier da fun¢do f em relagdo ao conjunto C = {f,.(t) =
e’™ = cosnt + isennt | n € Z} do Exemplo 7.10 na pagina 355.

Sejam ¢, = (f, f,) os coeficientes de f em relacio a B, ag = (f,1/V2), a, = (f,cosnt) e

b, = (f,sennt) os coeficientes de Fourier de f em relagdo a C. Ent3o,

V2

co = ([ fo)= TCLO (7.3)
cn = (f, fu) = (f,cosnt +isennt) = %(an — iby) (7.4)
¢ = %(an +iby) =, (7.5)

para n > 1. Por outro lado, de (7.3) e (7.4) segue que
ap = V2, a,=2R(c,) e b, =—-2%c,),

para n > 0. Ou seja, a, € igual a 2 vezes a parte real de ¢, e b, é igual a —2 vezes a parte
imagindria de ¢, para n > 0. Assim, os coeficientes de Fourier de f(t) =t € C°[0,27] em relag3o
ao conjunto B sdo ag = v2m,a, =0e b, = —2/n.

Seja V um espacgo vetorial com produto interno. Dizemos que B é uma base ortogonal, se B
é uma base de V que é ortogonal. Dizemos que B é uma base ortonormal, se B é uma base de V
que é ortonormal.

Exemplo 7.13. A base candnica do R", que é formada pelos vetores F; = (1,0,...,0), Fy =
(0,1,0,...,0), ..., £, =(0,...,0,1) é uma base ortonormal do R".
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7.1.1.

7.1.2.

7.1.3.

7.1.4.

7.1.5.

7.1.6.

7.1.7.

7.1.8.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 568)

Sejam X = (1,1,-2) e Y = (a,—1,2). Para quais valores de a, X e Y sdo ortogonais?

Sejam X = (1/v/2,0,1/v/2) e Y = (a,1/+/2,—b). Para quais valores de a e b, o conjunto
{X,Y} é ortonormal?

Encontre os coeficientes de Fourier de V' = (1,2,0) em rela¢do a

B={Ui = =(1L.1.1).Us =

Seja V = CO([O,QW],?). Seja C = {fn.(1)

Fourier da fungdo f(t) = t* em relac3o a C.

(“1,1,0),U3 = ——(~1,-1,2)}.

1
V2 NG

e™ | n € Z} C V. Calcule os coeficientes de

Exercicios Teoricos

Mostre que se (X, V) = (X, W) para todo vetor X, entdo V =W,

Mostre que se V' é ortogonal a Wy, ..., W}, entdao V' é ortogonal a qualquer combinacao linear
de Wl,...,Wk.
Mostre que o conjunto de todos os vetores de V (espaco com produto interno) ortogonais a

um dado vetor V, {X € V| (X, V) =0} é um subespago de V.

Sejam V e W vetores de um espaco com produto interno V. Prove as identidades polares:
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7.1.9.

7.1.10.

7.1.11.

(@) (VW) = 1([[V+W]|]? = ||V — W]||?), se o conjunto de escalares é o conjunto dos
ndmeros reais.

(b) (VW) = 1 ([[V+WI? = ||V = W[]?+||V + iW|]> —i|][V — iW]]?), se o conjunto
de escalares é o conjunto dos niimeros complexos.

(Sugestdo:  desenvolva os segundos membros das igualdades acima observando que
WV+W[PP=V+WV+W)e||V-W|2=(V-WV-W))

Prove a lei do paralelogramo para vetores V' e W de um espaco com produto interno V:

IV + WPV =W =2(VI*+ W)

(Sugestdo:  desenvolva o primeiro membro da igualdade acima observando que
WV+W[P=V+W,V+W)e||V-W|2=(V-WV-W))

Seja {Uy,...,U,} uma base ortonormal de R". Se A =[U; ... U, ] é uma matrizn x n

cujas colunas s3o os vetores Uy, ..., U,, entdo A é invertivel e A~! = A’. (Sugestdo: mostre
que A'A=1,.)

(Identidade de Parseval) Seja X um subconjunto ortonormal de um espago com produto
interno V. Se VW € [X], entdo existem vetores Uy, ..., U, € X tais que

n

(V,W) = (V,Ui) (U, W).

k=1

(Sugestdo: use a Proposi¢do 7.7 na péagina 359.)
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7.2 Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais

7.2.1 Bases Ortonormais

prrojleﬁp'fbj‘;‘;QV' eV

Figura 7.2: V —projy, V —projy,V € ortogonal a W, e a W,

O préximo resultado, cuja demonstracdo deixamos como exercicio para o leitor, é uma generali-
zacao da Proposicao 7.4 na pagina 356.

Proposicao 7.8. Sejam Wi, Wy, ..., W, vetores ortogonais nao nulos de V, entdo para qualquer
vetor V', o vetor V — projy, V — ... — projy, V € ortogonal a Wy, parak =1,...,n.
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Demonstracao. Vamos calcular o produto interno de V' — projy,V — ... — projy, V' com W,
para j =1,...,n, e ver que da zero.

o (VW) (V.W))

<V N ZprOJWk‘/’Wj> = (V,W;) - Z AR (Wi, Wj) = (VW) — ||W||]2 (W;,W;) =0,
k=1 k=1 J

pois (W, W;) =0, se j # k. O

Vamos mostrar a seguir, que a partir de uma base qualquer de um espaco com vetorial com produto
interno podemos encontrar uma base ortonormal com a propriedade de que o primeiro vetor da nova
base seja paralelo ao primeiro vetor da base antiga. Nas Figuras 7.3 e 7.4 vemos como isto é possivel
no caso em que o espaco é o R3.

Teorema 7.9. Seja {Vi,...,V,} uma base de um espaco com produto interno V. Entéo, existe
1

uma base {Uy,...,U,} de'V que é ortonormal e tal que U, = (m) Vi.
1

Demonstracao. Usaremos o chamado processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt para
construir uma base ortogonal. Depois “dividiremos” cada vetor da base encontrada pela sua norma,
de forma a obtermos vetores ortogonais de norma igual a um.

(a) Sejam
Wl = ‘/1 )
Wy = Vo —projy,Va,
Wi = V3 —projy, Vs —projy,Vs,
W, = Vu—projy, Vo —projy, Vo ... — projy, _ Va.
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Pela Proposicdo 7.4 na pagina 356, segue que Ws é ortogonal a W, e W, # 0, pois V] e V4
sdo L.I. Assim, W, e W, formam uma base ortogonal do subespaco gerado por V; e V,. Agora,

supondo que Wy, ..., W,,_1 seja uma base ortogonal do subespaco gerado por Vi,...,V,,_1
segue da Proposicio 7.8 que W, é ortogonal a W, ..., W,_1. W, # 0, pois caso contrério, V},
pertenceria ao subespago [Wy, ..., W, 4] = [V4,...,V,_1]. Como Wy,..., W, sdo ortogonais

nao nulos, pela Proposicao 7.6 na pagina 359, eles sdo L.I. e portanto formam uma base do
subespaco W.

Sejam, agora

1 1 1
0= () W Ge= () W oo U= () W
) W] W

Assim, {Uy,...,U,} é uma base ortonormal para o subespaco W.

O

Exemplo 7.14. Seja V = R3. Considere a base formada pelos vetores V; = (1,1,1), V5 = (0,0, 1)

e Vs

= (1,0,0). Vamos encontrar uma base ortonormal para V cujo primeiro vetor seja miiltiplo

escalar de V. Sejam

w, = Vi=(1,1,1)

. (Va, W) 1 |
Wy = Vi— Vo=Vo— (200 )y — (0,0,1) — ~(1,1,1) = (—=, — =, =
o = VeV = i - () = 0,00 - g = (53 0)
W = Vi~ proiy, Vs — proj,Vs

1 1 1 12 1 1
- (1,0,0)——(1,1,1)—i

3 23 33y~ 50
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W3 =
Va—proju, V3
‘ —projyy, Vs
V3 ’ Vs
® s
Wo =
Wi=hn %}:rojwl% : We .
- - — Iy
. — projy, Vs projyy,Va
projy, V2 =V ,
projyy, V3 +projy, V3
Figura7.3: W, = Vi e Wy = Vo—projy, Va Figura 7.4: W3 = V3—projy, Va—projy, Vs

Como ||[W4]] = V3, [|Wall = \/2/3, |[Ws]| = 1/\/§ temos que

B 1 V3 V3 V3

B 1 V6 V6 VB
= () % e

B 1 W — \/i_\/?
U= (I|W3H) =G0

7.2.2 Aplicacao: Polinbmios de Legendre
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Exemplo 7.15. Vamos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt a base B =
{1,z,...,2", ...} de P = R[z] com relagdo ao produto interno

(p,q) = /_ 1 p(t)q(t)dt.

1

po(z) = 1,

ple) = o (profye) (0) =2 = S (a) =

pa(x) = a® = (projy,a®) (z) — (proj,,z*) (z)
2 (2% po) (2%, p1) oo 1 oy 1
x —WPO(SU)—Wm(:E)—x —gpo(:c)—o_:c -3

Se continuarmos desta forma n3o encontraremos uma férmula para p,(z). Vamos encontrar uma
tal férmula de outra maneira. Para isso defina
dn
_ 2 n
qn(x) (= —1)". (7.6)

dan

(a) O conjunto {g, | n=0,1,...} é ortogonal. Com efeito, se m < n, entdo

m m 1 m
<qn7 Qm> = Z o793 <Q7u xk> - Z ak/ Qn(t)tkdt - Z ag0 =0,
k=0 k=0 -1 k=0
Fw
pois se, w,(t) = (t* — 1)", entdo dtkn se anulaem ¢t ==+1, para k=0,1,...,n— 1.
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(b) Como dim(P,) = n + 1, entdo, pela Proposicdo 7.6 na pagina 359, qo, ..., q, formam uma
base de P,,. Assim, se p € P,,_1, entdo

(D) = <"Z_: Oéka,Qn> = ni:ak (Qk, qn) = 0. (7.7)

Como, também, po, ..., p, formam uma base ortogonal de P,,, entao pela Proposicao 7.7 na
pagina 359 temos que

n

3 (G k) (G Dn)

Pr = Dn-
|k |[? |[pall?

Ou seja, ¢, € um mdltiplo escalar de p,,. Comparando os coeficientes dos termos de grau n
em p, e g, concluimos que

qn =
k=1

n!
Portanto os polinémios p,, que s3o obtidos aplicando-se o processo de ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt aos polinémios {1,z, 2%, ...,z", ...} s3o dados por
nl d*
n(r) = ————(x* = 1)". 7.8
Pole) = G @~ 1) (78)
Podemos também obter uma férmula para p,.1 em fungdo dos polindmios anteriores. Para isso,
vamos escrever xp,(x) em termos de py, ..., pni1, usando a Proposicdo 7.7 na pagina 359.
S (@Pn, Pr) _ (Pos TPR)
ny Mk ny k
xpn(x) = ankpr(x), onde au = = . (7.9)
,; [lpx |2 [Ipx| >

Os coeficientes «,,, = 0, para kK < n — 1, pois neste caso xp; € P,_1 € da mesma forma que
em (7.7) p, é ortogonal a todo polinédmio de P, _;. O coeficiente a,,, = 0, pois (p,(z))? é uma
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funcao impar. O coeficiente a,,(,4+1) = 1, pois os coeficientes de grau n + 1 nos dois membros de
(7.9) sdo iguais a 1. Por fim,

<pn7xpn—1> O'/(bel)annH2 ||pn||2
Qn(n—1) = = = (7.10)
S [P | Py E N [ P
Vamos calcular ||p,||. Seja w,(t) = (t* — 1)". Entdo T Se anula em ¢t = +1, para k =
0,1,...,n— 1. Por isso, temos que
1 on, 1 1 2
d"w,, d"w (n!)
S tdt=(2n)! [ (1—8)"dt = (2n)! [ (1—8)"(1+t)"dt = =——2>"+!
| G = [ == ey [ a-oraera = 3

e usando (7.8), temos que

'\ [tdr " I \? (n)?2 2n41(,,1\4
<pmpn> = n— / d Yn d wndt = n (n) 227L+1 — 2 (TL)
@2n)t) J_y dtr ditn (2n)!) 2n+1 (2n + 1)[(2n)1]?2

Assim,

V227 (n!)?

nil =V \PnyPn) — 07— - 7.11

Substituindo-se (7.11) em (7.10) e, os valores de a,,;; encontrados, em (7.9), obtemos uma férmula
de recorréncia que dd o polindmio p,, 1 em funcdo de p, e p,_1:

n2

2n+1)(2n —1)

Pry1(T) = xpy(T) — ( Pr-1(2).
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V227 (n!)?
Vv2n +1(2n)!

Como ||p,|| = , entdo os polindmios

L L P L i R (7.12)

2n(p!)2" T onpl dgn

2
P,l| =4/ . 1

Os polinémios P, sdo chamados polindmios de Legendre e aparecem também no estudo de certas
equacoes diferenciais.

Pu(z) =

possuem norma dada por

po(z) =1 Py(z)=1

p(z) =1 P (z) ==

po(x) = 2% — 5 Py(z) = 5(32% — 1)

p3(x) = 2% — %x P3(x) = %(5x3 — 3z)

pa(x) = a* — 82 + & | Py(a) = £ (352" — 3027 + 3)

7.2.3 Complemento Ortogonal

Se V' é um vetor n3o nulo de R?, o conjunto dos vetores que s3o ortogonais a V, é um plano que
passa pela origem e tem V' como vetor normal. Neste caso dizemos que o plano é o subespaco
ortogonal a {V'}.
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Definicao 7.6. Seja S um subconjunto n3o vazio de um espaco com produto interno V. O com-
plemento ortogonal de S, denotado por S+, é o conjunto de todos os vetores de V que s3o
ortogonais a todo vetor de §. Ou seja,

St={X €V]| (X,Y)=0paratodo Y € S}.

O conjunto S+ é um subespaco, mesmo quando S n3o o é.

Proposicao 7.10. Seja S um subconjunto ndo vazio de um espaco vetorial com produto interno.
Ent3o, o conjunto S+ é um subespaco.

Demonstracao. Vamos verificar as propriedades (0) e (0') do Teorema 6.3 na pagina 288.
(0) Sejam X; e X, vetores de S*. Ent3o,

(X1 4+ X0, Y)=(X1,Y)+(X2,Y)=0+0=0, paratodoY € S.
(0') Seja X € S* e o um escalar. Entio,

(aX,)Y)=a(X,Y)=a0=0, paratodoY €S.

Exemplo 7.16. Se S = {0} C V, entdo St =V. Se S =V, entdo S+ = {0}.
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Exemplo 7.17. Seja S = {N} C R", onde N = (a4, ...,a,). Entéo,
ST={X=(21,...,7,) ER" | ay21 + ... + apz, = 0},

que é um hiperplano que passa pela origem.

Exemplo 7.18. Seja S = {Vi,...,V,,} C R" onde Vi = (ai1,...,a1n),...,Vin =
(@m1,- -, Qmp). Entdo,

ST={XeR"|AX =0}, onde A= (ai)mxn-

Se S = W é um subespaco de dimens3o finita, além de W+ ser um subespaco, é vélido o
seguinte resultado.

Proposicao 7.11. Sejam W um subespaco de dimensao finita de um espaco vetorial com produto
interno V.e W+ o seu complemento ortogonal. Ent3o:

V=WaoW+: e (WHt=wW

Demonstracdo. Vamos, em primeiro lugar, mostrar que V. = W & W+. Para isso, vamos mostrar
que todo vetor de V se escreve como soma de um elemento de W com um de W+ e que WNW+ =
{0}. Seja W1y,..., W, uma base ortogonal de W. Seja V' um vetor qualquer de V.

Defina W = projy, V +...+projy, V. Pela Proposicao 7.8 na pagina 364, o vetor U = V — W
é ortogonal a Wy, para k = 1,...,n. Logo, U é ortogonal a todo vetor de W e portanto U € W+.
Assim, V=W +U,comW € We U € W+
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Além disso, se V€ WN W, entdo (V,V) = ||V||> = 0. Portanto V =0 e WN W = {0}.

Vamos mostrar, agora, que (W+)+ = W. Todo elemento de W claramente pertence a (W)=,
Assim, W C (W)L, Falta mostrar que (W+)t C W. Seja V € (W+)L. Entdo, V =W + U,
onde W e WeU e WL, Assim,

0=(V,U) = (W +U,U) = (W,U) +(U,U) = (U,U) = |U]]*.
Consequentemente, U = 0. Assim, VV € W e (W1)+ C W. Portanto, (W+)1 = W. O

Seja W um subespaco de dimensao finita de um espaco vetorial com produto interno V. Dado
um vetor V' € V, em virtude da Proposicdo 7.11 existe uma tinica decomposicao V =W 4 U, com
W eWeUe€ W O vetor W é chamado projeciao ortogonal de V no subespaco W e é
denotado por projyV .

Se {W1,...,W,} é uma base ortogonal de W, entdo decorre da demonstracdo da Proposicdo
7.11 que

projywV = projy, V + ... + projy. V|

Além disso, se {Ui,...,U,} é uma base ortonormal de W, entdo

projwV = (V,U)YU1 + ...+ (V,U,) U, |

Lembramos que (V,U;),...,(V,U,) sdo os coeficientes de Fourier de V' em relagdo ao conjunto
{U1,...,U,}.

Exemplo 7.19. Seja W o subespaco de R* gerado pelos vetores V; = (1,0,0,0), V» = (1,1,0,0),
Vs = (—4,—4,1,1). Seja V = (—2,—4,0,2). Vamos encontrar W € W e U € W tais que
V =W + U. Basta tomarmos W = projyV e U =V —W.
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Para encontrar esta decomposicao vamos aplicar o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
aos vetores Vi, V5 e V3 obtendo Wy, W5 e W3 uma base ortogonal de W.

WIZ‘/la W2:‘/2_prOjW1‘/2:(07170a0>a
W5 = Vs — projy, Vs — projy, Vs = (0,0,1,1).
Assim,

W = projwV = projy, V +projy, V +projy,V = (=2,-4,1,1) e U=V -W =(0,0,-1,1)

Exemplo 7.20. Seja f(t) =t € C°[0,2x]. Para cada n > 0, seja
W, = [fo(t) = 1/V/2, fi(t) = cost, fo(t) = sent, ..., fon_1(t) = cosnt, fo(t) = sennt].

Vamos calcular projy, f. Ja mostramos no Exemplo 7.9 na pagina 354 que B =
{1/V/2,cost,sent,..., cosnt,sennt,...,} é um conjunto ortonormal. Assim,

projy, f = projs, f + ...+ projy, f = (f, fo) fo+ ...+ (f, fan) fon-

Mas, (f, fx) € o coeficiente de Fourier de f em relagdo ao conjunto B, que ja calculamos no Exemplo
7.12 na pagina 361. Portanto,

n

(projyw, f) (t) = — Z % sen kt

k=1

Exemplo 7.21. Seja f(t) = e' € C°[—1,1]. Seja P, o espaco dos polindmios de grau menor ou
igual an, paran =0,1,2,.... Vamos calcular proj, f. Para isso precisamos de uma base ortogonal
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para P,. Ja mostramos no Exemplo 7.15 na pagina 368 que os polindmios de Legendre P, formam
uma tal base. Assim,

] 1 : fap f)Pn
projp, f = projp,f + ...+ projp, [ = <HP0|T2> Po+ ...+ <||P |’2>Pn

De (7.12) e (7.13) na pégina 371 temos que

(f,P,) = ! /1 etﬁ(ﬁ—l)"dt— L/1 et (1 —tH) dt
ol ) T da ~onpl

1

2
L —
2n+1
Assim para n = 1,2, 3, temos que
. e—e ! 1
(prOJplf) (t) = 5 +3e 't
— ! he — 35¢7!
(projp,f) () = —5— + 34— (3 — 1)
—e ! 5e — 35e~ ! 35e — 259¢~!
(projp, f) (t) = = 26 43t %(3# —1) - %(5& — 31)

7.2.4 Aplicacao: Distancia de um Ponto a um Subespaco

No R? a distancia de um ponto Py a um plano 7 : ax + by + cz + d = 0, é definida como a menor
distancia entre P, e um ponto P do plano. Escrevemos:

dist(Py, ) = min ||Po — P
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Esta distancia é atingida para um ponto () tal que Py — () é perpendicular ao plano. Assim,
dist (o, ) = min || Py — PI| = || Py — Q.

onde () € 7 é tal que Py — () é perpendicular 7.
A mesma coisa ocorre com subespacos de dimensao finita de um espaco vetorial com produto
interno V. Sejam W um subespaco de V e V € V. Definimos a distancia de V' a W como

dist(V, W) = )rglel{lv |V — X]J.

Teorema 7.12. Seja V um espaco vetorial com produto interno. Seja W um subespaco de di-
mensao finita de V. ParacadaV € V

&MWWUZQQWLﬂWFﬁW—WWWW:VNWP—WWMWP

Demonstracdo. Pela Proposicio 7.11, V= W & W+. Seja V € V fixo. Entio, existe uma (nica
decomposicao de V' como
V=W+U,

onde W = projyV € We U =V — projyV € Wt. Seja X um vetor qualquer de W. Pelo
Teorema de Pitdgoras (Proposicdo 7.5 na pagina 357) temos que

IV = X[ =[[(V = W)+ (W = X)[]P = |V = WI[]* + W - X]]*, (7.14)

poisV —-W=UcWteW -XecW.
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Variando X em W, vemos de (7.14) que o minimo de ||V — X || ocorre somente para X = W,
ja que ||W — V||? permanece fixo em (7.14) quando variamos X em W. Portanto,

min ||V — X[ = ||V = projy, V|| = V[V[[2 — [|projy, V||
ew
A ldltima igualdade segue novamente do Teorema de Pitagoras (Proposicdo 7.5 na pagina 357). [

Exemplo 7.22. Seja W o subespaco gerado pelos vetores V; = (1,0,0,0), V5 = (1,1,0,0), V5 =
(—4,—4,1,1). Seja P = (—2,—4,0,2). Vamos encontrar a distancia de P a W. Vimos no Exemplo
7.19 na péagina 374 que

Q = projwP = (—2,—4,1,1).

Portanto,

dist(P, W) = min [P — X[| = [| P — projy P[| = VIIPI[? = [[projy P|I? = v24 = 22 = V2.

Exemplo 7.23. Seja f(t) =t € C°[0, 27]. Seja
W, = [fo(t) = 1/V/2, fi(t) = cost, fo(t) = sent, ..., fan_1(t) = cosnt, fo,(t) = sennt],

paran = 0,1,2,... Vamos calcular dist(f, W,,). J& mostramos no Exemplo 7.9 na pagina 354 que
B = {1/y/2,cost,sent,..., cosnt,sennt,...,} é um conjunto ortonormal. Assim,

n

(dist(f, W,.))% = [I£11> =) llproj,, fIP = lIF11* =D (fis £)°
k=0

k=0

Mas, (f, fx) é o coeficiente de Fourier de f em relagdo ao conjunto B, que j4 calculamos no Exemplo
7.12 na pagina 361 e
872

1 2m
e AR
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Portanto,

(dist(f, W,)? = 2 — 272 — Z =3
=1

Exemplo 7.24. Seja f(t) = ¢! € C°[—1,1]. Seja P, o espaco dos polindmios de grau menor ou
igual a m, paran = 0,1,2,.... Vamos calcular dist(f,P,). Para isso precisamos de uma base
ortogonal para P,,. J& mostramos no Exemplo 7.15 na pdgina 368 que os polinémios de Legendre
P, formam uma tal base. Assim,

n n P)\?
(dist(f,Pa))? = [I£II* = llprojp fIP = 1P =) (<|]|C}> ||>> '
k=0 !

k=0

De (7.12) e (7.13) na pégina 371 temos que

(P = — /1 dn<2—1)ndt—i/1 1 — )t
T onp) dx™ —2np) ,16

2
2n +1

1P = ) = [ et =S5

Portanto, temos que paran = 1,2, 3,

||Pn||2:

(dist(f,P1))* = SR _ Ge2
2 _ -2 _ —1\2 . —1\2
(dist(f,Py)? = = 26 G 26 )? g 0l 27@ )
2 _ -2 _ —1\2 . —1\2 B —1\2
(dist(f,Py)? = & 26 (e 26 )} gz Ole 276 )21 5e+237e )
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7.2.1.

7.2.2.

7.2.3.

7.2.4,

7.2.5.

7.2.6.

7.2.7.

7.2.8.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 568)

Use o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para encontrar uma base ortonormal para
o subespaco de R* que tem como base {(1,1,—1,0),(0,2,0,1),(-1,0,0,1)}.

Use o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt para transformar a base do R3
{(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)} em uma base ortonormal do R?.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco de R?® que consiste de todos os vetores
(a,b,c) taisque a +b+c¢=0.

Encontre uma base ortonormal para o subespaco do R* que consiste de todos os vetores
(a,b,c,d) taisque a —b—2c+d = 0.

Encontre uma base ortonormal para o espaco solucdo do sistema homogéneo

r +y — 2z =0
2 + y + 2z = 0.

Considere as retas (z,y, z) = t(1,2,-3) e (z,y,2) = (0,1,2) + 5(2,4, —6) em R3. Encontre
a equacao geral do plano que contem estas duas retas e ache uma base ortonormal para este
plano. Complete esta base a uma base ortonormal de R?.

Ache as equacdes dos planos em R? ortogonais ao vetor (2,2,2), que distam v/3 do ponto
(1,1,1). Estes planos s3o subespacos de R?? Caso afirmativo, encontre uma base para eles.

A

Seja W o subespaco de R?® gerado por V = (1,—1,1). Encontre uma base para W+ e dé
uma interpretacdo geométrica para W e W+,

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



7.2

Bases Ortonormais e Subespacos Ortogonais 381

7.2.9.

7.2.10.

7.2.11.

7.2.12.

7.2.13.

7.2.14.

7.2.15.

Seja W o subespaco do R? gerado pelos vetores V; = (1,0,-2,1) e V5 = (0,1,3,-2).
Encontre uma base para W+.

Exercicios Teoricos

Mostre que se W71, ..., W) sdo vetores nao nulos ortogonais e X = ayWi+...4+a, Wy, entao

X =projy, X + ...+ projy, X.

Sejam Vi,..., V) vetores linearmente dependentes. Mostre que, aplicando-se o processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt aos vetores Vi, ..., V}, se obtem um vetor W; que é nulo,
para algum ¢ = 1,... k. (Sugestdo: Seja V; o primeiro vetor tal que V; € [V4,..., V4] =
(Wi, ..., W;_1] e use o exercicio anterior.)

Seja W um subespaco de um espaco vetorial com produto interno V gerado pelos vetores
Vi,...,Vi. Mostre que V € W se, e somente se, V é ortogonal a V;, parai=1,...,k.

Sejam W; e W, subespacos de um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que
(W; + W)t = Wi NWy e que (W, N Wy)t = Wi + Wy

Sejam S e S subconjuntos de um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que Sy C S
implica que S+ C Sy

(Desigualdade de Bessel) Seja {Ui,...,U,} uma base ortonormal de um subespagco W de

um espaco vetorial com produto interno V. Mostre que ||V[|? > Z [(V,U))|>, YV €V.

j=1
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1 y 1 y 1 y
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
1 y 1 y 1 y
0.5 0.5 0.5
0 X 0 X 0 X
-05 -05 -0.5
-1 -1 -1
21 0 1 21 0 1 21 0 1

Figura 7.5: Polindmios de Legendre P,(x), paran=1,...,6
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) _ Figura 7.7: Decomposicao de um ponto X =
Figura 7.6: Complementos ortogonais Y+7Z comY eW.Z e Wt
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Figura 7.8: Projecdes da funcdo f(t) = t nos subespagos W, = [fo(t) = 1/V2, fi(t) =
cost, fo(t) =sent,..., fan_1(t) = cosnt, fo,(t) =sennt], paran=1,...,6
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2 yan // 2 //

Figura 7.10: Ponto em um subespaco W mais Figura 7.11: Distancia de V' a um ponto X
préximo do ponto V' qualquer do subespaco W

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



386 Espacos com Produto Interno

Figura  7.12: Distancia  de
f(t) = t ao subespago gerado por
l/ﬁ,cost,sent,...,cosnt,sennt

Figura 7.13: Distancia de f(t) = ¢’ ao
subespaco P,
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Capitulo 8

Transformacoes Lineares

8.1 Matriz de uma Transformacao Linear

8.1.1 Definicao e Exemplos

Lembramos que uma funcao f de um conjunto A em um conjunto B, f : A — B, é uma
regra que associa a cada elemento do conjunto A, um Unico elemento do conjunto B. O conjunto
A é chamado dominio e o conjunto B é chamado contradominio. O subconjunto de B formado
pelos elementos b € B tais que f(a) = b, para algum a € A é chamado (conjunto) imagem de
f. Para todo elemento a € A, f(a) é chamado a imagem de a por f. Dizemos também que f
leva ¢ em f(a).
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\
\ <\

R\ 1\

\
\ =<\
\

R O O W W
\

e

X)) BT (V)

*NZ(0) =0
A4

Figura 8.1: Transformacdo Linear T": V — W

Definicao 8.1. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma fungdo 7' : V — W é uma transformacao

linear se

T(aX)=aT(X)| e

T(X+Y)=T(X)+T(Y),

para todos X,Y € V e todos os escalares a.

(8.1)

Exemplo 8.1. Sejam V e W espacos vetoriais. A funcdo O, que leva todo vetor de V no vetor nulo
de W, ou seja, O(X) = 0, para todo X € V, é claramente uma transformac3o linear e é chamada
a transformacao linear nula. Também a transformacao identidade, I, de V em V que leva
todo vetor de V nele mesmo, ou seja, I(X) = X, para todo X € V é uma transformag3o linear.

Geometria Analitica e Algebra Linear
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8.1 Matriz de uma Transformacao Linear 389

Exemplo 8.2. Sejam P,, P, : R? — R? as fun¢des que levam todo vetor nas suas projecdes em
relagdo aos eixos x e y, respectivamente, ou seja, P,(x,y) = (,0) e Py(z,y) = (0,y), para todo
par (x,y) € R?. Deixamos para o leitor a verificagdo de que P, e P, s3o transformagdes lineares.

y y
Py(X)| X
X '
P (X)
Figura 8.2: Projecdo no eixo x Figura 8.3: Projecao no eixo y

Exemplo 8.3. Sejam R,, R, : R? — R? as fun¢Bes que levam todo vetor nas suas reflexdes em
relagdo aos eixos = e y, respectivamente, ou seja, R,(z,y) = (z,—y) e Ry(z,y) = (—x,y), para
todo par (z,y) € R% Deixamos para o leitor a verificagdo de que R, e R, sdo transformagdes
lineares.

Exemplo 8.4. Considere a fungdo, P,, que faz a projecdo ortogonal de todo vetor do plano numa
reta que passa pela origem r : (z,y) = t(a,b), ou seja, P, : R*> — R? dada por

P(x,y) = proj, ) (r,y) = %(a, b).
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390

()

Figura 8.4: Reflexdo em relacdo ao eixo x Figura 8.5: Reflexdo em relacao ao eixo y

Ou seja,
Pe.y) a? N ab ab N b?
(z,y) = x , x )
y a? + b2 a2+b2y a? + b2 a2+b2y

Esta transformacao é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 8.6.

Exemplo 8.5. Considere a funcdo, R,, que faz a reflexdo de todo vetor do plano numa reta que

passa pela origem 7 : (x,y) = t(a,b), ou seja, R,(x,y) é tal que 2P, (z,y) = (z,y) + R, (x,y).

Assim,

Rr(l‘ay) = 2P’/‘(l’7y)_(x7y)
B (a2—b2 2ab 2ab b? — a? )

a2+b2lur a2+b2y’ a2+b2gﬁL a2+b2y

Esta transformacao é um caso particular daquela que é tratada no Exemplo 8.6.
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y y
s / X 2P (X) =

X+Rr(X)
Pr(X)

b

Rr(X)
a X
Figura 8.6: Projecao na reta r Figura 8.7: Reflexdo em relacdo a reta r

Os quatro dltimos exemplos sdo um caso particular do que é apresentado no préximo exemplo.

Exemplo 8.6. Considere a transformacdo 7T : R” — R™, dada por

T a11T1 + ...+ a1ty
T(X)=T 33:2 _ | - ':' Gt , paratodo X € R",
T 121 + - + QpnTn
que pode ser escrita como
aii A1in
T(X) =1 afl o, af" — AX,
am1 Amn
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em que A = (a;j)mxn. Segue das propriedades da algebra matricial, Teorema 1.1 na pagina 9, que
T é uma transformacdo linear. Pois,

TX+Y)=AX+Y)=AX+AY =T(X)+T(Y),
T(aX)=A(aX) =aAX =aT(X),

para todos X,Y € R" e escalares a.
Em termos de matrizes, as projecdes nos eixos = € y podem ser escritas como

aH Nt MR A

as reflexdes em relacdo aos eixos x e y, como
x 1 0 x x -1 0 x|
elyl=lo 2l w =10
a projecdo ortogonal e a reflexdo em relacdo a uma reta r : (z,y) = t(a,b), como
a? ab a?—b? 2ab |
Li)-[ 2] #1022l
Y 2 2 Yy y P+ 5 Y
Exemplo 8.7. Defina D : C'[a,b] — C°[a, b] por
D(f) = f' (aderivada de f), para toda funcdo f € C'[a, b].

D é uma transformacao linear pois
D(f+g)=(f+9)=f+d¢=D(f)+Dlg),
D(af) = (af) = af’ = aD(f).

para todas as fungdes f, g € C'[a,b] e todos os escalares a.
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Exemplo 8.8. Seja T : C°[a,b] — C'[a, b] definida por
T(f)(z) = / f(t)dt para a <z <b, para toda funcdo f € C%a, b).
T é uma transformacdo linear pois

T(f +9)(x) = /I(f+g)(t)dt= /I<f<t>+g<t>>dt

_ /f :a(T(f)(sc)):(aT(f))(x),

para a < z < b, todas as fun¢des f, g € C°[a, b] e todos os escalares a.

8.1.2 Propriedades

Segue da Definicdo 8.1 que toda transformacao linear T': V — W leva o vetor nulo de V no vetor
nulo de W. Pois, se X é um vetor qualquer de V, entdo

T(0) = T(0 X) = 0T(X) = 0.

Segue também da Definicdo 8.1 que uma fungdo T : V — W é uma transformacdo linear se, e
somente se, T'(aX + YY) = oT(X)+ BT (Y), para todos os vetores X, Y € V e todos os escalares
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a e (. Pois, se T é linear, entdo
T(aX +08Y)=TX)+T(BY)=al(X)+ pT(Y).

Por outro lado, se 7" é uma fungdo tal que T'(aX + Y) = oT'(X) + ST (Y), para todos os vetores
X,Y €V e todos os escalares a e 3, entao fazendo a« = 1,8 = 1 e depois § = 0 segue que T é
uma transformacao linear.

Sejam T : V — We S :V — W duas transformacdes lineares. Vamos mostrar que a soma
delas também é uma transformacao linear.

(T+ S)aX+pY) = T(aX+8Y)+ S(aX + YY)
= aT(X)+BT(Y)+ aS(X)+ 8S(Y)
= o(T(X)+5(X)) +8(T(Y)+5(Y))
= a(T+ 9)(X)+p(T+S)(Y)

E facil ver que para qualquer escalar «, a transformacdo o' é também uma transformacao linear.
Assim, o conjunto das transformacdes lineares de V. em W, denotado por L(V; W), é um subespaco
do espacgo das fungbes de V.em W, F(V; W) (Exercicio 6.1.12 na pagina 287). Portanto, o conjunto
L(V; W) é um espago vetorial. Quando W = R, o conjunto L(V;R) é também denotado por V*
e é chamado o espaco dual de V. Os elementos de V* sdo chamados funcionais lineares de V.

SeT :V — W é uma transformacao linear e B é uma base de V, entdo todo vetor V € V
pode ser escrito como combinac3o linear de vetores de B, ou seja, existem vetores Vi,...,V, € B
e escalares o, ..., a, tais que

V:a1V1+...+anVn:Z@iVi.
=1
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Entao
TWV)=T (Z aiVZ) = Z T(a;V;) = Z o T(V;).

Por outro lado, se U : V. — W é outra transformagdo linear tal que U(V)) = T'(V)) para todo
V\ € B, entdo aplicando-se o raciocinio acima, temos que

UWV)=T(V), paratodoV €V.

Ou seja, U =T Isto prova o seguinte teorema.

Teorema 8.1. SejamV e W espacos vetoriais. Uma transformagado linearT : V — W € totalmente
caracterizada pelos seus valores em uma base de V. Ou seja, se B é uma base de V e uma fungcdo
T esta definida para valores em B,

T(Vy) =Wy, paratodoV, € B.

Entdo, existe um dnica transformagdo linear definida em todo espaco V, T : 'V — W, tal que
T(Vy) = W), para todo V) € B.

Exemplo 8.9. Seja Ry : R? — R? a transformacio linear definida na base candnica por (Figura
8.9)

Ro(Ey) = cos Ey +senf Ey = (cos 6, sen §)

Ro(E3) = —senf Ey + cosf By = (—senf, cosb).
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Assim, como (z,y) = 2(1,0) + y(0,1) = zE; + yF>, entdo

S =

Y sen 0 cos ¢
- cosf —send x
| senf  cosf y

Segue da linearidade, que Ry faz uma rotacdo de um angulo 6 em todo vetor X = (z,y) € R2

y y
Ro(X)
0 iz Ro(E2) Er
X
<\ Ry(E:)
8 >
o 0 §
X —sen 6 cos® E; X
Figura 8.8: Transformacdo rotacdo de um Figura 8.9: Transformac3do rotacdo sobre
angulo 0 os vetores F; e Fy

Pois, se escrevemos X = (z,y) = (rcosa, rsena), entdo

Ry(X) = Ry(rcosa,rsena)=rRy(cosa,sen )
= r(cosacosf —senasenf, cos asen f + sen o cos 0)
= r(cos(a+0),sen (a+ 0)) = (rcos(a + 0),rsen (a + 6)).
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Seja T': R™ — R™ uma transformacao linear tal que

1 aiy 0 a12 0 A1n
0 a 1 a : Aoy,
T _ 21 T _ 22 || = 2
0 :
0 Am1 0 am2 1 Amn
Sejam X = (z1,...,x,) um vetor qualquer do R" e E; = (1,0,...,0),FEy, =
(0,1,0,...,0),...,E,=(0,...,0,1). Como X =x1E; + ...+ z,E,, entdo
ai A1n
a1 Q2n
T(X)=mT(E) + ... +x,T(E) =21 | . | +...4+za| . = AX,
Am1 Amn
emque A= [T(Ey)...T(E,)], com T(E;), parai =1,...,n escritos como matrizes colunas. Isto

prova o seguinte resultado.

Proposicao 8.2. Seja T : R" — R™ uma transformagao linear. Entido, T € dada por
T(X)=AX, paratodo X € R",

em que A = (Qij)mxn = [T(E4) ... T(Ey,) ]|, com T(E;), parai=1,...,n, escritos como matrizes
colunas e E; = (1,0,...,0), B, = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). A matriz A é chamada
matriz da transformag¢do 7' (em relagao as bases candnicas).

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



398 Transformacgoes Lineares

Exemplo 8.10. A matrizes de uma transformacdo linear pode ser obtida rapidamente aplicando-se
a transformagdo nos vetores da base canoénica. Por exemplo, as matrizes das projecdes nos eixos x
e y podem ser obtidas

[R(E) PED] | o] (R R ] =g T

as matrizes das reflexdes em relacao aos eixos x e v,

RS TS R N Y AR R

as matrizes da projecdo ortogonal e da reflexdo em relagdo a uma reta r : (x,y) = t(a,b), como

a? ab

[ 2B D) | = [ T

a? +b2 a? +b2

a?—b? 2ab
[ RAE) BB ] - [ il ]

(12+b2 a? +b2

e a matriz da rotagdo de um angulo 6,

cosf —send
[ RG(E1> RG(Ez) } - [ sen @ cosb :| '

Vamos obter um resultado andlogo ao da Proposicdo 8.2 na péagina 397 para transformacgdes
lineares entre dois espacos vetoriais de dimens3do finita quaisquer. Para isto vamos definir o vetor
de coordenadas de um vetor em relacao a uma base.
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Definicao 8.2. Seja B = {V4,...,V,,} uma base de um espaco vetorial V. Todo vetor V € V

se escreve de maneira dnica como combinag3o linear de Vi, ..., V,, (Teorema 6.11 na pagina 331),
ou seja, exitem escalares ay,...,a, tais que V. = a1 V; + ... + o, V,,. Definimos o vetor de
coordenadas de V' em relagdo a base (ordenada) B = {Vy,...,V,}, por
an
Q2
[V]s =
Oy,

As coordenadas de um vetor V' em relacdo a base B sdo os escalares que aparecem quan-
do escrevemos V' como combinagdo linear dos vetores da base B. Assim, [Vi]g = Ei,[Valg =
Es ....[Valg = E,, em que Fy,..., E, sdo os vetores da base canénica do R". Pois, V; =
ovi+...+1V,+...4+0V,, parai=1,...,n.

Teorema 8.3. Sefam B={Vy,...,V,} eC={Wy,...,W,,} bases dos espacos vetoriais V e W,
respectivamente. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Se [V|g € o vetor de coordenadas de
V' em relagdo & base B e [T'(V)]c € o vetor de coordenadas de T'(V') em relacdo a base C, entio
existe uma matriz A, m X n, tal que

[T(V)]e = A[V]g, paratodo vetorV € V.
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Demonstracao. Sejam

1 anl a2 Q1n
T9 a1 22 Qon,
Vis= | 7 [Lroale= | [Lroae=| | Tl =
T Am1 Am2 Qmn
Ent3o,
V) = T(xVi+...+x,V,) = T(V) + ... + 2, T(V,)
= xl(aqu “+ ... am1Wm) + ...+ an(alnwl + ...+ amnWm)
= (xlan + ...+ .TnCLln)Wl + ...+ (xlaml + ...+ xnamn)Wm
Assim [T'(V)]c = A[V]s. O
Da demonstragdo do Teorema anterior vemos que A = [ [T'(V1)]e ... [T(Vy)]e |- Ela é chamada

matriz da transformac@o linear 7' em relagdo as bases B e C e é denotada por [T%.

Exemplo 8.11. Seja D : P3; — P, a transformagdo que associa a cada polindmio p(t) a sua deri-
vada p/(t). Sejam B = {1,t,t%,#3} e C = {1,t,t*}. Vamos determinar a matriz da transformac3o
linear D em relacao a estas bases. Para isto, vamos escrever o resultado da aplicacao de D em cada
elemento de B como combinacdo linear dos elementos de C.

D(1) = 0 = 0(1)+0(t) +0(t?)
D) = 1 = 1(1)+0(t) +0(#?)
D(*) = 2t = 0(1)+2(t) +0(t?)
D(t*) = 3t* = 0(1)+0(t) + 3(t?)
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Assim,

Dl =[ [DMW)]e [D®)]e [DE))e [DE)]e | =

o O O
o O =

0
2
0

w o O

Vamos, agora, usar a matriz obtida para calcular D(p) para um polinémio p(t) = ag + a1 + asz® +
agz®. Claramente [p]g = [ ag a1 az ag |'. Assim,

0100 o
[D(p)le = [DIglpls=| 0 0 2 0 Zl — | 2a,
0003]|® 30,

3

Portanto, D(p) = a1(1) + 2aa(x) + 3az(x?), como j& conhecemos.

8.1.3 Matriz Mudanca de Base

Quando a transformac3o linear é a transformacdo identidade, temos um interessante resultado.

Corolario 8.4. Sejam B={Vy,...,V,} eC={Wy,...,W,} bases de um mesmo espaco vetorial
V. Entao,

(a) Para todo X €V,
[X]e = P[X]s,

em que P = (1|5 = [[Vi]c ... [Va)c] é chamada matriz mudanca de base de B para C.

(b) A matriz mudanga de base P = [I|$ € invertivel e

P~ = (1)~ = e
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Demonstracdo. (a) Aplicando o Teorema 8.3 na transformacdo identidade Iy : V — V, temos
que
(Xl = I(X)]e = [I5[X]s = P[X]s,

em que P = [[Vile...[Vie].
(b) Pelo item anterior, para todo X € V, temos que
[Xle =Ug[X]s e [X]z=UE[X]c

Assim,
[(X]e = [IG[1)5[X]c, paratodo X € V.

Fazendo X = W; o j-ésimo vetor da base C, segue que [W;]¢c = E;, o j-ésimo vetor da base
candnica e
[1]510¢ = I

Portanto, [/]5 e [I]$ sdo invertiveis e [I]8 = ([I]§) .
0
Exemplo 8.12. Sejam B ={F; = (1,0),E, = (0,1)} e C = {V1 = (1,1),V5> = (1,—1)} bases do

R% Como B é a base canbnica, temos que [(x,y)]s = ;j . Vamos encontrar [(z,y)]c.

(@, 9)]e = [5l(2, v)]s

Para determinarmos [I]G = [ [E1]c [E2]c | diretamente precisamos saber escrever E; e E, em termos
da base C. Para isto precisariamos resolver as equacoes:

Ei=xVi+yVa e Ey=xVi +yls.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



8.1 Matriz de uma Transformacao Linear 403

Mas, [I]% = ([I]8)~! e é simples encontrar [I]5 = [ [Vi]s [Vz]s ], pois como B é a base candnica,
temos que [Vi|g = Vi e [Va]p = Vo, Assim,

m=ae=([) 3 ]) =[1s 2]

[ yle = 15[, y)s = [ e } [ z } _ [ (o) }

Y

e portanto

Exemplo 8.13. Vamos determinar a expressdo da transformacao linear que faz uma rotacdo de um
angulo 6 no sentido anti-hordrio em torno de um eixo que passa pela origem e tem a direcido e o
sentido dados por um vetor unitario U = (a, b, c). Seja C = {U;,Us,, U3}, em que

U, = U=(ab,c)
b a
Uy = (— , 0
> = e Ve
ac bc
U3 = (— , — ,Va?+ b2
’ ( Va2 + 02 a2+ b2 )

E facil verificar que esta é uma base ortonormal, ou seja, uma base em que os seus vetores s3ao
unitdrios mutuamente ortogonais. Além disso, temos que

Rg(Ul) = U1 :(a,b,c)

—b 60— 0 6 —b 0
Ry(Us) = cosOUy +senfUs = ( cos acsen ) acos csen JIETER

,Va?+b%senf)

Y

a? + b2 a? + b2
bsen ) — 6 —asend — becos
Ro(Us) = —senfUs + cosUs = (oon? —GCCORT ZaBNT = CUOT /a2 + 12 cos B).
a? + b2 a? + b2
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z z
'} '}
R97U(X) X RG,U(U3)V Us
U LN 6/ Ryp|(U2)
TN Sl Ro.u(Uh) =Ur “ ol
X /\ X /\
y y
Figura 8.10: Rotag¢do de um angulo 6 em Figura 8.11: Ry (Ur), Rou(Us) e
torno de um eixo determinado pelo vetor U Ry 7(Us)

Se B = {E\, Es, B3} é a base candnica de R?, entdo
Rou(X) = [Ro.v(X)]s = [Rov][X]e
Agora,
[Rou]e = [ [Rou(U1)]s [Row(Ua)ls [Row(Us)ls ] = [ Rowr(Ur) Row(Uz) Row(Us) ],
[X]e = [Irs]3[X]5 = [rs]5X

Urelp = ([Tra]e) ™" = [ U] [Ue]s [Us]s |7 = [ U1 U2 Us )™ = [ UL Un Us |

pois B é a base candnica e os vetores Uy, Us e Uz s3o unitdrios mutuamente ortogoanis. Assim,

Rou(X) = [Rou)e[X]e = [ Rou(Ur) Rou(Us) Rou(Us) ][ Uy Uy Us |'X.
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Mas,

[ Ry (Uh) Rou(Us) Roy(Us) J[ UL Up Us ]' =

_a —bcos® —acsenf  bsenf —accosf 7T a b c T

‘/a2+62 ,/a2+b2
b acos@ —becsenfd  —asenf — becosb _ b a 0 B
va? + b? Va2 + b2 Va2 + b2 \/a2b—l—b2 -
_ ac B 1 —~—
| ¢ Va?+b?*senf var+b%cosf | | a2+ b2 Va2 @+ ]

a*(1 —cosf)) +cosf  ab(l —cosf) —csenf ac(l —cosf) + bsend ]|
ab(1 —cos®@) +csen  b*(1 — cosf) + cosf  be(l — cosf) — asend
ac(l —cosf) —bsen be(l —cosh) +asend ¢*(1 —cosf) +cosf |

que é a matriz de Ry em relagcdo a base candnica. Finalmente,

x a*(1 —cos®) +cosf ab(l —cosf) —csenf ac(l — cosf) + bsend x
Roy | vy | = | ab(l —cosf) +csenf b*(1 —cosf) +cosf be(l — cosf) —asenb Yy
2 ac(l —cosf) —bsend be(l —cosf) +asend  *(1 — cosf) + cos b 2

8.1.4 Aplicacao: Matriz Jacobiana
Dizemos que uma funcdo F' : R™ — R™ ¢ diferenciavel em um ponto X; € R" se existe uma

transformacdo linear T, : R” — R™ tal que

lim ﬁ (Txo(H) — F(Xo + H) + F(X,)) = 0. (8.2)
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Este limite é uma generalizacao do limite de funcdes reais, significa que para todo ¢ > 0, existe
. Tx,(H) — F(Xo+ H) + F(X

um § > 0, tal que ||H|| < § implica que T, (H) <H[(;H ) (Xo)l < €. No caso em
que m = n = 1, a transformac¢3o linear é T'x,(H) = F'(Xo)H, para todo H € R. Vamos supor
que a funcdo F seja diferencidvel em X, e vamos determinar a matriz da transformacdo linear
T, em relagdo as bases candnicas de R", B, e de R™, B’. Para isto, vamos calcular o limite
(8.2) segundo o caminho H = hEj;, para j =1,....n, h > 0, em que E; = (1,0,...,0),Ey =
(0,1,0,...,0),...,E, =(0,...,0,1) sdo os vetores da base candnica de R", 5.

1 —
Jim o (T (hE) = F(Xo + hEj) + F(Xo)) = 0.

Como Tx, é uma transformacdo linear, obtemos

T (E) = lim 3 (F(Xo +hE,) ~ F(X,).

h—0t

Calculando-se o limite (8.2) para o caminho H = hE;, para h < 0, obtemos

Tx,(Ej) = lim % (F'(Xo + hEj) — F(Xo)) .

Assim, a fun¢do F(X) = (F1(X),..., F,,(X)) é tal que F;(X) tem derivadas parciais em X, para
1=1,...,ne

or
8—]-(X0)

Oz, (Xo)
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Portanto a matriz da transformacdo linear Ty, em relacdo as bases canonicas de R", B3, e de R™,

B, é

8F1 aF’l

8—951(X0) e . (Xo)
[TXo]g =

OF,, OF,

o (Xo) ... o (Xo)

Esta matriz é chamada matriz jacobiana da funcdo F' em X,.

8.1.1.

8.1.2.

8.1.3.

8.1.4.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 570)

Seja T : R? — R? uma transformac3o linear para a qual sabemos que T'(1,1) = (2,-3) e
T(0,1) = (1,2).

(a) Determine T'(3, —2);

(b) Determine T'(a,b).

Determine a transforma¢do T : R?* — R? tal que T'(1,1) = (3,2,1) e T(0,—2) = (0,1,0).
Encontre 7'(1,0) e 7°(0,1).

Determine expressdes para as transformacdes lineares P, P,., P, : R® — R3, que sdo
projecdes nos planos xy, yz e xz, respectivamente.

Considere o plano 7 : z + 2y + 3z = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformacdes
lineares:

(a) A projecdo ortogonal no plano 7, P, : R® — R?.

(b) A reflexdo em relagdo ao plano 7, R, : R® — R3.
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8.1.5. Determine expressoes para as transformacdes lineares R, /3., Rr/3, € Ry /3. que sao rotagdes
de 7/3 em relagdo aos eixos x,y e z respectivamente.

8.1.6. Considere a reta r: (x,y,2) =t(1,1,1).

(a) Seja P, : R®* — R3 a projecdo ortogonal na reta r. Encontre uma expressio para
P.(x,y,2).

(b) Seja R, : R® — R3 a reflexio em relagdo a reta r. Encontre uma expressdo para
R, (z,y, z).

(c) Considere a base ortonormal C = {U;,Us,Us} de R?, em que U; = 1/v/3(1,1,1),
Uy =1/v/2(—1,1,0) e Us = 1//6(—1,—1,2). Encontre [(z,y, 2)]c.

(d) Seja Rq/3, : R3 — R? a transformac3o linear, que é uma rotacdo de um angulo de 7/3
em torno da reta r. Determine [R,/3,]5, em que B = {E), E», E3} é a base canbnica,
e uma expressao para R./3.(z,y, 2).

8.1.7. Existe uma Unica reflexdo .S do plano que transforma o ponto (5,0) no ponto (3,4). Determine
a equacdo para o eixo da reflexdo S. Verifique que ele passa pela origem. Calcule a matriz
(em relagdo a base candnica de R?) da reflexdo S.

Exercicios Teoricos

8.1.8. Considere o plano 7 : ax + by +cz = 0. Encontre expressdes para as seguintes transformacoes
lineares:

(a) A projegdo ortogonal no plano 7, P, : R3 — R3.

(b) A reflexdo em relagdo ao plano 7, R, : R® — R3.
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8.1.9.

8.1.10.

8.1.11.

8.1.12.

8.1.13.

8.1.14.

Determine expressdes para as transformacdes lineares Ry ., Ry, Ry, : R* — R3, que sdo
rotagOes de 6 em relagdo aos eixos x,y e z, respectivamente.

Considere aretar : (x,y, z) = t(a, b, c). Encontre expressdes para as seguintes transformagdes
lineares:

(a) A projecdo ortogonal na reta r, P, : R® — R3.
(b) A reflexdo em relagdo a reta 7, R, : R® — R3.
Seja V um espaco vetorial de dimens3o finita. Seja B = {Vi,...,V,,} uma base de V. Mostre
que B* = {fi,..., fn} C V* definido por f;(V;) = &;;, parai,j = 1...,n, em que J;; é o

delta de Kronecker (0;; =0, se i # j e §;; = 1) é uma base de V*. Esta base é chamada
base dual de B.

Determine a matriz do operador D : P,, — P,, definido por D(p) = p/, para todo p € P,,, em
que p’ é a derivada de p, em relagdo a base {1,¢,¢2 ... t"}.

Seja Y = (a,b,c) € R3. Determine a matriz do operador linear T': R? — R3, definido por

T(X):T(x,y,z):XxY:(det[g i},—det[i z},det[z ZD

em relacdo a base candnica.

Seja ¢ uma constante diferente de zero. Uma transformac3o linear 7' : R? — R? dada por
T(z,y) = (cx,y), para todo (z,y) € R? é chamada expansdo ao longo do eixo z se ¢ > 1
e contracdo ao longo do eixo = se 0 < ¢ < 1. Uma transformacio linear T : R? — R?
dada por T'(z,y) = (z,cy), para todo (z,y) € R? é chamada expansdo ao longo do eixo
y se ¢ > 1 e contracao ao longo do eixo y se 0 < ¢ < 1.
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Uma transformac3o linear 7' : R? — R? dada por T'(z,y) = (z+cy,y), para todo (z,y) € R?
é chamada cisalhamento ao longo do eixo . Uma transformacdo linear 7' : R? — R?
dada por T'(z,y) = (z,y + cz), é chamada cisalhamento ao longo do eixo y.

(a) Mostre que a matriz elementar que corresponde a trocar duas linhas é a matriz de uma
reflexdo em relagdo a reta y = .

(b) Mostre que a matriz elementar que corresponde a multiplicar uma linha por um escalar
nao nulo é a matriz de uma expansao, ou a matriz de uma contragdo, ou a matriz de
uma reflexdao em relacdo a um dos eixos coordenados, ou um produto de uma matriz de
uma reflexdo em relacdo a um dos eixos coodenados por uma matriz de uma expansao
ou contracao.

(c) Mostre que a matriz elementar que corresponde a somar a uma linha um mdltiplo escalar
de outra é a matriz de um cisalhamento ao longo de um dos eixos coordenados.

(Sugestdo: veja no Exemplo 1.15 na pagina 43 as matrizes elementares 2 x 2 e compare com
as matrizes das transformacdes definidas acima.)
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8.2 A Imagem e o Nicleo

Definicao 8.3. Sejam V e W espacos vetoriais. Seja T': V — W uma transformac3o linear.

(a) O nicleo de T é definido pelo conjunto

N(T) = {X e V| T(X) = 0}.

(b) A imagem de T é definida pelo conjunto

I(T)={Y e W|Y =T(X), para algum X € V}

(c) A dimens3o do nicleo de T' é chamada de nulidade de 7' e a dimens3o da imagem de T é
chamada posto de 7.

Exemplo 8.14. Sejam O : V — W a transformac¢ao linear nula e I : V — V a transformacao
identidade. Entdo N (O) =V, Z(0) = {0}, N(I) = {0} e Z(I) = V.

Teorema 8.5. Sefam V e W espacgos vetoriais. Seja T : V — W uma transformacio linear. O
ndcleo, N (T'), e a imagem, Z(T') sdo subespacos de V e de W, respectivamente.
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Demonstracao. Para mostrar que um conjunto é um subespaco precisamos mostrar as propriedades
(0) e (0') do Teorema 6.3 na pagina 288. Vamos mostrar em primeiro lugar que o nicleo de T é
um subespaco.

(0) Se Xl,XQ € N(T), entao T(X1> = T(XQ) = (_) LOgO, T(Xl + XQ) = T(Xl) + T(XQ) =
0+0=0, ouseja, X; + Xy € N(T);

(0') Se X € N(T) e o é um escalar, entdo T'(aX) = oT(X) = a0. Logo, aX € N(T);
Vamos mostrar, agora, que a imagem de T é um subespaco.

(0) Se Y1,Ys € Z(T), entdo existem X1, Xy € V tais que T(X;) = Y e T(X,) = Y,. Seja
X = X1 + XQ. Entéo, T(X) = T(Xl + XQ) = T(Xl) + T(XQ) = Yi + Yé LOgO,
Y1+ Y, e I(T).

(0') Se Y € Z(T') e o é um escalar, entdo existe X € V tal que T'(X) =Y. Como T é linear,
entdo T'(aX) = aT(X) = aY. Logo, aY € Z(T).

0

Exemplo 8.15. A imagem de um funcional linear no nulo f : V — R é R, pois {0} e R s3o os
tinicos subespacos do espaco vetorial R.

Proposicao 8.6. Seja T': V. — W uma transformacdo linear. Se {Vi,...,V,} é uma base de V,
entdo a imagem de T € gerada por T'(V1),...,T(V,).
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Demonstracdo. Seja W € Z(T'). Entdo, existe V € V tal que T'(V) = W. Como {V3,...,V,} é

base de V, existem esclares aq,...,q, taisque V =o1 V] +... + «,V,. Assim,
W=T(V)=T (Z aﬁ@) = aT(Vi).
i=1 i=1
Ou seja, T(V1),...,T(V,) geram Z(T). O

Exemplo 8.16. Vamos considerar as projecdes nos eixos x e y (Figuras 8.2 e 8.3 na pagina 389)

rly]=loo ]3] =l ]=102 ][0 )

Geometricamente vemos que o niicleo de P, é o eixo y, o nicleo de P, é o eixo x, que sdo os pontos
que sao levados pelas transformacdes na origem. Vemos também que a imagem de P, é o eixo z,
pois todos os pontos sdo levados por P, no eixo x. Analogamente, a imagem de P, € o eixo y.

Exemplo 8.17. Vamos considerar as reflexdes em relagcdo aos eixos x e y (Figuras 8.4 e 8.5 na

A AR AR REERIR!

Geometricamente vemos que o nlcleo de R, e o nlcleo de R, sdo iguais a origem, pois é o tinico
ponto que é levado na origem pelas transformacdes. Vemos também que as imagens de R, e de
R, s3o iguais a R?, pois todo ponto (z,y) é imagem do ponto (z,y) refletido pelas respectivas
transformacoes.
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Exemplo 8.18. Consideremos a projecdo ortogonal e a reflexdo em relagdo a uma reta 7 : (z,y) =
t(a,b) (Figuras 8.6 e 8.7 na pagina 391)

a? ab a?—b? 2ab
P Tl a?+b? (12—151)2 xr R T _ a?+b%  a2+b? x
r ab b ’ r 2ab b2 —a? :
Y 2 2 Yy Yy P R R Y

Geometricamente vemos que o nicleo de P, é a reta s : (z,y) = t(—b,a), perpendicular a reta r
que passa pela origem, pois os pontos sobre a reta s sao exatamente os pontos que sao levados por
P, na origem. Vemos também que a imagem de P, é a prépria reta r, pois todos os pontos do R?
s3o levados na reta r. Geometricamente vemos que o nucleo de R, é a origem, pois € o inico ponto
do R? que € levado na origem. Vemos também que a imagem de R, é o R?, pois todo ponto (z,y)
é a imagem do ponto (z,y) refletido por .

Exemplo 8.19. Geometricamente vemos que a rotacdo de um angulo 6 (Figura 8.8 na pagina 396)

%] cosf) —send x
1y |~ | senf  cosh Y
tem ntcleo igual a origem, pois é o tnico ponto que é levado na origem por Ry. Vemos também que
a imagem de Ry é igual ao R?, pois todo ponto (z,y) é a imagem do ponto (z,y) girado de —6.

Exemplo 8.20. Considere a transformacdo D : C'[a,b] — C°[a, b] definida por
D(f) = f" (aderivada de f), para toda funcio f € C!'[a,b)].

Vamos mostrar que a imagem de D ¢ igual a C°[a,b]. Seja g € C%[a,b]. A fungdo f(z) = [ g(t)dt
esta bem definida, pois ¢ é continua. Além disso,

o) = A ([Car) =sms ([ s~ [ o) =smd ([ o)

= lim 9(¢) = g()
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pelo Teorema do Valor Médio para integrais. O nicleo de D é igual ao conjunto das funcdes
constantes em [a, b].

Exemplo 8.21. Seja T : C°[a,b] — C'[a,b] definida por
T(f)(z) = / f(t)dt paraa <z <b, para toda funcdo f € C%a, b).

A imagem de T é igual ao conjunto da fungdes g € C'[a,b] tais que g(a) = 0. Pois para toda
funcdo g € C'[a,b], com g(a) = 0, a fungdo f = ¢’ é tal que

T(f)(x) = T(g')(x) = / " (t)dt = g(x) — g(0) = g(a),

pelo Teorema Fundamental do Célculo. O nicleo de T é formado somente pela funcao nula. Pois,
T(f) = 0 implica que [ f(¢t)dt = 0, para todo = € [a,b]. Assim, &L ([* f(t)dt) = f(z) = 0.
Portanto, f é identicamente nula em [a, b].

Exemplo 8.22. Seja T': R” — R™ uma transformacgao linear. Pela Proposicao 8.2 na pagina 397
a transformacdo 7' é dada por

T(X)=AX, paratodo X € R",

onde A = (aij)mxn = [T(E1)...T(E,)], com T(E;), para i = 1,...,n escritos como matrizes
colunas e £y = (1,0,...,0),Fy = (0,1,0,...,0),...,E, = (0,...,0,1). Assim, o niicleo de T
é o espaco solucdo do sistema homogéneo AX = 0 e a imagem de T é o subespaco gerado pelas
colunas de A, chamado espaco coluna de A.
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8.2.1 Espaco Linha e Espaco Coluna

Definicao 8.4. Seja A uma matriz m X n.

(a) O subespago de R™ gerado pelas linhas de A é chamado espaco linha de A, ou seja, o
conjunto de todas as combinacdes lineares das linhas de A.

(b) O subespaco de R™ gerado pelas colunas de A é chamado espaco coluna de A, ou seja, o
conjunto de todas as combinacdes lineares das colunas de A.

Os espacos linha e coluna de uma matriz sdo diferentes, em geral, mesmo se a matriz é quadrada,
como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 8.23. Considere a matriz
11
A= {0 ! }
O espago linha de A é o subespago gerado pelo vetor (1,1), enquanto o espago coluna de A é o

subespago gerado pelo vetor (1,0).

Apesar dos espacos linha e coluna de uma matriz serem diferentes, em geral, eles possuem
sempre a mesma dimensao.

Teorema 8.7. Seja A uma matriz m x n. O espaco linha e o espaco coluna de A possuem a
mesma dimenso.
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Demonstracao. Seja R a forma escalonada reduzida da matriz A.

(a) Vamos mostrar que o espag¢o linha de A é igual ao espaco linha de R.
A matriz R é obtida de A aplicando-se uma seqiiéncia de operacdes elementares as linhas de
A. Assim, toda linha de R é uma combinagdo linear das linhas de A. Ent3o, o espaco linha
de R estad contido no espac¢o linha de A. O mesmo argumento mostra que o espaco linha de
A esta contido no espaco linha de R. Portanto, eles sao iguais.

(b) Vamos mostrar que a dimensdo do espaco coluna de A é igual a dimens3o do espac¢o coluna
de R. A dimens3o do espa¢o coluna de uma matriz é igual ao nimero maximo de colunas L.I.
As colunas de A, sdo L.I. se, somente se, o sistema AX = 0 tem somente a soluc3o trivial.
Mas, a solucio deste sistema é a mesma do sistema RX = 0. Assim, as colunas de A sio
L.l. se, e somente se, as colunas de R s3o L.I. Analogamente, r colunas de A sdo L.I. se, e
somente se, as colunas correspondentes de R sao L.I.

Pelo item (a) a dimensédo do espaco linha de A é igual a dimens3o do espago linha de R e pelo item
(b) a dimens3o do espaco coluna de A é igual a dimenso do espago coluna de R. Portanto, basta
provarmos o teorema para a matriz escalonada reduzida R. Agora, a dimensao do espaco linha de
R é igual ao niimero de linhas n3o nulas, pois estas sdo linearmente independentes (verifique!). A
dimensao do espaco coluna de R é igual ao niimero de pivos, pois as outras colunas s3o combinacdo
linear das colunas dos pivés e podem, portanto, ser descartadas para gerar o espaco coluna de R.
Portanto, a dimensao dos dois espagos sao iguais. O

Posto de uma Matriz
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Definicao 8.5. Seja A uma matriz m x n. O posto de A é a dimensio do espaco linha ou do
espa¢o coluna de A, ou seja, é o nimero maximo de linhas e colunas L.I. da matriz A.

1 2 -1 1
Exemplo 8.24. Considere amatrizA=| 2 4 -3 0
12 15
1 20 3
A forma escalonada reduzida da matriz AéamatrizR= | 0 0 1 2 |. As linhas n3o nulas de
00 0O
R, Vi =(1,2,0,3) e V5 = (0,0,1,2), formam uma base para o espago linha de A. Portanto, o

posto de A é igual a 2.

Quanto ao espaco coluna, sejam Wy, Wy, W3 e Wy as colunas de A. Sejam Uy, Us, Us e Uy
as colunas de R. As colunas sem pivos podem ser descartadas na geracao do espaco coluna de R,
pois elas sdo combinacdo linear das colunas dos pivés. As colunas correspondentes de A podem,
também, ser descartadas na geracdo do espaco coluna de A, pois os mesmos escalares que fazem
a combinacao linear nula de Wy, Wy, W3 e W,, fazem a combinac¢ao linear nula de Uy, Uy, Uz e Uy.
Assim, Wy = (1,2,1) e W3 = (—1, -3, 1) formam uma base para o espaco coluna de A.

8.2.2 Injetividade e Sobrejetividade

Dizemos que uma fung¢ao f : A — B é sobrejetiva se, para todo b € B existe a € A tal que
f(a) = b, ou seja, se a imagem de f é igual a B. No caso em que f é uma transformacio linear,
obtemos como consequiéncia da Proposicao 8.6 o seguinte resultado.
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Corolario 8.8. Seja T' : V. — W uma transformacdo linear. Seja {Vi,...,V,} base de V. T é
sobrejetiva se, e somente se, T'(V1),...,T(V,) geram W.

Exemplo 8.25. Todo funcional linear ndo nulo f : V — R é sobrejetivo, pois {0} e R sdo os tnicos
subespacos do espaco vetorial R.

Exemplo 8.26. As reflexdo em relacdo a uma reta que passa pela origem e a rotacdo s3o sobrejetivas
enquanto a projecOes ortogonal em uma reta que passa pela origem n&o sdo sobrejetivas (Exemplos
8.18 e 8.19 na pagina 414).

Exemplo 8.27. A transformacdo D : C'[a,b] — C°[a, b] definida por
D(f) = f" (a derivada de f), para toda funcdo f € C'[a,b]

é sobrejetiva (Exemplo 8.20 na pagina 414).
Exemplo 8.28. A transformacdo T : C°[a, b] — C'[a, b] definida por
T(f)(x) = / f(t)dt paraa <z <b, para toda fungio f € C%a, b]

nao é sobrejetiva, pois a imagem de T é o conjunto das fungdes g € Cl[a, b] tais que g(a) = 0
(Exemplo 8.21 na péagina 415).

Dizemos que uma fungdo f : A — B é injetiva, se f(x) = f(y) implica que z = y.
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Teorema 8.9. Seja T : V — W uma transformacao linear. Entdo, T € injetiva se, e somente se,

N(T) = {0}.

Demonstracdo. Suponha que T € injetiva. Seja X € N(T). Entdo, como T ¢ injetiva, T(X) =
T(0) implica que X = 0.

Agora, suponha que N'(T) = {0}. Se T(X)=T(Y), entdao T(X —Y) =0, ouseja, X —Y €
N(T). Como, N(T) = {0}, entdio X —Y =0, ou seja, X =Y. O

Exemplo 8.29. A reflexdo em relacdo a uma reta que passa pela origem e a rotacdo sdo injetivas
enquanto a projecdo ortogonal em uma reta que passa pela origem nao é injetiva (Exemplos 8.18 e
8.19 na pagina 414).

Exemplo 8.30. A transformacdo D : C'[a,b] — C[a,b] definida por
D(f) = f' (aderivada de f), para toda funcdo f € C'[a,b]

ndo é injetiva, pois N (D) é o conjunto das fun¢des constantes (Exemplo 8.20 na péagina 414).
Exemplo 8.31. Seja T : C°[a,b] — C'[a, b] definida por
T(f)(z) = / f(t)dt para a <x <b, para toda funcdo f € C%a, b]

é injetiva, pois N'(T') = {0} (Exemplo 8.21 na pagina 415).
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(T)
//X/// =
—T |
pe= OO
L1 |+
//// | _»=—1
//_// = = =
| =T D | 1 = N(T 0
/// //
///
ul /‘///‘/ . | =
voow |/ 7 v W
Figura 8.12: Transformacao linear injetiva Figura 8.13: Transformacdo linear n3o in-

(N(T) = {0}) jetiva (N(T)) # {0})

Teorema 8.10 (da Dimensao do Niicleo e da Imagem). SejaT : V — W uma transformagdo
linear. Se V tem dimensao finita, entdo a soma da dimensdo do nicleo de T com a dimensdo da

imagem de T € igual a dimensdo de 'V, ou seja,

dim(N(T)) + dim(Z(T)) = dim(V).

Demonstragdo. Vamos supor que 1 < dim(N (7)) < dim(V). Sejam Vi,...,V,, vetores de
V, que formam uma base para o nicleo de 7. Vamos estendé-la a uma base de V. Sejam
Vo1, ..., Vy vetores de V tais que Vi, ..., V,, Vi1, ..., V,, formam uma base de V. Vamos mostrar
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que T'(V,41), ..., T(V;,) formam uma base da imagem de 7'. Para isso, precisamos mostrar que eles
geram a imagem de 7" e que sao L.I.

Pela Proposicdo 8.6 na pagina 412, T(V,i1),...,T(V,) geram a imagem de T, pois
TVi) = ... = T(V,) = 0. Vamos mostrar que T(V,41),...,T(V,,) sdo linearmente in-
dependentes. Considere a combinagao linear nula:

xp+1T(‘/},+1) + N + an(Vn) — (_)
Pela linearidade de 7' segue que
T(xp+1‘/;g+1 —|— e + xnvn> - 6

Mas isto implica que 2,1 Vyi1 + ... + 2,V € N(T'). Assim, existem escalares yy, ..., y, tais que
Tpr1Vpr1 + ...+ 2,V =y Vi + ... +y,V,. De onde segue que

yl‘/i+--~+yp‘/;3_l'p+1%+1—...—{Envn:6,

Como Vi,...,V, é base de V, entdo y3 = ... = vy, = Tpy1 = ... = z, = 0, ou seja,
T(Vpt1),...,T(V,) sdo L.I.

Portanto, a dimens3o da imagem de 7' é igual a diferenca entre a dimens3o de V e a dimensao
do nicleo de A, de onde segue o resultado. O

Em geral, uma transformacao linear pode ser injetiva sem ser sobrejetiva e sobrejetiva sem ser
injetiva. Entretanto, se a dimensdo do dominio for igual a dimensdo do contradominio temos o
seguinte resultado, que é uma consequéncia imediata do Teorema 8.10 da Dimensdo do Nicleo e
da Imagem.

Corolario 8.11. Seja T : V — W uma transformacdo linear entre espacos de dimensdo finita.
Suponha que dim(V) = dim(W).
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(a) Se T é sobrejetiva, entdo T € injetiva.

(b) Se T € injetiva, entdo T' € sobrejetiva.

Se uma transformacao linear T : V — W € injetiva e sobrejetiva, entdo 7' é chamada isomorfis-
mo. Neste caso, dizemos que os espacos vetoriais V e W s3o isomorfos. Se existe um isomorfismo
que leva o espaco vetorial V de dimensao finita em W, entdo, pelo Teorema 8.10 da Dimensao do
Nicleo e da Imagem, dim(V) = dim(W). A reciproca também é verdadeira como mostra o préximo
resultado.

Teorema 8.12. SejamV e W espacos vetoriais de dimensdo finita. V € isomorfo a W se, e somente
se, dim(V) = dim(W).

Demonstracdo. Depois da observacdo feita acima, basta provarmos que se dim(V) = dim(W),
entdo V e W sdo isomorfos. Sejam B = {Vi,...,V,} e C = {W,,...,W,} bases de V e W,
respectivamente. Pelo Teorema 8.1 na pagina 395, existe uma transformacdo linear T': V. — W,
tal que T(V;) = W, parai =1,...n. Pela Proposicdo 8.6 na pagina 412, a imagem de T é gerada
pelos vetores T'(V1),...,T(V,,) e assim

I(T) = [T(Vh),...,T(V,)] = [Wh,..., W] = W.

Ou seja, T é sobrejetiva. Pelo Teorema 8.10 da Dimensao do Nicleo e da Imagem, T' é também
injetiva e é portanto um isomorfismo. O
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Deste teorema segue que todos os espacos vetoriais de dimensdo n sao isomorfos ao R™. Segue
também deste teorema que para termos uma transformac3o linear entre dois espacos vetoriais de

dimensao finita, V e W, injetiva e ndo sobrejetiva ou sobrejetiva e ndo injetiva temos que ter
dim (V) # dim(W).

Corolario 8.13. Seja V um espaco vetorial. V é isomorfo ao R™ se, e somente se, dim(V) = n.

Exemplo 8.32. O espaco P, é isomorfo a R"™! e o espaco M,,, é isomorfo a R"™.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 571)

8.2.1. Seja P a transformacdo de R® em R3, definida por P(z,y,2) = (z,4,0). Se a imagem de
uma reta r, por P, é um ponto, entdo quais sdo as equacdes paramétricas da reta r?

8.2.2. Seja T': R?* — R? uma transformac3o linear dada por T'(z,y, 2) = (2,0 — y, —2).

(a) Encontre uma base para o niicleo de T..
(b) Encontre uma base para a imagem de 7.

(c) Descreva geometricamente o niicleo e a imagem de 7.

8.2.3. Discuta como o posto de A varia com t.

11 ¢ t 3 -1
@Q)A=|11t 1 b)A=| 3 6 —2
t 11 1 -3 —t
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8.2.4. Seja D : P3 — P5 o operador de derivagdo D(p) = p’. Determine uma base para o ntcleo de
D e para a sua imagem.
8.2.5. Seja T': V — R® uma transformac3o linear.
(a) Se T é sobrejetiva e dim(N(7T')) = 2, qual a dimenséo de V?
(b) Se T é sobrejetiva e injetiva, qual a dimensdo de V?
8.2.6. Dé exemplos de transformacdes lineares T': R?® — R? tais que
(a) M(T) = {(z,y,2) ER’ |2 = —a},
(b) Z(T) = {(z,y,2) e R* |z = y}.
8.2.7. D& um exemplo de uma transformacio linear T : R? — R? tal que N (T) = Z(T).
8.2.8. Defina T : P, — P, por T'(p) = p+ p'. Mostre que T é um isomorfismo.
Exercicios Tedricos
8.2.9. Sejam X = [x1...2,|" e Y = [y1...y,]" matrizes m x 1 e n x 1, respectivamente. Seja
A= XY" Mostre que se X # 0, entdo {X} é uma base para o espaco coluna de A. Qual o
posto de A?
8.2.10. Mostre que se A é uma matriz, m X n, de posto igual a 1, entdo existem matrizes X =
[21...2n]"eY =[y1...yn]", mx1enxl, respectivamente, tais que A = XY". (Sugestdo:
Tome X tal que {X} é uma base para o espaco coluna de A.)
8.2.11. Seja A uma matriz n X n de posto 1. Mostre que

(a) A2 = (tr(A))A.
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(b) A" = (tr(A))" 1A, paran =2,3,...
(Sugestdo: use o exercicio anterior)

8.2.12. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Mostre que AB pode ser escrita
como uma soma de p matrizes de posto igual a 1.

8.2.13. Sejam A e B matrizes m X p e p X n, respectivamente. Seja C' = AB. Mostre que:

(a
(b
(c
(d

) O espago coluna de C' estd contido no espac¢o coluna de A.

) O espago linha de C' estd contido no espago linha de B.

) posto(C') < min(posto(A), posto(B)).

) Se as colunas de A e B s&o linearmente independentes, entdo as colunas de C' também
sao linearmente independentes.

(e) Se as linhas de A e B s&o linearmente independentes, entdo as linhas de C' também s&o
linearmente independentes.

(f) Se as colunas de B sdo linearmente dependentes, entdo as colunas de C' também s3o
linearmente dependentes.

(g) Se as linhas de A sdo linearmente dependentes, entdo as linhas de C' também sdo
linearmente dependentes.

8.2.14. Seja A uma matriz m xn. Se P e () sdo matrizes invertiveis m X m e n X n, respectivamente,

entdo A, PA e AQ possuem o mesmo posto. (Sugestdo: Se A = [A;... A,], entdo
PA=[PA, ... PA,]. Mostre que Ay,..., A, sdo L.l. se, e somente se, PAy,..., PA, sdo
L.1.)

8.2.15. Seja A uma matriz m x n. Mostre que
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(a) O posto de A é igual a p = min{m,n} se, e somente se, o determinante de uma
submatriz p x p é diferente de zero.
(b) O posto de A é igual ao maior inteiro positivo r tal que alguma submatriz r x r de A
possui determinante nao nulo.
8.2.16. Detemine o nicleo e a imagem do operador linear definido no Exercicio 8.1.13 na pagina 409.
8.2.17. Considere o plano 7 : ax + by + cz = 0.
(a) Determine o niicleo e a imagem da proje¢do ortogonal no plano 7, P,. Responda se P,
é sobrejetiva e se € injetiva.
(b) Determine o nicleo e a imagem da reflexdo em relagdo ao plano 7, R,. Responda se
R, é sobrejetiva e se é injetiva.
8.2.18. Considere a reta r: (x,y, 2) = t(a, b, c).
(a) Determine o nicleo e a imagem da projecdo ortogonal na reta r, P,. Responda se P, é
sobrejetiva e se € injetiva.
(b) Determine o niicleo e a imagem da reflexdo em relagdo a reta r, R,. Responda se R, é
sobrejetiva e se € injetiva.
8.2.19. Seja f : R* — R um funcional linear.
(a) Mostre que existem escalares a, b, ¢ tais que f(x,y,z) = ax + by + cz.
(b) Descreva geometricamente todas as possibilidades para o niicleo de f.
8.2.20. Sejam T : V — W uma transformac¢go linear e B = {V;,...,V,} um conjunto de vetores de

V. Mostre que se C = {T'(V1),...,T(V,)} é LI, entdo B também o é.
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8.2.21.

8.2.22.

8.2.23.

8.2.24.

8.2.25.

8.2.26.

8.2.27.

Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita. Seja T': V — W uma transformacao linear.
Mostre que T é injetiva se, e somente se, dim(Z(7)) = dim(V).

Seja T : ' V — W uma transformacdo linear. Mostre que T é injetiva se, e somente se,
a imagem de todo conjunto de vetores linearmente independente é um conjunto de vetores
linearmente independente.

Sejam T': V — W uma transformagio linear. Suponha que dim(V) = dim(W). Mostre que
T é injetiva se, e somente se, a imagem por 1" de uma base de V é uma base de W.

Seja A um escalar. Considere o operador diferencial D — AI : C*(R) — C*(R), dado por
(D= X)(f)=f"— \f, para todo f € C*(R).

(a) Mostre que o niicleo de D — \I tem dimensdo 1. (Sugestdo: Mostre que {e*} é uma
base para o niicleo de D — A\ que é a solucdo da equacdo diferencial ¥/ — Ay = 0. Veja
Exemplo 6.16 na pagina 293)

(b) Mostre que D — A é sobrejetivo. (Sugestdo: Mostre que a equagdo diferencial y' — \y =
f tem solugdo para todo f € C®(R). Sejam w(t) = f(t)e ™ e W(t) = fgw(s ds,
Mostre que y(t) = W (t)e™ é solugdo.)

Sejam V e W espacos vetoriais de dimens3o finita. Seja 7' : V — W uma transformacgao
linear. Mostre que o posto de T é igual ao posto da matriz [T], onde B e C bases de Ve W,

respectivamente. (Sugest3o: mostre que nulidade de T é igual a nulidade da matriz [T]%.)

Mostre que se V € V é tal que f(V) = 0, para todo funcional linear de V, entdo V = 0.
(Sugest3o: se V # 0, complete a uma base de V defina um funcional n3o nulo que ¢ diferente
de zero em V)

Definimos o espaco bidual de V por V** = L(V*;R), onde V* = L(V;R) é o espaco dual
de V. Seja V um espaco de dimensdo finita. Considere a funcdo £ : V — V** que associa a
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8.2.28.

8.2.29.

cada vetor V' € V o elemento £(V) = V** € V**, tal que V**(f) = f(V), para todo f € V*.
Mostre que & é um isomorfismo. (Sugestdo: mostre que £ € linear e que N'(§) = {0}.)

Seja V um espago vetorial de dimens3o finita. Dada uma base F = {fi,..., fn,} do espago
dual V*, mostre que existe uma base B = {Vj,...,V,,} de V tal que B* = F, onde B* =
{91,...,9,} € a base dual de B, ou seja, definida por g;(V;) = d;;, onde 6;; é o delta de
Kronecker. (Sugestdo: use o isomorfismo do exercicio anterior.)

Seja f um funcional linear n3o nulo de um espacgo vetorial V.

(a) Mostre que existe um vetor U € V tal que f(U) = 1.

(b) Mostre que V. = N(f) @ [U]. (Sugestdo: resolva a equagio V = W + zU, com
W eN(f).)
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8.3 Composicao de Transformacoes Lineares

Sejlam T :V —-Ue S :U — W transformacgdes lineares. A composicao de S com 7', denotada
por ST é a funcdo de V em W definida por

(ST)(X) = S(T(X)), paratodo X € V.

1 *)\\3“"1%5 )
0 TN TSI =P
vV U W

Figura 8.14: Composi¢do das Transformacgoes Lineares T:V —-Ue S: U —- W

Proposicao 8.14. SeT :V —- U e S : U — W sdo transformagdes lineares, entdo a composicdo
ST :V — W é uma transformagao linear.
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Demonstracao. Sejam X, X5 € V e «, (3 escalares.

(ST)(aX; + X3) = S(T(aX;+ X)) = S(aT(Xy) + BT (X32))
— aS(T(X1)) + BS(T(Xa)) = a(ST)(X1) + B(ST)(Xz)

Podemos, agora, provar outras propriedades da algebra das transformacoes lineares.

Proposicao 8.15. Sejam S,'T' e U transformag¢des lineares com dominios e contra-dominios apro-
priados. Entao,

(a) S(TU) = (ST)U;

(b) S(T+U)=ST+SU e(S+T)U=5SU~+TU
(c) «(TU) = (aT)U = T(aU);

(d) IT =TI =T, onde I é a transformagdo identidade.

Demonstracao. Seja X pertencente ao dominio de U.
(a) S(TU)(X) = S(TU)(X)) = S(T(U(X))) = ST((U(X));
(b) Pela linearidade de S temos que

ST+ U)(X) = S(T'+U)(X)) =S(T(X)+U(X))=S5(T(X))+SU(X))
= ST(X)+ SU(X) = (ST + SU)(X);

A outra igualdade é inteiramente andloga a anterior e deixamos como exercicio.
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(c) a(ST)(X) = aS(T(X)) = (aS)(T'(X)) = (aS)T(X) e
a(ST)(X) = aS(T(X)) = S(aT(X)) = S(aT)(X).

(d) A demonstragdo deste item é simples e deixamos como exercicio.

Teorema 8.16. SejamT :V — UeS : U — W transformacées lineares. Sejam BB = {V1,...,V,,},
C={Uy,....,U,} eD={Wy,...,W,,} bases de V.U e W respectivamente. Ent3o,

[ST]5 = [SIZ [T

Demonstracdo. Sejam A = [S]?, B = [T e C = [ST]E. Vamos mostrar que C' = AB.

(ST)(V;) = S(T(Vy) =S (i bijk> = Xp:bkjS(Uk)
;bkaazkw Zzazkbkjw Z (Z alkbkj> g

7 k=1 i=1 =1 k=1

Mas, por definicao da matriz de uma transformacao linear
m

(ST)(V;) = Z cijWi.

=1

Como os vetores Wi, ..., W,, sdo L.l., entdo ¢;; = E a;rbr;, ou seja, C' = AB, como queriamos

k=1
provar. U
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8.3.1 Invertibilidade

Dizemos que uma transformacao linear 7' : V — W ¢é invertivel se, existe uma funcao U : W — V
tal que TU = Iyy e UT = Iy. A fungdo U é (nica (verifique!) e denotada por T

Proposicao 8.17. Seja T : V — W uma transformacio linear invertivel. Entdo, T~': W — V €
também uma transformac3o linear.

Demonstracdo. Sejam Y1,Y; € W e «, 3 escalares. Sejam X; = T71(Y}) e Xy = T71(Y3).
Ent3o,

TN aY; + fYs) = T YaT (X)) + BT(Xs) = T~ HT(aX, + 5Xa))
= aXi+ Xy = ol (Y1) + 8T (Ya)

o que prova que 7! é uma transformac3o linear. O

Lembramos que uma funcdo f : A — B é invertivel se, e somente se, € injetiva e sobrejetiva.

Teorema 8.18. Sejam B = {Vi,...,V,} e C = {W4,...,W,,} bases dos espagos vetoriais V e
W, respectivamente. Uma transformagdo linear T : V.— W € invertivel se, e somente se, [T] é
invertivel. Além disso, se T € invertivel, entdo [T '8 = ([T]%)~*.
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Demonstracao. Suponha, em primeiro lugar, que T' é invertivel. Entdo 7" é injetiva e sobrejetiva,
o que implica, pelo Teorema da Dimensao do Nicleo e da Imagem 8.10 na pdgina 421, que n =
dim(V) = dim(W) = m. Além disso, existe uma transformac3o linear, T7!, tal que 7T~ = Iy e
T-'T = Iy. Assim,

I = [Iy)g = [T7'T)5 = [T7']E[T]5.

Portanto, a matriz [T)$ é invertivel e ([T]§)~! = [T71]5.

Suponha, agora, que A = [T]5 é uma matriz invertivel. Ent3o, A é uma matriz quadrada e
dim(V) = n = m = dim(W). Vamos mostrar que N (T) = {0}. Seja V € N(T). Entao,
[T(V)]e = A[V]g = 0. Como A ¢ invertivel, entdo [V]|z = 0. O que implica que V = 0. Assim T
é injetiva (Teorema 8.9 na pégina 420) e como dim(V) = dim(W), ent3o pelo Corolario 8.11 na
pagina 422 segue que T' é também sobrejetiva e portanto invertivel. O

Exemplo 8.33. Seja T : Py — P, definida por T'(p) = p+p’' +p”, para todo p € Py, onde p’ e p”
denotam a primeira e a segunda derivada de p, respectivamente. Vamos verificar se T" é invertivel.
Seja B = {1, x,2?}. Vamos determinar a matriz de T em relacdo a B. Para isto, vamos escrever o
resultado da aplicacdo T em cada elemento de B como combinac3o linear dos elementos de B.

T1) =1 = 1(1) + 0(z) + 0(z?)
Tx) = xz+1 = 1(1) + 1(z) + 0(z?)
T(x?) = 224+2x+2 = 2(1)+2(x) + 1(2?)

Assim, a matriz de T" em relacdo a B é
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Esta matriz é invertivel e assim pelo Teorema 8.18 a transformacao linear T é invertivel e

1 -1 0
TE= (T =0 1 -2
0 0 1

Vamos determinar uma expressdo para T~ '. Seja p(x) = ag + a1x + asx? um polinémio qualquer

de P,. Entdo, [p|g = [aga; az]' e pelo Teorema 8.3 na pagina 399, temos que

1 -1 0 agp ap — aq
[Tﬁl(m]B = [Tﬁl]g[p]B =10 1 -2 ar | = | a1 —2a
0 0 1 ag ag

Portanto, T~ !(p) = (ag — a1) + (a1 — 2a2)x + agz?.

8.3.2 Semelhanca

Corolario 8.19. Sejam B={Vy,...,V,} eC ={Wy,...,W,} bases de um espaco vetorial V. Se
T :V — V é uma transformacao linear, entdo

TIS = P TIE P

Demonstracao. Pelo Teorema 8.16 na pagina 432 temos que
([Te = [IW]5[TIBIIV]E.

Mas pelo Coroldrio 8.4 na pagina 401 a matriz P = [Iy]5 é invertivel e P~! = [Iy]§. De onde segue
o resultado. 0
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Uma transformacdo linear de uma espaco vetorial V nele mesmo é chamada um operador linear.
Sejam A e B matrizes n X n. Dizemos que B é semelhante a A se existe uma matriz invertivel
P tal que B = P71 AP. Observe que com esta terminologia o Coroldrio 8.19 pode ser estabelecido
da seguinte forma:

Se T : V — V é uma transformacgdo linear, B = {V3,...,V,} e C = {Wy,...,W,} sdo bases de
V, entdo [T]S é semelhante a [T]5.

O trago de uma matriz quadrada A, denotado por tr(A), é definido como sendo a soma dos
elementos da sua diagonal principal. Como tr(AB) = tr(BA) (Exercicio 1.1.23 na pégina 23),
entao

tr(P~'AP) = tr(A).
Assim, em virtude do Corolario 8.19, se V é um espaco vetorial de dimens3o finita, podemos definir
o traco de um operador linear 7' : V — V como sendo

tr(T) = te([T]3),

onde B é uma base de V.
De forma andloga, como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) (Teorema 2.14 na pagina 86),
entao
det(P~'AP) = det(A).

Assim, em virtude do Corolario 8.19, se V é um espaco vetorial de dimensao finita, podemos definir
o determinante de um operador linear 7' : V — V como sendo

det(T) = det([T]5),

onde B é uma base de V qualquer.
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Exemplo 8.34. Vamos obter uma expressdo para a reflexdo na reta r : y = 2z, R, : R? — R?
usando o Corolario 8.19. Vamos escolher uma base do R?, tal que a avaliacio de R, nos elementos
desta base seja facil de se obter. Por exemplo, C = {V} = (1,2), Vo = (=2,1)}.

R(Vi) = R(L2) = (L,2) = 1Vi+0Vj

Assim,

p-iri=|, ]

A matriz mudanga de base, da base C para a base canénica B = {(1,0), (0,1)} é dada por

1 -2
qumﬁ:{z 1}
Pelo Corolério 8.19, a matriz A = [R,]5 é obtida através da equagio matricial
A= [R,]g = [Ieelc[R,Jc| Irel = PBP™".

Vamos enunciar uma versao mais geral do Corolario 8.19, cuja demonstracdo é inteiramente
analoga e deixamos como exercicio para o leitor.

Corolario 8.20. Seja T : V — W uma transformacdo linear. Sejam B = {Vi,...,V,} e B =
{V{,...,V!} bases de V e C = {Wy,... . W,} eC' ={W/|,... , W/} bases de W. Entao,

[T]5 = PTHTI5Q,

onde P é a matriz mudanca de base de C' para C e (), de B’ para B.
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8.3.3 Aplicacao as Equacoes Diferenciais Lineares

Vamos fazer uma aplica¢ao ao estudo das equacdes diferenciais lineares homogéneas com coeficientes
constantes, ou seja, equagoes da forma

¥t an 1y 4+ a4 agy =0,

onde aq,...,a,_1 € R.

Proposicao 8.21. Sejam S, T : V — V operadores lineares, tais que N'(S) e N(T) tém dimensio
finita.

(a) Entdo, dim(N(ST)) < dim(N(9)) + dim(N(T)).
(b) Se T € sobrejetivo, entdo dim(N (ST)) = dim(N(S)) + dim(N(T)).

Demonstracdo. Seja {V4,...,V,} base do niicleo de T'. Seja {W7, ..., W;} base de N (S)NZ(T).
Estenda-a a uma base do niicleo de S, {W;,..., W,.}, r > [. Sejam Uy, ..., U, tais que T'(U;) =
Wi, ..., T(U) = W.

(a) Vamos mostrar que Vi, ..., Vi, Uy, ..., U, geram o nicleo de ST
Seja V. € N(ST). Entdo, T(V) € N(S)NZ(T). Assim, existem escalares a, ..., q; tais
que

T(V) = 0le1 + ...+ OleVl.
Como Wy =T(Uy),..., W, =T(U,), entdo

T(V—Olel—...—CYlUl) :6.
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Logo, V — Uy — ... — oayU; € N(T) o que implica que existem escalares 1, . .., (. tais que
V—OélUl—...—OélUl:ﬁl‘/l—l—...—l—ﬁk‘/k.
Portanto, Vi,..., Vi, Uy, ..., U; geram o nicleo de ST. De onde segue o resultado.

(b) Se T é sobrejetivo, entdo N(S) NZ(T) = N(S) e assim | = r. Vamos mostrar que

Vi,ooo Vi, Up, ..., U; sdo L.I. Considere a combinacdo linear nula
oVi+ . Ve U+ . 4+ yU = 0. (8.3)
Como V4,..., Vi € N(T), entdo aplicando-se T ficamos com

y1W1+...+ylVVl:0

Como Wy, ..., W; sdo L.I., entdo y; = ... = y; = 0. Substituindo-se os valores de y1, ...,y
em (8.3) e usando o fato de que Vi, ..., V) também s3o L.l., obtemos que 1y = ... =2, =0
eVi,.... Vi, Uy, ..., U; sdo L.I. De onde segue o resultado. U

Corolario 8.22. Seja D : C*(R) — C>*(R) o operador de derivacdo, D(f) = f’, para todo
f eC>®R). Sejap(D) = (D —MI)...(D—M\,I). Entdo, dim(N (p(D))) = n.

Demonstracdo. Pelo Exercicio 2.24 na pagina 428 dim(N (D — \,I)) = 1. Podemos escrever

p(D) = q(D)(D = AuT),
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onde ¢(D) é de ordem n — 1. Vamos supor que o resultado seja verdadeiro para n — 1, ou seja, que
dim(N(¢(D))) =n — 1.

Como, pelo Exercicio 2.24 na péagina 428 (D — A\, 1) é sobrejetivo, entdo pela Proposicdo 8.21
segue que

dim(N (p(D))) = dim(N (¢(D))) + dim(N (D = N\, 1)) = (n—1)+ 1 =n.

Corolario 8.23. O espaco solugdo de uma equacdo diferencial linear homogénea com coeficientes
constantes € um subespaco de C*°(R) de dimensdo n.

Demonstracao. Seja a equacgdo diferencial linear homogénea com coeficientes constantes dada por
Y™+ an 1y 4+ @y +ay =0, (8.4)

onde ag,...,a,_1 € R. Considere o polindmio auxiliar p(t) = t" + a, 12" ' + ... + ao. Seja
p(D) : C® — C> o operador definido por p(D)(y) = y™ 4+ a,_1y™" Y + ... + a1y + agy. O
conjunto solu¢do da equagdo diferencial (8.4) é igual ao niicleo do operador p(D). Vamos mostrar
que dim(N(p(D))) = n.

Pelo Teorema Fundamental da Algebra o polinémio p(z) = 2™ +a,_ 12" ' + ...+ ag é fatoravel
da forma p(z) = (x — A1) ... (z — \,), em que Ay, ..., A, sdo raizes reais ou complexas de p(x).

(a) Se as raizes sdo reais, entdo a solu¢do da equagdo diferencial (8.4) é o nicleo de p(D) =
(D —M\I)...(D— M\,I) que pelo Coroldrio 8.22 tem dimens&o n.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



8.3

Composicao de Transformacgoes Lineares 441

(b) Se p(z) tiver raizes complexas, entdo pelo mesmo raciocinio empregado no item anterior, o

8.3.1.

8.3.2.

8.3.3.

conjunto solugdo da equacdo (8.4) tem dimensdo n em C*(R; C). Agora, as raizes complexas
aparecem aos pares, sendo uma o conjugado da outra. e pertence ao niicleo de (D —
(a+iB)1), el pertence ao niicleo de (D — (av—1i3)1) e e cos Bt e e**sen 3t sdo funcdes
linearmente independentes que pertencem ao nicleo de (D — (a + i6)I)(D — (o — iB)I).
Assim, o ntcleo do operador formado por cada par de raizes complexas tem dimensdo 2 em
C>(R). Portanto, também neste caso a dimensdo do espa¢o solugdo de (8.4) é igual a n.

0

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 572)

Seja T' : R? — R? a transformag3o linear dada por T'(z,y) = (2x + y,x — 3y), para todo
(z,y) € R% Seja C = {(1,1),(1,2)}. Determine [T]S.

Seja D : P; — P definida por D(p) = p/, a derivada de p, para todo p € P;. Seja
C={1+x,1—z}. Encontre [D]S.

Seja T : R® — R3 definida por T'(X) = AX, para todo X € R?, onde

3 -1 =2
A=12 0 -2
2 -1 -1

Sejam V; = (1,1,1),V5 = (1,2,0) e V53 = (0, —2,1).

(a) Encontre a matriz mudanga de base de C = {Vi, V5, V3} para a base candnica B =
{EL, By, B}
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(b) Use a matriz obtida no item anterior para determinar a matriz B que representa 7' com
relacdo a base {V;, Vs, V3}.

8.3.4. Seja T': P, — P, a transformagio linear dada por T'(p)(x) = xp'(z) + p"(x).

a) Encontre a matriz A que representa T' com relacdo a B = {1, z,xz%}.

C

(a)
(b) Encontre a matriz B que representa 1" com relagdo a C = {1,z,1 + z?}.
(c) Encontre a matriz P tal que B = P7'AP.

)

(d) Se p(z) = ag + a1z + az(1 + %), calcule T™(p).

8.3.5. Considere a reta r : (z,y,2) = t(1,1,1). Sejam B = {Ei, Ey, E3} a base candnica do
R? e C = {U;,U,,Us} a base ortonormal de R? definida por U, = 1/v/3(1,1,1), Uy =
1/v/2(-1,1,0) e U3 = 1//6(—1,—1,2).

(a) Seja P, : R? — R? a projecdo ortogonal na reta r. Encontre [P,]S e [P.]5.
(b) Seja R, : R?* — R? a reflexdo em relagio a reta . Encontre [R,]S e [R,]5.

(c) Seja R /30 : R® — R3 a transformacio linear, que é uma rotagdo de um angulo de 7/3
em torno da reta r. Determine [R,r/gm]c e [Rﬂ/g,r]B

8.3.6. Para cada uma das trnsformacdes lineares T' verifique se T é invertivel e calcule a inversa,
T se ela existe.

a) T :R*® — R3 definida por T'(z,y,2) = (zr + 2y + z,—x + y + 22,7 + 2).
) T : Py — Py definida por T'(p) = p” + 2p' — p.

c) T : R® — P, definida por T'(a,b, ¢
)

( (a+b+c)+ (a—b+c)x+ ax’
d) T : Py — R? definida por T'(p) =

) =
(p(=1),p(0), p(1)).
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8.3.7.

8.3.8.

8.3.9.

8.3.10.

8.3.11.

Exercicios Teoricos

Mostre que se T : R? — R? é uma transformac3o linear invertivel, entdo 7' é uma composicdo
de expansGes, compressdes, cisalhamentos e reflexdes. (Sugestdo: use o fato de que toda
matriz invertivel é o produto de matrizes elementares e o Exercicio 8.1.14 na pagina 409.)

Seja A uma matriz triangular superior n X n com todos os elementos da diagonal iguais a
zero. Mostre que A™ = 0. (Sugestdo: considere o operador 7' : R™ — R™ cuja matriz na
base candnica é igual a A e determine a matriz de 7".)

Seja T : V — W uma transformacdo linear. Sejam B = {V;,...,V,} e B = {V/,...,V/}
bases de Ve C = {Wi,..., W,,} eC’ ={W],..., W/ } bases de W. Mostre que

715 = P T15Q,

onde P é a matriz mudanca de base de C’ para C e (), de I3’ para B. (Sugestdo: siga a
demonstracdo do Coroldrio 8.19 na péagina 435.)

Seja B ={V1,...,V,} uma base de um espaco vetorial V. Seja P uma matriz n x n invertivel.

Mostre que C = {Wy,...,W,,} é uma base de V, onde W; = Zpij‘/;-, para j = 1,...,n.
i=1
Assim, P é a matriz mudanca de base de B para C.

Sejam T :V —-Ue S :U — W transformagdes lineares. Suponha que os espacos vetoriais
V,U e W s3o de dimensdo finita. Sejam A e B matrizes tais que o produto AB esta definido.
Mostre que

(a) posto(ST) < posto(S). (Sugestdo: mostre que Z(ST) C Z(T).)

(b) posto(AB) < posto(A). (Sugestdo: use o item anterior.)
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8.3.12.

8.3.13.

8.3.14.

(c) posto(AB) < posto(B). (Sugestdo: use o fato de que o posto de uma matriz € igual
ao de sua transposta.)

(d) posto(ST) < posto(T). (Sugestdo: use o item anterior.)

(e) Se S € injetiva, entdo posto(ST) = posto(T).

(f) Se T é sobrejetiva, entdo posto(ST') = posto(.S).

(g) D& um exemplo em que posto(7) = posto(S) > posto(ST).

Sejam W; e W, subespagos de um espacgo vetorial V tais que V.= W; & W,. Defina o
operador linear P : V — V, projecao em W, paralelo a W, da seguinte forma: todo vetor
V € V se escreve de maneira tnica como soma V =V, +V,, com V], € W, e V, € W,.
Define-se entdo P(V) = V;. Mostre que Z(P) = W, N (P) =W, e P? = P.

Mostre que se P : V — V é um operador linear tal que P? = P (operador idempotente),
entdo P é uma projecdo. (Sugestdo: Sejam W, = Z(P) e Wy = N(P). Para todo V € V,
V = (V- P(V))+ P(V). Mostre que (V — P(V) € N(P) e que se W € Z(P), entio
PW)=W.)

Suponha que um espaco vetorial, V, admita uma decomposicio em soma direta

V=W, &...5W,, isto é,

() V=W, +...+Wre
(i) W, (Wy + .. 4+ W,y + Wiy + ...+ W) = {0}, parai=1,... k.

Parai=1,...,k, seja P, : V — V definida da seguinte forma. Seja V € V. V se escreve de
maneira tnica como V = V) + ...+ Vi, com V; € Wy, ... Vi, € W, Entdo, P(V) =V,.
Mostre que

(a) P2=P, parai=1,...,k.
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(b) P+ ...+ P, = 1.
(c) P,P; = O, a transformagio linear nula, se i # j.
8.3.15. Sejam Py, ..., P, : V — V operadores lineares tais que

(i) A+...+P.=1.

(i) P,P; = O, a transformac3o linear nula, se i # j.
Mostre que

(a) P2=P, parai=1,...,k.

(b) V=W, ® ... W, onde W, =Z(P,), parai=1,... k.

(c) SeV =Vi+.. 4V, comV; € Wy, ... . Vi € Wy. Entdo, P(V) =V, parai =1,... k.

8.3.16. Seja P : V — V um operador idempotente (P? = P) de um espaco de dimens3o finita.
Mostre que

(a) Existe uma base B tal que a matriz de P em relagdo a B, A = (a;j)nxn, € tal que
apn =...=a, =1 eosdemais a;; = 0, onde r = posto(P).
(b) O trago de P é igual ao seu posto.
8.3.17. Um operador T' : V — W é chamado nilpotente se 7" = O, a transformac3o linear nula,

para algum n € N. Seja T um operador nilpotente. Mostre que existe um vetor V # 0 tal
que T(V) = 0.
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8.4 A Adjunta

Proposicao 8.24. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno. Seja f
um funcional linear sobre V. Ent3o existe um tnico vetor W € V tal que

f(V)y=(V.W), paratodoV €V.

Demonstracao. Seja gy : V — R(ou C) a fungdo definida por gy (V') =(V, W), paratodo V € V.
Segue das propriedades do produto interno que gy é um funcional linear. Seja B = {Uy,...,U,}
uma base ortonormal de V. Ent3do, pela Proposicdao 7.7 na pagina 359,

W = (W,U) Uy + ...+ (W,U,) U,.

Mas, f(Ux) = gw(Uy) se, e somente se, f(Uy) = (Ug, W) ou (W,Ux) = f(Uy).
Assim, seja W = Zf(Uk)Uk. Ent3o,
k=1

n

gw(U;) = (U;, W) = <Uj7 f(Uk)Uk> = FU)(U;,Ux) = F(U).

k=1

Ou seja, f e gw sdo iguais nos elementos da base B. Logo, pelo Teorema 8.1 na pagina 395, temos
que f(V) = gw (V) = (V,W), para todo V € V. ]
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Exemplo 8.35. Seja f : R™ — R um funcional linear. Ent3o, existe uma matriz A = [a; ... a,],
1 X n, tal que
ol T
fX)=f| + | =4X=[a ap
Tn Tn

Neste caso, o vetor
W= f(E\)Ey+ ...+ f(E3)Es = a1 By + ...+ ap By = (aq, ..., ap)

é tal que f(X) = (X, W).

Definicao 8.6. Seja 7' : V — W uma transformac3o linear entre espacos vetoriais com produto
interno. Uma fungdo 7% : W — V é chamada a adjunta de T se,

(T(V),W)=(V, T*(W)), paratodosV € VeW € W. (8.5)

Simbolicamente, a equagdo (8.5) esta dizendo que temos que “colocar” % em 7', quando “pas-
samos” T para o outro lado do produto interno.

Proposicao 8.25. SejaT : V — W uma transformacdo linear entre espacos vetoriais com produto
interno. Se T' tem uma adjunta, T* : W — V, entdo ela é uma transformacao linear e € a Unica
que satisfaz (8.5).
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Demonstracao. Vamos mostrar em primeiro lugar que se T* é adjunta de 7', entdo ela é uma
transformacdo linear. Sejam Wy, W5 € W e «, ( escalares. Seja V' € V qualquer.
(V. T*(aWy + pWs)) = (T(V),aW; + W)
= a(V,T"(W)) + B(V,T*(Wa))
= (V.aT" (W) + BT (W)

De onde segue que
(V, T*(aWy + W) — (a1 (Wh) + BT*(W3))) =0, para todo vetor V €V,
em particular para V' = T*(aW; + W) — (aT*(Wy) + BT*(Ws)). O que implica que V' = 0.
Portanto, T*(aW; + fWs) = oT*(Wy) + ST*(W3), como queriamos provar.
Seja U : W — V uma transformacao linear tal que

(T(V), W) ={(V,T*(W)) =(V,UW)), paratodosV € VeV e€W.

Entdo, (V,T*(W) —-U(W)) = 0, para todos V € Vee W € W. Isto implica, tomando V' =
T*(W) —U(W), que T*(W) — U(W) = 0, para todo W € W. De onde segue que T* =U. [

Teorema 8.26. Seja T' : V — W uma transformagdo linear entre espacos de dimensao finita
com produto interno. Entdo T' possui adjunta T*, ou seja, existe uma unica transformagao linear
T : W — V que satisfaz

(T(V),W)=(V,T*(W)), paratodosV € VelW eW.
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Demonstracdo. Seja W € W. Seja g : V — R(ou C) a fungdo definida por gy (V) =
(T'(V),W), para todo V' € V. Segue das propriedades do produto interno e da linearidade de
T que gy é um funcional linear.

Pela Proposi¢do 8.24 existe um tnico V' € V (que depende de W) tal que

gw (V) =(T(V),V)=(V,V'), paratodoV € V.

Seja T* : W — V a funcdo definida por T*(W) = V', para todo W € W. J4 mostramos que T™* é
tinica e é uma transformacao linear. O

Para determinar a adjunta de uma transformacdo linear T' s6 precisamos da matriz de T" em
relacao a bases ortonormais.

Proposicao 8.27. Sefam B ={Vy,...,V,} eC = {W4,...,W,,} bases ortonormais de V e W,
respectivamente. Se T : V — W é uma transformagdo linear, entdo

[T)% = A, onde[A];; = ai; = (T(V;),W;), parai=1,....mej=1,...,n.

Demonstracdo. Seja A = (a;;j)mxn a matriz definida por a;; = (T'(V;), W;). Pela Proposicdo 7.7,
para o vetor T'(V;), temos que

T(V;) =Y (T(V;),W;) Wi

i=1
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Entdo, [T'(V))]c = : . Como [T)§ =[[T(W)]c ... [T(V,)]c], entdo [T = A. O

Proposicao 8.28. Sefam B={Vy,...,V,} eC = {W4,...,W,,} bases ortonormais de V e W,
respectivamente. Se T : V — W é uma transformagio linear e A = [T)$, entdo

[T*)5 = B, onde [Blij =bij =aj, parai=1,....nej=1,...,m.

Demonstracdo. Pela Proposicio 8.27 a matriz B = [T*]5 é dada por

bij = (T"(W;), Vi) = (V;, T*(W;)) = (T'(V3), W) = @
U

Exemplo 8.36. Seja T': R” — R™ uma transformacdo linear. Ent3o existe uma matriz A, m x n,

tal que
T(X)=AX, paratodo X € R".

Como a base candnica do R™ é uma base ortonormal, entdo a adjunta 7% : R"™ — R"™ é dada por
T*(Y) = A'Y, paratodoY € R™.

Podemos, agora, provar mais algumas propriedades da algebra das transformacgdes lineares.
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Proposicao 8.29. Sejam S e T transformacoes lineares com dominios e contra-dominios apropri-
ados. Entao,
(a) (S+T) =5"+T* (b) (1) =aT*; (c)(ST)" =T*S*;, (d)T™=T; (e)I*=1.

Demonstracao. Para provar estas propriedades vamos usar o fato de que duas transformacdo
lineares 71, T : V — W sdo iguais se (W, T1(V)) = (W, T5(V)), para todos V€ Ve W € W.

@) (V,(S+T) (W) = {(S+T)(V),W) = (S(V), W) +(T(V),W) = (V,5(W)) +
(V.T* (W) = (V, §*(W) + T*(W)) = (V. (5" + T*)(W)).

(b) (V: (aT)*(W)) = {(aT)(V), W) = a({T(V),W) = a(V.T*(W)) = (V. (aT")(W)).

(c) (V. (ST)*(W)) = ((ST)(V), W) = (S(T(V)), W) = (T(V),5*(W)) = (V, (T"5")(W)),

(d) (T=(V), W) = (W, T=(V)) = (T*(W), V) = (V,T*(W)) = (T(V), W).

(e) Este item é simples e deixamos como exercicio para o leitor. O

Teorema 8.30. Sejam T : V — W uma transformacao linear entre espacos vetoriais com produto
interno de dimensdo finita. Ent3o

(a) N(T) = Z(T*)- e V = N'(T) & Z(T*).
(b) N'(T*) = Z(T)- e W = N(T*) & Z(T).
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Demonstracdo. (a) um vetor V € N(T) se, e somente se, (T'(V), W) = 0, para todo W € W.
Mas, (T(V),W) = (V,T*(W)) = 0 se, e somente se, V € Z(T*)*. Portanto, N'(T) =
Z(T*)t e V=N(T) ® Z(T*), pela Proposi¢io 7.11 na pégina 373.

(b) Basta aplicar o item anterior a 7* e usar o fato de que 7** =T,

(T™) (T)

J

N(T N (T)

Figura 8.15: Subespagos N(T),Z(T*), Z(T) e N (T%)

8.4.1 Aplicacao ao Problema de Quadrados Minimos

Muitos problemas, quando modelados, levam a sistemas lineares A X = B, que sdo inconsistentes
(isto é, ndo possuem solucdo), apesar dos problemas que os originaram exigerem solugdo. A incon-
sisténcia vem com freqiiéncia devido a erros experimentais na matriz B. Uma forma de resolver esta
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inconsisténcia € resolver o problema de quadrados minimos associado, ou seja,
min ||4A X — B|*.

Apesar de n3o ser esta a tnica forma de resolver a inconsiténcia, pode-se mostrar que se os erros
em B forem n3o viciados e os b; tiverem a mesma variancia (fixa), entdo a solu¢do do problema de
quadrados minimos é a que tem a menor variancia dentro de um certo conjunto de “solugdes”.

O teorema seguinte é a chave para a solu¢do do problema de quadrados minimos.

Teorema 8.31. Seja A uma matrizm X n. O problema de quadrados minimos:
min ||AX — B|?
€ equivalente a resolver o sistema linear consistente
A'AX = A'B,

chamado de equacoes normais.

Demonstracdo. Seja 7' : R" — R™ a transformag¢do linear definida por 7'(X) = AX, para todo
X € R". O problema de quadrados minimos

min ||AX — BJ?
pode ser escrito como

min |[Y —B||* e Y=A4X.
YeZ(T)
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Pelo Teorema 7.12, X € R™ é solugdo deste problema se, e somentese, B—Y = B—AX € Z(T)*.
Mas, pelo Teorema 8.30, Z(T')* = N(T*). Assim, X é solug3o do problema de quadrados minimos
se, e somente se,

AYB - AX) =0.

Ou seja, a solugdo do problema de quadrados minimos é a solu¢3o do sistema linear

A'AX = A'B.
O
! y
6 Q
//
LT KL AX =18 5
L— = |+ E‘i N
LT //// \ 3
T /// // O 2 o
/// /// N
///////
// | X
R R™ ’34 3 2 1 0 1 2 3 4
Figura 8.16: A solucdo de quadrados Figura 8.17: Reta que “melhor” se ajusta
minimos a quatro pontos

Exemplo 8.37. Vamos determinar a reta de equacdo y = ax + b que melhor se ajusta aos pontos
P, =(-3,6),P, =(0,4),Ps = (1,0) e P, = (2,2) no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal
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4
que Z(yz — az; — b)? seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equacdo da reta obtemos o
=1

—3a +

a +

2a +
-3
0
1

seguinte sistema

> o o o
I
N O O

Para este sistema temos que A = e B = . Para encontrar a solu¢do de quadrados

— =
N O =D

2 1
minimos deste sistema temos que resolver as equacdes normais A'!AX = A'B. Neste caso,

b, (140 i [ —14
s [0 e[ ]

Assim a solu¢do de quadrados minimos é X = [—-13]", oua=—1,b=3. Aretay=—x+ 3 éa
reta procurada.

Exemplo 8.38. Vamos determinar a parabola de equacdo y = ax?+bx +c que melhor se ajusta aos
pontos P, = (—2,0), P, = (—1,2),P; = (1,2) e P, = (2,10) no sentido de quadrados minimos,
4

ou seja, tal que Z(yZ — ax? — bx; — c)? seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equac3o da

i=1
pardbola obtemos o seguinte sistema

4da — 2b + ¢ = O
a — b 4+ c 2
a + b + c 2

4da + 2b + ¢ = 10
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4 -2 1 0
. 1 -1 1 2 ~
Para este sistema temos que A = L1 11]°¢ B = 9 Para encontrar a solucdo de
4 21 10
quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equacdes normais A'AX = A'B. Aqui,
34 0 10 44
AA = 0 10 0 e A'B=|20
10 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A*A| A’ B] obtemos que a solu¢do de quadrados minimos é X =
121, oua=1,b=2ec=1. Ey=2?+2r+1 ¢éaequacio da pardbola procurada.

14 y 3 y
Figura 8.18: Pardbola que “melhor” se Figura 8.19: Circulo que “melhor” se
ajusta a quatro pontos ajusta a quatro pontos
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Exemplo 8.39. Vamos determinar o circulo de equacio 22 + 4% = ax + by + ¢ que melhor se ajusta

aos pontos P, = (—2,0), P, = (0,2), P; = (1,—3) e Py = (3, 1) no sentido de quadrados minimos,
4

ou seja, tal que Z(JI? +y? — ax; — by; — c)? seja minimo. Substituindo-se estes pontos na equagio

i=1
do circulo obtemos o seguinte sistema

—2a + c = 4
+ 26 + ¢ = 4
a — 3b + ¢ = 10
3a. + b + ¢ = 10
-2 01 4
: 0 21 4 .
Para este sistema temos que A = 1 _31|°¢ B = 10 |- Para encontrar a solucao de
3 11 10
quadrados minimos deste sistema temos que resolver as equacdes normais A'AX = A'B. Aqui,
14 0 2 44
AtA = 0 14 0 e A'B=1 20
2 0 4 14

Escalonando a matriz aumentada [A'A| A’ B] obtemos que a solu¢do de quadrados minimos é X =
[18/13 — 6/7 82/13]", ou a = 18/13,b = —6/7 e ¢ = 82/13. A equagdo do circulo procurado é
22 4+y*—(18/13)x+(6/7)y = 82/13. O centro do circulo Py = (9, o) € o raio r s3o obtidos pelas

equagdes a = 2x0,b = 2yo e 1 = c+ af + y¢. Assim, zg = 9/13,y0 = —3/Ter = /321 ~ 2,6.
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8.4.1.

8.4.2.

8.4.3.

8.4.4.

8.4.5.

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 573)

Seja T': R™ — R™ uma transformagao linear definida por 7'(X) = AX, para todo X € R".
Determine uma base para cada um dos seguintes subespacos Z(7*),N(T'),Z(T) e N(T™),
para cada uma das seguintes matrizes.

4 -2 1000
1 3 0111
@ |5 ®) 1o o011
3 4 112 2

Seja W o subespaco de R?® gerado por V = (1,—1,1). Encontre uma base para W+ e dé
uma interpretacdo geométrica para W e W+,

Seja W o subespago do R* gerado pelos vetores V; = (1,0,-2,1) e V5, = (0,1,3,—2).
Encontre uma base para W+.

Encontre a equagao da pardbola que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de qua-
4
drados minimos, ou seja, tal que E (y; — ax? — bx; — c)* seja minimo:

(a) Py = (=2.1), Py = (—1,2), Ps = (1,0) e P, = (2,7).
(b) P =(-2 Py =

1 1,0

1), P =(—1,3) (1,3) e P, =(2,11).

Encontre a equacao do circulo que melhor se ajusta aos pontos dados no sentido de quadrados
4

minimos, ou seja, tal que Z(mf + 92 — ax; — by; — ¢)? seja minimo:

(a) Py = (=2,0), Py — (0, 1), Py — (1,—2) e Py — (2,1).
(b) P1 = (—2,1),P2 = (—1,—2),P3 = (O,].) S P4 = (2,0)
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8.4.6. Encontre a solucdo de quadrados minimos dos seguintes sistemas:

(a)

r o+ 2 = 3 —r + oy = 10 _iiyizfg

2 + 4y =2 (BS 20 + y = 5 (o 4
- 2 = 1 v — 2% = 2 -y te=1
T + z = 2

Exercicios usando o MATLAB

8.4.7. (a)

(b)

Use o comando P=randi(5,2), para gerar 5 pontos com entradas inteiras e aleatérias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB para encontrar os coeficientes a, b, c e d da fun¢do polinomial p(x) =
ax® 4+ ba? + cx + d que melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas da matriz P, no
sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que > (y; — ax? —bx? — cx —d)? seja minimo.
A matriz A=matvand(P(:,1),3) pode ser util na solucao deste problema, assim como
a matriz B=P(:,2).

Desenhe os pontos e o grafico do polinbmio com os comandos
clf,po(P), syms x, plotfl(a*x~3+bxx~2+c*x+d, [-5,5]), onde a,b,c e d sdo os
coeficientes ja encontrados. Desenhe os eixos coordenados com o comando eixos.

Use o comando P=randi(6,2), para gerar 6 pontos com entradas inteiras e aleatérias
entre —5 e 5. Os pontos estdo armazenados nas linhas da matriz P.

Use o MATLAB para encontrar os coeficientes a, b, c,d e e da conica de equacdo x2 +
axy +by? +cx +dy+e = 0, cujo grafico melhor se ajusta aos pontos dados pelas linhas
da matriz P, no sentido de quadrados minimos, ou seja, tal que > (z? — ax;y; — by? —
cx; — dy; — e)* seja minimo. As matrizes M=matvand(P,2), B=-M(:,1) e A=M(:,2:6)
podem ser lteis na solu¢ao deste problema.
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(c) Desenhe os pontos e a cnica com os comandos
clf,po(P), syms x y, plotci(x™2+a*x*y+b*y~2+cxx+d*y+e, [-5,5],[-5,5]), on-
de a,b,c,d e e s3o os coeficientes encontrados no item anterior. Desenhe os eixos
coordenados com o comando eixos.
Exercicios Tedricos
8.4.9. Sejam T,S : V — W transformacdes lineares entre espacos vetoriais com produto interno.
Mostre que se
(T(V),IW)=(S(V),W), paratodosV € Vel € W, entdo T = S.
8.4.10. Seja W um subespaco de um espaco vetorial com produto interno V, gerado pelos vetores
Vi,...,Vi. Mostre que V € W+ se, e somente se, V é ortogonal a V;, parai=1,...,k.
8.4.11. Seja T': V — W uma transformacao linear entre espacos vetoriais com produto interno.
(a) Mostre que N(T*T') = N(T);
(Sugestdo: se T*T'(V) =0, entdo T'(V) € Z(T) NN (T*).)
(b) Mostre que se T € injetiva, entdo T*T é invertivel.
(c) Mostre que Z(T*) = Z(T*T).
(d) Mostre que se T' é sobrejetiva, entdo T'T™* é invertivel.
8.4.12. Sejam A uma matriz m x n com colunas linearmente independentes e B uma matriz m x 1.

Mostre que neste caso, a matriz A’ A é invertivel e que vale a seguinte férmula para a solucio
do problema de quadrados minimos, min ||AX — B||?,

X = (A'A)'A'B.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



8.4 A Adjunta 461

8.4.13. Sejam B={Vy,...,V,,} eC = {W,,...,W,} duas bases ortonormais de um espag¢o vetorial
com produto interno V real.

(a) Mostre que a matriz mudanga de base de B para C é

P = (pij)ana €m que p;; = <‘/]7VV1>1 para 27] = 17 cee, N

(b) Mostre que (V;,V;) = Z (Vi, W) (V;, Wi).
k=1
(c) Mostre que P é uma matriz ortogonal, ou seja, que P~! = P!. (Sugestdo: mostre que
PP =1,)

8.4.14. Seja T : V — V um operador linear em um espago com produto interno.

(a) Mostre que se W é um subespaco de V tal que T(W) € W, para todo W € W,
entdo T*(V) € W, para todo V € W+, (Sugestdo: tome V € WL e mostre que
(W, T*(V)) =0, para todo W € W.)

(b) Mostre que se TT* = T*T, entdo ||[T(V)|| = ||T*(V)||, para todo vetor V € V.
(Sugestdo: use o fato de que ||[T(V)||?> = (T(V),T(V)).)

28 de agosto de 2000 Reginaldo J. Santos



462 Transformacoes Lineares

Teste do Capitulo

1. Seja ' : R? — R3 uma aplicacdo linear tal que F/(E,) = E1+Es, F(E;) = Ey e F(E3) = E,
onde {Ey, Ey, E3} é a base candnica do R3.
(a) Ache F(z,y,z2), onde (z,y,2) € R3.
(b) Ache uma base para N(F'), uma base para a Z(F') e suas dimensdes.

(c) Diga se F' é injetiva, sobrejetiva e isomorfismo.

2. Dé um exemplo de um isomorfismo T : R?® — R? diferente da identidade do R?. Prove que é
isomorfismo.

3. Dé um exemplo de uma transformacao linear T" sobrejetiva e n3o injetiva. Prove que € injetiva
e ndo sobrejetiva.

4. Considere o plano 7 : x +y + 2z = 0. Sejam B = {E, F», E3} a base canonica do R? e C =
{Uy,U,,Us} a base ortonormal de R? definida por U; = 1/+/3(1,1,1), Uy = 1/v/2(—1,1,0)
e Us=1/v6(—1,—-1,2).

(a) Seja P, : R? — R? a projegdo ortogonal no plano 7. Encontre [P]S e [Pr]5.

(b) Seja R, : R* — R? a reflexdo em relagdo ao plano 7. Encontre [R,]S e [R.]5.
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Capitulo 9

Diagonalizacao

9.1 Diagonalizacao de Operadores

9.1.1 Motivacao: Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

Vamos considerar o problema de encontrar as funcées que ddo a evolucao das populacdes de duas
espécies, S; e S5, convivendo em um mesmo ecossistema no tempo £ > 0. Vamos denotar as
populagdes das espécies S; e S, em um instante ¢ por z1(t) e xo(t), respectivamente.

Inicialmente vamos supor que a taxa de crescimento da populacdo de uma espécie ndo depende
do que ocorre com a outra espécie e que esta taxa é proporcional a sua populagdo existente (ou
equivalentemente que a taxa de crescimento relativa é constante). Ou seja, vamos supor que

de’l

1(t) = —r

(t) = axi(t)
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balt) = 1) = das(t)
dt

em que a,d € R. Temos aqui um sistema de equacdes diferenciais, ou seja, um sistema de equacdes
que envolvem derivadas das fun¢des que sdo incégnitas. Neste caso as duas equagdes sdo desaco-
pladas, isto é, podem ser resolvidas independentemente. A solu¢do do sistema é x1(t) = x1(0)e™ e
T5(t) = 29(0)e®, para t > 0 (Exemplo 6.16 na pagina 293).

Vamos supor, agora, que as duas populacoes interagem de forma que a taxa de crescimento da
populacdo de uma espécie depende de forma linear ndo somente da sua populagdo existente, mas
também da populacdo existente da outra espécie. Ou seja, vamos supor que

ZEl(t) = a$1(t)+bI2(t)
$2<t) = C.Z’l(t)—"dl'g(t)

Por exemplo, se os individuos de uma espécie competem com os da outra por alimento (a,d > 0 e
b,c < 0), ou os individuos da espécie S; sdo predadores dos da outra (a,b,d > 0 e ¢ < 0). Neste
caso a solucdo de uma equacdo depende da outra. Podemos escrever este sistema na forma de uma
equacao diferencial matricial

X(t) = AX(t), (9.1)
em que X (t) = { (1) } A= [ . d } e X(t) = [ () | Vamos supor que existam matrizes
P e D tais que

A=PDP, (9.2)
A0 o
em que D = [ 0\ } Substituindo-se (9.2) em (9.1) obtemos
2

X(t) = PDP7'X(¢).
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Multiplicando-se 3 esquerda por P!, obtemos
PX(t) = DP'X(t).

Fazendo a mudanca de varidvel Y (1) = P~'X(t), obtemos

Y(t) = DY (1),
que pode ser escrito na forma

n(t) = My(t)
U2(t) = Aayalt)

Estas equacdes estdo desacopladas e tém solucdes dadas por y;(t) = y1(0)eM? e yo(t) = y2(0)e?.
Assim a solugdo da equacdo (9.1) é

X(t) = PY(t) = P { z;ggggij ] _Pp { eglt e;; } Y(0) = P { eglt eﬁ; } P1X(0).

Observe que o que possibilitou a resolucdo do sistema de equacdes foi a hipdtese feita de que a
matriz A pode ser escrita como A = PDP~! em que D é uma matriz diagonal.

Vamos descobrir como podemos determinar matrizes P e D, quando elas existem, tais que
A = PDP~!, ou equivalentemente, D = P~'AP, com D sendo uma matriz diagonal. Chamamos
diagonalizacao ao processo de encontrar as matrizes P e D.

9.1.2 Operadores e Matrizes Diagonalizaveis
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Definicao 9.1. Dizemos que uma matriz B, n x n, é semelhante a uma matriz A, n X n, se
existir uma matriz P nao singular tal que

B =P 'AP

A relacao de semelhanca satisfaz as seguintes propriedades:

e toda matriz quadrada é semelhante a si mesma;

e se uma matriz A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A e

e se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C'.

Deixamos como exercicio a verificacao destas propriedades.

Definicao 9.2. (a) Dizemos que uma matriz A, n X n, é diagonalizavel, se ela é semelhante a
uma matriz diagonal. Ou seja, se existem matrizes () e D tais que A = Q~'D(Q, em que D
€ uma matriz diagonal.

(b) Dizemos que um operador T': V — V de um espaco de dimens3o finita V é diagonalizavel,
se existe uma base C de V tal que [T']$ é uma matriz diagonal.
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Exemplo 9.1. Toda matriz diagonal

A0 0
0 X 0
A= _
0 0 A\
é diagonalizavel, pois
A= (I,) AL,

O proximo resultado mostra que um operador linear é diagonalizavel se, e somente se, a matriz
dele em relagao a uma base é diagonalizdvel.

Proposicao 9.1. SejaT : V — V um operador de um espago vetorial V de dimansao finita. Seja B

uma base de' V. T' é um operador diagonalizavel se, e somente se, [T]g € uma matriz diagonalizavel.

Demonstracao. Se um operador linear T : V — V é diagonalizével, entdo existe uma base C de
V tal que TS é diagonal. Entdo, pelo Coroldrio 8.19 na pagina 435 existe uma matriz P tal que

[Te = PTHTIEP,

ou seja, a matriz A = [T']5 é diagonalizavel.
Reciprocamente, se a matriz A = [T')5 é diagonalizavel, em que B = {V},...,V,}, entdo existe
uma matriz P tal que
D =P AP
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é uma matriz diagonal. Seja C = {Wy,..., W, }, em que W, = Zpij‘/;‘, paraj=1,....,n. Cé

i=1
uma base de V (Exercicio 8.3.10 na pagina 443) e
[T)e = P~ [T]5P = D.

Portanto, T é um operador diagonalizavel. O
9.1.3 Autovalores e Autovetores
Se um operador T é diagonalizavel, entdo existe uma base C = {V;,...,V,} tal que

A0 ... 0

0 X ... O

mé=p=| .
0O ... 0 X\,

O que implica que

T(V;) = ZdijVi =\;V;, paraj=1,...,n.
i—1

Isto motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 9.3. Seja 7' : V — V um operador linear. Um escalar A é chamado autovalor de T, se
existe um vetor ndo nulo V € V, tal que

T(V)= V. (9.3)

Um vetor ndo nulo que satisfaga (9.3), é chamado de autovetor de 7.
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T(V) = AV B 1% %
/ T(V) =AU (V) = AWV,

(@] (@]

A>1 0< A<l A<0

Observe que a equacgdo (9.3) pode ser escrita como
T(V)=X[(V)

(T —A)(V) =0. (9.4)

Assim, os autovetores sao os vetores nao nulos que pertencem ao niicleo de T'— A\I e os autovalores
sao os escalares \ tais que

N(T — \I) # {0}.
Seja B={V4,...,V,} uma base de V. A equagdo (9.4) é equivalente a
(A= M\,)X =0.

em que A = [T]5. E esta equagdo tem solugdo n3o trivial se, e somente se, det(A — \I,,) = 0
(Teorema 2.15 na pégina 90).
Como det(AB) = det(A) det(B) = det(BA) (Teorema 2.14 na pagina 86), entdo

det(P~'AP) = det(A).
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Assim, em virtude do Corolario 8.19 na pagina 435, se V é um espaco vetorial de dimensao finita,
podemos definir o determinante de um operador linear 7' : V — V como sendo

det(T) = det([T]5),

em que B é uma base de V. Com a definicdo de determinante de um operador, podemos dizer que
existe um vetor nao nulo V' € V que satisfaz (9.4) se, e somente se,

det(T — AI) = 0.

Assim temos um método para encontrar os autovalores e os autovetores de um operador 7.

Proposicao 9.2. SejaT : V — V um operador linear de um espaco de dimensao finita.
(a) Os autovalores de T' s3o as raizes do polinémio
p(A\) = det(T — A\1L,) (9.5)
que estao no conjunto de escalares.

(b) Para cada autovalor \, os autovetores associados a A sdo os vetores ndo nulos do niicleo de
T -\,
N(T — \I).
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Definicao 9.4. Seja T" um operador em um espaco de dimensao finita. O polindmio
p(A) = det(T — \I) (9.6)

¢ chamado polindbmio caracteristico de 7.

Assim, para determinarmos os autovalores de um operador 1" em um espaco de dimensdo finita
precisamos determinar as raizes, que estao no conjunto de escalares, do seu polindomio caracteristico,
que tem a forma p(A\) = (=1)"\" + a, 1 A" + ... + a1\ + ao.

Um resultado sobre polindmios que muitas vezes é util, é o que diz que se ag,ay,...,a,_1 sao
inteiros, entdo as suas raizes racionais (se existirem) sdo niimeros inteiros e divisores do coeficiente
do termo de grau zero ag. Por exemplo, se p(\) = —A\3 + 6)? — 11\ + 6, entdo as possiveis raizes
racionais sdo +1, 42, +£3 e +6. Substituindo estes valores em p(\), vemos que p(1) = 0, ou seja, 1 é
uma raiz de p()\). Finalmente, dividindo p(\) por A — 1, obtemos que p(A) = (A—1)(=A?+5\—6).
Como as raizes de —\?> + 5\ — 6 sdo 2 e 3, entdo as raizes de p(A), sdo 1,2 e 3.

Exemplo 9.2. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador 1" : R3 — R? definido
por T(X) = AX, para todo X € R3, em que

2
A= 2
1

S = O
N DN

Para este operador o polinomio caracteristico é

2—A 0 1
p(A) = det(A— \3) = det 2 1-Xx 2
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_ g_»@ﬂz_A L }

1 2-A

= (1-=AN\=41+3)=(1-A)?*B-=N\).
Como os autovalores de A sdo as raizes reais de p(\), temos que os autovalores de A sdo \; =1 e
Ao = 3.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores A\ = 1 e Ay = 3. Para isto
vamos resolver os sistemas (A — A\ 13)X =0e (A — A\2I3)X = 0. O sistema

(A-MI)X =0 ¢é

1 01 x 0
2 0 2 y | =10
1 01 z 0

cuja solucao geral é
Wy = {(_a7ﬁ> (Y) | Oé,ﬂ € R}

que é o conjunto de todos os autovetores associados a A\; = 1 acrescentado o vetor nulo. Enquanto
o sistema

-1 0 1 x 0
2 =2 2 y | =10
1 0 -1 z 0

cuja solucao geral é
Wy = {(a, 20, ) | @ € R},

que é o conjunto de todos os autovetores associados a Ay = 3 acrescentado o vetor nulo.
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Exemplo 9.3. Vamos determinar os autovalores e autovetores do operador 1" : Py — P, definido
por T(p)(z) = p(x) + (3 + 2)p/(x), para todo p € Py. Seja B = {1,z,2?}, entdo

1
[T=A=|0
0

O
NI

Para este operador o polindmio caracteristico é

p(A) = det(T — M) = det(A — A\I3) = det 0 4-X 4

= 1=XNA-=X)(T-))

Portanto os autovalores de 1" sdo Ay =1,y =4 e N3 = 7.

Agora, vamos determinar os autovetores associados aos autovalores \i, A\ e A\3. Para isto vamos
resolver os sistemas (A — A\ 13)X =0, (A — AI3)X =0e (A — A313)X = 0. Como

(A - )\1[3)X - (_)

< 5
I
oo

0
0
0

N
)

2 0

3 4

0 6
ent3o a solucdo geral do sistema (A — A\ 13)X =0 é {(«,0,0) | @ € R}. Portanto, o conjunto de
todos os autovetores associados a A\; = 1 acrescentado o vetor nulo é

Wy = {p(z) = a(l) | @ € R}.
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O sistema

3207 [=x 0
004|lyl=1]0
003]|]z= 0

Assim a solu¢do geral do sistema (A — \o13) X =0 é {a(2,3,0) | a € R}. Portanto, o conjunto de
todos os autovetores associados a Ay = 4 acrescentado o vetor nulo é

Wy = {p(z) = a(2(1) + 3(2)) | @ € R}.

O sistema
(A - )\3[3)X - 6

6 20 [= 0
0 34||lyl=1]0
0 00|z 0

Assim a solucdo geral do sistema (A — \313) X = 0 é {a(4,12,9) | « € R}. Portanto, o conjunto
de todos os autovetores associados a Ay = 7 acrescentado o vetor nulo é

W3 = {p(z) = a(4(1) + 12(x) + 9(z?)) | a« € R}.

Nos exemplos anteriores, para cada autovalor encontramos todos os autovetores associados a ele.
Para cada autovalor A, o conjunto dos autovalores associados a ele acrescentado o vetor nulo é o
ndcleo de T'— A1, N(T'— A\I), que é um subespacgo. Este subespaco recebe o nome de autoespaco
associado ao autovalor \.

Ja vimos que se um operador T é diagonalizavel, entdao os vetores da base em relacdo a qual a
matriz de T' é diagonal sdo autovetores associados a autovalores. Portanto, estes autovetores sao

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



9.1 Diagonalizacao de Operadores 475

L.I. Vamos mostrar, a seguir, que esta é uma condicao necessaria e suficiente para que um operador
seja diagonalizavel.

Teorema 9.3. Um operadorT : V — V de um espaco vetorial V de dimensdo n é diagonalizavel
se, e somente se, ele possui n autovetores linearmente independentes. Ou seja, T € diagonalizdvel
se, e somente se, o espaco V tem uma base formada de autovetores de T.

Demonstracao. Vamos primeiro provar que se 1" é diagonalizdvel, entdo ele possui n autovetores

L.I. Se um operador T' é diagonalizdvel, entdo existe uma base C = {V1,...,V,,} tal que
A0 ...0
0 X ... 0
Te=D=1 . L
0 ... 0 X,

O que implica que
T(V;) = Zdij‘/z’ =\V;, paraj=1,...,n
i=1
Como C é uma base, entdo os autovetores Vi,...,V,, sdo L.I.

Suponha, agora, que Vi,...,V, sd3o n autovetores linearmente independentes associados a
Ay .-, A, respectivamente. Entdo, C = {Vj,...,V,,} é uma base e

A0 ... 0
0 X ... 0

0 ... 0 A\,
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Ou seja, T é diagonalizavel. O

Segue do teorema anterior que se queremos diagonalizar um operador devemos procurar o maior
numero possivel de autovetores linearmente independentes. Para cada autovalor A, uma base do
autoespaco associado a A é um conjunto com o maior nlimero possivel de autovetores associados a
A. Vamos mostrar que ao juntarmos as bases dos autoespacos o novo conjunto formado continua
linearmente independente.

Vamos antes provar um resultado sobre os autoespacos.

Proposicao 9.4. Seja T : V — V um operador linear.

(a) Para todo autovalor \, o autoespaco associado a A\, W, = N'(T — \I), é T-invariante, isto
& T(Wy) C W,.

(b) A intersecdo de dois autoespagos associados a autovalores diferentes € igual ao subespago
nulo. Ou seja, se \ # i sdo autovalores de T, entdo N(T — X\I) NN (T — ul) = {0}

Demonstracdo. (a) Se Ve W, = N (T — M), entdo T(V) = AV € W,, pois W, é um
subespaco.

(b) SeV e N(T—A)NN(T—pl), entdo T(V) = AV = pV. O que implica que (A\—p)V = 0.
Assim, se \ # u, entdo V = 0.
]
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O resultado que vem a seguir, garante que se conseguirmos para cada autovalor, autovetores
L.I., entdo ao juntarmos todos os autovetores obtidos, eles continuarao sendo L.I.

Proposicao 9.5. Seja T' : V — V um operador linear de um espaco de dimensao finita V. Se
Vl(l), . Vk(ll) sdo autovetores L.I. associados a i, V1(2)7 e ,Vk(j) sdo autovetores L.l. associa-

dos a Ao, ... V(l), ey VY si0 autovetores L.I. associados a A, com Ai...\ distintos, entdo
1 ky
{Vl(l), Vk(ll), ce Vl(l), ce Vk(ll)} é um conjunto L.I.

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas para o caso em que temos dois autovalores diferentes.
;. . s . 1 1 .
O caso geral é inteiramente andlogo. Sejam Vl( ),...,Vk(l) autovetores L.l. associados a A; e

2 2 : . - ~ ~
Vl( ), ey ng) autovetores L.l. associados a A,. Precisamos mostrar que a Unica solucao da equacao

R A IR ol AR ) A S ol A

0 (9.7)
(9.

é a solucdo trivial. Aplicando-se T'— A\;] a ambos os membros da equacdo (9.7) e usando o fato

1) .
de que os Vi( ) s30 autovetores associados a A1, obtemos

(T —\)(@PVP + .+ aPvP) =0 (9.8)

Como ‘/;(2) sao autovetores associados a A, entdo V;-(Q) € N (T — \o1) e pela Proposicao 9.4 temos
que
2PV 4 aDVE e N(T — M) N N(T — M) = {0},

Como ‘/1(2)’ Cees Vk(j) sao L.I., temos que x?) = ... (2) = (0. Substituindo-se estes valores em
(9.7) e usando o fato de que Vl(l),. V(l) sao L.I. temos que x( )= .. = 1‘,(611) = 0. O que prova
que todos os autovetores juntos sdao L l. O
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Exemplo 9.4. Considere o operador T : Py — Py definido por T'(p)(z) = p(z) + (3z + 2)p'(x),
para todo p € P,. Seja B = {1, x, 2%}, entdo

1
[T=A=]0
0

(e BTSN \V)
- o

ja vimos no Exemplo 9.3 na pagina 473 que seu polinémio caracteristico é p(A) = (1 —=\)(4—\)(7—
A), os seus autovalores sdo A\ = 1, Ay =4 e A\3 = 7 e os autoespacos correspondentes sdo

Wy = {p(z) = a(l) | @ € R},

Wy = {p(z) = a(2(1) +3(z)) |« € R} e
Ws = {p(z) = a(4(1) + 12(z) + 9(27)) | « € R},

respectivamente. Vamos encontrar, para cada autoespaco, o maior nimero possivel de autovetores
L.I., ou seja, vamos encontrar uma base para cada autoespaco. E o teorema anterior garante que
se juntarmos todos estes autovetores eles vao continuar sendo L.I.
Para Wy, temos que
{pi(z) =1}

é uma base para W;. Assim, ndo podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
A1 = 1 (Teorema 6.12 na pagina 332).
Para W, temos que

{p2(z) =2+ 3z}
é uma base para W,. Assim, ndao podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
Ao = 4.
Para W3, temos que
{ps(x) = 4+ 122 4 92%}
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€ uma base para W3. Assim, nao podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a
>\3 = 7

Como p; é um autovetor L.I. associados a A1, p» é um autovetor L.l. associados a Ay € p3 é um
autovetor L.I. associado a A3, entdo pela Proposicdo 9.5 na pagina 477 os autovetores juntos pi, po
e p3 sdo L.I. e portanto formam uma base de P,. Seja C = {p1, p2, p3}. Entdo,

M 00 1 00 1 2 4
D=T5=]0 X 0 |=[040|,P=[[pslplslpsls]=|0 3 12
0 0 ) 00 7 00 9
sao tais que
D =P AP

Exemplo 9.5. Considere o operador T': R? — R3 definido por T'(X) = AX, para todo X € R?,
em que

A:

NN
T O = O
NN

J& vimos no Exemplo 9.2 na péagina 471 que o seu polindmio caracteristico é

P(N) = det(A — Ay) = (1= \)(3 = \),
que os seus autovalores s3o A\; = 1 e Ay = 3 e que os autoespagos correspondentes sdo

Wl = {(—a,ﬁ,a) ’ aaﬁ GR}

Wy = {(CY,QO&,O&) | Q€ R}?
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respectivamante.

Para \; = 1, temos que {W; = (—1,0,1), W, = (0,1,0)} é uma base de W;. Assim, ndo
podemos ter um nimero maior de autovetores L.l. associados a A\;. De forma andloga para Ay = 3,
{W3 =(1,2,1)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.|. associados a As.
Assim as matrizes

-1 0 1 0 1 00
P=[W,WyWs]=1] 01 2 eD:{(l))\}: 010
101 2 003
sao tais que
D =P AP

Exemplo 9.6. Considere o operador T' : R? — R? definido por T'(X) = AX, para todo X € R?,

em que
0 1
=[]

O seu polindmio caracteristico é p(\) = det(A — AI3) = A2, assim T possui um Unico autovalor:
A1 = 0. O autoespaco correspondente a \; =0 é

Wy ={(,0) | @ € R}.

Assim, para A\; = 1, temos que {V; = (1,0)} é uma base de W;. Assim, ndo podemos ter mais
autovetores L.|. associados a A\; e como sé temos um autovalor ndo podemos ter dois autovetores
L.l. Portanto, pelo Teorema 9.3 na péagina 475, o operador T' nao é diagonalizivel, ou seja, ndo
existem matrizes P e D tais que D = P~1AP.
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9.1.4 Subespacos Invariantes e o Teorema de Cayley-Hamilton

Definicao 9.5. Seja T : V — V um operador linear. Um subespaco W de V é T-invariante, se
T(W) C W, ou seja, se T(W) € W, para todo W € W,

Exemplo 9.7. Seja T : V — V um operador linear. A imagem de T, Z(T'), o niicleo de T, N'(T) e
para cada autovalor \, o autoespago associado a A\, Wy = N (T — A\I) sdo exemplos de subespacos
T-invariantes.

Proposicao 9.6. Seja T : V — V um operador linear de um espaco de dimensdo finita V. Seja
W um subespaco T-invariante. Seja Ty : W — W, a restricdao de T' a W, definida por Tyw (V') =
T(V), para todo V. € W. Entdo o polinémio caracteristico de Ty € um fator do polinémio
caracteristico de T

Demonstracao. Sejam By = {V4,...,V;} uma basede We B={Vy,..., Vi, Vii1,...,V,} uma
extens3o a uma base de V. Sejam A= [T]5 e B = [Tw]gi- Ento,
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em que C' e D s3o matrizes de tamanhos apropriados. Sejam pr(X) e pgp,(A) os polindmios
caracteristicos de 1" e de Ty, respectivamente. Entdo,

B — )\, C

pr(A) = det 5 DA,

= pr,(A) det(D — A1, _g),

pelo Exercicio 2.2.22 na péagina 104. O

A multiplicidade de uma raiz A de um polindmio p(t) é o maior inteiro positivo k tal que
(t — X\)* é um fator de p(t). Se um operador T : V — V ¢ diagonalizdvel, entdo o polinémio
caracteristico de 7" é da forma pr(t) = (=1)"(t — A\)™ ... (t — A\p)™, com \; # \j, se i # j.
Assim, para cada autovalor \;, m; é a multiplicidade de A no polinémio caracteristico de 1°, também
chamada de multiplicidade algébrica de ).

Corolario 9.7. Seja T : V — V um operador linear de um espago de dimensao finita V. Seja A
um autovalor de T' que tem multiplicidade m no polinbmio caracteristico de T'. Ent3o,

dim(N (T — M) < m.

Demonstracdo. Sejam Wy = N(T'—\I) e p = dim(W,). O polindmio caracteristico da restricdo
de T"a Wy, Ty, , é

DTy, (t)=(A—=1)",
pois a matriz de Ty, é Al,. O que implica, pela Proposicao 9.6, que o polindbmio caracteristico de
T é da forma

pr(t) = (A= 1)"q(t),
em que ¢(t) é um polindmio. Logo, dim(W,) =p < m. O
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Para cada autovalor \, a dimensdo do autoespaco associado a A\, N(T — AI), é chamada
multiplicidade geométrica de \. Do Corolario 9.7 segue que a multiplicidade geométrica é
menor ou igual a multiplicidade algébrica. O préximo resultado mostra que é necessario que a
multiplicidade geométrica seja igual a multiplicidade algébrica de cada autovalor de um operador
para que ele seja diagonalizavel.

Corolario 9.8. Seja T : V — V um operador linear de um espaco de dimensao finita V. Suponha
que o polinémio caracteristico de T' seja da forma pr(t) = (—=1)"(t — \)"™ ... (t — A\x)™, com

A1, ..., A\ distintos. T' é diagonalizavel se, e somente se, a multiplicidade de \; no polinbmio
caracteristico de T' € igual a dimens3o do autoespaco associado a \;, parai =1,... k. Ou seja, T
€ diagonalizdvel se, e somente se, dim(N (T — \; 1)) = m;, parai =1,... k.

Demonstracdo. Seja n = dim(V). Parai=1,... k, sejam W, = N (T — \;I) e p; = dim(W,).
Vamos supor que T seja diagonalizavel. Seja C a base de V consistindo de autovetores de 7.
Parai=1,...,k, sejam C; = C N'W, e n; o nimero de vetores de C;. Como, pelo Corolario 9.7,

p; < m;, entao
k k k
D ST DI SR
i=1 i=1 i=1

Logo, p; = dim(W,) = m;.

Vamos supor, agora, que p; = dim(W;) = m;, parai = 1,... k. Seja C; uma base de W;, para
1=1,...,k. Pela Proposicdo 9.5 na pagina 477, C =C; U...UC, é um conjunto L.l. e como ele
tem m; + ...+ my = n elementos, entdo C é uma base de V consistindo de autovetores de 7. O
que prova que 1" é diagonalizavel. O
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Teorema 9.9 (Cayley-Hamilton). SejaT :V — V um operador linear em um espaco de dimensdo
finita. Seja pr(t) o polinémio caracteristico de T'. Entdo, p(T) = O, a transformagdo linear nula.

Demonstracdo. Vamos mostrar que pr (1) (V) =
de V. Seja k o menor inteiro tal que V, T(V), T*(V
ag, - . ., ap_1 tais que

0, para todo V € V. Seja V' um vetor ndo nulo
),...,T*(V) s3o L.D. Entio, existem escalares

V) = agV +a,T(V) + ... +ap T (V). (9.9)

Seja W = [V,T(V),...,T*1(V)]. W é um subespaco T-invariante (verifique!) e se B =
{(V,T(V),...,T*1(V)}, entdo

o0 ---0 agp
1 0 --- 0 a
[Tw]E = B = . o
00 --- 1 ap_

e o polindmio caracteristico de Ty é pr, (1) = (—=1)*"Y(ag + art + ... + ap_1t*=* — t*) (verifique,
fazendo o desenvolvendo do determinante de B — Al em termos da 12 linha).
Pela Proposi¢do 9.6 na pagina 481, existe um polindmio ¢(t) tal que pr(t) = q(t)pr, (t). Logo,

pr(T)(V) = a(T)pr, (T)(V) = ¢(T)(=1)"aol +ai T +.. . +apT" =T*)(V) = ¢(T)(0) =

\_O\

para V # 0, por (9.9). Como também p7(T)(0) = 0, entdo pr(T) = O. O
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9.1.5 Aplicacao no Calculo das Poténcias de uma Matriz

0 -1 3
Exemplo 9.8. Seja A= | 0 2 0 |.SejaT:R3— R3 definido por T(X) = AX, para todo
0 -1 3

X € R3. O seu polinémio caracteristico é p(t) = —t(t — 2)(t — 3). Portanto, os autovalores de T
550)\120,)\2:2€>\3:3.

0 =5 9
A2=10 4 0
0 =5 9

Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polindmios g (t) e 1 (t) tais que
t* = qu(t)p(t) + re(t), em que o grau de 74(t) é menor que 3. (9.10)
Pelo Teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0 e assim substituindo-se ¢ por A em (9.10) obtemos
AF = (A).

Para determinar 7, (t) vamos usar o fato de que os autovalores de 7" também anulam p(¢). Sejam
a,b,c € R tais que r(t) = at? + bt + c. Substituindo-se ¢t = 0,2,3 em (9.10) obtemos o sistema

0 = + c
28 = 4a + 20 + ¢
3 = 9a 4+ 3b + c

cuja solucdo é a = 3F~1 —2k=1 p = 32k-1 _23k=1 e ¢ = (. Assim, para k > 3, temos que

Ak — (3]671 o 2k71)A2 4 (3 2]@71 . 23]{71)14

0 2%—3F 3F
= [0 28 0
0 2%—3F 3F
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4 3 —4
Exemplo 9.9. Seja A= | 1 3 —1 |.Seja T :R?>— R3 definido por T(X) = AX, para todo
1 3 -1
X € R3. O seu polinémio caracteristico é p(t) = —t(t — 3)?. Portanto, os autovalores de T' so
/\1 =0e )\2 = 3.
15 9 —15
A? = 6 9 —6
6 9 —6

Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polinémios g (t) e r1(t) tais que
t* = qu(t)p(t) + re(t), em que o grau de 74(t) é menor que 3. (9.11)

Usando o fato de que os autovalores de 7' também anulam p(t¢) temos apenas duas equagdes, pois
um dos autovalores é uma raiz dupla de p(t). Mas, quando um polinémio tem uma raiz dupla ela
é também raiz da sua derivada. Sejam a,b,c € R tais que r(t) = at? + bt + c. Substituindo-se
t =0 e 3 em (9.11), derivando-se (9.11) e substituindo-se t = 3 obtemos o sistema

0 = c
3 =9 + 3b + c
k3t = 6a + b
cuja solugdo é a = (k — 1)3*2 b = (2 — k)3¥1 e c = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema de
Cayley-Hamilton, temos que
AP = q(A)p(A) + (k—1)3F2A% + (2 — k)3F 1A
= (k—1)3"242+(2-k)3" A
(k+3)351 85 —(k+3)3+1
- 31 3 gkl
N LR U
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00 O
Exemplo 9.10. SejaA= [ 1 0 —1 |.SejaT :R3 — R3 definido por T(X) = AX, para todo
01 0

X € R3O seu polindmio caracteristico é p(t) = —t(t* + 1) = —t(t — i)(t +i). Portanto, os
autovalores de T : C" — C", definido por T(X) = AX, paratodo X € C3sdo A\ =0,y =i e
A3 = —1i

0O 0 O
A=10 -1 0
1 0 —1
Vamos calcular A¥, para k > 3. Existem polindmios gy (t) e r1(t) tais que
t* = qu(t)p(t) + re(t), em que o grau de r4(t) é menor que 3. (9.12)

Para determinar r(t) vamos usar o fato de que os autovalores de T também anulam p(¢). Sejam
a,b, c € R tais que ri(t) = at® + bt + c. Substituindo-se ¢t = 0,4, —i em (9.12) obtemos o sistema

0 = + c
i* = —a + b + ¢
(=) = —a — ib + ¢
cuja solucdo é a = —cos(%’r),b = sen(%’r) e ¢ = 0. Assim, para k > 3, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton, temos que
k k
AP = q(A)p(A) — cos(??T)A2 -+ sen(%)A
k k
= — cos(—W)A2 + sen(—ﬁ)A
2 2
0 0 0
= sen(Z)  cos(i) —sen(%F)
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 577)

9.1.1. Ache o polindmio caracteristico, os autovalores e os autovetores do operador T : R” — R",
definido por T'(X) = AX, para todo X € R", para cada matriz:

11

ONE

[0 1 2
(c) |0 0 3
| 000
[2 —2 3
(e) O 3 -2
0 -1 2

1 -1
2 4]
1 0 0
-1 3 0
3 2 -2
2 2 3
12 1
2 -2 1

9.1.2. Ache bases para os auto-espacos associados a cada autovalor do operador 7' : R" — R",
definido por T'(X) = AX, para todo X € R", para cada matriz:

2 00
) |3 -1 0
0 43
(1 2 3
0 -1 3
© 1o o 3
(0 0 0

9.1.3. Verifique quais das matrizes s3o diagonalizaveis:

o[} 4]

DN QO DN

(b)

SO NN O~ W
O = W W DOoOoO
— =N

Geometria Analitica e Algebra Linear
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1 1 -2 1 2 3
() |4 0 4 d |0 -1 2
1 -1 4 0 0 2

9.1.4. Ache para cada matriz A, se possivel, uma matriz ndo-singular P tal que P~! AP seja diagonal:

11 2 4 2 3
@ [0 10 ) | 2 1 2
(0 1 3 -1 -2 0
(1 2 3] (3 -2 1
|0 10 d |0 20
21 2 (0 0 0

Exercicios usando o MATLAB

>> syms x y z diz ao MATLAB que as varidveis x, y e z sdo simbdlicas;

>> A=[all,al2,...,aln;a21,a22,...; ...,amn] cria uma matriz, m por n, usando os
elementos all, al2, ..., amn e a armazena numa variavel A;
>> A=[A1,...,An] cria uma matriz A formada pelas matrizes, definidas anteriormente, A1,

., An colocadas uma ao lado da outra;

>> solve(expr) determina a solugdo da equagcdo expr=0. Por exemplo,
>> solve(x~2-4) determina as solucdes da equacio 2% — 4 = 0;

>> subs(expr,x,num) substitui na expressao expr a varidvel x por num.
>> [P,D]=eig(A) determina matrizes P e D (diagonal) tais que AP=PD.

inv(A) calcula a inversa da matriz A.
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9.1.5.

9.1.6.

9.1.7.

9.1.8.

A=sym(A) converte a matriz A numa matriz em que os elementos sao armazenados no formato
simbdlico. A funcdo numeric faz o processo inverso.

Comandos do pacote GAAL:

>> A=randi(n) ou >> A=randi(m,n) cria uma matriz n por n ou m por n, respectivamente,
com elementos inteiros aleatdrios.

>> escalona(A) calcula passo a passo a forma reduzida escalonada da matriz A.

Defina as matrizes B=sym(randi(2)) e A=[B-B’ ,zeros(2,1) ;zeros(1,2) ,randi]. A ma-
triz A é diagonalizavel? Por que?

Defina as matrizes L=[eye(2) ,zeros(2,1) ;randi(1,2),0] e A=sym(L*L’). Determine
o polindmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente
independentes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal)
tais que inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e
compare com as matrizes que vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([2*a,a-b,a-b;0,a+b,b-a;0,b-a,a+b]). Determine
o polindmio caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente
independentes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal)
tais que inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e
compare com as matrizes que Vocé encontrou.

Defina a=randi,b=randi e A=sym([a,0,b;2*b,a-b,2%b;b,0,a]). Determine o polinémio
caracteristico de A, os autovalores e um conjunto de autovetores linearmente independen-
tes com o maior nimero possivel de vetores. Encontre matrizes P e D (diagonal) tais que
inv (P)*A*P=D, se possivel. Verifique o resultado. Use o comando [P,D]=eig(A) e compare
com as matrizes que vocé encontrou.
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9.1.9.

9.1.10.
9.1.11.

9.1.12.

9.1.13.

9.1.14.

9.1.15.

Defina a=randi (se obtiver a=0, repita até que a seja diferente de zero) e b=randi. De-
terminar os autovalores e autovetores do operador T : Py — Py definido por T'(p)(z) =
p(z) + (az + b)p'(x), para todo p € P,y. Determine, se possivel, uma base C de P, tal que
[T)S € uma matriz diagonal.

Repita o exercicio anterior, mas com a=0.

Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numeéricos

Exercicios Teoricos

Demonstre:

(a) A é semelhante a A;
(b) Se A é semelhante a B, entdo B é semelhante a A;
(c) Se A é semelhante a B e B é semelhante a C, entdo A é semelhante a C.

Seja A um autovalor de 7' com autovetor associado V. Demonstre que \* é um autovalor de
Tk =T ...T associado a V, em que k é um inteiro positivo.

Um operador T é chamado nilpotente se 7% = O, a transformacio linear nula, para algum
inteiro positivo k. Demonstre que se T' é nilpotente, entdo o Unico autovalor de 7" é 0.
(Sugestdo: use o exercicio anterior)

Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimensao finita V.

(a) Mostre que o determinante de T' é o produto de todas as raizes do seu polindmio
caracteristico; (Sugestdo: det(T — A1) = pr(A) = (=1)"(A = X1) ... (A = \n).)

(b) Mostre que T' é singular se, e somente se, 0 for um autovalor de 7.
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9.1.16. Seja A um autovalor de um operador invertivel T" com autovetor associado V. Mostre que
1/X é um autovalor de T~! com autovetor associado V.

9.1.17. Seja T': V — V um operador linear. Mostre que se W é um subespaco T-invariante, entdo
W ¢ T*-invariante, para todo inteiro positivo k e p(T)-invariante, para todo polindmio p(t).

9.1.18. Seja T' : V — V um operador linear. Sejam \q,..., \x seus autovalores distintos. Seja
W, = N(T — X\ I), parai=1,... k.

(a) Mostre que T é diagonalizavel se, e somente se,
V=W, & ---&W,.

(Sugestdo: Vi + ...+ V., =0, com V; € N(T — \I), parai = 1,...,k implica que
Vi =...=1V, =0, pois caso contrario seria uma contradicdo com a Proposicao 9.5 na
pagina 477)

(b) Suponha que T seja diagonalizavel. Para i = 1,...,k, seja P, : V — V definida da
seguinte forma. Seja V € V. V se escreve de maneira tnica como V =V} + ... + V,
com V; € Wy, ..., Vi € W,. Entdo, P;(V) = V;. Mostre que

i. P?=P, parai=1,...,k.

i. Pr+...+P.=1.

iii. P;P; = O, a transformacgdo linear nula, se i # j.
iv. T=MP+ ...+ M\ Py

(Sugest&o: use o Exercicio 8.3.14 na pagina 444.)
9.1.19. Seja T : V — V um operador linear. Um polinbmio com o coeficiente do termo de mais

alto grau igual a 1 é chamado polinémio ménico. O polinémio ménico de menor grau tal
que p(T) = O, a transformacido linear nula, é chamado polindmio minimal de 7. Mostre
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que se T é diagonalizavel e A\, ..., \; sdo os seus autovalores distintos, entdao o polinomio
minimal de T é m(\) = (A — A1)...(A — X\g). (Sugestdo: Se V; € N(T — )\;), entdo
m(T)(V;) = m(\;)Vi = 0. Escreva V.=Vi + ...+ Vi, com V; € N(T — \iI) e m(T) =
(T —MI)... (T —XI).)

9.1.20. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial real de dimens3o finita. Entdo,
existe um subespago W de V, T-invariante, com 1 < dim(W) < 2.

9.1.21. Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimens3o n. Mostre que

(a) Para k > n, T* = r(T), em que r(t) é um polindmio de grau menor que n, que
depende de k. (Sugestdo: use o fato de que existem polindmios ¢(t) e ri(t) tais que
th = q(t)pr(t) + rx(t) e o Teorema de Cayley-Hamilton na pégina 484.)

(b) Se T é diagonalizavel e seu polindmio caracteristico tem m raizes distintas, entdo para
k >m, T* = r4(T), em que r(t) é um polindmio de grau menor que m, que depende
de k. (Sugestdo: use o fato de que existem polindmios ¢(t) e 7.(t) tais que t* =
q(t)mr(t) + r(t), em que mp(t) é o polindmio minimal e o Exercicio 9.1.19.)

k

(c) A dimens3o do espaco gerado por I,T,T? ..., T* ... é menor ou igual a n.

9.1.22. Seja p(t) = (—1)"(t" + a,_1t"' + ... + ag) o polindmio caracteristico do operador linear
T :V — V. Mostre que
(a) T é invertivel se, e somente se, ag # 0.

(b) Se T é invertivel, entdo

T = ;—1 [T+ ap T2+ +and] .
0

(Sugestdo: use o Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 484.)
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9.1.23.

9.1.24.

9.1.25.

Seja T : R™ — R™ um operador linear definido por 7'(X) = AX, para todo X € R", em que

00 0 ag
10 --- 0 aq
A=1 . . _ P
O O PRy 1 a/nfl
para ag,ay,...,a,—1 € R. Mostre que o polindmio caracteristico de 7" é
P (E) = (=1)"™ (ag + art + .. + an o™ — "),

(Sugestdo: faga o desenvolvendo do determinante de A — A\I,, em termos da 1? linha)

Seja p(t) = ag + a1t + ... + ap_1t"* + ™ um polindmio ménico de grau n. Mostre que a
matriz n X n
0 —Aao

0
1 0 —aq

0
0
A=

00 --- 1 —Anp—1

é tal que o polindmio caracteristico do operador linear 7' : R™ — R™ definido por T'(X) = AX,
para todo X € R" é pr(t) = (—1)"p(t). Esta matriz é chamada matriz companheira do
polindmio p(?).

Seja V um espaco vetorial real. Seja V¢ a complexificacao de V, ou seja, é o conjunto
das expressdes V + iWW, em que V,W € Ve i = /—1. Em V¢, V +iW = V' +iW’
significa V.=V e W = W’'. A soma em V¢ é definida por (V1 + iW7) + (Vo + iWs) =
(Vi + Vo) +i(Wy + Ws). A multiplicagdo por escalar complexo é definido por (a4 i3)(V +
iW) = (aV — W) + i(aW + V). Para todo operador linear ' : V. — V, define-se a
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complexificagao de 7', T : V¢ — V¢ por Te(V +iW) = T(V) + ¢ T(W), para todos
V. W € V. Mostre que

(a) Toda base de V é uma base de V.

(b) Se B={Vi,...,V,} éuma base de Ve T :V — V é um operador linear de V, entdo
[T)5 = [T¢]5. Portanto, os polindmios caracteristicos de T e de T sdo iguais.

(c) Se V+iW é um autovetor de T associado a A = a+if3, com (3 # 0, entdo W = [V, W]
é um subespaco T-invariante.

(d) Se V' +iWW é um autovetor de T associado a A = a + i3, com 3 # 0, entdo V —iW
é também um autovetor de T associado a A = a — i3 e que By = {W,V'} é uma base
(ordenada) de um subespaco W de V, T-invariante, tal que a matriz da restricdo Ty de
T aWeé

By _ | @ —f
[TW]Bi_{ﬁ a}'

9.1.26. Um operador linear T : V — V em um espaco vetorial real de dimensdo n é chamado semi-
simples se a complexificacao T : Ve — V¢ é diagonalizavel. Mostre que se T" é um operador
semi-simples, entdo existe uma base C de V tal que

Dy 0 ... 0
0 D2 0 7 ﬁ
C __ _ ) %
Te = 5 .| emave D; = [\i] ou D, { 3 o }
0 ... 0 Dy
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9.1.27. Considere o sistema de equacoes diferenciais lineares

dml

—Q = ani + a2y + ... + 41,7,
dt

el + + +

—_— Ap1T Ap2T - Apndn
0t 121 2T

Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial dd—)f = AX, em que A =
(@ij)nxn- Suponha que a matriz A seja diagonalizavel, ou seja, suponha que exista uma matriz

A 0 ...00
0 X ... O _
Ptalque P7'AP = D, emque D = ) . ) . Mostre que a solu¢do do sistema
0 ... 0 M\,
é
eMt 0 0
0 e ... 0
X(t)=P _ _ _ P7'X(0), parat>0.
0 0 et
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9.2 Operadores Auto-adjuntos e Normais

Vamos supor que para um operador linear 7' : V — V¥V em um espaco vetorial com produto interno
de dimens3o finita, exista uma base ortonormal B tal que [T]% seja diagonal. Entdo, [T*]5 também
é diagonal. Assim, T'T* = T*T', pois matrizes diagonais comutam. Isto motiva a seguinte definicdo.

Definicao 9.6. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno.
Dizemos que 1" é operador normal se, 177" = T*T.

S3o validas as seguintes propriedades para um operador normal.

Proposicao 9.10. Seja T' : V — V um operador normal em um espago vetorial com produto
interno. Sao validas as seguintes propriedades:

(a) |T(V)|| = ||T*(V)||, para todo vetor V € V.
(b) SeV étal que T(V) = AV, entdo T*(V) = \V.

(c) Os autovetores de T' associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.

Demonstracdo. (a) SejaV € V.

TP =(T(V),T(V)) = (V,T"T(V)) = (V.TT*(V)) = (T*(V),T*(V)) = [|T"(V)I|*.
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(b) Como 7' é normal, entdo 7" — A\l também é normal (verifique!). Assim, pelo item anterior
177 (V) = AVI| = (T = AD)* (V)| = (T = AD(V)[| = |T(V) = AV = 0.
Logo, T*(V) = AV.

(c) Sejam Vi e V5, autovetores de 7' associados aos autovalores A\; e Ay, respectivamente, com
A1 # Ao. Entao, pelo item anterior, temos que

M V1, Vo) = (MW, Vo) = (T (1), Vo) = (Vi, T*(Va)) = (Vi, AaVa) = A2 Vi, V2) .

Assim,
(A1 = A2) (W1, Vo) = 0.

Como, A\ # Ag, entdo (V4, Va) = 0.
O

Seja T : V — V um operador normal. Para encontrarmos uma base ortonormal B tal que [T]%

seja diagonal, precisamos encontrar, para cada autovalor, autovetores ortonormais associados a eles,
ja que autovetores associados a autovalores diferentes ja s3o ortogonais. Para isso, podemos aplicar
o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt a cada conjunto de autovetores L.l. associados a
cada um dos autovalores.

Exemplo 9.11. Considere o operador T : R? — R? definido por T'(X) = AX, para todo X € R?,
em que

A:

DN DN >~
N = DN
=~ N DN
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Este operador é normal, pois 7" = T'. O seu polindmio caracteristico é
p(A) = det(A — \I3) = (A —2)%(8 — \)

Portanto os autovalores de 17" sdao A\ =2 e Ay = 8.

Os autovetores associados aos autovalores A\; = 2 e \y = 8 s3o as solugdes de (A — A\ [3)X =0
e (A — \oI3) X = 0 respectivamente.

A forma escalonada reduzida de

2 2 2 1 11
A-2I3=1|2 2 2 é 000
2 2 2 000

Portanto o autoespaco associado a A\ =2 é

Wl :{<_O‘_ﬂaﬁva> | O‘aﬁER}a

Agora, (—a — 3,0,a) = a(—1,0,1) + 5(—1,1,0). Assim, os vetores V; = (—=1,0,1) e V5 =
(—1,1,0) geram W;. Como além disso, eles sdo L.I. (um n&o é mdltiplo escalar do outro), entdo
eles formam uma base para Wj.

Para encontrar dois autovetores ortonormais associados a \; = 2 vamos usar o processo de
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt aos vetores V] e V5.

Wy =V, =(-1,0,1); Wy =V, — projy, Vo = (=1/2,1,-1/2)

1
U, = (W) Wy = (—1/v2,0,1/v?2)

1
U, = (W) Wy = (—1/v/6,2/v6,—1//6)
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Com relacdo ao autovalor Ay = 8, temos que a forma escalonada reduzida da matriz

4 2 2 1 0 -1
A-8L;=| 2 -4 2| ¢ |0 1 -1
2 2 —4 00 0

Assim, o autoespaco associado a Ay = 8 é

Wy ={(o, 0, ) | @« € R}.

O conjunto {V3 = (1,1,1)} é uma base para W5, pois como (o, a, ) = «(1,1,1), V5 gera Wy
e um vetor nao nulo é L.l. Assim, o vetor

1
Us = (—HV |I> Vs = (1/v3,1/v/3,1/V3)
3
forma uma base ortonormal para W,.
Como o operador T' é normal, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
Portanto, Uy, U, e Us sdo ortonormais e assim a base C = {U;, U,, Us} é tal que

Vamos mostrar que usando o procedimento usado no exemplo anterior, para operadores normais,
cujas raizes do polindmio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares, sempre encontramos
uma base ortonormal em que a matriz do operador é diagonal. Para isso, precisamos provar o
seguinte resultado.
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Proposicao 9.11. SejaT : V — V um operador linear em um espaco vetorial com produto interno.
Se W é um subespaco T-invariante, entdo W+ é T*-invariante.

Demonstracdo. Seja V € W+. Vamos mostrar que 7(V') também pertence a W-. Seja W € W

qualquer. Temos que
(W, T(V)) = (T(W),V) =0,

pois, como W é T-invariante, entdio T(W) € W. Logo, T*(V) € W+ e portanto W+ é
T™-invariante. 0

Teorema 9.12. SejaT : V — V um operador linear em um espago vetorial com produto interno de
dimensdo finita tal que as raizes do seu polinémio caracteristico pertencem ao conjunto de escalares.
Existe uma base ortonormal de'V, C, tal que [T ]g € diagonal se, e somente se, o operadorl’ € normal.

Demonstracao. Seja n = dim(V). O resultado é claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espagos de dimensdo n—1,
cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de escalares.

Seja Ay uma raiz do polindmio caracteristico de T', pr(t). Seja Vi um autovetor unitario de
T associado a A;. Seja W; = [V4]. W, é claramente T-invariante. Pela Proposi¢do 9.10 na
pagina 497, V; é também autovetor de T™. Logo, W; é também T™*-invariante. Como T™* =T,
entdo pela Proposicdo 9.11, W, = W+ é T-invariante e T*-invariante.

Seja Ty, a restricdo de 7' a W,. A dimensdo de W, é n — 1, pois pela Proposicao 7.11 na
pagina 373 V=W @ W+, O polindmio caracteristico de Tyy,, pela Proposicio 9.6 na pégina 481
é um fator de pr(t). (Tyw,)* é igual a restricio de T a W,
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Assim, Tyy, € um operador normal em um espa¢o de dimensao n—1, cujas raizes do seu polindmio
caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como estamos assumindo que o resultado é verdadeiro
neste caso, entdo existe uma base ortonormal de W, C», tal que [Twz]gz ¢ diagonal. Claramente,
C = {V1} UC, é uma base ortonormal de V tal que [T]$ é diagonal.

Por outro lado, se existe uma base ortonormal, tal que [T)§ é diagonal. Ent3o, [T%]5 também é

diagonal. Assim, TT* = T*T, pois matrizes diagonais comutam. O

Se o espaco vetorial for complexo, isto é, se o conjunto de escalares é o conjunto dos nimeros
complexos, entdo todas as raizes de um polindmio pertencem ao conjunto de escalares e portanto
todo operador normal é diagonalizavel. Entretanto, se o espaco vetorial é real, isto é, se o conjunto
de escalares é o conjunto de nimeros reais, entdo pode acontecer do polindGmio caracteristico de um
operador normal ter raizes complexas que portanto ndao pertencem ao conjunto de escalares. Neste
caso ele n3o serd diagonalizavel. Se o operador for tal que T* = T, ent3o isto ndo acontece.

Definicao 9.7. Seja T': V — V um operador linear em um espac¢o vetorial com produto interno
de dimens3o finita. Dizemos que 7" é operador auto-adjunto (ou hermitiano) se, 7% =T,

Proposicao 9.13. SejaT : V — V um operador auto-adjunto em um espaco vetorial com produto
interno de dimensao finita. Sdo validas as seguintes propriedades:

(a) Se o espaco vetorial V é complexo, entdo os autovalores de T' s3o reais.
(b) As raizes do polinémio caracteristico de T' s3o reais.

(c) Os autovetores de T' associados a autovalores diferentes sdo ortogonais.
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Demonstracdo. (a) Seja V € V, V # 0 tal que T(V) = AV. Entdo, pela Proposicdo 9.10(b)
na pagina 497, temos que _
AV =TV)=T*(V) =AW

Logo, A = \, ou seja, A € real.
(b) Sejam B uma base ortonormal de V e A = [T]5. Defina o operador S : C* — C" por
S(X) = AX, para todo X € C". O operador S é auto-adjunto e tem o mesmo polindmio

caracteristico de T'. Assim, as raizes do polinémio caracteristico de 1" sao os autovalores de
S, que sdo reais.

(c) Este item é um caso particular da Proposicdo 9.10(c) na pagina 497.

Teorema 9.14. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial real com produto
interno de dimens3o finita. Existe uma base ortonormal de V, C, tal que [T|S é diagonal se, e
somente se, o operador ' é auto-adjunto.

Demonstracao. Seja T : V — V um operador auto-adjunto em um espaco vetorial real. Como
pela Proposicdo 9.13 as raizes do polindmio caracteristico de 1" sdo reais, entdo elas sdo autovalores
de T'. Segue, entdo, do Teorema 9.12 na pagina 501, que existe uma base ortonormal de V, C, tal
que [T¢ é diagonal.

Por outro lado, suponha que um operador linear 7' : V — V em um espaco vetorial real é tal que
existe uma base ortonormal de V, C, tal que D = [T]g é diagonal. Entao, os elementos da diagonal
de D s3o autovalores de T', que sdo reais e portanto [T*]S = [T')S, ou seja, T é auto-adjunto.  [J
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Segue do Teorema 9.14, que todo operador auto-adjunto em um espaco vetorial real é diago-
nalizavel. Como conseqliéncia, todo matriz simétrica com entradas reais é diagonalizdvel. Mais
ainda.

Teorema 9.15. Uma matriz A, n X n com entradas reais é simétrica se, e somente se, existe uma
matriz P ortogonal (isto é, P~ = P') e uma matriz diagonal D tal que

D= P'AP.

Assim, se A é simétrica com entradas reais, entdo ela é diagonalizavel.

Demonstracdo. Seja T : R™ — R"™ um operador definido por T(X) = AX, para todo X € R".
Seja B={F,...,E,} a base candnica de R™. Pelo Teorema 9.14 existe uma base ortonormal C
de R™ tal que [T]S = D é diagonal. Seja P a matriz mudanca de base de B para C. Pelo Exercicio
0.1.13c na pdagina 461 a matriz P é ortogonal, ou seja, satisfaz P~' = P!. Assim, pelo Corolario
8.19 na pagina 435, temos que

D =TS =P AP = P'AP.

Por outro lado se existem matrizes P simétrica e D diagonal tais que D = P'AP, entdo
A= PDP'e A' = (PDP")! = PD'P' = PDP" = A, ou seja, A é simétrica. O

Exemplo 9.12. Considere a matriz

o

I
SIS
SIS
NN
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Esta matriz € a matriz do operador do Exemplo 9.11 na pdgina 498. Assim, a matriz

—1/vV2 —1/v6 1/V3
P = [U,UyUs] = 0 2/vV6 1/V3
1/vV2 —1/V/6 1/V3

satisfaz D = P'AP, em que

I
oo
ownv o
w o o

Ja vimos que mesmo se o polinémio caracteristico de um operador tenha suas raizes no conjunto
de escalares, se ele ndo for normal, n3o existe uma base ortonormal, C, tal que [T]g seja diagonal.
Entretanto, sempre existe uma base C, tal que [T|S seja triangular superior.

Teorema 9.16 (Schur). SejaT : V — V um operador em um espaco vetorial com produto interno
de dimensdo finita. Suponha que as raizes do polinémio caracteristico de T estejam no conjunto de
escalares. Entdo, existe uma base ortonormal C de V tal que [T|S é uma matriz triangular superior.

Demonstracao. Seja n = dim(V). O resultado é claramente verdadeiro para n = 1.

Suponha que o resultado seja verdadeiro para operadores lineares em espacos de dimensdo n—1,
cujas raizes do polindmio caracteristico estejam no conjunto de escalares.

Seja A, uma raiz do polindmio caracteristico de T, pr(t). Entdo, A; é raiz do polindmio
caracteristico de 7™ (verifique!) e autovalor de 7™, pela Proposi¢do 9.2(b) na pagina 470, pois
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se \; é real, entdo \; = A\ e se \; n3o é real, ent3o o conjunto de escalares é C e \; pertence
ao conjunto de escalares. Seja Vi um autovetor unitario de 7™ associado a Al Seja W, = [V1].
Como W, é T*-invariante e T** = T, entdo pela Proposicio 9.11 na pagina 501, Wy, = W+ é
T-invariante. Seja T, a restricio de T'a Wy = WL, A dimensdo de W, é n — 1 (pois pela
Proposi¢do 7.11 na pagina 373 V = W & W) e o seu polindmio caracteristico, pela Proposicao
9.6 na pagina 481, é um fator de pr(t).

Assim, Ty, é um operador linear em um espago de dimensdo n — 1, cujas raizes do seu polinémio
caracteristico estdo no conjunto de escalares. Como estamos assumindo que o resultado é verdadeiro
neste caso, entdo existe uma base ortonormal de W,, C,, tal que [TWQ]% é triangular superior.
Claramente, C = C, U {V}} é uma base ortonormal de V tal que [T é uma matriz triangular
superior. O

Exercicios Numéricos (respostas na pagina 586)
9.2.1. Para cada matriz dada A, ache uma matriz ortogonal P tal que P'AP seja diagonal:

(@) |22 ® |7

[\)

e}

()

L1
OO NP, O EFE P OO
IL
L1
Il

()

(8)

COoOO0COO R NFNNO N

T
SO, N O EF~= OO
N —m OO —m OO OO -
N OO

—~~

—

~
T
DO OO R RFPFINOOO
— O OO N~ DNDDNDO
O = O O
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Exercicios Teoricos

9.2.2. (a) Mostre que X = (x,y) é ortogonal a V' = (a,b) # 0 com || X|| = ||V]| se, e somente
se, X = (—b,a) ou X = (b, —a).

(b) Mostre que se A é uma matriz ortogonal 2 x 2, entdo existe um ndmero real ¢ tal que

senf —cosf

cosf) —send
A= [ senf  cosf 1

ou A [COSQ senﬁ] '

A primeira matriz tem determinante igual a 1 e é chamada matriz de rotacao.

(Sugestdo: Comece com uma matriz (a;;)2x2 € use o fato de que as colunas sdo orto-
normais. Uma das equacdes serd a?; + a3, = 1. Faca a;; = cosf e ag; = senf. Use o
item anterior.)

9.2.3. Seja T : V — V um operador normal em um espaco com produto interno. Mostre que

(a) N(T) = N(T*). (Sugestdo: use a Proposicdo 9.10 na pagina 497.)

(b) Se V é de dimens3o finita, entdo Z(T) = Z(T*). (Sugestdo: use o Teorema 8.30 na
pagina 451.)

9.2.4. (Teorema Espectral) Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimens3o
finita com produto interno. Suponha que T seja auto-adjunto se V for um espaco vetorial
real e que 1" seja normal se V for um espaco vetorial complexo. Sejam Ay, ..., \; autovalores
distintos de 7. Sejam W, = N(T — \;I) e P, : V — V a projecao ortogonal em W;, para
1=1,..., k. Mostre que

Q) V=W, & & W,
(b) Wt =W, +...+ W, 1 + Wiy +...+ W,
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9.2.5.

9.2.6.

9.2.7.

9.2.8.

(c) P,P; = O, a transformagio linear nula, se i # j.
(d) I =P, + ...+ P, chamada resolucdo da identidade induzida por 7.
() T=XM\P + ...+ M\ Py, chamada decomposicdo espectral do operador 7.

(Sugest3o: use o Exercicio 9.1.18 na pagina 492.)

Seja V um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita. Seja W um subespaco de
V. Mostre que a projecdo ortogonal em W, P : V — V, P(V) = projwV, é um operador
auto-adjunto. (Sugestdo: mostre que (P(V), W) = (V, P(W)), decompondo V' = V; + V5,
W = W1 +W2, com ‘/1,W1 ceWe ‘/Q,WQ EWJ‘.)

Seja V um espaco vetorial complexo. Mostre que um operador 7' : V — V é normal se,
e somente se, existe um polindmio p(t) tal que T* = p(T). (Sugestdo: Mostre que se
T = MPy+ ...+ M\Py é a decomposicdo espectral de T' e p(t) é um polindmio, entdo
p(T) = p(M)P1 + ... + p(Ag)Py. Use o fato de que existe um polindmio p(t) tal que
p(\i) =N, parai=1,....k)

SejaT : V — V um operador normal em um espaco vetorial complexo. Seja W um subespaco
de V. Mostre que

(a) Se W é T-invariante, entdo W é também T™-invariante. (Sugestdo: use o exercicio
anterior e o Exercicio 9.1.17 na pagina 492.)

(b) Se W é T-invariante, entdo W+ também ¢ T-invariante.

Dizemos que um operador auto-adjunto 7' : V — V, em um espagco com produto interno de

dimens3o finita é (definido) positivo se (T(V),V) > 0, para todo V € V.,V # 0. Mostre
que sdo equivalentes as seguintes afirmacdes:

(a) O operador T é definido positivo.
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(b) O operador T' é auto-adjunto e todos os autovalores de 1" sdo positivos.
(c) Existe um operador auto-adjunto e definido positivo S tal que T'= S2. O operador S é
chamado raiz quadrada de 7.
(Sugestdo: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=-(a). Na parte (b)=-(c) defina S na base em que a
matriz de T é diagonal.)

9.2.9. Um operador 7' : V — V em um espago com produto interno tal que ||T'(V)|| = ||V]|, para
todo V € V é chamado operador unitario, se o espaco vetorial V é complexo e operador
ortogonal se o espaco vetorial V é real. Mostre que 7" é unitério (ortogonal) se, e somente
se, (T(V), T(W)) = (V,W), para todos V,IW € V. (Sugestdo: use as identidades polares,
exercicio 7.1.8 na pagina 362.)

9.2.10. Mostre que um operador 7" € unitario (ortogonal) se, e somente se, T existe e T*T = TT* =
I. (Sugestdo: mostre que se T é unitario, entdo T é invertivel e T* = T~1.)
9.2.11. Seja T : V — V um operador em um espaco com produto interno de dimens3o finita. Mostre
que as afirmacdes seguintes sdo equivalentes:
(a) O operador T é unitario (ortogonal).
(b) O operador T" leva base ortonormal em base ortonormal.
(c) Existe uma base ortonormal B = {Vy,...,V,}, tal que {T'(V1),...,T(V,)} é uma base
ortonormal.
(Sugestdo: Mostre que (a)=-(b)=-(c)=-(a). Na parte (c)=-(a), mostre que (T'(V),T(W)) =
(V,W), para todos V,\W € V.)
9.2.12. SejaT : V — V um operador linear invertivel em um espaco com produto interno de dimensao

finita. Mostre que existe um operador auto-adjunto definido positivo P e um operador unitario
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9.2.13.

9.2.14.

9.2.15.

(ortogonal) U, tal que T' = PU. Esta decomposi¢do é Unica chamada de decomposi¢cao
polar de T. (Sugestdo: Sejam P = (TT*)'/? e U = P~'T. Mostre que UU* = I.)

Uma matriz A, n x n, é chamada (definida) positiva se o operador 7' : R™ — R" definido
por T'(X) = AX, para todo X € R" é um operador definido positivo. Para k = 1,... n,
seja Ay a submatriz obtida de uma matriz A, n x n, eliminando-se as tltimas n — k linhas e
colunas. Ay é chamada submatriz principal de A de ordem k. Mostre que se A é simétrica
e definida positiva, entdo

(a) A é n3o singular;

(b) det(A) > 0;

(c) as submatrizes principais A1, ..., A, sdo todas definidas positivas. (Sugestdo: considere
vetores X, tais que os Ultimos n — k elementos sdo nulos e observe que (T'(X), X) =
X'AX.)

SejaT : V — V um operador linear normal em um espaco vetorial real de dimensido n. Mostre
que existe uma base C de V tal que

Dy, 0 ... 0
0 D2 0 7 _6
C __ - ) — % i
T)e = 5 b em que D; = [\;] ou D; { 3 a }
0 ... 0 Dy

(Sugest3o: use o Exercicio 26 na pagina 495.)

Mostre que um operador linear T': V — V é unitdrio se, e somente se, ele é normal e |A\| =1
para todo autovalor A de 7.
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9.2.16. Seja T : V — V um operador linear ortogonal em um espaco vetorial real de dimensdo n.
Mostre que existe uma base C de V tal que

D, 0 ... 0
0 Dy ... 0 cosf; —sen;
C __ o o i i
T)e = 5 L , emque D; =[£1] ou D; { senf,  cos, }
0 ... 0 D,

9.2.17. Seja T : V — V um operador linear em um espaco vetorial de dimens3do n. Mostre que se
T* = O, a transformacdo linear nula, para algum k > n, entdo T" = O. (Sugestdo: Se A
é uma matriz triangular superior, entdo [A’]; = (a;)’ e assim o polinémio caracteristico de
T é pr(A) = (—=1)"\". Use o Teorema de Schur na pagina 505 e o de Cayley-Hamilton na
pagina 484.)
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9.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas
Uma equacao quadratica nas varidveis x e y tem a forma
az® 4+ bxy 4+ cy® +dr +ey+ f =0,

onde a,b,c,d,e e f sdo nimeros reais, com a,b e ¢ ndo simultaneamente nulos. Esta equagdo
representa uma (se¢do) cdnica, por poder ser obtida da intersecdo de um cone circular com um
plano. As cdnicas mais importantes s3o elipses, hiperbdles e parabolas, que sdo chamadas de conicas
nao degeneradas. As outras que incluem um tnico ponto, um par de retas, sdo chamadas conicas
degeneradas.

Dizemos que a equacdo de uma cOnica n3o degenerada estd na forma padrdo se ela tem uma
das formas dadas na Figura 9.1 na pagina 514.

Nesta secao veremos como a diagonalizacdo de matrizes simétricas pode ser usada na identifi-
cacdo das conicas cujas equacdes ndo estdo na forma padrao.

Vamos estudar alguns exemplos.

Exemplo 9.13. Considere a conica C' cuja equagdo é
5% — dxy + Sy* — 36 = 0.
Esta equacao pode ser escrita como

X'AX —36=0, (9.13)

=5
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O polindmio caracteristico de A é

5—A =2

p(A) = det(A — \]y) = det [ 9 8-

] =)\ - 13\ +36.

Logo, os autovalores de A sdo A\; =4 e \y = 9. Os autovetores associados a A\; = 4 sdo as solucdes

nao nulas do sistema

ERIMEN]

Vi={Q2a,a) | a € R}.

ou

cuja solucao é

Assim, V; = (2,1) é uma base para V, pois gera V; e é L.I. E W, = H“;l = (%, %) é uma base

1l 5
ortonormal para V;.
Os autovetores associados a Ay = 9 s3o as solucdes ndo nulas do sistema

ot
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2 2 2 2
T Y . T Y
¥+¥—17a>b Elipse ¥+§—1,a<b
y y
(0,5)
(t,0)
(—a,0) (a,0) (—a,0) (a,0)
(5,0
(0,—b)
2 2 2 2
——y—:l Hipérbole y———:l
a?  bh? a?  b?
< y Y, y
D g
Ne 3 B o
22 N i
\6\?& N
(0,a)
(—a,0) (a, 0)
(0, —a)
y? = 4px,p > 0 Parabola 2% = 4py,p > 0
S y
|
Il
8
‘
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riy=-—p

y2:4pzb,p<0

Figura 9.1: Conicas n3o degeneradas com equac¢des na forma padrao



9.3 Aplicacao na ldentificacao de Conicas 515

ML
Vy = {(—a,2a) | a € R}.

Assim, V5 = (—1,2) é uma base para V,, pois gera V, e é LI E W, = HV2 = (
base ortonormal para V,. Portanto,

ou

cuja solucao é

&

D= P'AP
onde,
o 5 3
D: 09 ,eP:[W1W2]: L l
V5 V5
/
Vamos fazer a mudanca de varidveis X = PX’, onde X' = { z, ] na equagdo (9.13).

Substituindo X = PX’ na equagdo (9.13), obtemos
X'"(P'AP)X' — 36 =0,

ou
X"DX' — 36 =0,
ou
4" + 9y — 36 =0,

ou ainda . .

Y Yy

4y =1 9.14

9 * 4 ( )

que é a equacao de uma elipse cujo esbogo é mostrado na Figura 9.2. Para fazer o esboco do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x’ e y’. O eixo x’ passa pela origem, é paralelo
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e possui o mesmo sentido do vetor W; (primeira coluna de P) e o eixo y’ passa pela origem, é
paralelo e possui o mesmo sentido de W, (segunda coluna de P). Depois, a partir da equagdo
(9.14), verificamos na Figura 9.1 na pagina 514 a forma da curva em relagdo aos eixos x" e y'.

Wo Wi

Figura 9.2: Elipse do Exemplo 9.13

Exemplo 9.14. Considere a conica cuja equagao é dada por

20 80
5% —day +8y* + —=x — —=y +4=0.

Vi Vb

Esta equacdo pode ser escrita como

XAX + KX +4=0, (9.15)
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onde

=[5 P ex=[8 o8]

A matriz A é a mesma do exemplo anterior. Assim, temos que

D= P!AP
onde,
i 5 3
D= 0 9 ,eP:[W1W2]: 12
NS
/
Vamos fazer a mudanca de varidveis X = PX’, onde X' = { g, }

Substituindo X = PX’ na equagdo (9.15), obtemos

X" (P'AP)X' + KPX'+4 =0

ou
X"DX'+ KPX'+4=0,
ou
4o’ + 9y — 82’ — 36y +4=0.
ou ainda,

4(2? = 22) + 9y — 4y ) +4 =0

Completando os quadrados, obtemos

4l(z? =22+ 1) = 1]+ 9[(y* — 4y +4) — 4] +4=0

28 de agosto de 2000
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ou
4z =1 +9(y —2)* - 36 = 0.

Fazendo mais uma mudanca de varidveis

"= 2 —1 e (9.16)
y' o=y =2 (9.17)
obtemos
41,//2 + 9y//2 —~36=0
ou

x//2 y//2

5 + 1= 1 (9.18)
que é a equacao de uma elipse cujo esboco é mostrado na Figura 9.3. Para fazer o esboco do
grafico, em primeiro lugar temos que tracar os eixos x” e y”, que por sua vez sio translacdes dos
eixos X' e y'. O eixo x’ tem a diregdo e o sentido do vetor IV, (a primeira coluna de P). O eixo y’
tem a direcdo e o sentido do vetor TV, (a segunda coluna de P). O eixo x” tem equagdo 3" = 0.
Usando a equagdo (9.16) obtemos 3y’ = 2. O eixo y” tem equagdo z” = 0. Usando a equagdo
(9.17) obtemos z' = 1. Depois, a partir da equagdo (9.18), verificamos na Figura 9.1 na pégina

514 a forma da curva em relagdo aos eixos x” e y”.

Os exemplos anteriores sdo casos particulares do préximo teorema, cuja demonstracdo é feita da
mesma forma que fizemos com os exemplos e por isso deixamos para o leitor a tarefa de escrevé-la.

Teorema 9.17. Considere a equacido

ar? +bry +cy’ +dr+ey+ f =0, (9.19)
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Wa W1 ’

Figura 9.3: Elipse do Exemplo 9.14

com a,b,c,d,e, f € R, sendob # 0 e a e c ndo simultaneamente nulos. Entdo existe um sistema

de coordenadas (x',y'), onde a equacdo (9.19) tem a forma

Alx’2+)\2yl2+d’x'+e'y’+f:O,

[ ]

onde A\, Ay sdo os autovalores de

Mais ainda,
X' =QX,

/
onde X' = { z’ ] X = [ z ] e Q é uma matriz ortogonal (Q~' = Q").
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Exercicios Numéricos (respostas na pagina 592)

Identificar a conica, achar a equacdo no dltimo sistema de coordenadas utilizado e fazer um esboco
do grafico.

9.3.1. 922 — 4ay + 6y% = 30;

9.3.2. 322 — 8xy — 12y> + 81 = 0;

9.3.3. 222 — 4oy —y* = —24;

9.3.4. 2122 + 6y + 13y* — 132 = 0;

9.3.5. 422 — 20y + 25y% — 152 — 6y = 0;

9.3.6. 922 + 4% + 62y — 10v/10x + 10v/10y + 90 = 0;

9.3.7. 522 + 5y? — 62y — 302z + 18v/2y 4+ 82 = 0;

9.3.8. 522 4 12zy — 12y/132 = 36;

9.3.9. 622 + 9y? — dzy — 4v/b5x — 185y = 5;
9.3.10. 2% — 4%+ 2\/§my + 62 = 0;

9.3.11. 822 + 8y? — 16y + 33v2x — 312y 4+ 70 = 0;
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9.3.12. 22 — 6y — Ty* + 102 + 2y + 9 = 0;
Exercicios usando o MATLAB

Comandos do pacote GAAL:

>> [P,D]=diagonal (A) diagonaliza a matriz A, de forma que AP=PD, onde D é uma matriz
diagonal e P é uma matriz ortogonal.

>> subst (expr, [x;y], [a;b]) substitui na expressao expr as varidveis x,y por a,b, res-
pectivamente.

>> elipse(a,b) desenha a elipse 2—; + z—z =1.

>> elipse(a,b, [Ul U2]) desenha a elipse Z—? + Ui 1, onde 2’ e 3 sdo as coordenadas

b2
em relacdo a base ortonormal Ul e U2.
>> elipse(a,b, [U1l U2],X0) desenha a elipse %;2 + 3‘;—;2 = 1, onde z” e y” sdo as coor-
denadas em relacao ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e

pelo ponto XO.
>> hiperbx(a,b) desenha a hiperbdle 2—2 — z—j =1

>> hiperbx(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole Z—/j—ﬁ =1, onde 2’ e 3/ sdo as coordenadas

b2
em relacdo a base ortonormal Ul e U2.
>> hiperbx(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole %2 - y;—f = 1, onde 2" e y” sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e

U2 e pelo ponto XO.
>> hiperby(a,b) desenha a hiperbdle Z—z — ”If—; =1
>> hiperby(a,b, [Ul U2]) desenha a hipérbole %—f)—f = 1, onde 2’ e y’ sdo as coordenadas

em relagcdo a base ortonormal U1l e U2.
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9.3.13.

9.3.14.
9.3.15.

12 56”2

>> hiperby(a,b, [Ul U2],X0) desenha a hipérbole ya’_2 — %7 = 1, onde 2" e y" sdo as
coordenadas em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e
U2 e pelo ponto XO.

>> parabx(p) desenha a pardbola y? = 4pz.

>> parabx(p, [U1 U2]) desenha a pardbola 3> = 4px’, onde 2’ e /' sdo as coordenadas em
relacdo a base ortonormal Ul e U2.

>> parabx(p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola y? = 4px”, onde 2" e y" sdo as coordenadas
em relacao ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por XO.

>> paraby(p) desenha a pardbola 2% = 4py.

>> paraby(p, [U1 U2]) desenha a pardbola 2> = 4py/, onde 2’ e 3/’ s3o as coordenadas em
relacao a base ortonormal Ul e U2.

>> paraby (p, [U1 U2],X0) desenha a pardbola 2”2 = 4py”, onde 2" e 3" s3o as coordenadas
em relacdo ao sistema de coordenadas determinado pela base ortonormal Ul e U2 e por XO.

Use o MATLAB para resolver os Exercicios Numeéricos

Exercicios Tedricos
Demonstre o Teorema 9.17 na pagina 518.

Seja C' o conjunto dos pontos do plano que satisfazem a equagdo
az® +bry + ey +drv +ey+ f =0.

a b/2}

b2 . Sejam \ e p os autovalores de A.

Consideremos a matriz A = [
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(a) Mostre que A\ = ac — b*/4.

(b) Mostre que se Ap > 0, entdo C' é uma elipse, um ponto ou o conjunto vazio.

(c) Mostre que se A\ < 0, entdo C' é uma hipérbole, ou um par de retas concorrentes.
(d) Mostre que se A = 0, entdo temos duas possibilidades:

i. Se A # 0 ou p # 0, entdo C' é uma parabola, um par de retas paralelas, uma reta
ou o conjunto vazio.

i. Se A=pu =0, entdo C é uma reta.
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9.4 Forma Canonica de Jordan

Ja vimos (Exemplo 9.6 na pagina 480) que nem todo operador 7' : V — V em um espacgo de
dimens3o finita é diagonalizavel, ou seja, nem sempre existe uma base C de V tal que a matriz [T]g
é diagonal. Entretanto, para vdrias aplicacoes, é suficiente que exista uma base C tal que a matriz

[T tenha uma forma bastante préxima da forma diagonal chamada forma canénica de Jordan.

Definicao 9.8. Uma matriz J, n X n, esta na forma canodnica de Jordan, se ela é da forma

By 00 Y0
0 Jy 0 j
J=1 . . .|, emquedy = ¢ oc.on
~ z o 0 0 -~ X O
0 0 - Jy 0 0 Lo
para j =1,...,k. J), € chamado bloco de Jordan.
Exemplo 9.15. As matrizes
2000 50 0 0 -4 0 0 0 70 00
1200 15 0 0 1 -4 0 0 . 0700
012 0] 00 -3 0] 0 1 -4 0 0070
000 2 00 1 -3 o 0 1 —4 0007
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estdo na forma candnica de Jordan. A primeira é formada de dois blocos de Jordan, o primeiro
sendo 3 x 3 e o segundo 1 x 1. A segunda matriz é formada de dois blocos de Jordan 2 x 2. A
terceira, por somente um bloco e a ultima por 4 blocos 1 x 1. A matriz

200 O
120 0
012 O
001 -1

nao esta na forma candnica de Jordan. Pois como os elementos da diagonal n3o s3o iguais, ela
teria que ser formada por pelo menos dois blocos de Jordan e [—1] deveria ser um bloco de Jordan
1 x 1. Entretanto, a entrada imediatamente acima de —1 ndo € igual a 0.

9.4.1 Autoespaco Generalizado

Vamos supor que exista uma base C = {Vl(l), cee Vn(ll), e ,Vl(k), cee Vn(,l:)} de um espaco vetorial
V de dimensao nq + ... + ny = n tal que a matriz do operador linear 7' : V — V, esteja na forma
candnica de Jordan

50 3 A 00 - 0 0
g 5 1 X\ 0 0 0
[T]g _ J _ . A2 . . em que J)\j _

- Co 0 0 0 A0
0 0 | 0 0 0 DV .

Assim,
TV = NP4V o (T MDD =V e (9.20)
V) = AVE)
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parai=1,...,n;—1ej=1,... k. Ouseja,
(T =NDVY) =0,

(T =MDV ) = (T = ND(VY) =0, (9.21)

(T = N0 (VD) = (T = N1 (V) =0.

Portanto, os vetores da base C, Vi(j)

, e os elementos da diagonal de J, \;, satisfazem as equagdes
(T — AI)*(V) =0,

para k = 1,...,n;. Isto motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 9.9. Seja T' : V — V um operador linear. Um vetor V' € V n3o nulo é chamado
autovetor generalizado de 7' associado ao escalar \ se

(T — A)*(V) =0, para algum inteiro positivo k.

Observe que se V' é um autovetor generalizado associado a A e p é o menor inteiro positivo tal
que (T — XI)P(V) =0, entdo (T — AI)P~*(V) é um autovetor de T associado a \. Portanto, \ é
um autovalor de T'. Além disso, (T — AI)%(V') = 0, para todo ¢ > p.
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Definicao 9.10. Seja A um autovalor de um operador 7': V — V. O autoespaco generalizado
correspondente a A, é o subconjunto definido por

Wy ={V eV |(T—-A)*V)=0, para algum inteiro k > 0}.

Observe que W), consiste dos autovetores generalizados acrescentado o vetor nulo e contém o
autoespaco associado a A. Além disso W, é um subespago (verifique!) . Assim, temos a seguinte
seqliéncia de subespacos encaixados:

Exemplo 9.16. Seja 7' : R®* — R? o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R3, em
que
) 10
A= | —4 1 0
-2 -1 3
O polindémio caracteristico de T' é dado por p(\) = det(A — Al3) = —(\ — 3)%. Assim, o Unico
autovalor de 7" é X\ = 3. A forma escalonada reduzida de

2 10 1 1/2 0
A-3L=| -4 -2 0 é 0 0 0
-2 -1 0 0 0 0

Assim, N(T — 31) = {(—3,26,a) | o, 3 € R}.

Agora, (T — 3[)2 = (O, a transformacdo linear nula. Portanto,

W; = N(A —315)% = R?.
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J4 mostramos na Proposicao 9.4 na pagina 476 que um vetor nao pode ser autovetor associado
a dois autovalores distintos e que os autoespacgos sdo T-invariantes. O préximo resultado, genera-
liza isto para autovetores e autoespacos generalizados, ou seja, ndo existe autovetor generalizado
associado a autovalores distintos e os autoespacos generalizados sao T-invariantes.

Proposicao 9.18. Seja A um autovalor de um operador linear T : V — V em um espaco de
dimensao finita. Entao:

(a) W, é um subespagco T'-invariante.

(b) A intersecdo de dois autoespacos generalizados associados a autovalores diferentes € igual ao
subespaco nulo, ou seja, se p1 # A\ sdo autovalores de T', entdo Wy "W, = {0}.

Demonstracdo. (a) Para mostrar que W, é T-invariante, considere V' € W,. Seja p tal que
(T — AI)P(V) = 0. Entdo:

(T —XPT(V)=T(T — NX[)’(V) =T0 = 0.
Portanto, T'(V') € W,.
(b) Sejam p # A autovalores de T'. Inicialmente vamos mostrar que
Wy NN(T — ul) = {0}. (9.22)

Vamos supor que exista um vetor V' # 0 em W, N N(T — pl). Seja p o menor inteiro tal
que (T'— AI)P(V) = 0. Entdo, W = (T — M )P"*(V) é um autovetor de T associado a \ e
€ também um autovetor associado a i, pois

(T — pI)(W) = (T — uI)(T = MNP~ (V) = (T = MPNT = uD)(V) = (T = AP0 = 0.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



9.4 Forma Canénica de Jordan 529

Isto estd em contradigdo com a Proposicdo 9.4(a) na pagina 476. Logo, V' tem que ser igual
ao vetor nulo.

Vamos supor, agora, que exista um vetor V # 0 em W, N'W,. Seja p o menor inteiro tal
que (T — puI)P(V) = 0. Entdo, W = (T — uI)?~' (V') é um autovetor de T associado a y e
€ também um autovetor generalizado associado a A, pois

(T = ADST = M)PHV) = (T = M)P" (T = AX)*(V) = (T — AI)P"'0 =0,

para algum inteiro positivo k. Isto estd em contradicdo com (9.22). Logo, V' tem que ser
igual ao vetor nulo.

0

No Corolario 9.7 na pagina 482 provamos que a dimensdo do autoespaco é menor ou igual
a multiplicidade de A no polindmio caracteristico. Na préxima proposicao generalizamos este re-
sultado para autoespacos generalizados. Este resultado é (til na determinacdo dos autoespacos
generalizados.

Proposicao 9.19. SejaT : V — V um operador linear em que as raizes do polinémio caracteristico
sdo autovalores de T. Seja A\ € um autovalor de T tal que a multiplicidade de \ no polinbmio
caracteristico de T' € igual a m, entdo

(2) dim(W,) < m,
(b) Wy = N (T — \I)™.

Demonstracao. Seja p a dimensao de W,.
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Como pela Proposicao 9.18, W, é T-invariante, entdo pela Proposicao 9.6 na pagina 481 o
polindmio caracteristico de Ty, é um fator do polindmio caracteristico de 7',

pr(t) = pry (t)a(t).
Vamos mostrar que o polindmio caracteristico de Ty, é da forma pr, (1) = (=1)P(t — A)P.
Para isto vamos mostrar que A € o Unico autovalor de Tyy, .
Sejam u # X e W € W, tal que (T, — pl)W = 0. Entdo, W € W, NnW, = {0}, pela
Proposicdo 9.18. Portanto, pr(t) = (t — A\)?q(t) e p = dim(W,) < m.

Claramente N (T — AI)™ C W,. Vimos que W, é T-invariante e na demonstra¢do do item
anterior que pr,, = (=1)P(t — NP, com p < m. O que implica, pelo Teorema de Cayley-
Hamilton na pagina 484, que (Tw, — AI)? = O, a transformagio linear nula. Logo, para todo
W € W, temos que

(T — M)™(W) = (T — MX)™ (T — XI)?(W) = (T — \[)™?(0) = 0.

O que mostra que Wy C N (T — AI)™. Portanto, W, = N (T — A\I)™. O

Observacao. Segue da Proposicao 9.19 que, para determinarmos o autoespaco generalizado W,
associado a um autovalor A de um operador 7' : V — V, devemos determinar

N(T = XI),N(T — \I)?,... , N (T — X )4,

em que g é o menor inteiro positivo tal que dim(N (T — AI)9) é igual a multiplicidade de A no
polindmio caracteristico de T". Entdo, W, = N(T — \I)%.

Geometria Analitica e Algebra Linear 28 de agosto de 2000



9.4 Forma Canénica de Jordan 531

Exemplo 9.17. Seja T : R* — R* o operador definido por T(X) = AX, para todo X € R*, em
que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 120
0 -1 0 3

O polindmio caracteristico de T' é dado por p()\) = det(A — A\I;) = (A — 3)(A — 2)®. Assim os
autovalores de T s3o A\ = 3 e Ay = 2. A forma escalonada reduzida de

1 -1 0 1 100 —1
0 0 -1 0 o lo10 o
A=3L=1 "o 1 50| ¢ o001 o0
0 -1 0 0 000 0

Assim, pela Proposi¢ao 9.19, W3 = N(T — 3I) = {(,0,0,) | « € R}. A forma escalonada
reduzida de

0 -1 01 010 —1
0 1 -1 0 o loo1 -1
A=2L=143 1 10| ¢ looo o0
0 -1 01 000 0

Assim, N(T —2I) = {(B,a,a, ) | a, 3 € R}. A forma escalonada reduzida de

0 -2 1 1 01 —1/2 —1/2

e |0 000 oo 0 0
A=2L)7=14 g 00| ¢ |00 0 0
0 —2 1 1 0 0 0 0

Assim, pela Proposicdo 9.19, Wy = N(T — 21)? = {(v,a + 3,283,2a) | a, 8,7 € R}.
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Por (9.21) na pégina 526, temos que se existe uma base C de V tal que [T estd na forma
canonica de Jordan, entdo a base C é formada de autovetores generalizados. Assim, para encon-
trarmos a forma canonica de Jordan precisamos encontrar o maior nimero possivel de autovetores
generalizados linearmente independentes.

O préximo resultado garante que um conjunto formado por grupos de autovetores generalizados
L.l., associados a autovalores diferentes, é L.I. Este resultado é uma generalizagdo da Proposicao
9.5 na pagina 477.

Proposicao 9.20. SejaT : V — V um operador linear em um espago vetorial V de dimens3o finita.
Se Vl(l), e Vk(ll) sdo autovetores generalizados L.I. associados a \1, VI(Q), e Vk(f) sdo autovetores

generalizados L.I. associados a \s, .. ., Vl(l), ey Vk(ll) sdo autovetores generalizados L.I. associados
a N\, com \i,...,\ distintos, entdo {Vl(l), e Vk(ll), e Vl(l), e Vk(ll)} é um conjunto L.1.

Demonstracao. Vamos demonstrar apenas para o caso em que temos dois autovalores diferentes.

s o . s . 1 1 . .
O caso geral é inteiramente andlogo. Sejam Vl( ), e Vk(l) autovetores generalizados L.I. associados

2 2 . . . s
al e Vl( ), ey ng) autovetores generalizados L.l. associados a A,. Precisamos mostrar que a tnica
solucao da equacao

PV eV 2PV DV =0 (9.23)

é a solugdo trivial. Aplicando-se (7" — A\;I)? a ambos os membros da equacdo (9.23), para p
suficientemente grande, e usando o fato de que os Vi(J) sao autovetores generalizados, obtemos

(T = MDPEPVE 4 42l VP =0 (9.24)
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Como VI(Q), e ,Vk(f) sdo autovetores generalizados associados a Ao, pela Proposicdo 9.18 (b), temos
que
x§2)1/1(2) +...+ g:;?v,jj) = 0.

(2) _ (2

Como eles sdo L.I., entdo 2y = ... = 9‘7k2) = 0. Substituindo-se estes valores em (9.23) e usando

o fato de que Vl(l),...,Vk(ll) sdo L.I., obtemos que x§1) = ... = a;,(:l) = 0. O que prova que

v v v v sso L. 0

Exemplo 9.18. Seja T : R* — R* o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R%, em
que

2 -1 01
0 3 —1 0
A=10 1 10
0 -1 0 3

Ja vimos no Exemplo 9.17 que os autoespacos generalizados de T' sdo
W3 = N(A—3L) ={(a,0,0,a) |« € R} e

Wy = N(A—-21)* = {(v,a+ 3,26,22) | a, 3,7 € R}.

O vetor V; = (1,0,0,1) forma uma base de W3 e os vetores V5, = (0,1,0,2),V3 = (0,1,2,0) e
Vi =(1,0,0,0) formam uma base de W,. Portanto, pela Proposicdo 9.20, segue que Vi, Vs, V3, Vy
sdo L.l. e assim formam uma base de R*.

Vamos mostrar que se as raizes do polindmio caracteristico de T sao autovalores, entao sempre
existe uma base de V formada de autovetores generalizados.
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Teorema 9.21. Seja T : V — V um operador tal que seu polinbmio caracteristico € da forma
p(A) = (=1)"(A = A)™ ... (A = A\p)™, com Aq,..., N\ distintos. Sejam By,...,By bases dos
autoespagos generalizados W; associados a \;, parai =1,...,k. Entao,

(a) B=DB,U---UDB é uma base de V;
(b) dim(W;) =m;, parai=1,... k.

Demonstracdo. (a) Para mostrar que B gera V, vamos mostrar que todo vetor V € V se
escreve como uma soma de autovetores generalizados. Se T' tem somente um autovalor, isto
é, se k = 1, entdo, pelo Teorema de Cayley-Hamilton na pagina 484, todo vetor é autovetor
generalizado, portanto o resultado € trivialmente verdadeiro. Vamos supor que o resultado
seja verdadeiro para operadores que possuam menos de k autovalores distintos e vamos provar
que, é também verdadeiro para operadores que tenham k autovalores distintos.

Seja W =Z(T — A\ I)™. W é T-invariante (verifique!). Seja Ty a restricdo de 7"a W. Os
autovalores de Ty estdo entre os autovalores de T'. Vamos mostrar que A\ nao é autovalor
de Tyw. Seja W € WNN(T — A\I). Entdo, existe V € V tal que (T — \.1)™ (V) =W
e (T — MN)(W) = (T — N\ I)™ (V) = 0. Logo, V € W,, que é igual a N(T — \p1)™*,
pela Proposicao 9.19 na pagina 529. O que implica que W = (T — A\, I)™ (V) = 0. Assim,
A, ndo € autovalor de Tyy. Portanto, Ty tem no maximo k£ — 1 autovalores distintos.

Seja V € V. Entdo, (T — A\I)™ (V) € W. Como T tem no maximo k — 1 autovalores
distintos e estamos supondo o resultado verdadeiro neste caso, entdo

(T = MNI)™ (V) = Wi + ...+ Wiy,

em que W; € WNN(T — \I)™, parai = 1,....,k — 1. Agora, WNN(T — \,I)™ é
invariante por (T — A\ I)™ e a restricdao de (T — N\ )™ a WNN(T — \,I)™ é injetiva,
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portanto sobrejetiva (verifique!). Desta forma para cada W; € W NN (T — \,I)™ existe
Vi € N(T — N\ I)™ tal que W; = (T — \eI)™ (V;). Assim,

(T = XNeD)™ (V) = (T = XeI)™ (Vi) + ...+ (T = AL )™ (Vi)

Logo, (T — NeI)™ (V — Vi — ... — Vi_1) = 0. Assim, existe V, € N(T — A\ )™ tal que
V-V —...=Vj_1 = V. Portanto, existem V; € N(T — M\ )™, ...,V € N(T — \eI)™
tais que

V=Vi+...+ Vs

Como cada V; se escreve como combinacdo linear dos elementos de B;, entdo 3 gera V. Pela
Proposi¢cao 9.20, B =By U---U By, é L.I. e portanto é uma base de V.

Temos do item anterior e da Proposicao 9.19 na péagina 529 que

k k
n= Zdim(Wi) < Zmi =n,
i=1 i=1

com dim(W;) < m,. Logo, dim(W;) = m,.

9.4.2 Ciclos de Autovetores Generalizados

Por (9.21), os vetores que formam a base C tal que [T']S est4 na forma canénica de Jordan s3o auto-
vetores generalizados. Mas além disso, por (9.20), segue que os vetores da base C que correspondem
a um bloco de Jordan formam um ciclo no sentido que se segue.
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Definicao 9.11. Seja V' um autovetor generalizado correspondente ao autovalor A de um operador
T :V — V. Seja p o menor inteiro tal que (T — A )?(V) = 0. O conjunto

Cy = {V,(T = X)(V),...,(T = XI)P"1(V)}

é chamado um ciclo de autovetores generalizados associados a \. Os vetores (T — \I )P~ (V)
e V s3o chamados vetor final e vetor inicial do ciclo, respectivamente. Dizemos também que o
comprimento do ciclo é p.

Observe que o vetor final de um ciclo de autovetores generalizados de um operador 7' € o Unico
autovetor de 7" no ciclo. Assim, o maior nimero possivel de ciclos de autovetores generalizados L.1.,
associados a um autovalor A, é igual a dimens3o do nicleo de T — AI.

Exemplo 9.19. Seja T : R® — R? o operador definido por T'(X) = AX, para todo X € R3, em
que

4 1 -1
A= -1 1 3
-1 -1 4
O polinémio caracteristico de 7' é p(\) = —(A — 3)3. Assim o Unico autovalor de 7 é A = 3. A
forma escalonada reduzida de
1 1 -1 10 1
A-3l3=| -1 -2 3 é 01 -2
-1 -1 1 00 O
Assim, N(T — 3I) = {(—a, 2, a) | « € R}. A forma escalonada reduzida de
10 1 1 01
(A-3L)?*=| -2 0 -2 é 000
-1 0 -1 0 00
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Assim, N (T — 31)*> = {(—a, 3,a) | o, € R}. Agora, (A —3I3)* = 0. Assim, N(A — 313)% =
W3 - Rg.

Os ciclos de W3 tém comprimento no maximo igual a 3. Para obtermos um ciclo de maior
comprimento possivel em W3, devemos tomar um vetor em W3 que n3o pertenca ao N (T — 37)2.
Para determinar um tal vetor calculamos (T — 37)? aplicado em vetores de uma base de W3 = R3.
Ou seja, (A —303)°| By Ey FE3 | = (A — 3I3)%*I3 = (A — 3I3)%. Dai concluimos que os vetores
E; = (1,0,0) e E3 = (0,0, 1) n3o pertencem a N (T — 31)%. Assim,

Cp, = {E1,(A=3L)E, = (1,-1,-1),(A - 31;)°E, = (1,-2,—1)}
é um ciclo de autovetores generalizados associados a Ay = 3 de maior comprimento possivel.

Como queremos encontrar o maior nlimero possivel de autovetores generalizados L.I. que
compdem ciclos, o resultado seguinte garante que basta que os autovetores que estdo nos ciclos (os
vetores finais) sejdo L.l. para que o conjunto completo seja L.I.

Teorema 9.22. Seja A um autovalor de um operador T' : V. — V. Sejam Cy,...,C, ciclos de
autovetores generalizados de T' associados a )\ tais que os vetores finais dos ciclos sdo distintos e
linearmente independentes. Entdo, os C;'s sdo disjuntos (isto é, C; N C; = @, parai # j) e a unido

q
C = | C; € linearmente independente.
i=1

Demonstracao. Deixamos como exercicio a verificagdo de que os C;'s sdo disjuntos.

Vamos inicialmente supor que tenhamos apenas dois ciclos cada um com comprimento igual a
2 com dois vetores cada, C; = {V1, (T — AI)(V1)},Co = {Vo, (T — XI)(V3)} e que (T — AXI)(V}) e
(T'— AI)(V3) séo L.I. Considere a seguinte combinagao linear nula:

$10Vv1 + 332()‘/2 + [L’H(T — )\[)(Vi) + 1‘21(T — )\I)(‘/Q) = (_) (925)
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Aplicando-se T — A\l em (9.25), obtemos:

ZElO(T—/\]MV&) +1720(T—)\I)<‘/2) 6

O que implica que, x19 = x99 = 0. Substituindo-se estes valores em (9.25) obtemos que C; U Cy é
L.l

Seja p o nimero de vetores de C. Se p = 1 o resultado é claramente verdadeiro. Suponhamos
que p > 1 e que o resultado seja verdadeiro se a unido dos ciclos contiver menos de p vetores. Vamos
mostrar que ele é verdadeiro se o nimero de vetores de C é p. Considere a seguinte combinacdo
linear nula:

q pi—l
pVi+ . 2gVy + Y Y (T = MY (V;) =0. (9.26)
i=1 j=1
Aplicando-se T'— AI em (9.26), obtemos:
q pi—l ' -
DY winy(T =AY (Vi) =0,
i=1 j=1

q
que é uma combinagdo linear nula de vetores de C' = |J C/, em que C; é o ciclo obtido de C;
i=1

1=
retirando-se o vetor inicial, portanto tem o mesmo vetor final de C;. C’ tem menos de p vetores.

Como estamos supondo o resultado verdadeiro neste caso, temos que, z;; =0, parat=1,...,q e
q

j=0,...,p; — 2. Substituindo-se estes valores em (9.26), obtemos que C = |J C; é linearmente
i=1

independente. O
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Observacdo. Para encontrar uma base C tal que [T]S esteja na forma de Jordan, devemos para
cada autovalor )\, encontrar um nimero de ciclos igual a dimens3o do autoespaco determinado por
A. Sendo os ciclos de comprimento o maior possivel e com vetores finais (os autovetores de cada
ciclo) L.l. Para isso, para cada autovalor A com multiplicidade p no polinémio caracteristico de T":

(a) Devemos determinar bases para N (T — X ),N(T — XI)?,...,.N(T — X\I)%, em que ¢ é o
menor inteiro positivo tal que dim(N (T — \I)?) = p.

(b) Os vetores iniciais dos maiores ciclos s3o os vetores que estdo numa base de Wy = N (T —\I)?
e que ndo pertencem a N (T — AI)7"!. Para isso, podemos tomar vetores que pertencem a
uma base de V(T — \I)? e que n3o sdo combinacdo linear de uma base de N'(T — A\I)7!
ou tais que (T — AI)?~! aplicado neles seja diferente do vetor nulo.

(c) O ndmero de ciclos deve ser igual a dimens3do do autoespago associado a A\. O nimero de
vetores da unido de todos os ciclos deve ser igual a dimensido de W,. Para os ciclos de
comprimento j = ¢ — 1,...,1, se houverem, os vetores iniciais sdo vetores que pertencem a
uma base de N (T'— AI)7 tais que (T'— A\I)?~! aplicado neles s3o linearmente independentes
com os autovetores (Ultimos vetores) dos ciclos j& determinados.

Exemplo 9.20. Seja T : R* — R* o operador definido por T(X) = AX, para todo X € R%, em
que

2 -1 01
0 3 —-10
A= 0 1 10
0 -1 0 3
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J4 vimos no Exemplo 9.18 na pagina 533, que os autovalores de 7' sao A\ =3 e Ay = 2 e que

N(T =3I = {(a,0,0,0) | @« € R} = W3,
N(T_QI) = {(6704704705)‘047B€R} €
N(T —21)? = {(v,a+3,28,2a) | a, 3,7 € R} = W,.

Todos os ciclos em W3 tém comprimento igual a 1. Seja V; = (1,0,0,1). Este vetor forma uma
base de W3 e serd o primeiro vetor da base C. Os ciclos de W, tém comprimento no maximo igual
a 2. Para obtermos um ciclo de maior comprimento possivel em W5, devemos tomar um vetor em
Wy que ndo pertenca a N(T — 21).

{W; =(1,0,0,0), Wy = (0,1,1,1)} é uma base de N (T — 2I).

{W5=1(0,1,0,2), Wy = (0,1,2,0), W5 = (1,0,0,0)} é uma base de Wy = N(T — 2I)2.

Vamos descobrir entre os vetores W3, Wy, W5, qual(is) ndo pertence(m) a N (7' — 2I). Para
isso vamos calcular (A — 213)[ W3 W, Ws |:

0 01 1 -1 0
1 10 1 -1 0
(A_2I3)[W3 W4 WEB] _(A_213) 02 0 - 1 =1 0
200 1 -1 0

Portanto, W3 e W, pertencem a Wy, mas n3o pertencem a N (T — 2I).

Sejam Vo = W3 = (0,1,0,2), V3 = (A —21,)V, = (1,1,1,1) o segundo e o terceiro vetor de
C, respectivamente. Precisamos ainda um vetor que pertenca a N (T — 2I) e que seja linearmente
independente com o vetor V3 = (T — 2I)(V3) = (1,1,1,1). E fécil ver que Wi e W, ndo sio
combinacdo linear de V3. Seja V; = W; = (1,0,0,0) o quarto vetor da base C.
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Assim, se
1011 30 00
- 10110 - 1 10200
P=WVV,V3V,]= 0010l entdo P AP = 0120l
1 210 00 0 2

que estd na forma candnica de Jordan.

Exemplo 9.21. Seja T : R® — R? o operador definido por T(X) = AX, para todo X € R3, em
que

) 10
A= -4 1 0
-1 3

Ja vimos no Exemplo 9.16 na pdgina 527 que

N(T - 3I) = {(-8,28,a) | a,B € R} e N(T — 31)* =R* = W3,

Precisamos encontrar um vetor que pertenca ao N/ (T —37)? = R?, mas nio pertenca ao N (T —31)
que é o subespago que tem como base {V; = (0,0,1), V5 = (—1,2,0)}. Para isso, vamos descobrir
qual(is) vetores da base candnica ndo pertencem a N (T — 31).

2 10
(A—SIg)[El EQ Eg] = (A—?)Ig)[g :A—?)Ig = —4 =20
-2 -1 0

Dai concluimos que os vetores E; = (1,0,0) e E; = (0,1,0) ndo pertencem a N (T — 3I).
Consideremos entdo o ciclo iniciado com Wy = Ey. Wy = (A —313)E; = (2,—4,2). Vamos tomar
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para W3 um autovetor de T' que nao é mdltiplo escalar de W5. Por exemplo, W3 = V;. Assim, se

1 20 300
P=[W,WoWs]=1]0 —4 0|, entio P'AP=|1 3 0 |,
0 21 00 3

que esta na forma condnica de Jordan.

O préximo teorema, garante a existéncia de uma base em relagio a qual a matriz do operador esta
na forma candnica de Jordan, se as raizes do polindmio caracteristico s3o autovalores do operador.

Teorema 9.23. Seja T : V — V um operador tal que seu polinbmio caracteristico é da forma
pA) = (=1)"(A = A)™ ... (A= A\p)™, com Ay, ..., A\ distintos. Entao,

(a) Para j = 1,...,k, o autoespaco generalizado associado a \; tem uma base consistindo de
uma uniao de ciclos de autovetores generalizados associados a ;.

(b) Existe uma base C de V formada por uma unido de ciclos de autovetores generalizados tal que
(TS estd na forma canénica de Jordan.

Demonstracdo. (a) Vamos mostrar que se A é um autovalor de 7', entdo existe uma base de
W, consistindo de uma unido de ciclos de autovetores generalizados. Seja U : W), — W,,
definido por

UW)=(T—-X)(W), paratodo W € W,.

Observe que W é um autovetor generalizado de T associado a A se, e somente se, W é um
autovetor generalizado de U associado a zero. Assim, basta provarmos o resultado para U.
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Seja p = dim(W,). Vamos supor que o resultado seja verdadeiro se a dimensdo do autoespaco
generalizado for menor que p. Z(U) é o autoespaco generalizado da restricdo de U a Z(U)
associado a zero. Como N (U) é n3o trivial, entdo dim(Z(U)) < p. Como estamos supondo

o resultado verdadeiro nete caso, existem Ci,...,C; ciclos de autovetores generalizados da
k

restricdo de U a Z(U) tais que C' = |J C; é uma base de Z(U).
i=1

Para cada i = 1,...,k, C/ = {W,,...,U™(W,)}, para W; € Z(U). Logo, existem
Vi, .., Vi € Wy tais que C; = {U(V;), ..., U (V;)}, parai=1,... k.

Paracadai=1,...,k, seja C; = {V;} UC.. Sejam Vj11,...,V, tais que

(UM ()., U (Vi), Vi, ..., Vi) é uma base de N'(U).

k
SejaC=JCU{Viy1} U---U{V,.}. C é uma unido de ciclos L.I. pela Proposi¢do 9.22 na
=1

pagina 537 e como C tem dim(Z(U)) 4+ dim(N (U)) = dim(W) vetores, entdo C é uma base
de W, formada por ciclos de autovetores generalizados de U e portanto de 7T'.

(b) Paraj=1,...,nj,sejaC; ={V;,..., (T = X\;1)"~*(V;)} ciclos de autovetores generalizados
k
tais que C = |J C; seja uma base V, que existe pelo item anterior e pelo Teorema 9.21 na

j=1
pagina 534. Entdo,
T(T —NDYV;) = (T —XNDT (V) +M(T = NDY(V;). parai=0,...,n; —2e
T(T = NI (V) = (T = NID(T = XD (V) + \(T = N1~ (V)
= N(T=X0MHV),
Logo, a matriz [T)S est4 na forma candnica de Jordan.
O
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9.4.3 Aplicacao: Funcoes de Matrizes e Sistemas de Equacoes Diferen-
ciais Lineares

Vamos estender funcdes f € C*(I) ao conjunto de todas as matrizes quadradas cujas raizes do
polindmio caracteristico sejam reais e estejam no intervalo I. Vamos estender inicialmente para
blocos de Jordan.

Se
(A0 - 0 0]
A - 0 0
Iy = : : )
0 0 - A0
0 0 1 A
- 4 mXm
entdo definimos f(J)) por
[ ) 0 0 0 ]
F') ) 0 0
f(In) = E E
(m—2) (m—3)
(m—1) (m—2)
e Tee o SO) SO

Para k > 0, se f(x) = a*, entdo f(J\) = J§ (Exercicio 9.4.7 na pagina 555). Além disso, para
quaisquer fungdes f,g € C=(I), e escalar «, (af)(Jy) = af(Jy), (f + 9)(Jn) = f(Jn) + g(Jy),
(f 9)(x) = f(Ix)g(Jr) (verifiquel).
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Se a matriz A é semelhante a uma matriz na forma canénica de Jordan, A = PJP~!, em que

Sy 0 0
g=| 0" Dl
0 0 I,
entdo definimos f(A) por
JA1 oD
fA)=P [ J&) SR S
f(In)
Para k > 0, se f(z) = 2", entdo f(A)

escalar o, (f + g)(A) = ( )+ g(A), (fg)(A) = f(A)g(A) (verifique!).

= Ak Além disso, para quaisquer fungdes f,g € C*(I) e

Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - caso em que os autovalores sao reais

Considere o sistema de equagdes diferenciais lineares

dlEl
— = an¥i1 + a2y + ... + A1pTn
dt
dx,
% 11 + A2 + ...+ Ty
Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial
dX
— = AX,
dt
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em que A = (aij)nxn- Suponha que a matriz A seja semelhante a uma matriz na forma canénica
de Jordan, ou seja, suponha que exista uma matriz P tal que P~*AP = J, em que

Jy, 0
L]0 J-AQ
0 0

<

N evl Nenl]

o O e
o O e

Ai

. ~ . : d
Vamos mostrar que X (t) = ¢*4 X (0) é a solucio do sistema. Para isso, vamos mostrar que —e' =

e A e que X(t) = ¢ X(0) é a tinica solugdo do sistema que tem valor X (0) em ¢ = 0.

em que

tJ)‘i =

e

- Ol Ol
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[ et 0 e 0 0
(/\zt + 1)6t)‘i )\ie”‘i te 0 0
—eth = : : EE : :
dt ‘ A2 tm=3 N N, At 3 M=t N thi
((m—2)! (m—3)! )e ((m_g)! (m_4)[)e o Ne 0
4m—1 m— m— m—
| (5 (mt—_;)!etAi)etAi N + o)™ o et Nt

[ et 0 o 0 0 _)\i 0 --- 0 0|
tet)\i et)\i 0 0 1 )\7, o 00
- tm72 tA; tm—3 th; t’)\i ) .
=21 =) e 0 0 0 N O
| ety et te e | [ 000 (Y
_ et‘])‘i J)\
Assim,
d tJ A
AN
ietA - P 0 %e A2 0 P*l
dt : : :
0 0 %@thk
- et J>\1 0 0
_p 0 e gy, 0 P
(_) 0 e et‘])\k J>\1
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et{>‘1 0 (:] Jz\l 6 (:)

_ a0 e 0 0 Jy U
0 0 e 0 0 I

= 1A

Seja X (t) uma solug3o do sistema tal que em ¢ = 0 vale X (0). Entdo, Z(t) = e 1 X (t) é tal que

d - d _tA —tA d - —tA —tA N
dtZ(t) = e X(t)+e th(t) =—e TAX(t)+eAX(t) = 0.
_ d dy ax -
Aqui usamos o fato de que %(Y(t)X(t)) = %(t)X(t) + Y(t)ﬁ(t) (verifique!). Logo, Z(t) =

Z(0) = e %X (0) = X(0), paratodo t e R e
X(t) = e X (t) = Z(t) = e X(0),

pois ette~t = [, (verifique!). Portanto, X (t) = €4 X (0) é a tnica solucio do sistema de equagdes
diferenciais lineres IX

— = AX

dt ’

com o valor pré-determinado em ¢ = 0.

Exemplo 9.22. Considere o sistema de equacdes diferenciais lineares

d
g—j:4x—3y—z
dy _

it
E:x—3y+22
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Ele pode ser escrito na forma de uma equacao diferencial vetorial

X

— = AX
dt ’
4 -3 -1
emque A= |0 0 0 |.SeaT:R>— R3 definido por T(X) = AX, para todo X € R3.
1 -3 2
O seu polindmio caracteristico é p(\) = —A\(\ — 3)%. Portanto, os autovalores de T sdo A\; =0 e

)\2 - 3

Vamos usar o Teorema de Cayley-Hamilton para calcular ¢4, Seja 74(\) um polindmio de grau
menor que 3 tal que e = r,(\), para A =0 e 3 e que e = rj()), para A = 3. Seja ¢; : R — R
definida por

(I

¢ (M) se A #£ 0,3,

Wy
R N TR T A0

th _ 1 th __ .1

fim ) AFOTZr )y g

[ =3 p(h) h—3 ' (h)

As fungdes ¢:(\) e () pertencem a C*(R) e s3o tais que

e™ = ¢ (M)p(\) + 7)), em que 7,(\) é um polinémio de grau menor que 3. (9.27)

Usando o fato de que os autovalores de T' também anulam p(\) temos duas equagdes, pois um dos
autovalores é uma raiz dupla de p(\). Mas, quando um polindmio tem uma raiz dupla ela é também
raiz da sua derivada. Sejam a,b,c € R tais que 74(x) = azx? + bz + c. Substituindo-se A = 0 e 3
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em (9.27), derivando-se (9.27) e substituindo-se A = 3 obtemos o sistema

1 = c
e = 9a + 3b + ¢
te® = 6a + b

14+(3t—1)e3 h— —24(—3t3)e3?
b=

5 3 e ¢ = 1. Assim, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

cuja solugao é a =
temos que

1+ (3t —1)e¥ —2 4 (—3ty)e

= qAYp(A) + Ty SR
1+ (3t —1)e —2 4 (=3ty)e’
_ +(9 Je” 2, Z2H (=3h)e”
(1+t)ed 1—e¥  —te
= 0 1 0
tedt 1—e¥ (1—t)ed
Assim, a solugdo do sistema para z(0),4(0) e z(0) dados é
z(t) (1+t)e¥ 1—e¥  —tet z(0)
y(t) | = 0 1 0 y(0)
2(t) ted 1—e3t (1—1t)e 2(0)

Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares - caso em que existem autovalores complexos
Vamos resolver inicialmente o caso em que a matriz A é 2 x 2. Se o polindmio caracteristico
p(A) = det(A — Al) tem uma raiz complexa, entdo ele tem duas raizes complexas conjugadas:
M =a+if el =a—1i e pelo Exercicio 9.1.26 na pagina 495, existe uma matriz P tal que

_ a —f
A=PD,sP™', emque D,s5= {5 a }
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Definimos

etDa’B — eto& |:

d

Vamos mostrar que —e'? = ¢ A.

dt

_etDayﬂ

dt

Assim,

ietA _ P_etDa”ngl _
dt

aele [ costfd

costf
sentf

—sentf e et = petPaspt
costf3

—sentf o | —sent(
costfd } + e [ costfd

sentf

1o | acostf — Bsent —[Fcostf — asentf
€ asentf + fcostf —(Fsentf + acostf

1[5

oo | €08 176}
sent(

etDa’ﬁ Da,ﬁ

d
dt

—sent(

costf

|

—costf
—sentf

PetPesD, sP7H = A

Para o caso geral, vamos usar o Exercicio 9.4.6 na pagina 554, ou seja, existe uma matriz P tal

que

PAP™' = J =

- Jz\l

o

jenl el EEEE

I,

jenl I an]BEEN

Ja

el ew]

k—18k—1

i es] i es]

‘]Oékﬁk ]

i

em que
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Iy, =
Dazﬂi 0
I2 Daiﬂz
Jazﬂi = :
0 0
0 0
Definindo
r 6tDo‘iﬁz
tetDais;
etois; = :
m—2
(fn—2)!e
tmfl
L D€
podemos definir
B etJ)\l
0
etA =P
0
0

Exercicios Numeéricos

o O

- Ol Ol

0 0
0 0
tDa;p; 0
tetDaiﬁi etD%ﬂi

- Ol Ol

GtJO‘

P (en] N an] RN

- Ol Ol

0

KBk

respostas na pagina 599)
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Forma Canoénica de Jordan

9.4

9.4.1. Quais das seguintes matrizes estdo na forma canonica de Jordan.

0
0
0
0
0
-1

21000
02100
00210
00020
0000 2
000O0O

9.4.2. Determine, se possivel, uma matriz P, tal que P~'AP = .J esteja na forma condnica de

Jordan.

O<F =100 AN ™
_ [
<t N AN <H A~ - O
[
OQ_U110100
) 1
coocooH
| i H O OO
[
coocoo ™ H
oo 00 oo
coo N —HO _
COoONO O oMo o oo
oONO A —H O
MR e I == e R e R e Rl e
N — A O - O
| — o0 o0co0co oo
L IL
—~~ —~~
o) ©
N—r N—
I
AN A NN <t
_ |
—_ NN —H O
1 _ _ _
oo o —
_ _ %20400
co o — o
oo oo
| l_l_AOOOO
n N o oo
— o000 oo
N oo o _
L 1 L
—~~ —~~
[g] (@]
N—r N—r

icios Teoricos

v

Exerc

Reginaldo J. Santos
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9.4.3. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma p(\) =
(=)™ (A= A)™ ... (A= Xg)™, com Ay, ..., )\ distintos. Seja W = Z(T" — A\;)™*. Mostre
que:
(a) W é T-invariante.
(b) WNN(T — \;I)™ é invariante por (T — A\ I)™*.
c) A restricio de (T"— A\ I)™ a WNN (T — X\;1)™ é injetiva e portanto sobrejetiva.
) )
9.4.4. Sejam Cy,...,C; ciclos de autovetores generalizados associados a um autovalor A. Mostre que
se os vetores finais dos ciclos sdo distintos, entdo os ciclos sdo disjuntos, isto é, C; N C; = @,
para i # j.
9.4.5. Seja T : V — V um operador tal que seu polindmio caracteristico é da forma p(\) =
(=)™ (A= A)™ ... (A= Ag)™, com Ay, ..., A\ distintos. Mostre que:
a) T é diagonalizavel se, e somente se, o autoespaco generalizado W, associado a \; € igual
g g g
ao autoespaco N (T — \;I) asociado a \;, parai=1,... k.
(b) T é diagonalizdvel se, e somente se, N'(T — \; 1) = N (T — \;1)? parai=1,....,k.
9.4.6. Seja T': V — V um operador linear em um espaco vetorial real. Mostre que existe uma base

C de V tal que

Jy 0 0 0
0 Jy, 0 0
[Te =J = : S : : , em que
0 0 Jop 16 0
0 0 0 Jurs |
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Jazﬂi -

jenl N an]EENE

jenl el BENE

[\ 0 0
1A 0
0 0 by

i 0 0 1

0 0

0 0
Daiﬁi 0

I Daiﬁi

>~

.

o O

O e

€ D&iﬂi = |:

a; —fG
B o |

(Sugestdo: considere a complexificagdo de V e do operador T', Exercicio 9.1.25 na pégina

494.)
[\
1
9.4.7. Seja J = :
0
0

N = J — M,,. Mostre que:

(a) N™ = O, a transformac3o linear nula e para 1 < k < m, [N*];;

0
0

- O O

A
1

o O

O e

um bloco de Jordan m x m correspondente a A. Seja

1 set—j7=k
0 caso contrdrio
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[k
Z ( ,)/\k_ij para 0 < k < m.

— \ j
(b) 7= Q01
Z ( .)/\ijj para k > m.
=0 )
(c) Para todo inteiro k > m,
[ Ak 0

k)\k:—l )\kz

( 16_2) ).\lcferZ

L (mk—l) /\kierl (mk—2) /\kierQ

\
k/\kfl
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6.1. Definicdo e Exemplos (pagina 285) 0 1 3 0
0 0 0 1
>> x=[4,2,-6];
6.1.1. A equagio 3X — 2V = 15(X — U) é equivalente a >> A=[x1;x2;x3;x] .2
3X — 2V = 15X — 15U. Somando-se —15X + 2V ob- 4 2 -2 4
temos —15X + 3X = 2V — 15U ou —12X = 2V — 15U 2 1 -1 2
multiplicando-se por —% obtemos -3 -2 0 -6
5 1 >> R=escalona(A)
X=3U-5%V. 1 o -2 -2
0 1 3 6
6.1.2. Multiplicando-se a segunda equagdo por 2 e somando-se (E ) 101:| 0 0
imei — _ 1 1 >> x=1-2,-1,11;
a pr|n.1e||.ra, obtemos 12?( . 3U + 2\~/ ou X 43 +35V. 5> A=[x1.x2:x3.x].
Substituindo-se X na primeira equa¢do obtemos, sU+V— 4 2 -2 -2
2Y =Uou2Y=U+Vouy=3Uu+1v. 2 1 -1 -1
2 12 -3 -2 0 1
>> R=escalona(A)
6.1.3. 1 0 -2 -1
0 1 3 1
6.1.4. 0 O O o
>> x=[-1,2,3];
6.1.5. >> x1=[4,2,-3];x2=[2,1,-2];x3=[-2,-1,0]; >> A=[x1;x%2;x3;x].’
>> x=[1,1,1]; 4 2 -2 -1
>> A=[x1;x2;x3;x].’ 2 1 -1 2
4 2 -2 1 -3 -2 0 3
2 1 -1 1 >> R=escalona(A)
-3 -2 0 1 1 0 -2 0
>> R=escalona(A) 0 1 3 0
1 0 -2 0 0 0 0 1

557
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Assim, os vetores das letras (b) e (c) sdo combinagio linear

de X1, X2 e X3.

6.2. Subespacos (pagina 306)

6.2.1. S3o subespacos (b), (e), e (f).

6.2.2. S3o subespacos (b), (c), e (d).

6.2.3.

(a)

(b)

(c)

>> syms a b cd

>> A=[1,0,0,1;0,1,0,0;1,1,1,1;...

1,1,1,0;a,b,c,d].’

[1, 0, 1, 1, a]

[0, 1, 1, 1, b]

[0, 0, 1, 1, c]

[1, 0, 1, 0, d]

>> escalona(A);
[1 0 0 O a-c¢ ]
[o 1 0 O b-c ]
[0O O 1 0 c+d-al
[0 0 0O 1 -d+a ]

Portanto, os vetores da letra (a) geram o R%.

>> A=[1,2,1,0;1,1,-1,0;0,0,0,1;a,b,c,d].”’
[1, 1, 0, a]

[2, 1, 0, b]

[1, -1, 0, <]

[0, o0, 1, d]

>> escalona(A);

[1 0 O -a+b ]
[0 1 O -b+2a 1]
[0 0 1 d ]
[0 O 0O c+3a-2b]

Continua ? (s/n) n

Portanto, os vetores da letra (b) ndo geram o R*.

>> A=[6,4,-2,4;2,0,0,1;3,2,-1,2; ...

5,6,-3,2;0,4,-2,-2;a,b,c,d].’

[6, 2, 3, 5, 0, al

[4,0, 2, 6, 4, b]

[-2, 0, -1, -8, -2, c]

[4,1, 2, 2, -2,d]

>> escalona(A);

[101/23/2 1 1/4 b ]
[01 O -2 -3 -3/4b+ 1/2 a]
[0 0 -2-34d-1/2a - 1/4 1]

[00 O 0 0
Continua ? (s/n) n

c+1/2 b ]

Portanto, os vetores da letra (c) ndo geram o R%.

6.2.4.

(b)

>> A=[1,1,0,0;1,2,-1,1;
0,0,1,1;2,1,1,1;a,b,c,d].’

A =

[1, 1, 0, 2, a]

[1, 2,0, 1, b]

[0, -1, 1, 1, c]

[o, 1, 1, 1, dl

>> escalona(A);
[1000-a+2b-3/2d+ 3/2c]
[0100 1/2d-1/2 ¢ ]
[poO0o10O c+b-a 1
[00O01 1/2d-b+a-1/2 c 1]

>> A=[1,0,1,0,0;1,2,3,1,0;
2,1,3,1,0]
1 0 1 0 0
1 2 3 1 0
2 1 3 1 0
>> R=escalona(A)
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz
[A | 0], que corresponde ao sistema

Ty + x3
r2 + x3

I
coco

T4
Este sistema tem como solu¢do geral
W={(—a,—a,a,0)|a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a, —a, 0,0) = a(—1,-1,1,0) .
Logo, {V =(-1,—-1,1,0)} gera W.

>> A=[1,1,2,-1,0;2,3,6,-2,0;...
-2,1,2,2,0]
1

1 2 -1 0
2 3 6 -2 0
-2 1 2 2 0

>> R=escalona(A)
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1 0 o -1 0 6.3.1. (a) > vi=[1,1,2,1];v2=[1,0,0,2];
0 1 2 0 0 >> v3=[4,6,8,6];v4=[0,3,2,1];
0 0 0 0 0 >> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].’
Encontramos a forma reduzida escalonada da matriz 1 1 4 0 0
[A'] 0], que corresponde ao sistema 1 0 6 3 0
2 0 8 2 0
1 2 6 1 0
{ 1 + — =z, = 0 >> R=escalona(A)
T + 2 = 0 1 0 0 -3 0
2 3 0 1 0o -1 0
0 0 1 1 0
Este sistema tem como solug¢io geral 0 0 Y 0 0
Logo, o sistema z1(1,1,2, 1) + 22(1,0,0,2) +
W= {(a, —28,8,a) |a, B € R}. x3(4,6,8,6)+x4(0,3,2,1) = 0 admite solu¢do n3o

trivial. Isto implica que os vetores da letra (a) sdo

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(b) >> vi1=[1,-2,3,-1];v2=[-2,4,-6,2];
>> A=[v1;v2;zeros(1,4)].’
0

(O{, 72B’ﬁ7a) = 1 -2
= (@,0,0,a) +(0,-23,8,0) _g g 8
= «(1,0,0,1) + B(0,-2,1,0). 1 2 0
>> R=escalona(A)
LOgO, S = {Vl = (1707071)7‘/2 = (0’727170)} 1 -2 0
gera W. 0 0 0
0 0 0
. . 0 0 0
6.2.5. O subespaco V é um plano que passa pela origem, paralelo .
aos vetores (—1,2,3) e (1,3,4). O subespago W é um Logo, o sistema r1(1,-2,3,-1) +
plano que passa pela origem, paralelo aos vetores (1,2, —1) z2(—2,4,—6,2) = 0 admite solu¢do n3o tri-
e (0,1,1). vial. Isto implica que os vetores da letra (b) s3o
L.D. Observe que o segundo vetor é —2 vezes o
primeiro.

2 Ki:[;%of’slj va=[1,3,4]; (c) >> vi=[1,1,1,1];v2=[2,3,1,2];
o P g s >> v3=[3,1,2,1]1;v4=[2,2,1,1];
>> V3=[1,2,-11; Va=[0,1,1]; >> A=[v1;v2;v3;v4;zeros(1,4)].’

>> N2=pv(V3,V4) 1 § f g 8
2= 3o ! 1 1 2 1 0
>> V=pv(N1,N2) 1 5 1 1 o
V= 2 -14 -20
>> R=escalona(A)
1 0 0 0 0
~ ot . ~ . 0 1 0 0 0
A equacdo paramétrica da reta intersecdo dos dois subes- 0 0 1 0 0
pacos é (z,y, z) = t(2, —14, —20), para qualquer ¢t € R. 0 0 0 1 0
Logo, o sistema z1(1,1,1,1) + x2(2,3,1,2) +
6.3. Dependéncia Linear (pagina 324) 23(3,1,2,1) + x4(2,2,1,1) = 0 sé admite a so-
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6.3.2.

lug3o trivial. Isto implica que os vetores da letra (c)
sdo L.I.

(d) >> vi=[4,2,-1,3];v2=[6,5,-5,1];v3=[2,-1,3,5];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].’
4 6 2 0
2 5 -1 0
-1 -5 3 0
3 1 5 0

>> R=escalona(A)
1 0 2 0
0 1 -1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Logo, o sistema z1(4,2,—1,3) + 22(2,3,1,2) +
z3(2,—1,3,5) = 0 admite solucdo n3o trivial. Isto
implica que os vetores da letra (d) s3o L.D.

>> syms a
>> A=[3,1,0;a"2+2,2,0;0,0,0]

A=
[3, a"2+2, 0]
[1, 2, 0]
[o, 0, 01

>> escalona(A)
eliminagdo 1:
linha 2 <==> linha 1

[1 2 0]
[ 1
[ 2 ]
[3 a +2 01
[ ]
[O 0 0]
Continua ? (s/n) s

-(3)*linha 1 + linha 2 ==> linha 2

[1 2 01
L ]
[ 2 ]
[0 a -4 01
L ]
[o 0 01

Continua ? (s/n) n
>> solve(’a~2-4=0’,’a’)
ans = [ 2][-2]

6.4. Base e Dimensdo de Subespacos (pagina 340)

6.4.1.

6.4.2.

Como a dimens3o do R* é 4, 4 vetores que s3o L.I. geram o
espa¢o e formam portanto uma base (Teorema 6.13(a) na
pagina 335). Para verificar se os vetores sdo L.I., precisamos
saber se a equacgdo vetorial,

z1Vi +zoVa +x3Va +24Vy =0

sé possui a solugdo trivial. Esta equagdo é equivalen-
te ao sistema linear, cuja matriz é formada pelos vetores
Vi, Va, V3,V escritos como colunas. Este é um sistema que
tem o nimero de equag¢des igual ao ndmero de incégnitas e
assim, o sistema possui somente a solug3o trivial se, e so-
mente se, o determinante da matriz do sistema é diferente
de zero (Proposicio 6.7 na pagina 315).

>> v1=[1,0,0,1]1;v2=[0,1,0,0];v3=[1,1,1,1];
>> v4=[0,1,1,1];A=[v1;v2;v3;v4].’;

>> det(A)

ans = 1

>> v1=[0,0,1,1];v2=[-1,1,1,2];v3=[1,1,0,0];
>> v4=[2,1,2,1];A=[v1;v2;v3;v4].’;

>> det (A)

ans = 1

Assim, s3o base os conjuntos das letras (a) e (c). O con-
junto da letra (b) n3o é base pois n3o gera o R*.

(3) (a,a,¢) = (a,a,0)4(0,0,¢) = a(1, 1,0)+¢(0,0,1).
Logo, S = {Vi = (1,1,0),V2 = (0,0,1)} gera o
subespago. Além disso, S é L.l., pois um vetor ndo
é multiplo escalar do outro. Portanto, S é uma base
do subespaco.

(0,b,¢) = (0,,0) + (0,0, c) = b(0,1,0) +¢(0,0,1)
Logo, S = {Vi = (0,1,0),V2 = (0,0,1)} gera o
subespago. Além disso, S é L.l., pois um vetor ndo
é miultiplo escalar do outro. Portanto, S é uma base
do subespaco.

(c)

(b)

(a=bb+c,2a—b+c) =
(a,0,2a) + (=b,b,—b) + (0,¢c,c) =
a(1,0,2) + b(—1,1,—1) + ¢(0,1,1)

Logo, S = {Vi = (1,0,2), V3 = (—1,1,~1), Vi =
(0,1,1)} gera o subespaco.

Geometria Analitica e Algebra Linear

28 de agosto de 2000



Capitulo 6. Espacos Vetoriais

561

6.4.3.

(a)

Agora, para verificar se S é L.l., precisamos saber
se a equagao

33(1,07 2) + y(il» 17 71) + Z(O’ 17 1) = (07 Oa 0)

possui somente a solug3o trivial.

>> vi=[1,0,2];v2=[-1,1,-1]1;v3=[0,1,1];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> R=escalona(A)

1 0 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0

Uma solucdo particular da equagdo acima é:

Substituindo estes valores na equag¢do vetorial aci-
ma:

—(1,0,2) — (—1,1,-1)+(0,1,1) = (0,0,0)
ou ainda,
(0,1,1) = (1,0,2) + (—1,1,-1)
Assim, S = {Vi = (1,0,2),Vo = (—-1,1,-1)} é

uma base para o subespaco (eles sdo L.I., pois um
n3o é miiltiplo escalar do outro).

(a7 b7 c7 a Jr b)
(a707 07 a’)+ (07 b7 07 b)+(0707 C? 0) =
a(1,0,0,1) +5(0,1,0,1) + ¢(0,0,1,0)

Logo, S = {V1 = (1,0,0,1),V> = (0,1,0,1), V3 =
(0,0,1,0)} gera o subespaco.

Agora, para verificar se S é L.l., precisamos saber
se a equagado

x(]"?()’ 07 1)+y(07 17 07 1)+Z(O7 07 170) = (07 07 07 0)

possui somente a soluc3do trivial.

(b)

(c)

>> v1=[1,0,0,1];v2=[0,1,0,1];v3=[0,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].7;
>> R=escalona(A)

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0
Assim, S = {Vl = (1,0,0,1),‘/2 =
(0,1,0,1),V3 = (0,0,1,0)} é uma base para o su-
bespago e a dimens3o é 3.

(a,b,a—b,a+b) = (a,0,a,a)+ (0,b,—b,b)
= a(1,0,1,1) + b(0,1,-1,1)

Logo, S = {Vi = (1,0,1,1),Va = (0,1,—1,1)}
gera o subespagco. Como um vetor n3o é miltiplo
escalar do outro, eles sdo L.I.

Portanto, S é uma base do subespac¢o e a dimens3o
do subespaco é 2.

(a+c,a—bb+c,—a+b) =
(a7 a, 07 —(1) + (07 _bv b7 b) + (C7 07 C, 0) =
a’(171707_1)+b(07_11171)+c(1107170)
Logo, S i = (1,1,0,-1),Va =

0,-1,1,1), V3 = §1,0, 1,0)} gera o subespaco.
Agora, para verificar se sdo L.l., precisamos saber se
a equacdo

l’(17 1707 71)+y(0» 717 1» 1)+Z(17 Oa 170) = (07 07 0»0)

possui somente a solu¢3o trivial.

>> vi1=[1,1,0,-1];v2=[0,-1,1,1];v3=[1,0,1,0];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,4)].7;

>> R=escalona(A)
0 1
1
0

OO O
[eReoleoNe)

1
0
0 0

Uma solugdo particular da equag¢do acima é:
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6.4.4.

6.4.5.

Substituindo estes valores na equagdo vetorial aci-
ma:

_(17 17 07 _1)_(07 _17 17 1)+(1707 1, 0) = (07 0707 0)
ou ainda,
(1) 07 170) = (11 1707 _1) + (07 _1) 17 1)

Assim, S = {V} = (1,1,0,-1),Va = (0,—1,1,1)}
é uma base para o subespago. E a dimens3o do
subespago é 2.

Como a dimenséo do R3 é 3, 3 vetores que s3o L.I. geram
o espago e formam portanto uma base. Para verificar se os
vetores s3o L.l., precisamos saber se a equag3o vetorial,

x1V1 +x2Va +x3V3 =0

sé possui a solugdo trivial. Esta equagdo é equivalen-
te ao sistema linear, cuja matriz é formada pelos vetores
Vi, Va, V3 escritos como colunas. Este é um sistema tem o
nldmero de equagdes igual ao nlimero de incégnitas e assim,
o sistema possui somente a solug3o trivial se, e somente se,
o determinante da matriz do sistema é diferente de zero.

>> syms a

>> A=[a"2,0,1;0,a,2;1,0,1]
[a~2, 0, 1]

[ 0, a, 0]

[ 1,2,1]

>> expr=det (A)

expr = a"3-a

>> solve(expr)

ans = [ 0I[ 11[-1]

Portanto, para a # 0,1, —1 os vetores V1, Vo e V3 formam
uma base.

(a) > syms x
>> A=[0,0,1;1,0,-3;0,1,3];
>> B=A-x*eye(3)
[-x, o0, 1]
[1, -x, -3]

(b)

[o, 1, 3-x]

>> solve(det(B))
ans = [1][1]1[1]
>> Bl=subs(B,x,1)

-1 0 1
1 -1 -3
0 1 2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 0

oo

{ x1 — 3
T2 + 2z3
Este sistema tem como solugdo geral
W ={(o, 2, ) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a, =20, ) = (1, -2,1).

Logo, S = {V = (1,-2,1)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1]
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ o, 2-x, 3, 2]

[ o, 0, 1-x, 1]

[ o, 0, 0, 1-x]

>> solve(det(B))

ans = [2][2][1][1]

>> Bl=subs(B,x,1)

1 2 3 4
0 1 3 2
0 0 0 1
0 0 0
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
1 0 -3 0 0
0 1 3 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
1 —  3x3 = 0
o + 3x3 = 0
g = 0
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Este sistema tem como solu¢do geral
W = {(3a, =3, ,0) | € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(Ba, =3, 0, 0) = (3, -3,1,0) .

Logo, S = {V = (3,-3,1,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)

0 2 3 4
0 0 3 2
0 0 -1 1
0 0 0 -1
>> escalona([B2,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

[=NeNe)

Z2
3
T4

Este sistema tem como solu¢do geral
W ={(«,0,0,0) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(e,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, S = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> A=[1,1,-2;-1,2,1;0,1,-1]
>> B=A-x*eye(3)
[1-x, 1, -2]
[ -1, 2-x, 1]
[ o, 1, -1-x]
>> solve(det(B))

ans = [ 1][ 2] [-1]
>> Bml=subs(B,x,-1)

2 1 -2
-1 3 1
0 1 0
>> escalona([Bmil,zeros(3,1)])
1 0 -1
0 1 0 0
0 0 0 0
T —  3x3 = 0
x9 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W ={(«,0,a) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,0,a) = (1,0,1).
Logo, S = {V = (1,0,1)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é

sempre L.I., entdo S é base para W.

>> Bl=subs(B,x,1)

0 1 -2
-1 1 1
0 1 -2
>> escalona([B1,zeros(3,1)])
1 0 -3 0
0 1 -2 0
0 0 0 0
T —  3x3 = 0
T — 2x3 = 0

Este sistema tem como solugdo geral
W ={(Ba,2a,a)|a € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(B, 2ar, ) = «(3,2,1).
Logo, S = {V = (3,2,1)} gera W. Como um

conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.
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>> B2=subs(B,x,2)

Este sistema tem como solu¢do geral
W={(-o,,0,0)|a € R}.

Agora, para qualquer elemento de W temos:
(—a,@,0,0) = a(—1,1,0,0).

Logo, S = {V =(-1,1,0,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor n3o nulo é

-1 1 -2
-1 0 1
0 1 -3
>> escalona([B2,zeros(3,1)])
1 0 -1 0
0 1 -3 0
0 0 0 0
T1 — x3 = 0
xo — 3x3 = 0

Este sistema tem como solu¢do geral
W = {(o,30,a) | € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(a,3a, ) = (1,3,1).
Logo, S = {V = (1,3,1)} gera W. Como um

conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é
sempre L.I., entdo S é base para W.

>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]
[ 0, -1-x, 3, 2]
[ o, 0, 3-x, 3]
[ o, 0, 0, 2-x]

>> solve(det(B))’
ans = [ 11[-11[ 31[ 2]
>> Bml=subs(B,x,-1)

2 2 3 4
0 0 3 2
0 0 4 3
0 0 0 3
>> escalona([Bml,zeros(4,1)])
1 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
z1 + x2 — 3x3 = 0
T3 = 0
g = 0

sempre L.I., entdo S é base para W.

>> Bl=subs(B,x,1)

0 2 3 4
0 -2 3 2
0 0 2 3
0 0 0 1
>> escalona([B1,zeros(4,1)])
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

x2
3
T4

Este sistema tem como solugdo geral

W = {(,0,0,0) |« € R}.

[e=ReRen)

Agora, para qualquer elemento de W temos:

(2,0,0,0) = «(1,0,0,0).

Logo, S = {V = (1,0,0,0)} gera W. Como um
conjunto formado por um dnico vetor ndo nulo é

sempre L.I., entdo S é base para W.

>> B2=subs(B,x,2)
2

-1 3 4

0 -3 3 2

0 0 1 3

0 0 0 0

>> escalona([B2,zeros(4,1)])

1 0 0 29/3 0
0 1 0 7/3 0
0 0 1 3 0
0 0 0 0 0
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(29/7)za
(7/3)z4
3x4

(1
coco

1 +
T2 +
r3 +

Este sistema tem como solu¢do geral
W ={(-(29/3)a, = (7/3)cx, =3, ) | @ € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:

(—(29/3)a, —(7/3), —3a,) =
a(—29/3,-7/3,-3,1).

Logo, S = {V = (—29/3,-7/3,-3,1)} gera W.

Como um conjunto formado por um tnico vetor ndo

nulo é sempre L.l., entdo S é base para W.

>> B3=subs(B,x,3)

-2 2 3 4
0 -4 3 2
0 0 0 3
0 0 0 -1
>> escalona([B3,zeros(4,1)])
1 0 -9/4 0 0
0 1 -3/4 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 0

(9/4)x3
(3/4)z3

T —
T2 -
T4

Este sistema tem como solug¢io geral

[eRelen)

W= {((9/4)a, (3/4), 2, 0) | € R} .
Agora, para qualquer elemento de W temos:
((9/9a, (3/4)a, ,0) = (9/4,3/4,1,0) .

Logo, S = {V = (9/4,3/4,1,0)} gera W. Como
um conjunto formado por um tnico vetor ndo nulo
é sempre L.I., entdo S é base para W.

6.4.6.

6.4.7.

6.4.8.

(a) > vi=[2,1,3];v2=[3,-1,4];v3=[2,6,4];
>> A=[v1;v2;v3;zeros(1,3)].7;
>> escalona(A)
[ 1, 0, 4, 0]
[ o, 1, -2, 0]
[ o, 0, 0, 0]
A equagdo zV7 +yVa +2zV3 = 0 admite solu¢do ndo
trivial.

(b) Vi e Va sdo L.l pois um vetor ndo é miltiplo escalar
do outro.

(c) A dimens3o do subespaco gerado por Vi, Vs e V3, é
2, pois, pelos itens anteriores, V7 e V5 formam uma
base para ele.

(d) Este subespago é um plano que passa pela origem
com vetor normal N = V; x Vo = (7,1,-5), ou
seja, é o plano 7Tx +y — 5z = 0.

(a) N3o. O R® é um subespaco de dimensdo 3.

(b) V3 deve ser um vetor que n&o seja combinagdo linear
de V7 e Va.

(c) > vi=[1,1,1];v2=[3,-1,4];
>> syms a b c
>> A=[v1;v2;[a,b,c]].’;
>> escalona(A)

[ 1, 0, 4xa-3xc]
[ 0, 1, c-a]
[ 0, 0, b-5xa+dxc]

Seja V3 = (a,b,c) tal que b — 5a + 4c # 0. Por
exemplo, V3 = (0,0,1), é tal que Vi,V2 e V3 for-
mam uma base de R3.

Fazendo z = a e y = (3, obtemos que z = —283 — 4a.
Assim, os pontos do plano = + 2y + 4z = 0 s3o da for-
ma (z,y,2) = (=20 — 4a, B, 0), Vo, B € R, ou seja, sdo
da forma (z,y,z) = a(—4,0,1) + 8(-2,1,0) = aV; +
BVa Va,B € R, onde Vi = (—4,0,1) e Vo = (—2,1,0).
Assim, V] e V, formam uma base do plano W, pois s3o
L.I. (um n3o é miiltiplo escalar do outro) e geram W (todo
vetor de W é combinagdo linear deles). Para estender Vi
e V5 a uma base de R3, precisamos acrescentar um vetor
que ndo seja combinagdo linear de V; e V5. Uma maneira
de conseguir isso é a seguinte. Um vetor da base candnica
n3o é combinagdo linear de V7 e Va. Para descobrir qual,
podemos escalonar a matriz cujas colunas s3o os vetores
Vi, Va, E1, Ego, E3, ou seja,
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6.4.9.
6.4.10.
6.4.11.
6.4.12.
6.4.13.

6.4.14.

>> Vi=
>> A=[
>> esc
[ -4,
[ o,
[ 1,

—ee
OO
O = O

ou seja,

[-4;0;1];v2=[-2;1;0];
V1,V2,eye(3)];
alona(A)
-2, 1,
1,
0,

0,
1,
0,

0]
0]
1]

1]
0]
4]

6.4.15.

= OO
[N

nenhum dos vetores da base candnica é combinagdo

linear de V1 e Va. Assim, se o vetor V3 é qualquer um dos

vetores
de R3.

A dime

(a)

da base canénica, entdo {Vi, V2, V3} é uma base

6.4.16.

nsio de W é igual a n.

>> Vi1=[1;2;3]; V2=[3;4;5]; V3=[5;6;7]1;
>> V=randi(3,1)
vV = 0
4
3
>> escalona([V1,V2,V3,V])
ans = 1 0 -1 0
0 1 2 0
0 0 0 1

Assim, V ndo é combinacg3o linear de V1, V2 e V3.

>> M=randi(3,5)

M= -2 -4 1 -5 5
3 -3 -3 3 0
-5 -3 -3 -1 -1

>> escalona([V1,V2,V3,M])

6.4.17.

1 0-1 0 37/13 -101/26 173/26 -96/13
0 1 2 0 -29/13 37/26 -85/26 51/13
0 0 0 1 1/13  -4/13 12/13 -4/13

Assim, nenhuma das colunas de M é combinag3o li-
near de V1, V2 e V3. Como as colunas de M foram

geradas aleatoriamente, o mais provédvel é que elas
n3o pertengam ao plano gerado por V1, V2 e V3.

(c) V3=-V1+2V2, que é a mesma relagdo que é vilida
entre as colunas de forma escalonada reduzida da
matriz [V1,V2,V3,M].

>> A=randi(3,2)*randi(2,5,2)

A= -2 4 -2 -8 -8
-4 0 -4 -8 0
5 -3 5 13 6

>> escalona(A)

ans = 1 0 1 2 0
0 1 0o -1 -2
0 0 0 0 0

Az = 1A; + 042, Ay = 2A1 — A, A5 = 0A; — 2A,.
Observe que as relagdes que sdo vélidas entre as colunas de
A s3o validas entre as colunas da forma escalonada reduzida
de A.

>> A=randi(4,3)*randi(3,5,2);
>> R=escalona(A)

[ 6, -2, 1, 8, 2]
[ 12, 6, -1, 8, 9]
[ 20, 12, 1, 15, 16]
[ o, 8 5, 1, 4]
R =[1, 0, 0, 1, 1/2]
[ 0, 1, 0, -1/2, 1/2]
[ 0, 0, 1, 1, 0]
L 0, 0, 0, 0, 0]

O conjunto solugdo de AX = 0 é o mesmo de RX = 0.
Assim, a mesma relagdo que é vélida entre as colunas de R
é vdlida entre as colunas de A. Portanto, as colunas de A
que correspondem aos pivds de R formam uma base para o
subespaco gerado pelas colunas de A, pois as outras colunas
sdo combinag3o linear destas.

>> A=randi(4,2)

A 2 1
2 -4
3 -1
0 2

>> B=[A,eye(4)];
>> R=escalona(B)

[ 2, 1, 1, 0, 0, 0]
[ 2,4, 0, 1, 0, 0]
t 3 -1, 0, 0, 1, 0]
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[ o, 2, 0, 0, 0, 1]

R=[1, 0, 0, 0, 1/3, 1/6]
L o, 1, 0, 0, 0, 1/2]
[ o, 0, 1, 0, -2/3, -5/6]
L o, o, 0, 1, -2/3, 5/3]

As colunas de B que correspondem aos pivés de R formam
uma base para o subespaco gerado pelas colunas de B, pois
as outras colunas sdo combinag3o linear destas.

6.4.18. (a) >> A=randi(4,3)*randi(3,5,2)
A= -4

5 1 -5 -3
-9 5 -4 -3 1
5 -5 0 -7 -5
6 -3 3 11 0
>> escalona([A(:,1)+A(:,2),A])
[ 1, 5, -4, 1, -5, -3]
[ -4, -9, 5, -4, -3, 1]
[ o, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 3. 6, -3. 3,11, 0]
ans =
[ 1, o, 1, 1, 0, 2]
(o, t1,-1, 0, 0, -1]
[ o o o0, 0, 1, 0]
[ o o, o0, 0, 0, 0]

A base do subespago é formada por V7 = A; +
Az, Vo = Ay = (5,-9,5,6), Va = Ay =

(=5, -3, —7,11).
(b) >> B=A*randi(5,2)
B =-61 -17
42 -35
-78  -33
11 62

>> escalona([B,A])

[ -61, -17, 5, -4, 1, -5, =-3]
[ 42, -35, -9, 5, -4, -3, 1]
[-78, -33, 5, -5, 0, -7, -5]
[ 11, 62, 6, -3, 3, 11, 0]

ans =

[1, 0, 0, 1, 1, -2, 2]
[o, 1, 0, -1, -1, 9/4, -2]
[o, 0, 1, 8, 9, -71/4, 17]
[o, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
A base do subespago é formada
por Vi = (—61,42,-78,11), V> =

(—17,-35,-33,62), Vs = A; = (5,-9,5,6).
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7.1. Produto Escalar e Norma (pagina 362) 7.2.3. Este subespago consiste dos vetores da forma:
7.1.1. >> syms a (—a=8,8,0) = (~,0,0)+(=5,8,0)
>> x=[1,1,-2];y=[a,-1,2]; = -1,0,1 -1,1,0
>> solve(pe(x,y)) (=1,0,1) +5(=1,1,0)
ans = 5
>> vi=[-1,0,1];v2=[-1,1,0];
7.1.2. >> syms a b >> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);
>> x=[1/2"(1/2),0,1/27(1/2)]1;y=[a,1/27(1/2) ,-b]; >> ul=wil/no(wl), u2=w2/no(w2)
>> sol=solve(pe(x,y),no(y)-1)
sol =
a: [2x1 sym]
b: [2x1 sym] ul:[_%\/ﬁ 0 %\/ﬁ]

>> sol.a, sol.b
ans = [ 1/2] [ -1/2] ans = [ 1/2] [ -1/2]

w=[ -1v3VZ LVAVZ —1V3VE |

7.2. Bases Ortogonais e Subespagos Ortogonais (pagina 380) 7.2.4. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

7.2.1. >> vi=[1,1,-1,0];v2=[0,2,0,1];v3=[-1,0,0,1];

>> wi=vl; w2=v2-proj(wl,v2) (—a+28+7,7,8,a) =
w2 = [_2/3’ 4/3’ 2/3’ 1] (70{70307&)+(2/87071870)+(77’Y:070) =
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3) a(~1,0,0,1) + £(2,0,1,0) +v(1,1,0,0)

w3 = [-4/11, -3/11, -7/11, 6/11]
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)

>> vi1=[-1,0,0,1];v2=[2,0,1,0];v3=[1,1,0,0];
w :[ %\/3 %\/g _%\/g 0 ] >> wil=vl; w2=v2-proj(wl,v2);

>> w3=v3-proj(wi,v3)-proj(w2,v3);
[ -2 VIIV3 £ VIIV3 ZVI1V3

w2 } >> ul=wl/no(wl), u2=w2/no(w2), u3=w3/no(w3)
— 2 3 7 3
wd=[ —& V110 —$3:V110 —55 V110 & V110 |

2=
3
=
&

7.2.2. > vi=[1,1,1]1;v2=[0,1,1];v3=[1,2,3];

w=[4v3 0 0 Lv3]
V3

>> wi=vl; w2=v2-proj(wil,v2) uz2 = [ %\/§ 0 %\/3 ]
w2 = [-2/3, 1/3, 1/3]
>> w3=v3-proj(wl,v3)-proj(w2,v3) [ L./ 1./ L1/ L/
@3 = [0, ~1/2, 1/2] uz = [ 35 V42 7 V42 o VA2 5 VA2 |
>> ul=wl/no(wl) ,u2=w2/no(w2) ,u3=w3/no(w3)
7.2.5. >> A=[1,1,-1,0;2,1,2,0];
1 1 1 >> escalona(A)
wi=[3V3 3v3 3V3] 1 0o 3 o0
L 1 1 0 1 -4 0
uzi[—g\/i\/g g\/i\/g g\/ﬁ\/g]
1 1 =
ws=[0 -1v2 1v2] {“ e TG -0
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7.2.6.

Este sistema tem como solu¢do geral
W = {(-3c, 40, ) |« € R}.
Agora, para qualquer elemento de W temos:
(=3a, 4, ) = a(—3,4,1).

Logo, S = {V = (—3,4,1)} gera W. Como um conjunto
formado por um dnico vetor n3o nulo é sempre L.l., entdo
S é base para W.

>> v=[-3,4,1];
>> u=v/no(v)

— 3 2
u=[ —55 V26 %26

>> V1=[1,2,-3]; P1=[0,0,0];
>> v2=[2,4,-6]; P2=[0,1,2];
>> pv(V1,V2)
ans = 0 0 0
>> syms x y z; X=[x,y,z];
>> M=[X-P1;V1;P2-P1], expr=det (M)
M=[ x, y, z]
[ 1, 2, -8]
[ 0, 1, 2] expr = 7*xx-2*y+z

Como o produto vetorial de Vi e Vi (os dois vetores dire-
tores das retas) € igual ao vetor nulo, entdo as retas sdo

.
paralelas. Neste caso, os vetores V; e P; P> sdo nao coline-
ares e paralelos ao plano procurado. Assim, 7Tz —2y+z =0
é a equagdo do plano, que passa pela origem, logo é um
subespacgo. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(()[7,3,—7(X+2ﬁ) = (06707—7()[)+ (07672ﬂ)
= 0(1,0777)4’,8(0,1,2)

>> Vi=[1,0,-7];V2=[0,1,2];

>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 =[ 7/25, 1, 1/25]

>> Ul=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

7.2.7.

Ui=[1/10v2 0 —5v2 ]
Us=1[ £v3 5/9vV3 1/45V3 ]

Para completarmos a uma base ortonormal de R3, basta
acrescentarmos Uz = Uy x Us.

>> U3=pv(U1,U2)

Us=[ &£v2v3 —1/9v2V3 1/18v2V3 |

>> syms x y z d

>> expril=2*x+2*y+2*z+d;

>> P1=[0,0,-d/2]; N=[2,2,2]; P=[1,1,1];
>> expr2=abs(pe(P-P1,N))/no(N)

expr2 =1/6 |6 + d| V3

>> solve(expr2-sqrt(3),d)
ans = [ 0][ -12]

Os planos 2z+2y+2z = 0 e 2z+2y+22—12 = 0 satisfazem
as condi¢Bes do exercicio. Apenas o primeiro plano é um
subespacgo. Este subespaco consiste dos vetores da forma:

(Oé, 07 —Oé) + (07/67 _ﬁ)
= a(1707_1)+ﬂ(0117_1)

(Oé,ﬁ, _a_lg)

>> Vi=[1,0,-1];Vv2=[0,1,-1];
>> Wi=V1; W2=V2-proj(Wi,V2)
w2 = [ -1/2, 1, -1/2]

>> U1=W1/no(W1), U2=W2/no(W2)

Ur=[1/2vV2 0
Us=[ —-1/6V3vV2 1/3V/3V2

—1/2v2 |
-1/6v3v2 |.

28 de agosto de 2000

Reginaldo J. Santos



570

Respostas dos Exercicios da Parte Il

8.1. Matriz de uma Transformagdo Linear (pagina 407)

8.1.1.

8.1.2.

8.1.3.

8.1.4.

8.1.5.

(a) > Vvi=[1;1];Vv2=[0;1]; A=[V1,V2];
>> escalona([A, [3;-2]1)
[ 1, 0, 3]
[ o, 1, -5]
(3,—2) = 3V4 — 5V4. Assim, T(3, —2) = 3T(V3) —
5T(Va) = 3(2,—3) — 5(1,2) = (1, —19).

(b) >> syms a b
>> escalona([A, [a;b]])
[ 1, o0, a]
[ o, 1, b-al
a,b) = aVi+(b—a)Va. Assim, T(a,b) = aT(V1)+
b= a)T(Va) = a(2,-3) + (b — a)(1,2) = (a+
b, —5a + 2b).

>> Vi=[1;1];V2=[0;-2]; A=[V1,V2];
>> escalona([4,[1;0]1,[0;1]11)

[ 1, o, 1, 0]
[ 0, 1, 1/2, -1/2]
(1,0) = Vi +1/2Va e (0,1) = —1/2V5. Assim, T'(1,0) =
T(V1) +1/27(Va) = (3,2,1) +1/2(0,1,0) = (3,5/2,1) e
T(0,1) = —1/2T(Va) = —1/2(0,1,0) = (0, —1/2, 0).
Pary(%ya Z) = ($1y70)v Pyz(%ya Z) = (07%2) €
sz(1:1y7 Z) = (a:7 07 Z)

(a) P‘"’(xayvz) = (z,y,z) - P(1,2,3)(xvyzz) =

4 (137 — 2y — 32, — 20+ 10y — 62, —3z — 6y + 52).

(b) Rﬂ'(xv y,Z) = 2P7T(x» y7z) - (x» y7z) = (.’17, Y, Z) -
2P(17273)(x,y,z) = 1/7(6z — 2y — 32,3y — 2z —
6z, —2z — 3z — 6y).

Rryso(E1) =  Bi1,Rp;3.(E2) = 1/2E +

V3/2E3,Ryy3,.(E3) = —+/3/2FE3 4+ 1/2E3.  Por-
z 1 0 0 z
tanto, Ry /3 o [ Y :| =0 /2 —V/3/2 |: y
z 0 V3/2 1/2 z
Rw/S,y(EQ) = E27R‘rr/3,y(E1) = 1/2E1 -
V3/2E3, Ry /3 ,(E3) = +/3/2E1 + 1/2E3.  Portan-
x 1/2 0 +/3/2 x
to, Ry/3,y | ¥ 0 1 0 y |.
z —/3/2 0 1/2 z

8.1.6.

R./3.(E3) = E3Rp/3.(FE1) = 1/2B1 +
V3/2E2, Ry 3 .(E2) = —V3/2E1 + 1/2E3.  Por-
x 1/2 —V3/2 0 x
tanto, Ryy3. | ¥ | = | /3/2 1/2 0 Y
z 0 0 1 z

(a) PT‘(x’y)z) :P(l,l,l)(w»y7z) = 1/3(x+y+z,z+
y+z,x+y+ 2).

(b) R’f“(xvyvz) = 2P(1,1,1)(377yvz) - ($7yvz)
1/3(—x + 2y + 22,2z — y + 22,2z + 2y — z).

(© U=y 2le = NS[(2,y,2)]8 = (1E) L zy2]t
[[U1]5 [U2]p [U2]B]~ 1[zyze Como B §é
U1 [U2]B [Usls] =

w |l

base canodnica, entio
[U_1 Us Us). Como as colunas s3o vetores
unitdrios e mutuamente ortogonais, entao
(U1 Uz Us]~t = [Uy Uz Us]t. Assim, [(z,y,2)]c =
V3 —1/V2 —1/V6 |'T &
1/v3  1/vV2  -1/V6 } { Yy } =
1/V3 0 2//6 z
1/v3  1/vV3 1/V3 } z
-1/vV2 1/V2 0 [ Yy }
-1/vV6 -1/v6 2/V6 z
(d) Rw/S,r(Ul) =U = (\/3/37 \/3/37 \/3/3)'
RTF/3,T(U2) = 1/2U2 + \/§/2U3 =
(_\/5/2707\/5/2)' Rw/S,r(UiS) = _\/§/2U2 +
1/2Us = (vV6/6,—v6/3,v6/6). [Rr3,]5 =
Vv3/3  —v2/2  6/6
\/3/3 0 _\/6/3 . [RW/S,T(X)]B =
Vv3/3  V2/2 V6/6
[R,r/g,r]%[X]c. Mas, pelo item anterior
1/v3  1/v3  1/V3 } z
X]e = —1/vV2 12 0 { y ]
-1/v6 -1/v6 2/V6
Assim, [Rr/3,-(X)]B =
2/3 —1/3 2/3 T
{ 23 23 13 } { ¥ }
—-1/3 2/3 2/3 z
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8.1.7.

Sejam P = (5,0) e Q = (3,4). O eixo da reflexdo é uma

—
reta r, perpendicular ao vetor PQ=

ponto médio, M = # = (4,2). Assim, o eixo é uma
reta de equag¢do —2x+4y+c = 0. Substituindo-se o ponto

(—2,4) que passa pelo

M na equag3o da reta é —2z + 4y = 0. R,-(5,0) = (3,4)
e Rp(4,2) = (4,2).

>> V1=[5;0];V2=[4;2]; A=[V1,V2];

>> escalona([A,[1;0],[0;111)

[ 1, 0, 1/5, -2/5]

[ 0, 1, 0, 1/2]

Assim, R,(1, 0)71/R( 0) = 1/5(3,4) = (3/5,4/5)
eRT(O 1)_72/5R +1/2RT( 2) = —2/5(3,4) +
1/2(4,2) = (4/5,— A matriz de R, em relagdo a
base canénica é [Rr]g %g _g?g }

8.2. A Imagem e o Nucleo (pagina 424)

8.2.1.

8.2.2.

Esta transformacio é a proje¢do no plano zy. Se a imagem
da reta r é um ponto, ent3o a reta é perpendicular ao plano
xy. Assim, as equa¢Bes paramétricas da reta r sdo da forma
z=0,y=0,z =tc,Vt € R.

(2) Seja B = {E1, Ea, E3} a base canénica. [T]5 =

0 0 1
[T(E1)T(E2)T(E3)] = { 1 -1 0 }

0 0 -1
A=[0,0,1;1,-1,0;0,0,-1];

>> escalona(A)
[ 1, -1, 0]
[ o, 0, 1]
[ o, 0, 0]

N(T) = {a(1,1,0) | « € R}. {(1,1,0)} é base
para o ntcleo de T', pois é L.I. e gera o niicleo de

(b) A imagem de T é gerada por T(E1),T(E2) e
T(Es3), ou seja, pelas colunas da matriz [T}g. As

colunas associadas aos pivds (primeira e terceira)
sdo L.I. Assim, (0,1,0) e (1,0,—1) formam uma
base para a imagem de T'.

8.2.3.

8.2.4.

8.2.5.

8.2.6.

(c) O niicleo de T é uma reta que passa pela origem
e tem vetor diretor (—1,1,0) e a imagem de T é
o plano que passa pela origem que é paralelo aos
vetores (0,1,0) e (1,0, —1).

(a) >> syms t; A=[1,1,t;1,t,1;t,1,1]
>> escalona(A)

[ 1, 1, t]

[ 0, t-1, 1-t]

[ 0, 1-t, 1-t°2]
Continua? s

[ 1, 0, t+1]
[ o, 1, -1]
[ 0, 0, -t~2-t+2]

Set =1, entdo o posto de A éigual al. Set #1,
ent3o o posto de A é igual a 2 ou 3. Se além disso,
—t2 —t+2=—(t+2)(t — 1) = 0, entdo o posto
de A é igual a 2, ou seja, o posto de A € igual a 2,
set=—2eéiguala3, set#1,-2.

(b) >> A=[t,3,-1;3,6,-2;-1,-3,-t]
>> escalona(A);
1, 0, -2%t-2]
[ 0, 1, 2/3+t]

[ 0, 0, -3+2%t~2-t]

O posto de A é igual a 2, se 2t2 —t+—-3 =0, ou
seja, se t = —1,3/2. Caso contrdrio, o posto de A
é igual a 3.

O nicleo de D é o conjunto dos polindmios de grau menor
ou igual a 3 cuja derivada é igual ao polinémio nulo. Ou
seja, {p1(t) = 1} é uma base para (D). Seja p(t) = ap+
a1t+a2t2+a3t3 € Ps3. Entdo, D(p) =a +2a2t+3a3t2,
ou seja, 1,2t,3t? geram a imagem de D e como eles s3o
L.l., {1,2t,3t2} é base para Z(D).

(a) dim(V) = dim(N/(T)) + dim(Z(T)) =2 +5 = 7.
(b) dim(V) = dim(N(T)) + dim(Z(T)) = 0+ 5 = 5.

@) NT) = A(z,y,—= | =y € R}
{(1,0,-1),(0,1,0)} é uma base para o nicleo
de T. Seja T uma transformacgdo linear tal que

T(1,0,-1) = (0,0,0),7(0,1,0) = (0,0,0). Seja
V' um vetor que ndo pertence ao espago gerado
por (1,0,—1) e (0,1,0). Defina T'(V) = W, onde
W #(0,0,0). Por exemplo, tomando V = (1,0,0)
e T(1,0,0) = (1,0,0).
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(b) N(T) = {(z,2,2) | 2,y € R}. {(1,1,0),(0,0,1)}
é uma base para o nicleo de T. Seja T
uma transformacgdo linear tal que 7'(1,1,0) =
(0,0,0),7(0,0,1) = (0,0,0). Seja V um vetor
que n3o pertence ao espago gerado por (1,1,0) e
(0,0,1). Defina T(V) = W, onde W # (0,0,0).
Ex.: V' =(1,0,0) e T(1,0,0) = (1,0,0).

8.2.7. Seja {V1,V2} uma base de R?2. Defina T(V1) =
T(Va) = Vi. Ex.: T(1,0) = (0,0) e T(0,1) = (1,0).

8.2.8. Basta mostrarmos que N( ) = {0}. Seja p(t) = aop +
ait+ ...+ ant™ € Pn. T(p) = (a0 +a1) + (a1 + 2a2)t +
.+ (an 1 + nan)t" "1 + ant™. T(p) = 0 implica que
an = ap—1 =...=ap =0. Ouseja, p=0e N(T) =
{0}. dim(I(T)) = dim(Py) — N(T) = dim(P,). Logo,
T é injetiva e sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

8.3. Composi¢cdo de Transformacdes Lineares (pagina 441)

8.3.1. Seja B = {FE1,E>} a base canénica de R2. Como
1 1
= mc — |1 3] A= mE - wEre) -
1}eP1 {_% _” Entso, [T]S =
18
c

M(TIEME = P~ IAP—[ 8B }

8.3.2. Seja B = {l,z}. Entdo, P = [I]§ = [ U }

A= DI = W@ = [ § § | P =

{ %?g 7%?3 } Portanto, [D}g = [I]C[D}E[I]CB =
P—lAP:[ ig :ig ]
11 0
833. (a) P=[18= { 1 2 -2 ]
1 0 1
(b) B = [T = [MGTIENE = P1AP.

Multiplicando-se a direita por P, PB = AP. Seja

8.3.4.

8.3.5.

(b)

()

(d)

B

= [X1X2X3]. Para encontrar B basta resol-

vermos os sistemas lineares PX; = AP,PXs =
AP, PX3 = AP que podem ser resolvidos simulta-
neamente escalonando a matriz aumentada [P|AP].

>>
>>
>>

Assim, B = [X1X2X3] =

0 0 O
0 1 0.
0 0 1

T(1) =0-140-2+0-22. T(xz) =0-1+1-2+0-22.
T(x?)=2-14+0-2+2- 22 Assim, A= [T)E =
0 0 2
0 1 0
0 0 2
T1+2?)=T@2) =0-1+0-z+2-(1+22).
0 0 0
As&m,B:[T]gf 0 1 0
0 0 2
B = [Tl = N§ITIENE. Assim, P = [1]§ =
1 0 1
0 1 0
0 0 1
[T(p)lc = [T]Elple = Blple.
[T2(p)lc = [T)[T(p)]c = B?[ple-
TPl = [TET"'@)e = B'lple =
0 0 0 ag 0
o 1™ 0 al = ai
0o o0 2 az 2" ag
>> V1=[1,1,1];V2=[1,0,0];V3=[0,1,0];
>> W1=V1;W2=V2-proj (W1,V2)
w2 =[ 2/3, -1/3, -1/3]
>> W3=V3-proj(Wi,V3)-proj(w2,V3)
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(b)

w3 =[ o0, 1/2, -1/2]

U1=W1/no(W1) ,U2=W2/no (W2) ,U3=W3/no(W3)
= (V3/3,V3/3,V3/3),

Us = (v6/3,—v6/6,—6/6)

e Us = (0,v2/2,—/2/2).

Pr(U1) = Uy, Pr(Uz) T ()g. PB(Ug) =0.
Assim, [P]S = [0 0 0 } Seja P =
0 0 0
V3/3  /6/3 0
g = | v3/3 —v6/6  v2/2 |. [Pg =
Vv3/3 —V6/3 —v2/2
MEIPIEIG = PIPIEP™ = PIPIEP =
1/3 1/3 1/3
{1/3 1/3 1/3}
1/3 1/3 1/3
Rr(Ul) = U1, RT(UQ)IZ —[012 e RE)T(U?)) = —U3.
ssim 6 = - TB =
Assim, [Rr]g 8 é 7(1) [Rrl3
MEIRAGE = P[RIGP™ = P[R]GP!
-1/3 2/3  2/3
{ 2/3 —1/3 2/3]
2/3 2/3 —1/3
Ry /3.-(U1) = U, Ry y3,-(U2) = 1/2U2++/3/2Us,
Re/3,+(Us) = —V3/2U2 + 1/2Us.
1 0 0
[R7r/3,r]g = |: 0 1/2 —\/§/2
0 3/2 1/2
V3/3 V6/3 0 8.4.2.
P { V3/3 —V6/6  V2/2 }
V3/3  —6/3 —v/2/2
Assim, [R./3.]8 = PlR.;3,JSPt =
2/3 —1/3  2/3
2/3 2/3 —1/3]- 8.4.3.
-1/3  2/3  2/3

8.4. A Adjunta (pagina 458)

8.4.1. (a)

>> A=[4,-2;1,3;2,1;3,4];

>> escalona(A)

[1, 0

[0, 1]

[ 0, 0]

[0, 0]

>> escalona(A’)

[ 1, 0, 5/14, 5/14]

[ 0, 1, 4/7, 11/7]

N(A) = {0},Z(A*) = R2. Portanto, N(A)

ndo tem base e {(1,0),(0,1)} é base de Z(A?).

N(AY = {((=5/19)8 - (5/14)04 (=4/7)8 —
(11/7)ev, B, ) | o8 Portan-
to, {(-5,—22,0,14), ( 5, 78 14, 0)} é base de

N(AYH. {(1, 0 5/14 5/14), (0,1,4/7 11/7)} é ba-
se para T A).

(b) >> a=[1,0,0,0;0,1,1,1;0,0,1,1;1,1,2,2];
>> escalona(A)
[1, 0, 0, 0]
[o,1,0,0]
[o0,0,1,1]
[0, 0,0,0]
>> escalona(A )
[1,0,0,1]
[o,1,0,1]
[0, 0,1, 1]
[0, 0,0,0]
N(A) = {(0,0,-o,a) | a« € R}. Por-
tanto, (0,0,—1,1 é base para N(A).
{(1,0,0,0), (0,1,0 0),(0,0,1,1)} é base para
I(At) ( ) = {—()f,—oc7—(x,04) ‘ a € R}
Portanto, {(—1,—1,—1,0)} é base para N(A?).
{((1 )0 0, 1) (0, 1 ),( ,0,1,1)} é base para
(A

WL = {(z,y,2) |z —y + 2z = 0}. Assim, X € W' se, e
somente se, X = (8 — «, 8,a) = a(—1,0,1) + 3(1,1,0).
Portanto, Wi = (—1,0,1) e W2 = (1,1,0) formam uma
base de WL, W é uma reta que passa pela origem e W+
é um plano que passa pela origem, perpendicular a W.

>> A=[1,0,-2,1;0,1,3,-2]
A=[ 1, o0, -2, 1]

[ o, 1, 3, -2]
(28 — a,2a0 — 38,8,0) = «(-1,2,0,1) +
1,0),Va, 8 € R. Assim, W1 = (—1,2,0,1) e
,—3,1,0) formam uma base para W,

X
B(2,-3,
Wa = (2
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8.4.4. (a) » P=[-2,1;-1,2;1,0;2,7]; [ 9, 0 1, 7]
>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2) [ o, 6, 0, -4]
A= 4 -2 1 [ 1, 0, 4, 15]
1 -1 1 [ 1, 0, 0, 13/35]
1 1 1 [ 0, 1, 0, -2/3]
4 2 1 [ 0, o, 1, 128/35]
B= 1 A equacio do circulo é z2 + y2 — (13/35)x +
(2) (2/3)y = 128/35.
7 (b) > P=[-2,1;-1,-2;0,1;2,0];
>> escalona([A’*A,A’*B]) >> A=matvand(P,1),B=P(:,1)."2+P(:,2).‘2
[ 34, o0, 10, 34] A=-2 1 1
[ 0, 10, 0, 10] -1 -2 1
[ 10, 0, 4, 10] 0 1 1
[1, 0, 0, 1] 2 0 1
[0, 1, 0, 1] B= 5
[0, 0,1, 0] 5
A equacio da pardbola é y = z2 + z. ‘1}
(b) > P=[-2,1;-1,3;1,3;2,11]; >> escalona([A’*A,A’*B])
>> A=matvand(P(:,1),2),B=P(:,2) [ 9, 0, -1, -7]
A= 4 -2 1 [ o, 6, 0, -4]
1 -1 1 [ -1, 0, 4, 15]
1 1 1 [ 1, 0, 0, -13/35]
4 2 1 [ 0, 1, 0, -2/3]
B= 1 [ o, o, 1, 128/35]
3 A equagdo do circulo é x2 + y2 + (13/35)z +
1? (2/3)y = 128/35.
>> ) )
D gscaronaliah, areBl) 8.4.6. (a) > A=[1,2;2,4;-1,-2];B=[3;2;1];
» 0,10, >> escalona([A’*A,A’*B])
[ o0, 10, 0, 20]
[ 6,12, 6]
[ 10, 0, 4, 18]
[1, 0, 0, 1] [ 12, 24, 12]
[0, 1,0, 2] [ 1,2, 1]
[0, 0, 1, 2] [0, 0, 0]
A equa;éoéy:z2+2z+2. X=(01-2a,a)=(1,0)+ a(-2,1),Ya € R.
(b) >> A=[-1,1;2,1;1,-21;B=[10;5;20];
8.45. (a) > P=[-2,0;0,1;1,-2;2,1]; >> escalona([A’*A,A’*B])
>> A=matvand(P,1) ,B=P(:,1).72+P(:,2)."2 [ 6, -1, 20]
A=-2 0 1 [ -1, 6, -25]
0 1 1 [ 1, 0, 19/7]
1 -2 1 [ 0, 1, -26/7]
s. oo vt X = (19/7,-26/7).
1 () > a=[1,1,1;-1,1,1;0,-1,1;1,0,11;B=[4;2;1;2];
5 >> escalona([A’*A,A’*B])
5 [3,0,1,4]
>> escalona([A’*A,A’*B]) [0, 3,1, 5]
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[1, 1, 4, 9]

[ s 0, 0,
[ 0, 1, 0,
[ 0, 0, 1,

X = (11/15,16/15,9/15).

8.4.7. >> P=randi(5,2)

P= 3 5
5 -3
0 -3
4 4
-4 3
>> A=matvand(P(:,1),3), B=P(:,2)
A =27 9 1
125 25 5 1
0 0 0 1
64 16 4 1
-64 16 -4 1
B= 5
-3
-3
4
3
>> R=escalona([A’*A,A’*B])
[ 24546, 3368, 1218, 152, ~-176]
[ 3368, 1218, 152, 66,  82]
[ 1218, 152, 66, 8, 4]
[ 152, 66, 8, 5, 6]
R = 1,0,0,0, -35077/157992]
[ 0.1,0,0, 33866/85579]
[ 0,0,1,0, 7430353/2053896]
[ 0,0,0,1, -262092/85579]

>> a=R(1,5);b=R(2,5);c=R(3,5);d=R(4,5);
>> clf,po(P),syms x,plotfl(a*x”3+b*x"~2+c*x+d, [-5,5])

>> eixos

11/15]
16/15]
9/5]

>> P=randi(6,2)

[ e e

-109]
-1407]
221]
-37]
-61]

P= 0 -1
1 -2
3 4
-5 -5
1 3
-5 5
>> M=matvand(P,2),B=-M(:,1),A=M(:,2:6)
M= 0 0 1 0 -1
1 -2 4 1 -2
9 12 16 3 4
25 25 25 -5 -5
1 3 9 1 3
25 -25 25 -5 5
B= 0
-1
-9
-25
-1
-25
A= 0 1 0 -1 1
-2 4 1 -2 1
12 16 3 4 1
25 25 -5 -5 1
3 9 1 3 1
-25 25 -5 5 1
>> R=escalona([A’*A,A’*B])
[ 1407, 211, 37, -189,
[ 211, 1604, -189, 82,
[ 37, -189, 61, 13,
[ -189, 82, 13, 80,
[ 13, 80, -5, 4,
R =[1,0,0,0,0, 35943/287650]

[0,1,0,0,0, -301491/287650]
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[0,0,1,0,0, 127343/287650]

[0,0,0,1,0, 95187/143825]

[0,0,0,0,1, 18123/5230]
>> a=R(1,6);b=R(2,6);c=R(3,6);

>> d=R(4,6);e=R(5,6);

>> clf,po(P),syms Xy

>> plotci(x~2+a*x*y+b*y~2+c*x+d*y+e, [-5,5], [-5,5])
>> eixos
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9.1. Diagonalizacdo de Operadores (pagina 488)

9.1.1.

(a) > A=[1,1;1,1];

(c)

(d)

>> B=A-x*eye(2)
[1-x, 1]
[ 1, 1-x]
>> p=det(B)
P =-2%x+x72
>> solve(p)
[01[2]
>> BO=subs(B,x,0)
[1, 1]
[1, 1]
>> escalona(B0)
1 1
0 0
>> B2=subs(B,x,2)
[-1, 1]
[1, -1]
>> escalona(B2)
1 -1
0 0

Vo ={(—a,a) | «a € R}
Vo ={(a,0) |a €R}

>> A=[0,1,2;0,0,3;0,0,0];
>> B=A-x*eye(3)

[-x, 1, 2]
[0, -x, 3]
[0, 0, -x]
>> p=det(B)
p=—x"3

>> solve(p)
[o]1[o][o0]

>> A=[1,0,0;-1,3,0;3,2,-2];
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 0, 0]

[ -1, 3-x, 0]

[ 3, 2, -2-x]

>> p=det (B)

p =(1-x)*(3-x) *(-2-x)

>> solve(p)

[ 11[ 31[-2]

Vo = {(«,0,0) | « € R}

(b) >> A=[1,-1;2,4];

>> B=A-x*eye(2)
[1-x, -1]
[ 2, 4-x]
>> p=det(B)
p =6-5%x+x"2
>> solve(p)
[31[2]
>> B2=subs(B,x,2)
[-1, -1]
[ 2, 2]
>> escalona(B2)
1 1
0 0
>> B3=subs(B,x,3)
[-2, -1]
[2, 1]
>> escalona(B3)
1 1/2
0 0

V2 = {(—a,a) | « € R}
Vs ={(—a,2a) | @ € R}

>> BO=subs(B,x,0)
[0, 1, 2]

[0, 0, 3]

[0, 0, O]

>> escalona(B0O)
[0, 1, o0l

[0, 0, 1]

[0, 0, 0]

>> Bm2=subs(B,x,-2)
[ 3, 0, 0]

[-1, 5, 0]
[3,2,0]

>> escalona(Bm2)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]
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>> Bl=subst(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[0, 0, 0] [-2, 0, 0]

[-1, 2, 0] [-1, 0, O]

[ 3, 2, -3] [ 3, 2, -5]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)
[1, 0, -3/4] [1, O, 0]

[0, 1, -3/8] [0, 1, -5/2]

[0, O, 0] [0, O, 0]

V_s = {(0,0,a) | & € R}

Vi = {(6c,3c, 8ax) | « € R}

Vs ={(0,5a,2a) | « € R}

(e)

>> A=[2,-2,3;0,3,-2;0,-1,2];
>> B=A-x*eye(3)

>> B2=subs(B,x,2)

[2-x, -2, 3] Eg, f _g%

[ 0, 3-x, -2] [O’ _1, o

[ 0, -1, 2-x] 52 , ©2)
>> p=det(B) escalona(B2
p =(2-x)*(4-5%x+x"2) Eg, é, (1)%

>> solve(p) [O’ % o

[2] [4] [1] Do A Bx0)
>> Bl=subs(B,x,1) =subs (B, x,
[1, -2, 3] [-2, -2, 3]
[0’ 2, -2] [0, -1, -2]
[0, -1, 1] [0, -1, -2]
>>’escélona(B1) >> escalona(B4)
[1, O 1] [1, 0, -7/2]
[0, 1, -1] o, 1, 2]
[0, 0, o] fo, 0, 0

Vi ={(—a,a,a) | a € R}

Va = {(,0,0) | & € R}

V4 = {(7a, —4a,2a) | « € R}

()
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>> A=[2,2,3;1,2,1;2,-2,1];
>> B=A-x*eye(3)
[2-x, 2, 3]

[ 1, 2-x, 1]

[ 2, -2, 1-x]

>> p=det (B)

p =-8-2xx+5*x"2-x"3
>> solve(p)

[ 21[ 41[-1]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[3, 2, 3]

[1, 3, 1]

[2, -2, 2]

>> escalona(Bml)
[1, 0, 1]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

579
>> B2=subs(B,x,2)
[o, 2, 3]

[1, o0, 1]

[2, -2, -1]

>> escalona(B2)
1, o0, 1]

[0, 1, 3/2]

[o, o, 0]

>> B4=subs(B,x,4)
[-2, 2, 3]
[1, -2, 1]

[ 2, -2, -3]
>> escalona(B4)
[1, o, -4]
[0, 1, -5/2]
[o, o, 0]

Vo1 ={(—a,0,a) |a € R}, Vo = {(—2a, —3a,2a) | « € R} e V4 = {(8a, 5, 2a) | a € R}

9.1.2. (a)

>> A=[2,0,0;3,-1,0;0,4,3];
>> B=A-x*eye(3)

[2-x, 0, 0]

[ 3, -1-x, 0]

[ o, 4, 3-x]

>> p=det(B)

p =(2-x)*(-1-x)*(3-x)
>> solve(p)

[ 21[-11[ 3]

>> Bml=subs(B,x,-1)
[3, 0, 0]

[3, 0, 0]

[0, 4, 4]

>> escalona(Bml)

[1, 0, 0]

[o, 1, 1]

[0, o, 0]

>> B2=subs(B,x,2)
[0, 0, 0]

[3, -3, 0]

[0, 4, 1]

>> escalona(B2)
[1, 0, 1/4]

[0, 1, 1/4]

fo, o, 0]

>> B3=subst(B,x,3)
[-1, o0, 0]

[ 3, -4, 0]

[0, 4,0

>> escalona(B3)
[1, 0, 0]

[0, 1, 0]

[0, 0, 0]

Vo1 ={(0,~-a,a) | « € R}. {(0,—1,1)} é base para V_1, pois gera V_1 ((0, —a,a) = a(0,—1,1)) e um vetor ndo

nulo é L.I.

Vo = {(—a,—a,4a) | o € R}. {(—1,—1,4)} é base para Vg, pois gera Vo ((—a, —a, 4a) = a(—1,—1,4)) e um vetor

n3o nulo é L.I.

V3 = {(0,0,a) | « € R}. {(0,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((0,0, ) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

(b)
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>> A=[2,3,0;0,1,0;0,0,2];

>> BeA-xxeye(3) >> escalona(B1)

[1, 3, 0]
[2-x, 3, O] > 3
[ 0, 1-x, 0] Eg’ 8’ é%
[ 0, 0, 2-x] >> B2=sub 2
>> p=det (B) =subs(B,x,2)
p =(2-x)"2*(1-x) Eg’ by 8%
>> solve(p) [O, O’ 0]
(21 [2] [1] o, 9
>> Bl=subs(B,x,1) escalona(B2)
[1, 3, 01 [0, 1, 0]
0 o o [0, 0, 0]
[0, 0, 1] o, 0, 03

Vi ={(-3a,,0) | « € R}. {(—3,1,0)} é base para V1, pois gera Vi ((—3a, a,0) = a(—3,1,0)) e um vetor no nulo
é L.l

Vo = {(?,O,ﬁ) | o, € R}. {Vi =(1,0,0),V2 = (0,0
éL.

,0,1)} é base para V3, pois gera Vo ((,0,8) = «(1,0,0) +
5(0,0,1)) e é L.I. (zV1 4+ yV2 = 0 se, e somente se, (z,0,y)

=(0,0,0) ouz =0ey=0).

>> A=[1,2,3,4;0,-1,3,2;0,0,3,3;0,0,0,2];
>> B=A-x*eye(4)

[1-x, 2, 3, 4]

[ 0, -1-x, 3, 2]

[ o, 0, 3-x, 3]

[ o, 0, 0, 2-x]

>> p=det (B)

p =(1-x)*(2-x) *(-1-x) *(3-x)

>> solve(p)

[ 110 21[-11C 3]

>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
[2, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]

[0, 0, 3, 2] [0, -2, 3, 2]

[0, 0, 4, 3] [0, o, 2, 3]

[0, 0, 0, 3] [o, o, 0, 1]

>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
[1, 1, 0, 0] [0, 1, 0, 0]

[0, 0, 1, 0] [0, 0, 1, 0]

[0, 0, 0, 1] [0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

>> B2=subs(B,x,2) >> B3=subst (B, x,3)
[-1, 2, 3, 4] -2, 2, 3, 4]
[0, -3, 3, 2] [0, -4, 3, 2]
[o, 0,1, 3] [o, 0,0, 3]
[o, 0,0, 0] [0, 0, 0, -1]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, 0, 0, 29/3] [1, 0, -9/4, 0]
fo, 1, o, 7/3] fo, 1, -8/4, 0]
[0, 0, 1, 3] [o, o, 0, 1]
o, 0, O, 0] [o, o, 0, 0]
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Vo1 = {(—2,¢,0,0) | « € R}. {(—1,1,0,0)} é base para V_1, pois gera V_; ((—o,,0,0) = a(—1,1,0,0)) e um
vetor ndo nulo é L.I.

Vi ={(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V1, pois gera Vq ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor ndo nulo é
L.l

Vo = {(—29¢«, —Ta, =9, 3a) | @« € R}. {(—29,—7,—-9,3)} é base para Vg, pois gera Vo ((—29¢, —7a, —9ax, 3cx) =
a(—29,—7,-9,3)) e um vetor no nulo é L.I.

Vs = {(9¢, 3c,40,0) | o € R}. {(9,3,4,0)} é base para V3, pois gera V3 ((9¢, 3c,4c,0) = «(9,3,4,0)) e um vetor
ndo nulo é L.I.

(d)

>> A=[2,2,3,4;0,2,3,2;0,0,1,1;0,0,0,1];
>> B=A-x*eye(4)

[2-x, 2, 3, 4]

[ o0, 2-x, 3, 2]

[ o, 0, 1-x, 1]

[ o, 0, 0, 1-x]

>> p=det (B

p =(2-x)"2%(1-x) "2

>> solve(p)

[2] [21[1][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[1, 2, 3, 4] [0, 2, 3, 4]
[0, 1, 3, 2] [0, 0, 3, 2]
[0, 0, 0, 1] [0, 0, -1, 1]
[0, 0, 0, O] [0, o, o0, -1]
>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, -3, 0] [0, 1, 0, O]

[0, 1, 3, 0] [0, 0, 1, O]

[0, 0, 0, 1] [0, 0, 0, 1]

[0, 0, 0, 0] [0, 0, 0, 0]

Vi = {(Ba, -3, ,0) | « € R}. {(3,-3,1,0)} é base para Vi, pois gera Vi ((3a, —3a, @, 0) = a(3,-3,1,0)) e um
vetor ndo nulo é L.I.

V2 = {(«,0,0,0) | « € R}. {(1,0,0,0)} é base para V3, pois gera Vo ((«,0,0,0) = «(1,0,0,0)) e um vetor n3o nulo é
L.l

9.1.3.
(a) > a=[1,4;1,-2]; >> p=det(B)
>> B=A-x*eye(2) p =—6+x+x"2
[1-x, 4] >> solve(p)
[ 1, -2-x] [ 2]1[-3]

A matriz A possui dois autovalores diferentes, logo possui dois autovetores L.I. (Proposicdo 9.5 na pagina 477). A matriz
A é diagonalizvel pois, é 2 x 2 e possui dois autovetores L.I. (Teorema 9.3 na pagina 475).
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(b) > A=[1,0;-2,1];
>> B=A-x*eye(2)

>> Bl=subs(B,x,1)

[1-x, 0] [ o0, 0]

[ -2, 1-x] [-2, 0]

>> p=det(B) >> escalona(numeric(B1))
p =(1-x)"2 [1, 0]

>> solve(p) [o, 0]

[111[1]

Vi ={(a,0) | « € R}

A matriz A n3o é diagonalizivel pois, ndo possui dois autoovetores L.I. (Teorema 9.3 na pagina 475).
(c) > A=[1,1,-2;4,0,4;1,-1,4]
1

A= 1 -2
4 0 4
1 -1 4

>> B=A-x*eye(3); p=det(B)

p =5*x72-6*x-x"3

>> solve(p)

ans =[0][2][3]

A matriz A possui trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposicdo 9.5 na pagina 477). A matriz
A é diagonalizavel pois, é 3 X 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 9.3 na pagina 475).

(d) >> A=[1,2,3;0,-1,2;0,0,2];

=A- >> p=det(B)
T:;_E_A x*;ye(sg] p =(1-x)* (“1-x)*(2-x) A matriz A possui
[ 0, -1-x, 2] >> solve(p) p
[ o, 0, 2-x] [ 11[-1][ 2]

trés autovalores diferentes, logo possui trés autovetores L.I. (Proposi¢do 9.5 na pagina 477). A matriz A é diagonalizdvel
pois, é 3 x 3 e possui trés autovetores L.I. (Teorema 9.3 na pagina 475).

9.1.4.
(a) >> A=[1,1,2;0,1,0;0,1,3];

>> BeA-xreye(3) >> Bl=subs(B,x,1)

1) 0 o) o)
[ 0, 1-x, 0] [1, 1, 2]
[ Oi 1, 3-x] >> escalona(B1)
>> p=det (B) [0, 1, 2]
p =(1-x)"2%(3-x) [0, 0, 0]
>> solve(p) [ 0,0, 0]
[1111] (3] T
>> B3=subs(B,x,3)

[-2, 1, 2]

[ o, -2, 0]

[ o, 1, o]

>> escalona(B3)

[ 1, o, -1]

[ o, 1, 0]

[ 0, 0, O]
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Vi ={(8, —2a,a) | o, 8 € R}. {(1,0,0),(0,—2,1)} é base para V1, pois gera V1 ((8, —2¢, &) = (0, —2,1)+3(1,0,0))
e s3o L.I. (um vetor ndo é miltiplo escalar do outro

Vi = {((a,0,0) | &« € R}. {(1,0,1)} é base para V3, pois gera V3 ((«,0,) = a(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.1.

1 0 1 1 0 0
P=|0 -2 0 e D=| 0 1 0
0 1 1 0 0 3

(b) >> A=[4,2,3;2,1,2;-1,-2,0];

>> B=A-x*eye(3)

[4-x, 2, 3]

[ 2, 1-x, 2]

[ -1, -2, -x]

>> p=det (B)

p =-T*x+b5*%x"2+3-x"3

>> solve(p)

[31[1][1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[3, 2, 3] [1, 2, 3]
[2, 0, 2] [ 2, -2, 2]

[-1, -2, -1] [-1, -2, -3]

>> escalona(B1) >> escalona(B3)
1, o0, 1] (1, 0, 5/3]

[0, 1, 0] [0, 1, 2/3]

[0, 0, 0] [0, 0, 0]

Vi ={(—¢,0,) | « € R}. {(—1,0,1)} é base para V1, pois gera Vi ((—«,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor n3o nulo é
L.l

V2 = {(—5a, =20, 3a) | € R}. {(—5,—2,3)} é base para V3, pois gera Vo ((—bc, —2¢,3c) = a(—5,—2,3)) e um

vetor ndo nulo é L.I.

A matriz ndo é diagonalizdvel pois sé possui dois autovalores e cada um deles sé possui um autovetor L.I. associado

(Teorema 9.3 na pagina 475).
(c) > A=[1,2,3;0,1,0;2,1,2];

>> = -
>> B=A-x*eye(3) Bml=subs(B,x,-1)

[1-x, 2, 3] Eg’ g’ g%

[ 0, 1-x, 0] [2, 1, 3]

[ 2, 1, 2-x] >> escalona(Bm1)
>> p=det (B) [t, 0, 3/2]

p =—4+x+4*x"2-x"3 [0’ 1’ 0]

>> solve(p) [0’ 0. 0]

[ 1][ 41[-1] o

>> Bi=subst(B,x,1) >> B4=subs(B,x,4)
0, 2, 3] [-3, 2, 3]

[0, 0, 0] [0, -3, 0]

[2. 1, 1] [2, 1, -2]

>> escalona(B1) >> escalona(B4)
[1’ O, _1/4] [1, O, _1]
1, 3/2] [0, 1, ol

[o, o, 0] [0, 0, O]
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Vo1 = {(-3,0,2a) | « € R}. {(—3,0,2)} é base para V_1, pois gera V_; ((—3¢,0,2a) = a(—3,0,2)) e um vetor

n3o nulo é L.I.

Vi = {(a, —6a,4a) | « € R}. {(1,—6,4)} é base para V1, pois gera V1 ((o, =6, 4a)) = (1, —6,4)) e um vetor ndo

nulo é L.I.

Vi ={(a,0,c0) | « € R}. {(1,0,1)} é base para Vy4, pois gera V4 ((«,0, ) = «(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

-3 1 1 -1 0 0
P= 0 -6 0 e D= 0 1 0
2 4 1 0 0 4
(d) > A=[3,-2,1;0,2,0;0,0,0]; =
>> B=A-x*eye(3) T::: B(-)qull)]S(B’X’O)
[3-x, -2, 1] [0, 2. 0]
[ 0, 2-x, O] [0, 0, ol
[ 0i 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det(B) [1, 0, 1/3]
p =—(3-x)*(2-%) *x [0, 1, 0]
>> solve(p) [O, O, 0]
[3] [2] [0] e
>> B2=subs (B, x,2) >> B3=subs(B,x,3)
1, -2, 11 o, -2, 1]
[0, o, o] [0, -1, 0]
[0, o0, -2] [0, o0, -3]
>> escalona(B2) >> escalona(B3)
[1, -2, 0] [0. 1, o]
[0, 0, 1] [0. 0, 1
[0, 0, 0] [0, 0, 0]

Vo = {(—«,0,3a) | a« € R}. {(—1,0,3)} é base para Vg, pois gera Vg ((—e,0,3a) = a(—1,0,3)) e um vetor ndo nulo
é L.l

V2 = {(2a, ,0) | @« € R}. {(2,1,0)} é base para V3, pois gera V3 ((2c, ,0) = «(2,1,0)) e um vetor n3o nulo é L.I.
V3 = {(«,0,0) | « € R}. {(1,0,0)} é base para V3, pois gera V3 ((c,0,0) = (1,0,0)) e um vetor ndo nulo é L.I.

-1 2 1 0 0 O
0 1 0 e D=0 2 0
3 0 0 0 0 3

9.1.5. >> B=randi(2), A=[B-B’,zeros(2,1);zeros(1,2),randi]

P =

B= 5 -1
3 0

A= 0 -4 0
4 0 0
0 0 -3

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -3%x72-x73-48-16%x

ans = [ -31[ 4xi][ -4xi]

>> escalona(A+3*eye(3))

ans =[ 1, 0, 0]
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[0, 1, 0]
[0, 0, 0]

A matriz A n3o é diagonalizdvel pois ela s6 tem um autovalor e auto espaco associado a este autovalor tem dimens3o 2. Assim,

n3o é possivel encontrar 3 autovetores L.I.

9.1.6. >> L=[eye(2),zeros(2,1);randi(1,2),0]; A=L*L’

A= 1 0 2
0 1 -2
2 -2 8

>> syms x, p=det(A-x*eye(3)), solve(p)
p = -9*x+10%x"2-x"3
ans = [ 0J[ 1]1[ 9]
>> escalona(A)
ans =[ 1, 0, 2]
[ o, 1, -2]
[ 0, 0, 0]

O autoespago associado ao autovalor A =0 é

Vo = {(—2a,2a,a) | « € R}.

Assim, {V1 = (—2,2,1)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.l. associado a A = 0.

>> escalona(A-eye(3))
ans =[ 1, -1, 0]

[ o, o0, 1]

[ o, o, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =1 é

Vi ={(a,,0) | « € R}.

Assim, {V2 = (1,1,0)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.l. associado a A = 1.

>> escalona(A-9%eye(3))

ans =[ 1, 0, -1/4]
[ 0, 1, 1/4]
[ 0, 0, 0]

O autoespaco associado ao autovalor A =9 é

Vo = {(a, —a,4a) | « € R}.

Assim, {V3 = (1,—1,4)} é um conjunto com o maior niimero possivel de autovetores L.l. associado a A = 9.
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>> vi=[-2,2,1]1;V2=[1,1,0];V3=[1,-1,4];
>> P=[V1’,V2’,V3’], D=diag([0,1,9])

P=-2 1 1
2 1 -1
1 0 4
D= 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> inv(P)*A*P
ans = 0 0 0
0 1 0
0 0 9
>> [P,D]=eig(sym(A))

P =[ -1, -2, 1]
1, 2, 1]
-4, 1, 0]
9, 0, 0]
0, 0, 0]
0, 0, 1]

o
]
[l L L V|

Os elementos da diagonal da matriz D tém que ser os autovalores de A. As matrizes D podem diferir na ordem com que os
autovalores aparecem. As colunas de P s3o autovetores associados aos autovalores que aparecem nas colunas correspondentes
de D. Assim, fazendo uma reordenac3o das colunas das matrizes P e D de forma que as matrizes D sejam iguais, as colunas de
uma matriz P s3o miltiplos escalares das colunas correspondentes da outra matriz P.

9.2. Operadores Auto-adjuntos e Normais (pagina 506)
9.2.1.

(a) > a=[2,2;2,2];
>> B=A-x*eye(2)

[2-x, 2]

[ 2, 2-x]

>> p=det (B)

p =—4*x+x"2

>> solve(p)

[0][4]

>> BO=subs(B,x,0) >> B4=subs(B,x,4)
[2, 2] [-2, 2]

[2, 2] [ 2, -2]

>> escalona(B0) >> escalona(B4)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] fo, o]

Vo ={(—a,a) | a € R}. {Vi =(—1,1)} é base para Vy, pois gera Vg ((—a,a) = a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.
Seja Wi = (1/[|Vi|)V1 = (=1/v2,1/v/2). {W1 = (=1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de Vj.
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Vi ={(a,a) | @« € R}. {Vo = (1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((a, &) = a(1,1)) e um vetor n3o nulo é L.I. Seja
Wa = (1/]|Va|)Va = (1/v/2,1/3/2). {Wa = (1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V.

I RS VAVS R VAVD) o o
P=|"1va 1 e D‘{O 4}

(b) > a=[2,1;1,2];
>> B=A-x*eye(2)

[2-x, 1]

[ 1, 2-x]

>> p=det(B)

p =3-4xx+x"2

>> solve(p)

[31[1]

>> Bl=subs(B,x,1) >> B3=subs(B,x,3)
[1, 1] [-1, 1]

[1, 1] [1, -1]

>> escalona(numeric(B1)) >> escalona(B3)
[1, 1] [1, -1]

[0, 0] [o, o]

Vi ={(—a,a) | a € R}. {Vi =(—1,1)} é base para V1, pois gera V1 ((—a,a) = a(—1,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.

Seja Wi = (1/|[Va[)Va = (~1/v/2,1/v/2). {W)

(=1/+/2,1/4/2)} é base ortonormal de V7.

Vs = {(a,a) | @« € R}. {Va = (1,1)} é base para V3, pois gera V3 ((a, @) = a(1,1)) e um vetor n3o nulo é L.I. Seja
Wa = (1/||Va|)Va = (1/v/2,1/v/2). {Wa = (1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de V3.

() >> A=[0,0,1;0,0,0;1,0,0];
>> B=A-x*eye(3)

b4 8]

>> BO=subs(B,x,0)

[-x, 0, 1] Eg’ o (ﬂ

[0, -x, O] (1, 0, 0]

[1, 0, -x] >> escalona(B0)
>> p=det (B) [1, 0, 0]

p =—x"3+x [0, 0, 1]

>> solve(p) [O’ 0, 0]

[ 01[-1][ 1] ol

>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)
1, o, 1] [-1, o, 1]
0, 1. o] [0, -1, 0
[1, 0, 1] [ 1, 0, _1]
>> escalona(Bml) >> escalona(B1)
[1, o, 1] [1, 0, -1]

[0, 1. 0] [0, 1, 0]

o) 0. o] [0, 0, 0]

Vo ={(0,,0) | « € R}. {V1 =(0,1,0)} é base para Vg, pois gera Vg ((0,,0) = «(0,1,0)) e um vetor ndo nulo é L.1.

{Vi =(0,1,0)} é base ortonormal de Vg, pois ||Vi|| = 1.
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(e)

Vo ={(—a,0,a) | « € R}. {Vo =(—1,0,1)} é base para V_1, pois gera V_1 ((—a,0,a) = a(—1,0,1)) e um vetor
n3o nulo é L.I. Seja Wa = (1/||Vz||)Va = (=1/v/2,0,1/+/2). {Wa = (=1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V_;.

Vi = {(a,0,0) | @« € R}. {V3 = (1,0,1)} € base para V1, pois gera V1 ((a,0,a) = «(1,0,1)) e um vetor ndo nulo é
L.I. Seja W5 = (1/||V5||)V5 = (1/+/2,0,1/+/2). {W3 = (1/+/2,0,1/+/2)} é base ortonormal de V.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais (Proposi¢do 9.10 na pagina
497). Portanto, {W1, Wa, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

0 —-1/v/2 1/V2 { 0 0 0 }
P=|1 0 0 e D=|0 -1 0
0 1/vV2 1/v2 0 0 1

>> A=[0,0,0;0,2,2;0,2,2];

5> B=A-xxeye(3) >> escalona(BO)

[0, 1, 1]
[-x, 0, 0] s> 1,
[0, 2-x, 2] Eg, 8’ 8}
£>O};=deizB§_X] >> B4=subs (B, x,4)
p =-x*(-4*x+x"2) E‘g, _g, (2)%
>> solve(p) [ ) o 3
[0] [0] [4] 50 i o)
>> BO=subs(B,x,0) escalona
[0, o, o1 (1, 0, 0]
[0, 2, 2] [0, 1, -1]
[0, 2, 2] [0, 0, ol

Vo = {(a,-8,0) | o, 8 € R}. {V1 = (1,0,0),V2 = (0,—1,1)} é base para Vg, pois gera Vo ((or, =3, 8) = «(1,0,0) +
B(0,-1,1)) e é L.I. (zV1 +yV2 = 0O se, e somente se, (z,~y,y) = (0,0,0) ou z = 0 e y = 0). Sejam Wy = V1,
Wy = Vo — prOjW1V2 = Vo — 0 = Va. Sejam Uy = (1/||W1||)W1 = W1 = Vi = (1,0,0) e Uz = (1/||W2]|)W2 =
(0,—-1/v/2,1/+/2). {U1 = (1,0,0),Uz = ((0, —1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de Vj.
Vi ={(0,a,a) | @« € R}. {V3 =(0,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((0,a,a) = «(0,1,1)) e um vetor ndo nulo é
L.I. Seja Us = (1/||V3|)V3 = (0,1/v2,1/v/2). {Us = (0,1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V4. Como a matriz A
é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 9.10 na pdgina 497). Portanto,
{U1,Uz2,Us} é uma base ortonormal de autovetores de A.

0

0

4

>> BO=subs(B,x,0)

P=
0 1/V2 1/V2

1 0 0 0 0
0 —-1/V2 1/\@} e D:{gg

>> A=[1,1,0;1,1,0;0,0,11;
>> B=A-x*eye(3)

[1-x, 1, 0] H L 8%
[ 1, 1%, 0] fo, 0, 1]
> acrsy 0, osegye e
p =-2%x+3%x"2-x"3 [0, 0, 1]
>> solve(p) [0: 0: 0]

[0l [1][2]
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>> Bl=subs(B,x,1) >> B2=subs(B,x,2)
[0, 1, 0] (-1, 1, 0]

[1, 0, O] [1, -1, 0]

[0, 0, 0] [o, o, -1]

>> escalona(B1) >> escalona(B2)
[1, 0, 0] [1, -1, 0]

[0, 1, 0] [0, o, 1]

[0, 0, 0] [0, o0, o]

Vo ={(—a,,0) | « € R}. {Vi =(—1,1,0)} é base para Vo, pois gera Vo ((—a, @, 0) = a(—1,1,0)) e um vetor n3o
nulo é L.I. Seja Uy = (1/||VA|)Vi = (=1/v2,1/v/2,0). {U1 = (—1/v/2,1/+/2,0)} é base ortonormal de V.

Vi ={(0,0,a) | « € R}. {V2 =(0,0,1)} é base para V1, pois gera V1 ((0,0,a) = «(0,0,1)) e um vetor ndo nulo é L.I.
Seja Wa = (1/||V2||)V2 = (0,0,1). {W2 = (0,0,1)} é base ortonormal de V;.

Va2 = {(a,,0) | « € R}. {V3 = (1,1,0)} é base para V1, pois gera V1 ((c, ,0) = a(1,1,0)) e um vetor n3o nulo é
L.I. Seja W3 = (1/]|V5])Va = (1/v/2,1/v/2,0). {W3 = (1/3/2,1/+/2,0)} é base ortonormal de V7.

Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes s3o ortogonais (Proposi¢do 9.10 na pagina
497). Portanto, {W1, Wa, W3} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—-1/vV2 0 1/v2 0 0 0
P= 1/vVZ 0 1/v2 e D=|0 1 0
0 1 0 0 0 2
>> A=[2,1,1;1,2,1;1,1,2];
3 Beboaeiya(h > oscalena(1)
[2-x, 1, 1] [0’ O’ o]
[ 1, 2-x, 1] [0’ 0’ 0]
Lt 1,27 >> Bd=subst (B,x,4)
>> p=det (B) <2, 1. 1]
p =4-9%x+6%x"2-x"3 [1, -2, 1]
>[>]T:oéll.\|/_:e](p) [ 1, 1. -2]
4][1]1[1 ’ :
>> Bi=subs (B,x,1) 7 Sscalona®y)
{1, 1, 1] [0, 1, -1
[1, 1, 1] o o, o]
[1, 1, 1] » 0,
Vi ={(-a—-p,a,0) | a,B R} {V1 =(=1,1,0),Va = (~1,0,1)} ¢ base para V1, pois gera Vo ((—a — 8,a, ) =
a(-1,1,0) + 8(—1,0,1)) e é L.I.(um vetor ndo é miiltiplo escalar do outro). Sejam W1 = Vi, Wz = V2 — projy, Vo =

17

Vo = (=1/2,1/2,0) = (-1/2,-1/2,1). Sejam Ur = (1/|[W1|)W1 = (-1/v2,1/v2,0) e Uz = (1/||W2|)W2 =
(—ﬁ, —%, @) {U1,Us2} é base ortonormal de V;.
Vi ={(a,,) | @« € R}. {V3 = (1,1,1)} é base para V4, pois gera V4 ((o, o, @) = «(1,1,1)) e um vetor ndo nulo
é L1 Seja Us = (1/||V3]||)Vs = (1/v/3,1/+/3,1/v/3). {Us = (1/v/3,1/+/3,1//3)} é base ortonormal de V4. Como a
matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposicdo 9.10 na pagina 497).
Portanto, {U1,Uz,Us} é uma base ortonormal de autovetores de A.

0

0

4

—V2/2 —\6/6 /3/3
pP= V2/2 =66 /3/3 } e D= {
0

1 0
0 1
V6/3  V/3/3 0 0
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(g) > 4=[1,2,0,0;2,1,0,0;0,0,1,2;0,0,2,1]1;
>> B=A-x*eye(4)
[1-x, 2, 0, 0]
[ 2, 1-x, o0, 0]
[ o, 0, 1-x, 2]
[ o, 0, 2,1-x]
>> p=det (B)
P =9+12xx-2%x"2-4%x"3+x"4
>> solve(p)

[-11[-110 31[ 31

>> Bml=subs(B,x,-1) >> B3=subs(B,x,3)
[2, 2, 0, 0] [-2, 2, 0, 0]
[2, 2, 0, 0] [2, -2, 0, 0]
[0, 0, 2, 2] o, o0, -2, 2]
[0, 0, 2, 2] [o, o0, 2, -2]
>> escalona(Bml) >> escalona(B3)
[1, 1, 0, 0] [1, -1, 0, 0]
[o, o, 1, 1] [o, o, 1, -1]
[0, 0, 0, 0] [0, o0, 0, 0]
[o 0, 0, 0] [0, 0,0, o]

= {(—a,qa, fﬁ,ﬂ) \ o, € R}Y. {Vi = (-1,1,0,0),Vo = (0,0,—1,1)} é base para V_1, pois gera V_;
(( a o, —f3, ﬂ) = a(-1,1,0,0) + 8(0,0,—1,1)) e é L.I.(um vetor ndo é miiltiplo escalar do outro). Sejam Wi = Vi,
Wa = Va — projy, Vo = Vo — 0 = Va. Sejam Uy = (1/[|W1])W1 = (-1/v2,1/v/2,0,0) e Us = (1/||Wa||)W2 =
(0,0, —1/+/2,1/+/2). {U1,Us} é base ortonormal de V_;.

Vy = {(a,0,0,0) | a,8 € R}, {Vs = (1,1,0,0), V4 = (0,0,1,1)} ¢ base para Vs, pois gera V_1 ((a,a, 6, 5)
a(l 1 0,0) +5(0,0,1,1)) e é L.I.(um vetor n3o é miltiplo escalar do outro). Sejam W3 = V3, Wy = V4 — projyy, Va =

Vi—0= Vi Sejam U3 = (1/[[Wsl)W3 = (1/v2,1//2,0,0) e Us = (1/||Wa|[)Wa = (0,0,1/v2,1/v2). {U1,Us}
é base ortonormal de V3. Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores dn‘erentes sdo ortogonais
(Proposigdo 9.10 na pagma 497). Portanto, {U1, UQ,U3,U4} é uma base ortonormal de autovetores de A.

—1/V2 0 1/v2 0 _

1 0 0 O

p_ 1/V2 0 1/Vv2 0 e D-— 0 -1 0 0

0 —1/v2 0 1/vV2 0 0 3 0

0 1/\/5 0 1/\/5 0 0 0 3

(h) >> 4=[0,0,0,0;0,0,0,0;0,0,0,1;0,0,1,0]; >> BO=subs (B,x,0)
>> B=A-x*eye(4) [0, 0, 0, 0]
[-x, 0, 0, 0] o, o, o, o]
[0, -x, 0, O] [0, 0, 0, 1]
[0, 0, -x, 1] [0, 0, 1, 0]
[o, O, 1, -x] >> escalona(B0)

>> p=det (B) [0, o, 1, 0]
p =x"2*(x"2-1) o, o, o, 1]
>> solve(p) (o, o, o, 0]
[oll o]l 11[-1] [0, 0, 0, 0]
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>> Bml=subs(B,x,-1) >> Bl=subs(B,x,1)

Bl =
0 8l 1o 0 o
0 o 1 1] [0, -1, 0, 0]
[O’ O’ 1’ 1] [o, o0, -1, 1]
>> escalona(Bml) >[>0’ oi 1ZBI§.]
[1, 0, 0, 0] escalona
[O, 1, 0, 0] [1, 0, 0, 0]
[0’ O’ 1’ 1] [0, 1, 0, O]
[0’ O’ O’ 0] [0, 0, 1, -1]
> [0, 0, 0, O]
Vo = {(,53,0,0) | a,8 € R}. {Vi = (1,0,0,0),V5 = (0,1,0,0)} é base para Vo, pois gera V_1 ((a,3,0,0) =
s , 1,0, e é L.I.(um vetor nao € multiplo escalar do outro). aramente Vi - Vo = (0 e possuem norma
«(1,0,0,0) + (0100)) é L.1( do é multipl lar d ). Vi Vs 0
|gua| 1. Se am Uy = Vi e Uz = Va. {U1,Uz} é base ortonormal de Vy.
Vi ={(0,0,—, ) | « € R}. {V3 =(0,0,—1,1)} é base para Vy, pois gera V1 ((0,0, —c, ) = «(0,0,—1,1)) e um

vetor n3o nqu é L.I. Seja Us = (1/]|V3]|)Va = (0,0, —1/v/2,1/+/2). {Us = (0,0, —1/+/2,1/+/2)} é base ortonormal de
Vi.

Vo1 ={(0,0,a,a) | a € R}. {Va=(0,0,1,1)} é base para V_1, pois gera V_1 ((0,0, @, @) = «(0,0,1,1)) e um vetor
n3o nulo é L.I. Seja Uy = (1/||V4]|)Va = (0,0,1/v/2,1/+/2). {Us = (0,0,1/v/2,1/+/2)} é base ortonormal de V_1.
Como a matriz A é simétrica, autovetores associados a autovalores diferentes sdo ortogonais (Proposi¢do 9.10 na pagina
497). Portanto, {U1,Us2,Us,Us} é uma base ortonormal de autovetores de A.

1 0 0 0 0 0 0 0
|10 1 0 0 1o o0 o0 0
P=109 0 -1/v2 1/v2 e D=1 01 o
0 0 1/V2 1/V2 0 0 0 -1
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9.3. Aplicagdo ao Estudo de Cénicas (pagina 520)

9.3.1.

9.3.2.

>> A=[9,-2;-2,6]; K=[-10,-20];
>> syms x y; X=[x;y];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X-5)

922 —dzxy+6y%2 —10z— 20y —5

>> [P,D]=diagonal (A)

P V5/5  —2v/5/5
| 2v5/5  \/5/5

D=[5, 0]

[0,10]
>> syms x1 y1; Xi=[x1;y1];
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5212 +10y12 — 10521 — 5

>> syms x2 y2; X2=[x2;y2]; X0=[5"(1/2);0];

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5x92 — 30 + lOyg2

>> expr=expr/30

222/6 +y22/3 -1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(3),P,X0)

>> A=[3,-4;-4,-12];
>> K=[-30,-64];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X)

322 —8xy —12¢y%2 — 30z — 64y

>> [P,D]=diagonal(A)

[
T

=)

>y

po | VIT/AT  —av1T/17
T avIT/AT VAT/1T

D=[-13,0]
[ 0,4]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—13212 +4y12 — 28617z /17 + 56 v/ 17y1 /17

>> X0=[-286/(2%13*17"(1/2)) ;-56/(2%4*17~(1/2))]
[-11%17~(1/2) /17]

[- 7%17°(1/2)/17]

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—13222 4+ 81 + 4452

>> expr=expr/81
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_gz22+1+%y22 —2212 4+ 3y12 — 45z + 14

>> hiperbx(9/sqrt(13),9/2,P,X0) >> X0=[-5"(1/2);0];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

o y —2222 + 24 + 3 y2?
ol
>> expr=expr/24
ab X
oy - ‘ —292/12 + y22/8 + 1
o -
X >> hiperbx(sqrt(12),sqrt(8),P,X0)
ot
/"/\
b
6 8r v A
Sy -6 " -2 0 2 4 6 8 il ©
4k
2t Y,
9.3.3. > A=[2,-2;-2,-1]; : )
>> K=[-4,-8]; 0 : -
>> expr=simplify (X.’>*A*X+K*X+14) : X
222 — 4y —y? —4x—8y+ 14 2r L
>> [P,D]=diagonal(A) r /f\
e
P V5/5  —2v/5/5
2v5/5  1V/5/5 " ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
per -6 -4 -2 0 2 4 6 8
D =[-2, 0]
[o, 3]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
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9.3.4.

9.3.5.

>> A=[21,3;3,13];
>> K=[-114,34];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X+73)

2122 + 62y +13y% — 114z + 34y + 73

>> [P,D]=diagonal(A)

3v10/10 —1+/10/10

P=1 1y10/10 3vi0/10
D=[22, 0]
[ 0,12]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

22212 + 12912 — 132 /102, + 198 10y, + 73

>> X0=[154%10"(1/2)/(5%2%22) ;-108%10~ (1/2) / (5%x2%12)];

>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

22192 — 132 4 12922

>> expr=expr/132

222/6 + 22 /11 -1

>> elipse(sqrt(6),sqrt(11),P,X0)

>> A=[4,-10;-10,25];
>> K=[-15,-6];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X)

422 —20xy +25¢y% — 152 — 6y

>> [P,D]=diagonal(A)

y

'

2

3L

-4

5 _2
po| % V29 3 V29
SV29 229
D =[0, 0]
[0, 29]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
29412 — 32921

>> expr=expr/29

Y12 — 55 V2921

>> parabx(3/(4*sqrt(29)),P)
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10222 4 80 + 40y,
15} >> expr=subst (expr,yl,y2-2)
10222 + 40 Y2

>> expr=expr/10

z22 +4yo

>> paraby(-1,P, [1;-2])

1k

y A

9.3.6. >> A=[9,3;3,1]; K=[-10%10"(1/2),10%10~(1/2)]1; Sl

>> expr=simplify(X.’*A*X+K*xX+90) /

922 4+ 6y + y2 — 1010z + 10 /10y + 90 a
>> [P,D]=diagonal(A)

6

P 3v/10/10 —+/10/10

Vv10/10  3/10/10 e
-10 L L L L L !
D =[10, O] -6 -4 -2 0 2 4 6 8
[ 0, 0]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

10212 — 2021 +40y1 + 90 9.3.7. >> A=[5,-3;-3,5];
>> K=[-30%(2)"(1/2),18%(2)~(1/2)]1;
>> expr=simplify(X.’*A*X+K+X+82)
>> X0=[154%10"(1/2)/(5%2%22) ;-108*10~(1/2) / (6%2%12)];
>> expr=subst (expr,x1,x2+1) 522 —6xy 4+ 5y? — 302z + 182y + 82
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9.3.8.

>> [P,D]=diagonal(A)

b V2/2  —V2/2
- { V2/2 2/ }

D =[2, 0]
[0, 8]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

2212 +8y12 — 1221 +48y; + 82

>> X0=[3;-3];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

2x92 —8+8y22
>> expr=expr/8
22?/4—1+y2?

>> elipse(2,1,P,X0)

>> A=[5,6;6,0];
>> K=[-12%(13)~(1/2),0];
>> expr=simplify(X.’*A*X+K+X-36)

522 + 122y — 1213z — 36

>> [P,D]=diagonal(A)

2/V/13  3/V/13
-3/V13  2/4/13
D =[-4, 0]

[0, 9]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

9.3.9.

y

—4x124+9y12 — 2427 — 36y1 — 36

>> X0=[-3;2];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—41x92 — 36 4 9y22
>> expr=expr/36
—222/9 — 1+ y22/4

>> hiperby(2,3,P,X0)

>> A=[6,-2;-2,9];
>> K=[-4%57(1/2),-18%57(1/2)];
>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X-5)

622 —4daxy+9y? — 45z — 185y — 5
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101

4 L L L L L L

>> [P,D]=diagonal (A)

o { 2/vV5  —1//5 }

A 9.3.10

D =[5, 0]
[0, 10]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

5212 +101y12 — 2621 —32y1 — 5

>> X0=[26/10;32/20];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

5m92 — 322 4+ 10,2

>> expr=exprx5/322

25 2 _ 25 . 2
322 L2 L+ 61 ¥2

>> elipse(sqrt(322)/5,sqrt(161)/5,P,X0)

y

2

Y

-2 -1 0 1 2

>> A=[1,3"(1/2);3°(1/2),-1];

>> K=[6,0];

>> expr=simplify (X.’*A*X+K*X)

22 +2zyV3 —y2 + 62

>> [P,D]=diagonal(A)
V3/2 —1/2

. { 2 -y
1/2  V3/2

D =[ 2, 0]
[ 0,-2]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)
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2212 — 2412+ 3321 — 31 >> [P,D]=diagonal(A)
>> X0=[-3%3"(1/2)/4;-3/4];
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0) P= \/5/2 _\/5/2
V2/2 V2/2
2z92 — 9/4 — 2952
D =[0, O]
>> expr=expr*4/9 [0, 16]

>> expr=subst (expr,X,P*X1)

8 2 8 ..2
gr2*—1—g5uy2

16y12 +2x1 — 64y + 70
>> hiperbx(3/sqrt(8),3/sqrt(8),P,X0)
>> expr=subst (expr,yl,y2+2)
2 1622 +6 + 221

>> expr=subst (expr,x1,x2-3)

16 y22 + 2 x2

y <

>y

>> expr=expr/16

y2? +22/8

>> parabx(-1/32,P,[-3;2])
sl

9.3.12. >> A=[1,-3;-3,-71;
>> K=[10,2];
-4 -3 -2 -1 0 1 2 >> expr=simplify (X.’*A*X+K*X+9)

22 — 6y —Ty? +10x+2y+9

>> [P,D]=diagonal(A)
9.3.11. >> A=[8,-8;-8,8];
>> K=[33%2"(1/2),-31%2"(1/2)]1;

>> expr=simplify(X.’*A*X+K*X+70) 1/v/10  —3/4/10
P =
822 — 16y + 8y> + 332z — 312y + 70 3/V/10  1/V10
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y

x

2L

_at

6L

D =[-8, 0]
[o, 2]
>> expr=subst (expr,X,P*X1)

—8z12 42912 + & V102, — 22 V101 +9

>> X0=[1/10"(1/2);7/107(1/2)]1;
>> expr=subst (expr,X1,X2+X0)

—8 22 + 252
>> hiperby(4,1,P,%0,’d”)

Esta é uma cdnica degenerada. A equagdo representa as
duas retas y''? = 42’2, ou y'' = +2z".

9.4. Forma Canbnica de Jordan (pagina 552)

y

2

9.4.1. As matrizes dos itens (a) e (b) estdo na forma conénica de
Jordan.

9.4.2. (a) O polindmio caracteristico de A ¢é claramente

p(A) = —(A = 2)2(A + 1)3. Assim, os autovalo-
res da matrizsdo A\ =2 e Ao = —1.

>> A=[2,5,0,0,0;0,2,0,0,0;0,0,-1,0,-1;
0,0,0,-1,0;0,0,0,0,-11; A=sym(A);
>> N21=null(A-2*eye(5))

N21 = -1
0
0
0
0
>> N22=null((A-2*eye(5))~2)
N22 =1 0
0 1
0 0
0 0
0 0

>> P1=[(A-2xeye(5))*N22(:,2) ,N22(:,2)]
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P1 =5 0 [ 3, 0]
0 1 [ 1, o]
0 0 >> N22=null ((A-2*eye(6))~2)
0 0 N22 =[ 0, O, O]
0 0 [ o, 0, 0]
>> Nmll=null(A+eye(5)) [ -9, -1, 3]
Nmi11l =0 0 [ o, 1, 0]
0 0 [ o, o0, 1]
-1 0 [ 1, 0, 0]
0 1 >> N23=null((A-2*eye(6))"3)
0 0 [ 0, 0, 0, 0]
>> Nm12=null((A+eye(5))"2) [ -3/2, -27/2, -3/2, 9/2]
Nm12 =0 0 0 [ 0, 0, 1, 0]
0 0 0 [ 1, 0, 0, 0]
1 0 0 [ 0, 0, o, 1]
0 1 0 [ 0, 1, 0, 0]
0 0 1 >> N24=null((A-2xeye(6))~4)
>> P2=[(A+eye(5))*Nm12(:,3),Nm12(:,3)] N24 =[ 1, 0, 0, 0, 0]
P2 =0 0 [ -5/3, 9/2, -27/2, -3/2, -3/2]
0 0 [ s o, 0, 0, 1]
-1 0 [ 0, 0, 0, 1, 0]
0 0 [ o, 1, 0, 0, 0]
0 1 [ 0, 0, 1, 0, 0]
>> P3=Nm11(:,2); >> (A-2xeye(6)) "3%N24
>> P=[P1,P2,P3] [ o, o, o0, o0, 0]
P= 5 0 0 0 0 [ 0, 0, 0, 0, 0]
0 1 0 0 0 [ o, o, 0, 0, 0]
0 0o -1 0 0 [ o, o0, 0, 0, 0]
0 0 0 0 1 [ 1, o, o0, o0, 0]
0 0 0 1 0 [ 1/3, 0, 0, 0, 0]
>> inv(P)*A*P >> P1=[(A-2*xeye(6)) "3*xN24(:,1),
ans =2 1 0 0 0 (A-2xeye(6))"2xN24(:,1),
0 2 0 0 0 (A-2+eye (6))*¥N24(:,1) ,N24(:,1)]
0 0o -1 1 0 P1 = 0, 0, 0, 1]
0 0 0 -1 0 [ o, 0, 1, -5/3]
0 0 0 0 -1 [ o, 0, -1, 0]
L 0, 1, -5/3, 0]
(b) O polindmio caracteristico de A é claramente [ 1, -5/3, -2/3, 0]
p(A) = (A —2)5(\ + 1). Assim, os autovalores [ 1/3, -2/3, 0, 0]
da matrizsdo A1 =2 e \o = —1.

Como a dimensdo de NV(A — 2I) é igual a 2, a
>> A=[2,0,0,0,0,0;1,2,0,0,0,0; dimensdo de K2 € igual a 5 e P; tem 4 colunas,
-1,0,2,0,0,0;0,1,0,2,0,0; devemos encontrar apenas mais um ciclo de com-
1,1,1,1,2,0;0,0,0,0,1,-1]; A=sym(A); primento igual a 1.
>> N21=null (A-2*eye(6))

N2t =[ 0, 0] >> P2=N21(:,2);
[ o, 0] >> Nmll=null(A+eye(6))
[ o, -1] Nmi1 =[ 0]
[ o, 1] [ 0]
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[ 0] [0, 0, 0, 0, 0]
[ o] [0, 0, 0, 0, 0]
[ 0] [0, 0, 0, 0, 0]
[ 1] [0, 0,0,0,0]
>> P=[P1,P2,Nm11] [0, 0,0,0,0]
P =[ 0, s 0, 1, 0, 0] >> P1=[(A+eye(6)) "2*Nm13(:,1),
[ 0, 0, 1, -5/3, 0, 0] (A+eye(6))*Nm13(:,1) ,Nm13(:,1)]
[ 0, 0, -1, 0, -1, 0] [ 2, -1, 0]
L 0, 1, -5/8, 0, 1, 0] [ o, 3, 0q]
[ 1, -5/3, -2/3, 0, 0, 0] [ 0, -2, 0]
[ 1/3, -2/3, 0, 0, 0, 1] [ o, 1, 0]
>> inv(P)*A*P [ o, o, 1]
[ 2, 1, o, 0, 0, 0] [ o, o, 0]
[ o, 2, 1, 0, O, O]
[ o, 0, 2, 1, 0, O] Como a dimensdo N (A + Ig) é igual a 2, a di-
[ o, 0, 0, 2, 0, O] mens3o de K_j é igual 5 e P; tem 3 colunas, deve-
[ o, o, 0, 0, 2, 0] mos encontrar mais um ciclo de comprimento igual
[ o, o, o, 0, 0, -1] a 2. Para isso, vamos descobrir um vetor da ba-
se de N (A + Is)? tal que (A + Ig) aplicado a ele
(c) O polindmio caracteristico de A é claramente n3o seja miltiplo escalar do autovetor do ciclo ja
p(A) = (A + 1)2(\ + 4). Assim, os autovalores determinado.
da matrizsdo A1 = —1 e Ao = —4.
>> rref ([(A+eye(6)) " 2%Nm13(:,1), (A+eye(6))*Nm12])
>> A=[-1,1,-1,-3,-1,7;0,-1,1,2,3,2; [ 1, -1/2, 0, 1/2, 0]
0,0,-1,0,-2,1;0,0,0,-1,1,-2; [ o, o, o, o, 1]
0,0,0,0,-1,3;0,0,0,0,0,-4]; A=sym(A); L 0, 0, 0, 0, 0]
>> Nmi11=null(A+eye(6)) [ 0, 0, 0, 0, 0]
[ o, 1] [ 0, 0, 0, 0, 0]
[ 1, 0] [ 0, 0, 0, 0, 0]
[ -2, 0] >> P2=[(A+eye(6))*Nmi12(:,4) ,Nm12(:,4)]
[ 1, 0] [ 1, o]
[ o0, 0] [ 1, o]
[ o, o] [ -2, -2]
>> Nm12=null((A+eye(6))"2) [ 1, o]
[ o, 1, 0, 0] [ o, 1]
[ o, 0, 1, 0] [ o, o]
[ -2, 0, 0, -2] >> Nm41=null (A+4*eye(6))
[ 1, 0, 0, 0] [ -2]
[ o, 0o, o, 1] [ o]
[ o, 0, 0, 0] [ -1]
>> Nm13=null((A+eye(6))"3) [ 1]
[0, 0, 0, 0, 1] [ -1]
[o0,o0,1,0,0] [ 1]
[0, 1, 0, 0, O] >> P=[P1,P2,Nm41]
[0, 0, 0, 1, O] [ 2, -1, 0o, 1, 0, -2]
[1, 0,0,0,0] [ o, 38 0, 1, 0, 0]
[0, 0,0,0,0] [ o, -2, 0, -2, -2, -1]
>> (A+eye(6)) "2*Nm13 [ o 1, o, 1, 0, 1]
[2, 1, 0, 2, 0] [ o, o, 1, o0, 1, -1]
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[ o, o, 0, O, O, 1] [-1, o, 4, o0, -1, 1, -3]
>> inv(P)*A*P [ o, o, 0, 0, 0O, 0O, O]
[-1, 1, o, 0, O, O] [ o, o, o, 0, 0, 0, 0]
[ o -1 1, 0, 0, 0] [ o, o, o, 0, 0, 0, O]
[ o, 0, -1, 0, O, O] [ o, o, o, 0o, 0, 0, O]
[ o, 0, 0, -1, 1, 0] [ o, o, 0, 0, 0, 0, 0]
[ o, 0, 0, 0, -1, 0] [ o, o, o, 0, 0, 0, 0]
[ o o, o0, 0, 0, -4] [ o o o o0, 0, 0, 0]
>> P1=[(A-eye(8))"2xN13(:,1),...
(d) O polindmio caracteristico de A é claramente (A-eye(8))*N13(:,1),N13(:,1)]
p(A) = (A — 1)7(A — 3). Assim, os autovalores [ -1, -1, 0]
da matrizsdo A\1 =1 e X2 = 3. [ 0, -1, 0]
[ o, 1, 0]
>> A=[1,1,0,0,-1,0,4,0; [ o, 1, O]
0,1,1,-1,-1,-3,3,-4; [ 0, 0, 1]
0,0,1,0,1,1,-2,1; [0, 0, 0]
0,0,0,1,1,1,-4,-5; [ 0, 0, 0]
0,0,0,0,1,0,-1,-5; L o, o, o
0,0,0,0,0,1,1,-1;
0,0,0,0,0,0,1,-2; O préximo bloco ndo pode ser iniciado por nenhuma
0,0,0,0,0,0,0,3] ;A=sym(A); coluna de N13, pois (A — Ig)? multiplicado pelas
>> Ni1=null(A-eye(8)) colunas de N13 s3o L.D. com a primeira coluna de
[ 1, 0, 0] P1.
[ o, 0, -1]
[ o, 1, 2] >> (A-eye(8))*N12
[ o, 1, 0] [-1, 0, 0, 1, 0, 4]
[ o, o, -1] [ o, 0, 0, 0, 0, -1]
[ o, o, 1] [ 1, o, 0, 0, 1, -2]
[ o, 0, 0] [ 1, o, 0, 0, 1, -4]
[ o, o0, 0] [ o, o, 0, 0O, O, -1]
>> N12=null((A-eye(8))"2) (o, o, 0o, 0, 0, 1]
Lo 1 0, 0, 0, 0] [ o,b 0, 0, 0, 0, O]
[ o, o, o, 1, 0, 0] [ o, o, 0, O, 0, O]
[ 1, o, 1, 0, 3, -4] >> P2=[(A-eye(8))*N12(:,1),N12(:,1)]
[ o o0 1, 0, 0, O] [ -1, o]
[ 1 o0, 0, 0, 0, 0] [ o, o]
[ o, o, o, 0, 1, 0] [ 1, 1]
[ o o, o, 0, 0, 1] [ 1, o]
[ o o, o0, 0, 0, 0] [ o, 1]
>> N13=null((A-eye(8))"3) [ o, o]
[o,0,0,1,0,0,0] [ o, o]
[o,1,o0,0,0,0,0] [ o, o]
[o,o0,0,0,0,1, 0]
[o, 0,0, 0,1, 0,0] Precisamos saber quais colunas de N12 geram ciclos
[1, 0, O, O, O, O, O] que s3o L.l. com os ciclos P1 e P2. Para isso basta
[o,0,0,0,0,0,1] que os Ultimos vetores dos ciclos sejam L.I.
[0, 0, 1, O, O, 0, O]
[o, 0, O, O, O, 0, 0] >> rref ([P1(:,1),P2(:,1), (A-eye(8))*N12])
>> (A-eye(8))2*N13 [ 1 o, o0, 0, O, -1, -1, 0]
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