5.15. Mostre que a transformacdo T(X,Y) = (ax + by,cx +dy) transforma o quadrado de vértices
(0,0), (1.0), (1.1), e (01) num pardlelogramo no plano wv, cujadreaé |J(T)).

. PO, & yo . Xy
5.16. Veifique que atrandformacéo T:A“ ® A% T(X,Y) =8g,65q)||caaellpse¥+F =1lna
circunferéncia unitaria de centro na origem. Encontre uma transformagio T:A3® A3 que aplicao
2 2
dipséide%+ é +? =1 naedfera unitaria de centro na origem.

5.17. Qud aimagem da circunferéncia x2 + y? = a? peatransformacio T:A2 ® A2 definidapor
T(x,y) = (4x,y)?

5.18. Determine asimagens das retas X = ¢ pelatransformacdo T(x,y) = (€ cosy,e* seny).
5.20. Determine aimagem daregizo || +|y| £ 1 pelatransformagdo T(x,y) = (x+y,X- y).
COORDENADASCILINDRICAS E COODENADASESFERICAS

As quantidedes r,q,z definidas no exercicio 5.7 (g) sfo denominadas “coordenadas
clindricas’, enquanto r ,q,j definidasem 5.7 (h) sBo as*“ coordenadas esféricas’. Temos

COORDENADAS CILINDRICAS COORDENADASESFERICAS
}.x:rcosq }.x:rwj cosq
Ly=rseng I'y=r snj senq
% z=2 { Z=r Cosj

Geometricamente, temos a seguinte configuragao:

CILINDRICAS ESFERICAS \ Z

POy ok y,2)




5.25. Complete a seguinte tabela de coordenadas.

catesanas cilindricas esféricas
(22,-1)

(12p/6,30/4)

(1111' 2'\/5)

(Lp/41)

5.26. ldentifique a superficie cuja equacdo em coordenadas cilindricas é

(@r=4 (bg=p/s (Oz=2r (d)32+2=9 (gri+Z2=16 (f)rsecq=4

5.27. ldentifique a superficie cuja equacdo em coordenadas esféricas &

(@) r =6cosq senj  (b) r =5coseq (c)g =p/6 (d) rsenj =4
@] :% (f)r?-3r =0 (g) rsenj cosq =1 (h) r =2cosj
(tgg =4 ()H)r =a ) r*+3r+2=0 (m) r =coseq cotgj

5.28. As superficies dadas abaixo estdo representadas por suas equacdes cartesianas. Passe as
equacdes para as coordenadas cilindricas e esféricas:

(a)Esfera: x> +y?+z> =4 (b) Paraboldide: 4z = x* +y?
(c) Cone: x> - 42° +y* =0 (d) Hiperboldide: x*- 4y*- Z =1
(e) Plano: 3x+y- 4z=12 (f) Cilindro: X’ +y* =4

6. INTEGRACAO MULTIPLA

6.2. Calcule as seguintes integrais iteradas. Em cada caso esboce aregido de integragéo einvertaa
ordem. Compare o grau de dificuldade no cdculo daintegral nas duas ordens possive's.

(@) QO20”- 8)yek  (b) GOy~ Y)dydx  (©) GQ(x- Slogy)xdy

(d) GQIx - 2 sen yebely (&) § & senwabxly (1) @ Ocosx’

(9) 564 dydx (n) é@m ydydx (i )(‘5 QCO > xsen ydxdy
’ 2 2 & 93

() Qﬁ (‘)j% ydxdy (k) Q@ dydx 0@ Qysen x3dxdy

6.3. Em cada caso abaixo esboce a regiZo D e calcule aintegral dupla QI (x, y)dxdy. Escolhaa
D

ordem de integragéo de modo asmplificar o cAculo daintegra iterada:



(Q)D:0EXEL2XEYE2 f =¢” (b)D:x3 OelEX*+y* £2;f = x°
(©D:-1E£xE2e-V4- X £Ey£4- x5 f =1 (d)D:0E£y£8e/y£x£2 T =xy

6.4. Nos casos a sequir, esboce a regiso D descrita e calcule a integral dupla QDX (x,y)dA. Se
D

necessario utilize uma mudanca de coordenadas.

() D éaregido triangular de vértices (2,9),(2,1) e (- 2,1); f =xy?

(b) D éaregido retangular de vértices (- 1,- 1),(2,- 1),(2,4) e (- 14); f=2x+y

(c) D éaregido delimitadapor 8y = x°, y- x =4 e4x+y=09; f=x

(d) D éaregido do 1° quadrante ddlimitadapor x* + y? = 1; f= - 2y
(e) D éaregido delimitadapor y* =x,x = 0ey =1; f =exp(xy)
(f) D éaregido ddimitadapory = 3x* e y = x; f =x(x¢+y?)*
(9) D éaregido do ddlimitadapor y=x, y = 0,x =8 exy =16; f=1

6.5. Usando coordenadas polares, calcule as seguintes integrais:

R N2y-y’ 2, 2y-1
d X+ dx
(a) Qdmxdxdy (d) GO +y?) dy
) O o exp(- X2 - y?)dydx (e) @M/X* +y*dA,D: 0EX£3e0£ Yy EX.
_ad .
(c) XX +y)dA (f) Qix+y)dA, D éointerior dex®+y? =2y
x2+y2£1 D

6.6. Usando a mudanca de variavels u=x+y,ev=x-y, cdcue a integrd dupla
QX +Y)?sen?(x- y)dA.

|x+ yiep
Lo , . o X- yO .
6.8. Usando a mudanca de vaiaves do exercicio 6.6 cacule Q)sm%XTy—:dA, ondeD é a
b [}
regido compacta delimitada pel o trapézio de vértices (1,1), (2,2), (4,0) e (2,0).

6.9. Usando a mudanca de variaveis u =vx e y = v cdoule @x? +2y?)dA, onde D & aregiZo
D

deimitadapelascurvas xy =1, xy =2, y=|x e y = 2x.
6.10. Usando a mudanca de variaveis x =v+u ey =v- u?, cacule (Y4x- 4y +1) *dA, onde
D

D éaregifo delimitadapdascurvas x = .[- y, x =y ex = 1.

6.11. Usando a mudanca de varidveis y=1y ev = x- 2y cdcule @\lex- 2y +3y*)dA, onde
D
D éaregido delimitada pelo tridngulo de vértices (0,0), (4,0) e (4,2).

6.12. Cdculeaintegrd de f (x,y) = x* naregido deimitada pda cardidide r =1- cosq .



B. AREASeVOLUMES

6.13. Por integracdo dupla calcule a &eade um circulo deraio R e a &ea dadipse de semi-eixos a
eb.

6.14. Em cada caso abaixo, cacule por integracdo dupla adrea da regido plana D delimitada pelas
curvasindicadas.

@ x=1x=2y=-x"ey=1x’ ) x=1,x=4,y=-xey=+x
© y=x* ey=1/(1+x?) @y =-x,x-y=4,y=-ley=2
© y=0x+y=3aey® =4ax,a>0 M) y=¢e', y=snx,x=p ex=-p

6.15. Por integracdo dupla, cdcule a aea da regid D compreendida entre a cardidide
r =a(l+senq) eocirculor =a.

6.16. Cdcule a&eadaregido ddimitada pelas pardbolas x? =y, x* =2y, y? =x e y? = 2x.

6.17. Cdcule a &ea da regid deimitada pelas retas y=xey=0 e pedos circulos
x* +y? =2x ex® +y® =4x.

6.18. Cdcule a&readaregido delimitada pelas pardbolas y? =10x + 25 e y* = - 6x +9.

~= + i~
6.19. A expressdo Q éé?qdq representa 0 valor da &ea de uma certa regid. Esboce
graficamente aregido e cacule o vaor dadrea

6.20. Usando integra dupla, calcule adeadaregido D indicadanafigura

y

y
4 1 33

,,/ 241

(1,-4) /

6-3)




y =4x- x° (-4,2) X=4-y?

(0-2)

(5-9

6.21. Cacule aareadaregido do primeiro quadrante deimitadapelasretasy =x,y=0ex =8, e
pelacurvaxy = 16.

6.22. Usando coordenadas polares, calcule aintegral dupla (/% + y>dA, onde D éaregido do
D
plano xy delimitadapeascurvas y =/2x- x> ey = X.

6.24. Exprese a &ea da regido D indicada como uma integra dupla iterada em coordenadas
polares.

=5
D/ e r =4cosecq
D,
N
A (5,arctg3)
r=3- seng r =1+2cosa

6.25. Cdcule o volume do sdlido delimitado peosplanos x =0,y =0,z=0ex+y+z=1.

6.26. A base de um sdlido é a regido do plano xy delimitada pelo disco x? +y? £ a®. A parte
superior € asuperficie do paraboléide az = x* + y?. Cacule seu volume.

6.27. Cdcule 0 volume do sdlido limitado inferiormente pelo plano Xy, nas laterais delimitado pelas
superficiesy = 4- x? e y = 3x ecujaparte superior jaz no plano z = x + 4.

6.28. Ao cdcular o volume de um solido S abaixo de um parabolGide e acima de uma certa regio
D do plano xy, obteve-se a seguinte expresséo

vol(S) = O (x +y?)dxdy+ G ” (x* + y*)dxdly.



Indique a regido D, exprima vol(S) por uma integrd iterada com a ordem invertida e em seguida
cdculeaintegrd.

6.29. Cdculeo volume daregido comum aoscilindros x* +y? =a® ex® +z° =a’.

6.30. Um solido S do primeiro octante tem seu volume dado pela expresséo

vol (S) = é(ﬁ X - y)dydx,

Esboce graficamente o solido e calcule o vaor do seu volume. Idem para

vol(S) = (jjdli (1- X)dydx.

6.31. Cdcule o volume do sdlido limitado peo dlindro x*> +z°> =1, e pelos planos
y=0,z=0,ey=x.

6.32. Cdcule o volume do sdlido limitado pelo plano z = 0, pelo dilindro x? + y? = 2x e pelo cone
2 2 2
X +ys =27

6.33. Cdcule o volume do sdlido interior & esfera de centro na origem e raio 5, e exterior a0
dlindro x* +y* = 9.

6.34. Cacule o volume do solido interior ab cubo OE£x£1, 0£ y£1,0£ z£1, e exterior a0
paraboléide x* +y?* = z.

6.35. Cdcule o volume do solido limitado pelos planos y=1ez=0, pelo paraboldide
x? +y? =z epdodilindro y = x°.

6.36. Veifigue que o padboldide x*+y?=z, dividke o dlindo de equacio
x* +y? =4, 0f z£ 4, emdois Sdlidos de volumesiguals.

6.37. Cdcule o volume do “pedago” do eipsdide 4x? +4y? +z° =16 cortado pelo cilindro
XZ +y2 =1.

6.38. Cdcule o volume da maior regido interior & esfera x* +y® +z° =16 e ao cilindro circular
X2 +y? = dy.

6.39. Um sdlido € limitado pela superficiex? + y? = zepeosplanos z= 0, x =1 e x = 3. Cdcule
Seu volume.

C. MASSA, MOMENTOS e CENTRO DE MASSA



6.40. Cdcule a massa de um disco de raio a, se a densidade é proporcional ao quadrado da
disténcia a um ponto da circunferéncia

6.41. Umalaminatem aformade um tridngulo retdngul o isdsceles com lados iguai's de comprimento
a A densidade de massa por &rea em cada ponto da lamina é diretamente proporcional ao

guadrado distancia do ponto ao vértice oposto a hipotenusa. Determine o centro de massa

6.42. Umalaminatem aformadaregido D do plano xy delimitada pela parébola x = y* e pelareta
x = 4. A densidade de massa por &ea no ponto P é proporcionad a distncia do ponto ao eixo-y.
Determine o centro de massadalamina

6.43. Determine amassa, as coordenadas do centro de massa e os momentos de inércia | 1, el
paraalaminaque tem aformadaregiéo D indicada e cuja densidade de massapor &eaéd (x,y):

@ y=+vxx=9y=0d=x (b) y=¥xx=8y=0d=y* (c) y=x",y=4d =ky

6.44. Umalamina homogénea tem o formato de um quadrado de lado a. Determine 0 momento de
inérciaem relacdo aum lado, em relacdo aumadiagona e em relacéo ao centro de massa.

D. INTEGRAIS DUPLAS IMPROPRIAS

Nas integrais que aparecem no exercicio (6.44) ou a regido de integracdo D néo € limitada
ou, sendo D compacta, afungéo que se desgaintegrar possui uma singularidade essencia em algum
ponto da fronteirade D. Em qualquer um destes casos aintegra sera denominada“ impropria” .

6.45. Calcular as seguintesintegraisimproprias:

~dxdy © @x%e ¥ dxdy; D:x® 0,y3 0
@ @O —= 0 @ —=:DO0<xy£l y, D: 8%
x2+y2£1’\])(2+y2 D '\/W °

dxdy ) @"dxdy; D: 0£ x£y?, 0£y£1
@ @ N X'y i St
x2+y2£1 1 X (e)qq(1+x + 2)2 dy b

© d‘(iex Ydxdy O (Dn«/x +y? dxdy @) C‘o‘)ﬂ'D:OE X,yEL,

x2+y2£1 > ’|X- y|'

6.46. Usando o resultado do exercicio 6.45 (g), mostre que —— gy =1.

70
[sugestdo: useofato que (‘i ée’ X yzolxdy :(ée‘xzdx)(gée’y dy) =(§e’tzdt)2-]

6.47. Mostre que afungéo f(x,y) =1/(x- y) néo € integravel no dominio D: O£ y<x£1,
embora sgja continua neste dominio. Isto contradiz ago resultado do Calculo que vocé conhece?



E. AREA DE UMA SUPERFICIE

A integrd dupla pode ser utilizada para calcular a &ea de uma superficie S que representa o
gréfico de umafuncdo diferencidve z = f (x,y), (X,y)| D. A aeade S é dada por

NN 2 2
A(S) = CD/lJ’ fo+ 1, dA.

D

6.48. Cacule a &eada superficie de equacéo z = f (X, y), descrita por:

@ z=3+x- 2y, 0£EXELOLEYEX (b)) 2=./4- x2- y2; 1EX2 +Y2 £ 2
©z=xy, x> +y* £1,x30,y30 (d)z=3-x*-y*;x*+y*£1,x30,y2 0

6.49. Cdcule a &ea da porcdo da superficie de equagdo z =y ++x* que se encontra acima do
quadrado do plano xy de vértices (0,0), (1,0), (1.1) e (01).

6.50. Corta-se uma parte do plano x+y+ z=1 pdo dlindro x*> +y? = 2. Determine a &ea da
parte cortada.

6.51. Cacule aédreadaporgdo do cilindro x* +z* = 9 interior ao dilindro x* +y* = 9.
6.52. Umatendaem formade clpuladeve ter o ch&o circular com raio de 5 metros e teto naforma
do paraboldide z =7 - £ (x* +y?). Cdcule a quantidade de materia necessaria para construir a

tenda.

6.53. Seja z=G(r,q),(r,.q)1 D, aeguacio de uma superficie S em coordenadas cilindricas.
Mostre que a &reade S é dada por

A(S)=@1+G? +1 G, ?rdrdg .

6.54. Mostre que, em coordenadas cilindricas, a equacdo z=G(r),a£r £b, 0£q £2p,
representa uma superficie de revolugéo cuja area é dada por

A(S) =2p Q1+ G e

6.2INTEGRAL TRIPLA

O clculo de integrais triplas se reduz ao caculo de umaintegra dupla seguida de umaintegra
smples e, dependendo da regido de integracdo, aintega pode ser caculada de forma iterada como
trés integrais smples. Vegja as seguintes situagdes, quando se desgacalcular QDX (x, Y, Z)dV

w



@ w={(x,y,2T A%(xy)T Dej (xy)EzEy (xY)}-

Neste caso D € a projecéo no plano xy daregido de integracdo W e

A (XY) y
= -qx,;f(x,y,z)dzgm\
D

(b) W:{(x,y,z)T A afxEbj (X EYEy(X)ea(xy) £z£ b(x,y)}.

Neste caso aintegrd tripla é caculada como umaintegrd iterada

I T €a

6(x)68(xy)f( y,z)dijygdx ‘

Naturalmente, uma mudanca na descricéo daregido W acarreta inversdes na ordem de integracao.

6.55. Expresse aintegrd QIDf (X,Y,2z)dV como umaintegral iterada e em seguida calcule o seu
W
vaor para f =xyz e W dado por:

(@QW-1£XE2,0EYELLIEZE2 () W:- [y ExE.Jy,0£Ey£4,0£2£4- y.
() Wx+ZEYEX- ZOEXEZ1£2£2 (d) WOEZEX+Y1EYEX,-1EXE2
6.56. Escrevacadauma dasintegrais abaixo naordem dzdydx:

(2) QG axydz (6 QY Qe senbendzday  (c) A" T x(y+ 2)cyelze

6.57. Em cadacaso aintegrd iterada representa o volume de umaregi& S. Descreva S

(a) QO Ghixayetz (b) Q0" (fxaz (©) OF'Q” ciycix
(d) @an Q) dzdlyax (e) (ﬁdj; @sz;__x—;dydxdz (f) QO dﬁ dxdydz

A.VOLUMES

Nos exercicios (6.57) a (6.64), esboce graficamente o sdlido indicado e cacule seu volume
por integracéo tripla:

6.58. Solido ddimitado pdo cilindro y = x* epelosplanos y+z=4 ez=0.
6.59. Sdlido delimitado pelos planos x =0, y= 0, x = z epelodilindroz =1- y*.

6.60. Sdlido ddimitado peloscilindros z = 3x*, z=4- x* epdlosplanos y =0, y+z =6.



6.61. Solido intersecio dos parabolGides z £1- x° - y? ez3 x> +y? - 1

6.62. Solido delimitado pelosplanos z = 0, z= 5+ x+ y epdosdilindros y> = x e y? =1- x.
6.63. Sdlido intersegfo da esfera x? + y? + z° £ 6 com o parabolGide z3 X2 +y?.

6.64. Sdlido delimitado pelo plano xy e pelas superficies x? +y? = 2x e 2= 4/x2 + yZ.

6.65. Em cada caso abaixo calcule o volume do sdlido descrito pelas desigual dades:

(a) OEXE£ZE£1- y? (b) x> +y? £ 2£ 2x

() x* +y* £z £1- x? (d)x*+4y* £4ex+y£zEX+y+1

B. MUDANCA DE COORDENADAS

Consideremos umatransformacéo T:A% ® A*® com Jacobiano diferente de zero, isto &,

: X =x(u,v,w) f(xy.2)
T:i y=y(uv,w) com J(T) =m1
I z=2z(u,v,w)

Sga St aimagem daregido S pdatransformacéo T, como sugere a figura abaixo.

/’A \
M%
v
X u
Temos a seguinte “formula de mudanca de variaveis’ em integraistriplas:
(‘j]‘)f (%Y, z)dxdydz= c‘q‘]‘j [x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v W)]‘ﬂ( Y:2) dudvdw




6.66. Escreva as formulas de mudanca de variavels no caso das coordenadas cilindricas e
coordenadas esféricas.

6.67. Cdcule o volume de uma esfera de raio R, usando no cdculo daintegral tripla coordenadas
cilindricas e depois coordenadas esféricas.

2 2
6.68. Cdcule o volume do dlpSOldedeequa;ao—+§ +§ =1.
a

6.69. Usando coordenadas cilindricas, cacule as seguintes integrais:

@3S §T v OGS g Ny OADYNWR -y 10 2E1

6.70. Usando coordenadas esféricas, calcule as seguintesintegrais:

@ 6O oy e Ay ) FOT Ty Ay

6.71. Usando uma mudanca de coordenadas adequada, calcule o volume dos seguintes solidos:.

(@ <dlido delimitado pelo paraboldide x* +y?>=az, pelo plano z=0 e peo dlindro
x? +y?>=2ax,a>0.

(b) sdlido delimitado pelas superficiesz = x* +y® ez =3 (x> +y* +1).

(c) solido ddimitado acima peda efera x* +y’+z°>=2a’ e abaixo peo paraboloide
az=x*+y*,a>0.

(d) Sdlido intersecdo dabola x* +y* + (z- 1) £1 comocone z* 3 x* +y?, z3

(e) sdlido delimitado pelo paraboldide z = - 2(x* +y?) epeloplano z = 4.

() SAlido interior aesfera4y = x* + y? + z* elimitado acimapelo cone y? = x* + z°.
() Slidointerior aesfera z° + x> + y? =1 e exterior ao cone z2 = x? + y?.

(h) calotaintersecdo dabola x® +y? + z* £ R* como semi-espago z3 a, 0< a<R.
(i) sdlido intersegfo daesferax? +y? +z° £ R? comodilindro x> +y? £ a°.

6.72. Fazse um orificio circular em uma esfera, o eixo d orificio coincidindo com o eixo da
esfera. O volume do sdlido resultante € dado por

Y =2§p d?;dﬁrdrdqu



Por observacéo daintegral determine o raio do orificio e o raio daesfera. Cacule V.

C. MASSA, CENTRO DE MASSA e MOMENTO DE INERCIA

Umgdlido S é dito “ndo- homogéneo” quando sua densidade de massa néo é constante.
Por definicéo, densdade de massa € massa por unidade de volume. Denotando massa, volume e

m
densdade de massa respectivamente por m,V ed temos que d =\7. Na integrd tripla

(1] (X,y,z)dV seointegrando € interpretado como densidade, aintegra representara a massa do
S

Slido S.

6.73. Cacule a massa contida numa esfera de raio R, cuja densdade de massa é proporciona a

disténcia r ao centro da esfera. E se a densidade de massa fosse inversamente proporcional ar qua
seriaamassa da esfera?

6.74. Ache a massa do solido delimitado pelo cone z* =x* +y*, 0 £ z £ 4, se adensidade no
ponto P é proporciond adisténciade P ao eixo-z.

6.75. Um Sdlido S é cortado da esfera x* +y? +z% = 4 peodlindro x* +y? = 2y. A densidade
no ponto P é proporciona adisténciade P ao plano-xy. Caculeamassade S.

6.76. Paraumaaltitude z de até dez mil metros, adensdaded (emkg/ m’) daatmosfera terrestre
pode ser aproximadapor d =1.2- (1,05 10*)z+(2,6” 10 ?)z?. Estime amassa de umacoluna
de ar de 10 quildmetros de atura com base circular de 3 metros deraio.

Para um slido S com densidade de massa d (x,y,z) O “centro de massa’ € o ponto
C(x,y,z), onde

=R

_— 1 N\\ —_ 1 N\ \ - N\\
x == @ (x,y, )V y=— @ (x.y,2)dv z= @d (x,y,z)av
s s s

AN\

e 0 “momento de inércid’ com relacdo a um eixo L é dado por |, = (@ °ddV, onde d(x,y,z) é
S
adistanciado ponto P(x,y,z) do sdlido Sap eixo L. Os momentos de inérciarelativos eixos x, y e

Z serdo denotados respectivamente por 1,1, e | .

6.77. Paraum solido S de densidade de massa d (x,y,z), mostre que

@1, = @iy*+2Addv ()1, = Gpé + 2)d dv ©1, = P + y)d dv



6.78. Determine o centro de massa de um hemisfério x* + y? + z2 £ R?, z3 0, cujadensidade é
proporcional adistancia a base do hemisfério: d = kz.

6.79. Cdcule o momento de inércia, em relacéo ao seu exo, de um cilindro circular reto derao R e
dturaH, com densidaded (x,y,z) = k/x? +y? -

6.80. Mostre que o centrdide do hemisfério 0 £ z £,/R? - x? - y? €0 ponto C(0,0,3R/8).

6.81. Um Sdlido tem aformadaregido Sinterior ap dilindro r =a, interior aesferar? + 2% = 4a’e
acima do plano-xy. A densdade em um ponto P é diretamente proporciona a disténcia de P a0
plano-xy. Cacule a massa e 0 momento de inércial, do sdlido.

6.82. Um Sdlido esférico tem raio a, e a densidade no ponto P(x,y,2) é diretamente proporciona a
disénciade P aumaretafixa | que passapelo centro do solido. Calcule sua massa

6.83. Cdcule o volume e o centréide daregi& S ddimitadaacimapeaesfera r = a e abaixo pelo
conej =a,0<a <p/2.

6.84. Consdere um sdlido hemisférico de raio a, cuja densdade no ponto P(x,y,2) é diretamente
proporciond a disténcia de P ao centro da base. Calcule a massa, 0 centro de massa do solido e 0
momento de inércia em relagdo a0 eixo de Smetria.



