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Neste capitulo estudaremos integrais de de campos, escalares e vetoriais, sobre uma curva

C.

3.1 Integral de Linha de um Campo Escalar

Dada uma fungao continua f : A € R3 — R definida num aberto A ¢ R3 e uma curva C C A

queremos definir Ic fds

A fungdo f como definida acima diz-se um Campo Escalar sobre A C R?

Seja a:I:[a,b]—>ACIR3,

a(t) = (x(t), y(t), z(t)) uma parametriza¢ao da curva C. su-

ponhamos que a é de classe C!, ou seja, as fungdes x, 7, z::— R tém derivadas continuas.
Sejaa=ty<t; <..<t,=>buma particao do intervalo [a,b] tal que

At = ti—tjig =

b- .
= —a, 1=12,..,n

n

Dessa forma, temos dividido o intervalo [a,b] em n-subintervalos Iy, I, ..., I,, todos com o
mesmo comprimento At. A curva C fica dividida em n sub-arcos Cy, Cy,...,C,, de compri-
mentos Asy, Asy, ...,As,; onde Asj ~ ||oz’(t]*.)||At, para algum t]’-’ € I]- = [tj_l, t]-]

Consideramos a soma

))As; = Zf ))lla’ (£l

Se lim Z ( ( ;))lla’(t;)llAt existe e ndo depende da escolha da parti¢do do intervalo [a, b]

1’1—)00

nem dos pontos t;f € I; dizemos que esse numero ¢ a integral de linha do campo escalar f

sobre a curva a, escrevemaos:

jfds_j f(x,,2)ds = lim Z ))lle’(£))l|At

40
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Observagdes:

(1) Se f é continua, sabemos que o limite acima existe. Logo,

Lfds ff D' (t)ldt

f F (x(0), 9000, 20 () + (3 (1) + (2/(1) .

(2) Se f: Ac R? - R é continua e C é uma curva em A C R? parametrizada por a(t) =
(x(t), y(t)), t € I = [a,b] com a de classe C!, entdo

| sas ffxyds—ff Dla()lds

f fx Jwo)? + (o).

(3) Para f : ACR" — R continuae C curvaem A C R"” parametrizada por a(t) = (x1(t), xo(t), ..

= [a,b] de classe C!, a situagao é completamente analoga:

Lfds ff D' (6)ldt

f £ (x1(2), xa(2), ...,xn(t))\/(x;(t))2+(x;(t))2+...+(x,g(t))2dt.

(4) Se f =1, entao
j fds= J-ds = comprimento de C.
C c

(5) Se a curva C é C! por partes, ou seja a parametrizagdo a : I — R3 é continua e existe
uma parti¢do do intervalo [a,b], a = tg < t; < .. < tx = b de modo que
al(tj—l't/') (tjo1, t) = R3 é de classe C!, entdo

k
LdeZ;Ljfds, onde Cj:a((tj_l,t]-))

(6) Se C™ representa a curva C percorrida no sentido contrario, entdo

Lfds:Lfds

Ou seja, a integral de linha ndo depende da orientacao da curva C;

(7) A integral de linha ndo depende da parametriza¢do da curva C.

o Xn(t)),

te
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3.1. Integral de Linha de um Campo Escalar

Exemplo 3.1 Calcular fcfds, onde C é parametrizada por a(t) = (t?,t3,0) com t € [0,1]
ef:R¥>R, f(x,9,2) = 1+xyz

Solugdo:
fds - f (@Ol 1))
fla(t) = f(t%83,0) = 1+t2.£2.0 = 1
a’(t) = (2t,3t%0), la’ ()] = V42 +9t* = tV4+9¢2
Dai,

u 4+ 9¢2

1 -
J R T
0

~
INH
195}
[l

t=0 => u=4

C
t=1 = u=13
13 13
1 2
= f \/_du = _._u%
4 18 3 14
1 1
= 5(13\/13—4\@) 2—(13\/13 8)

Exemplo 3.2 Calcular fcfds, onde C ¢é a hélice parametrizada por
y : [0,4c] — R?, y(t) = (acos(t), asin(t),at) com a >0 e f :R> — R, ¢ dada
por f(x,7,2) = ex2+y2+zz—a2

Solugdo:

2

f(y(t)) = €a COSz(t)+a25in2(t)+at_u2 _ eﬂl’

¥’(t) = (asin(t), acos(t), a), Iy ()]l = \/a2 sin?(t) + a? cos?(t) + a2 = aV2.
Dai,
47 1
des = f e . a\2dt = aﬁ-;e‘”lé"
c 0
\/5(647161 _ 1).

Exemplo 3.3 Calcular fc(x—y)ds, onde C é o tridngulo de vértices O = (0,0), P =(1,0)
e Q=(0,1)

Solug¢io:
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/

Vamos pensar C = C; UC, UCj3, onde C;, C, e C; sao parametrizadas, respectiva-
mente, por:  a(t) = (t,0), ay(t)=(1-1t1t) e as(t)=(0,1—-t), te[0,1]. Dessa

forma, jcfds = i fclfds.
=17

1
(=0, af()=(,0), la'wl=1 | (x-pys= | wdr=3

1
ay(t)=(1-t,t), a2 (t)=(-1,1), |la](t)=V2 (x—y)ds = \/EJ; (1—t—t)dt = 0.

G
1
az(t)=(0,1-1), az(t)=(0,-1), [lay(t)l=1 J; (x—y)ds = Jo (-1 +t)dt = —%.
Dai, fc(x—y)ds = %+0+—% =0.

Note que a orientagdo escolhida para o tridngulo nao interfere no resultado final.

3.2 Aplicacoes da Integral de linha de Campos Escalares

Suponhamos que a curva C C R? representa um arame “muito fino”’de densidade f = f(x,,z2)
no ponto (x,y,z) € C. Entdo valem as seguintes férmulas:

(1) Comprimento do arame (comprimeno da curva C)

L(C):Lds
M:Lfds

(3) Centro de Massa, (X, v, Z), onde

_ 1 . 1 ~ 1
X‘ML"f("’y’z)ds y—ﬁfc?ﬂx’%z)ds Z—MLZf(x,y,z)ds

(2) Massa do arame

(4) Momento de Inércia com relagao a uma reta /

I = J dz(x,y,z)-f(x,y, z)ds, onde d(x,y,z) é a distdncia do ponto (x,y,z) € C aretal.
C
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(5) Valor Médio de f ao Longo de C

— 1
M = mLde

Por exemplo, se f representa a temperatura, a média de temperatura no arame é dada
por M.

Exemplo 3.4 Calcular a massa de um arame fino que tem o formato da hélice

a(t) = (3cos(t),3sin(t),4t), com 0 < t < 7, se a densidade de massa é
_ _k
f(x9,2) = ﬁ, keR*.
Solugdo:
sz fds:f kxzds:kfz L?(?-sdtﬂkr _dcoslh)
© cl+y o 1+9sin”(¢) 0 1+(3sin(t))
(a'(t) = (-3sin(t, 3cos(t), 4), [l (t)|I* = 9sin®(t) + 9cos®(t) + 16 =25 .. |[la’(t)]|= 5)
) u=3sin(t) | t=0=>u=0 )
Fazendo: { du=3cos(t) | t=F=u=>3 Obtemos:

z 3
M= SkJ2 L(t)zdt = SkJ d_u2 = Skarctan(u)lg = 5karctan(3).
0o 1+(3sin(t)) o 1+u

3.3 Campos de Vetores

H
Definicdo 3.5 Um campo de vetores em A C R” é uma fungao F : AC R" —» R".
Em geral, A C R" serd um subconjunto aberto.

. ﬁ 7 7 .
Definicdo 3.6 Dizemos que o campo de vetores F : A ¢ R" — R" é continuo, di-
ferencidvel, ou de classe CK no ponto p € A, se todas as suas funcdes coordenadas
F; : A C R" — R sido, respectivamente, continuas, diferenciaveis ou de classe C* em
pEeA.

- . ., 4 , . 1
F é continuo, diferenciavel, ou de classe CK em A, se ele é continuo, diferenciavel, ou
de classe C¥ em todos os pontos de A.

Para o caso particular em que n = 2 ou n = 3, usaremos as seguintes notagoes:

n=2
T:ACR?->R? f)(x,y) = P(x,y)7 + Q(w)?

- -
Aqui i e j denotam respectivamente, os vetores (1,0) e (0,1) em R2.

n=3 - 3 3 = - — -
F:ACR’ >R’ F(xy2) =P(xy2)i+Q(xv2)j +R(xy2)k

-

] =

— —
onde, neste caso, i =(1,0,0), (0,1,0) e kK =(0,0,1).
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= ) , 2 - =, .
Exemplo 3.7 Ocampo F :R“—>R*, F(x,y)=xi +yj érepresentado abaixo

— e
4 .t'.l
&____d_..-* ﬁ/ / III\', H

2 o ), - = . <
Exemplo 38 F : R° - R%, F(x,y) = —vi +xj tem a seguinte representagao

geomeétrica

Exemplo 3.9 O campo F:R3 \ {(0,0,0)} — R3 definido por

f)(x,y, z) = (%,9,2)

(.9, 2)I1P

kx = ky - kz —
3 A 3
2 2 2

(x2+ 92 +2?) (x2 + 92 +22) (x2+ 92 +22)

é dito Campo Radial de Quadrado Inverso, ele nao esta definido na origem e quanto mais
—_

afastado da origem menor é a norma de F

K _ W
x2+y2+22 (%9, 2)|?

ﬁ
IF (x,9,2)ll =

A norma de F ¢ inversamente proporcional ao quadrado da distdncia do ponto (x,y, z)
a origem.

O campo elétrico gerado por uma particula carregada é um campo radial de quadrado
inverso. De fato,
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Lei de Coulomb: A forca entre duas particulas eletricamente carregadas
é diretamente proporcional ao médulo de suas cargas e é inversamente
proporcional ao quadrado da distdncia entre elas.

A forga que atua numa particula de carga ¢ na posigdo x € R3, devido a uma carga Q
situada na origem é um campo radial de quadrado inverso, com k = €Qq, € > 0.

Outro campo radial de quadrado inverso aparece quando consideramos a lei de
gravitacdo universal de Newton, esta afirma que se uma particula fixa de massa m,
estd localizada na origem, entdo a forga exercida sobre uma particula de massa m loca-
lizada no ponto (x,y,z) € R® ¢ um campo radial de quadrado inverso, com k = ~Gmmy,
onde G é a constante gravitacional, G =6,67x 10~ IZ;”;.

Exemplo 3.10 Dada uma fungao escalar diferenciavel (Campo Escalar) f : ACR" - R
o gradiente de f, Vf é um campo vetorial chamado Campo Gradiente.

Sef:ACIR3—>IR,f:f(X,y,Z, entdo Vf = axl +9f] +8fk

3.4 Alguns Operadores Diferenciais

Definicdo 3.11 Seja F = Pi +Qj + Rk um campo vetorial definido num aberto
A C R3. Definimos:

1. Divergente de F: fo campo escalar dado por

H
F

dP 9Q OR

dl'l/( ):xﬁ—a—y#—z,

2. Rotacionalde F Eo campo vetorial dado por

- (S0 27 (-2

dy 0z dz  dx dx dy

Considere o operador diferencial vetorial dado por:
9-27.27,07 (2.2 2
ox' Tyl Tz ox’ dy’ oz
Por exemplo, se f é uma funcdo escalar (ou campo escalar), entdo
Vf = f? 3];7+§]Z(_> é o gradiente de f.
— — — —
O “produto vetorial”de V com o campo F =P i +qj +Rk ¢

- - >

L]
T = 2 9 8_R_8_Q 8_P_8_R a_Q_a_P
Vx Fo=det %g (ay 0z dz  Ox ox dy k.

I S
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. - -
Ou seja, Vx F =rot(F).

H
O “Produto interno” de V com o campo F ¢

- - Jd d d
(V. E) = V-F= <(8x ay’ 8z) (Prqr )>
_ JP 8q JR
= 3 8y+ e = di v( ).
Logo div(?) = <V, f)>

Exemplo 3.12 Calcular o divergente e o rotacional do campo

— -

f)(x,y,z) =yzi =Xxz] +xy?

Solugdo:
N 0 0 0
)—<V,F>—$yz+a—yxz+zxy—0

_)
F

div(

- - ?
L]
rot(?):det a% % % = (x—x)?+(y—y)7+(z—z)? =0
Yz Xz Xy

Se f)(x,y) = P(x,y)? + Q(x,y)?, entio rot(?) = (%—S - ‘3—1;)7
Exemplo 3.13 Para F (x,y) = (xcos(y)+ycos(x)) i + (ysin(x)—xsin(y))j temos:

rot(?) (aag gl;)k = (ycos(x)—sin(y) + xsin(y) — cos(x))

ﬂ
k

Exercicio 3.1 Sejam f e F de classe C2. Verifique as seguintes propriedades:
(1) rot(Vf)zB), ou Vx(Vf):?;
(2) div(rotf)) =0, ou (V,V x?) =0;

(3) div(Vf)=Af, onde, Af=V3f (Af— Fro gyf + gzjg)’

4) V(f-F)=f(V,F)+(Vf,F).
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3.5 Campos Conservativos

H
Definicdo 3.14 Dizemos que o campo vetorial F : A C R" — R" e um campo conser-
vativo (ou gradiente) se existe uma fungdo escalar f : A C R” — R, de classe C1, tal

—S
que Vf = F.
A fungao f é chamada Potencial do Campo F.

=g - - = 4 . 9/
Exemplo 3.15 O campo F (x,9,2) = yze™? i +xze¥? j +xye™¥?k ¢é conservativo ja
=
F

que para f(x,y,z) = e*¥* temos Vf =

Exemplo 3.16 ?(x,y) = (ny, x% + 3y2) é conservativo. De fato, se f(x,v) = x’y+y3+C,
com C € R constante, entdo g—i — ) (2 g—y =x2+3y% Logo, Vf= F.

Proposicdo 3.17
(1) Para n = 3, se rot(

e e
(2) Paran=2,se F =(P,Q)e %—8 # ‘3—5, entdo F ndo é conservativo.

prd —> .=, .
F)=# 0, entao F ndo é conservativo;

Demosnstracao:

-, . . = L. g
(1) Se F é um campo conservativo, entdo F = Vf e do Exercicio temos rot(F) =
rot(Vf) =0.

(2) Se F = (P, Q) é conservativo, entao F = Vf para alguma fungdo C2. Assim,

d d
_f =P e _f = Q'
Ix Ay
( 9f _op I’f _ 9Q ’?f _ Pf JQ _ 9P :
Dal, m = % e axay = o’ mas Tay = W LOgO, T % Ou s€ja,
JQ JP —— .
—— # — = F ndo conservativo.
dx  dy

= == = =2 g
Exemplo 3.18 F(x,y)=-2yi +2xj ndo é conservativo. De fato,

8P_ 8Q_ JP dQ
8_3) =-2 e o 2. Logo, a_y * .
Note também que,
- [(dQ JP\—> - o -
rot(F)—(ax _8_y)k =(2-(-2)k =4k =20
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= - - - .
Exemplo 3.19 F(x,v,2z) = (2z2-3y)i +(3x—2)j +(v—2x)k nao é conservativo. De
fato,
- - -
= ! ] . - — - —
rot(F)=det| 2 2 g = =2i+4j+6k = 0.

2z-3y 3x-z y—-2x

3.5.1 Determinacao do Potencial de um Campo Conservativo

Cason=2:

=4 .
Se F : R? — R? ¢é de classe C? e suas funcGes coordenadas P e QQ satisfazem g—l; = %,

entdo F ¢ conservativo. O potencial de F é dado por:
f(xp)= dex+J(Q—faa—§dx)dy +C

Exemplo 3.20 ?(x,y) = (2xy, x> + 3y?).

q
F est4 definido em todo R2. Além disso, 3_1; = 2x = ‘3—1;

flx,y) = J2xydx+f(x2 +3y° —J-Zxdx)dy +C

= xy+x’y+y+3-x’y+C
= x’p+y°+C.

Também podemos proceder como segue-se, queremos encontrar f(x,v) de modo que §—£ =Pe 3—’; =Q.

g—’; = P = 2xy. Integrando com relagdo a x obtemos f(x,y) = x>y + g(y), onde g é uma funcdo que

depende de y. Dai, 3—’; =x?+¢'(y), mas z—j; =Q=x%+3y?%, logo x*+¢'(y)=x*>+3y, dai ¢'(y)=3y?,
portanto  g(y) =3 +C.

Assim.  f(x,9) =xy+g(y) =x*p+y° +c.

Cason=3:

- - - = -
Se F:R3—>R3 F = (P,Q,R), éum campo de classe C?e rot(F)= 0, entdo F é conser-

H
vativo. Um potencial para F é dado por

f(x,v,2)=M(x,v,2) + N(x,v,2) + L(x,9,2) + C
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onde,

M(x,y,2z) = dex;

e = ffo-3 o= fo- 20

J
L(x,p,2) = j(R— g(MﬁLN))dz

Exemplo 3.21 F)(x, v,2) = p? cos(x)? + (2;} sin(x) + 622)7 + 2y627‘?.

f) esta definido em todo R3 e

— — -

R i j k

rot(F) = det % a% %
y2cos(x) 2ysin(x)+e* 2ye?”

— -7

= (2¢%-2¢%)7 +(0-0) ] +(2ycos(x)—2ycos(x)) k = .

= g
Logo F ¢é conservativo.

M= fyz cos(x)dx = y?sin(x) M = y?sin(x)

N = J(Zysin(x)+e22—2ysin(x))dy = Jezzdy = pe* N = ye?*

L:J(Zyezz—(0+2yezz))dz =0 L=0
Assim, o potencial de Fe f(x,9,2) = p?sin(x) + ye?* + C.

Também podemos fazer o sequinte:

Queremos  f(x,v,z) tal que Vf:?:P?+Q7+R7, entdo %:P, %:Q e %:R.

g—i =P=vp?cos(x) = f=vp?sin(x)+g(v,2)
af _ : ag _ _ : 2z
= 8_3/ = 2ysin(x) + P Q =2ysin(x)+e
ag _ 2z
== a—y =e

= g= yezz + h(z)

Dai, f =v?sin(x) +ye** + h(z), donde % =2ye? + % =R =2ye*.

Portanto, % =0 elogo, h=C=cte. Assim, f=7y?sin(x)+ye?*+C.
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3.6 Integral de Linha de um Campo Vetorial

Suponha que uma particula se move ao longo de uma curva C, sob a agdo de um campo de

forcas F. Qual é o trabalho realizado pela forca ?, quando a particula se desloca de um
ponto A € C até um ponto B € C?

Seja ¥ : [a,b] — R%,  y(t) = (x(t),y(t)) uma parametrizagio de C e suponha que
= - -
F(xy)=Pxp)i +Q(x)].

H
Se F é constante e C é um segmento de reta, entdo sabemos que o trabalho é dado por

- —
W:<F,AB>.

No caso geral fazemos o que segue-se: dividimos o intervalo [4,b] em n-subintervalos, do
mesmo comprimento,

[ti_1, ti], i=1,2,...,m; At=t;—t;_1 = ?
Isto nos dd n sub arcos y([ti_1,t]) = C; e n segmentos [A; 1, A;] com
Aj=y(t) = (x(t), p(t)).
A—“’
& b
| 1 1 |
1 T ] I
t.
1-1 tl Ai
A.
1-1

Supondo que F & constante ao longo do segmento [A;_;, A;], o trabalho ao longo de C; é
aproximadamente

- _— —
Wi = (Foe), A0A7) = (Forn), (4;-4i)
= P(X(tl), y(tz)) Ax + Q(X(t,), }’(tl)) A}}
onde,
Ax = x(t;) - x(ti_1) Ay =y(t;) - v(ti1)
Pelo teorema do valor médio temos
Ax =x'(t])At com ] €]t;_y, t;] e Ay =9'(t7)At com " €]t;_q, t]

Assim,
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e logo,
n
W=~ (Px'+Qt')At:=S,
i=1
Definimos,
W= lim §,
At—0

Claro, quando o limite existe e ndo depende da parti¢do do intervalo [4, b] nem da escolha
de t{ nem de ;" no intervalo ]t;_y, t;]
Ou seja,

b
W = [P0,y 030+ Q) )y 0]
Isto sugere a seguinte definicdo,

Definigdo 3.22 Seja C C R® uma curva regular parametrizada por y : [a,b] — R?, de
classe C! e tal que y’(t) =0, Vte€[a,b]. Seja F=Pi+ Q7+R? um campo sobre C.
Entdo a integral de linha do campo F ao longo de C é definida por:

LG)’ d7> - Lb <7(V(t)), y’(t)>dt

Também denotada como :

<

onde dx=x'dt, dy=y'dt dz=7dt y(t) = (x(t) p(2), z(t))

Observacgoes:

(1) Se Cé regular por partese C=C;UC,U...UC, com Cj, j=1,2,..,k regular, entdo

f?.ﬁ:f ?-d7+j ?d?+...+f .47
C C1 Cy Ck

= > . . ~ ~ .
(2) Ic F -dr ndo depende da parametrizagao da curva ,C desde que ndo se inverta sua
orientacdo. Se denotamos por C~ a curva C percorrida no sentido contrdrio, entdo:

J?-d? - —f T.d7
. )

- — - - >
Exemplo 3.23 Calcular JC F-d7, onde F=xi+pj+zk e Céahélice parame-

trizada por y(t) = (cos(t), sin(t), t), t€][0, 27|
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Solugao:

rb
f?.d? = | Fow) y(dt

21

= (cos(t), sin(t), t) - (—sin(t), cos(t), 1)dt
J:’)ZTZ 21

= (—sin(t) cos(t) + sin(t)cos(t) + t)dt = f tdt
JO 0
1 1

= Etzlﬁn = 5(27'[)2

= 2m2

Exemplo 3.24 Calcular fc —2xydx + (x* + y?)dy, onde C é a semi circunferéncia
2,2 _ 2
{x ty7=a” @>0) 4o (50) até (—a,0).

>0
Solugdo: Uma parametrizagdo para Cé y:[0, ] — R2?, ¥(y) = (acos(t), asin(t)).
B e dx = -—asin(t)dt
7(0)=(0), ¥(m)=(-4,0) { dy = acos(t)dt

J —2xydx+(x2+y2)dy = 2acos(t asm(t)(—asin(t))+a2-acos(t))dt
C

(-
(Za sin®(t)cos(t) + a° Cos(t))dt

TC

1
= (2a3 .= sin3(¢) + a® sin(t))
3 0
0

H
Se C é uma curva fechada, é usual denotar a integral f F . d §C d

. g
Sejam F : D c R" — R" um campo de classe C? e C uma curva
-
regular por partes em D com ponto inicial A e ponto final B. Se F é conservativo, ou

seja, existe uma funcao ¢ : D — R tal que Vo = ?, entdo
_)

Este teorema é conhecido como “Teorema Fundamental do Célculo para Integrais de
Linha”

Ele afirma que a integral de linha de um campo conservativo s6 depende dos pontos A e
B e ndo da curva que os liga.
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= >
Em particular, se C é uma curva fechada, entao 9SC F-dr =0.

) - = A
Equivalentemente, se 9€C F -d7 #0 para alguma curva fechada C, entdo F nio é con-
servativo.

- - -
Exemplo 3.26 O campo F(x,y)=xi +yj ¢ conservativo. Um potencial Um poten-

cial para Fé Q(x,v) = %(x2 +9?). De fato,

dp _ 99 _ _
iy 5_ logo, Vep=x

Assim, qualquer que seja a curva fechada C,

é Fd7 = 0, ouseja, 98 xdx+ydy =0.
€ C

Exemplo 3.27 Seja F :R? \{(0,0)} = R?, f)(x,y) = P(x,y)? + Q(x,y)?, onde

P(x,y)=—2— e Q(xy)=—

x2+y2 - x2+y2'
aP _ _(x2+y2)+2y2 _ y2_x2 aQ _ X2+y2—2X2 _ yZ_XZ . 8P _ aQ
Temos 5y = —mipp =GomrE € % T wahr T wenrp ASIML =30 e

portanto, rot(?) =0.
Agora, se C é a circunferéncia parametrizada por y(t) = (acos(t), asin(t)), 0 <t < 2w,

entao
— -y X
F.d7 = —7d —d
96(: ' 96(:x2+y2 Y

C27TC [ o
= (w(—asin(t)ﬂ acoj(t)acos(t) dt
Jo a a
270
= (sinz(t)+cosz(t))dt
JO
270
= dt = 2.
JO

= = =" g
Portanto, gﬁc F -dr =#0. Dai, F nao é conservativo.

- . o . — . —
O campo F do exemplo anterior ndo é conservativo, mas rot(F) = 0. Vimos que se F & um campo

. ~ = . 4 - 4 . .
conservativo, entdo rot(F)=0. O exemplo anterior mostra que a reciproca nio é verdadeira. Ou seja,

- L = .
rot(F)=0 wndoimplica F conservativo

Na verdade, isto é valido sob certas condigoes sobre o dominio do campo.
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3.7 O teorema de Green

O teorema de Green estabelece uma relagdo entre integrais de linha e integrais duplas. Antes
de enuncia-lo precisamos esclarecer a nogao de orientagao para um dominio limitado em RR?

Definicdo 3.28 Seja B = {7)1 =(x1,1), Vy= (xz,yz)} c R? uma base ordenada de R?.
Dizemos que B é uma base positiva se, e somente se,

det( X )>O,
V1

Caso contrério, dizemos que B é uma base negativa.

Por exemplo, a base canénica de R?, {(1,0), (0,1)} é positivae {(0,1), (1,0)} é negativa.

Seja D ¢ R? um dominio fechado e limitado cujo bordo dD é formado por um ntimero
finito de curvas simples, fechadas e regulares por partes que ndo se intersetam

L\I) C{ ) GOG =p Vit

LS

H

- C L'na:l.qj ri‘tlw!pit,-‘- L f‘xa-ﬂim ].» ]—J
[ / v

Ao

-

Em cada ponto regular de cada curva do bordo, escolha uma base de R?, B = {?, N },

e -
de modo que T é um vetor tangente a curva no ponto em questdo e N é normal a curva
nesse ponto e aponta para o interior do dominio D.
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- —
Definicdo 3.29 Dizemos que D estd positivamente orientado se a base {T, N} €sco-

lhida, como acima, é uma base positiva em cada ponto.

Agora podemos enunciar o Teorema de Green.

(Green %) Seja D um dominio fechado e limitado do plano cujo
bordo dD é formado por um numero finito de curvas simples, fechadas, C! por
partes que ndo se intersetam. Suponha que D estd orientado positivamente e seja

= 2 ) 2 o - 1 g
F:UCR°—>R% F(x,y)=P(x,v) i +Q(x,v)j um campo de classe C* definido num
aberto U que contém D. Entdo

- 0Q JP
F . -dr :J Pdx+ Qd :J(___)
LD oD 2 p\dx dy

Matematico e Fisico inglés. Nottinghamshire 14 de julho de 1793 - Nottingham 31 de maio de 1841

Exemplo 3.31 Calcular JC \vdx ++/xdy onde C é a curva formada pelas retas y = 0,
e x=1 e pela parabola y = x> (orientada positivamente).
Solugdo:

Seja D a regido limitada por C, dD =C.

_ 9P _ 1
{P—\/? = =75 D-{ 0<x<l1
: .

2vx

= - -
F:\/g_)l+\/;] Q—\/J_c:> Q _ 1
= =

Lalagla =3[ ) (G-

2
1 1(1 )" 1{1 3
= —y-2 dx = = x2-2
2J;) \/J_Cy \/? 0 2 0(

B =3

10

L Vydx +\xdy

=
N —
QU
=
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: — - =
Exemplo 3.32 Consideremos o campo F (x,y)=-v1 +xj.
ie. P(x,y)=-y, Q(x,v)=x. Entdo,

JdQ P B _ oy
L(m_a_y)dA = L(l—(—l))dA = ZLdA = 2érea(D).

Assim, pelo teorema de Green,

area(D) = %faD xdy —ydx

Além disso, integrando por partes, temos que

j xdy :J‘ ydx.
dD dD

area(D) = %LDxdy—ydx = LDxdy = —LDydx

Exemplo 3.33 Calcular Jcexsin(y)dx + (e*cos(p)+x)dy. C é o semi circulo
{ *+yr=1

Logo,

>0 orientado no sentido anti horario.

Solugao:

e

e, &

C ndo é fronteira de regido alguma, portanto o teorema de Green ndo se aplica.
Para aplicar o teorema consideramos a curva, diferenciavel por partes, C = CUC; onde
C; é osegmento de reta do ponto (—1,0) até o ponto (1,0). Seja D a regido limitada por

C (dD = C). Agora podemos aplicar o teorema de Green na regido D.

= 2 =
F=Pi+Qj, com P=e¢"sin(y) e Q=e*cos(y)+x

IP _ « 9q _ x
a_y = e cos(p), 5 "¢ cos(p) +1



