EXERCICIOS

1

Seja (M, d) um espaco métrico. Mostre que também sfio métricas sobre M
as fungSes definidas do seguinte modo:

ay a(x, y) = min {1, d(x, y)}

D)X y)=vd(x, y)

; - _dx ¥

DY =T dGa +dG )

Mostre que nfo sfo métricas as seguintes fungBes:

a) f:R? X R*— R, dada por f(x, y) = |x, — y;/ para quaisquer
x = (x4, X;) ¢ y = (yy, y2) de R%
b) g:R—> R, definida por g(x, y) = (x — ¥)*
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Se a métrica usuzl em R induz num subconjunto nfo vazio X C R a métrica
zerg-um, prove que X tem 2 elementos no miximo.

Consideremos o conjunto X = {x, y, z, t} de 4 elementos ¢ definamos
d:X X X—— R assim: d(x, y) =d{x, 2) = d{y,2) =2, d{x, 1) =
=d(y, t) = d{z, ) = 1 ¢ d{r, r) = O, para todo r € X. Verifique que
d ¢ uma métrica sobre X, '

Mostre que ndo & uma métrica sobre ¥ ([0, 1]; R) a relagio definida por

dif, g = Jl If(x) —g(x)|dx
s

Seja d:M X M— R, uma aplicagio com as seguintes propriedades:
(@) d(x, y) =0 <==——> x =y (b) para quaisquer x, y, 2 €M, d{x, y) <
5 d(x, z) + d(y, z). Prove que d é uma métrica sobre M.

Seja G um grupo comutativo aditivo ¢ suponhamos que exista f:G — R
tal que {(a) f(0) = 0 ¢ f(x) > 0 sempre que x # 0; (b) f(—x) = £(x),
¥ xE€G; (c) f(x +y) <f(x)+ [ (y) para quaisquer x, y € G. (I) D& um
exemplo de um grupo G ¢ uma funglo f que satisfagam as condigGes acima.
(11} Mostre que a aplicagdo dada por d(x, ¥) = f(x ~ y) é uma métrica so-
bre G.

Seja f:R—— R uma fungio estritamente crescente; definindo d: MR X
X R—— R, por d(x,y) = If{x) — §{y)l, mostre que d é nma métrica
sobre R.

Seja M = {3; | i €N} um conjunto enumerével, tal que i # j=—> g # 3.

Prove que d:M X M——+ R_ definida por
d(a, 3) =0, ViEN

d(a, 3) = IH-I]-_I + }_%T’ sempre que i 3* j,é uma métrica sobre M.

Prove que uma métrica sobre um espago vetorial normado E provém de uma
Rorma $e, € somentie se, para quaisquer u, v, a € E e qualquer @« € R
@ d(u+a,v+a)=d(, v); () d(au, av) = (el d (v, v).

Considere no conjunto X = {x, y, z, 1} a méirica do Exercicio 4. Se A =
= {x,y} e B ={z, t} ache: (a) d (1, A); (6) d (¥. B); (¢) d (v, A); (d) d (A, B);
(2) d(A); () d(B).

12.

13,

14.

15.

186.

17.

18

19.

2L

22,

Em R considere a métrica usual. Prove que valem as igualdades: (a) d (p, Q) =
=0, VpER;(b)d(@ R - Q) = 0. Sc a métrica considerada sobre
R fosse a zero-um quanto valeriam d(p, @), com pER, ¢ d(Q, R - QW

Seja A um subconjunio ndo vazio de um espago méirico. Mostre que: d (A) =
= () <=——> A £ unitdrio.

Considere em R a métrica usual. Justifique as seguintes desiguaidades:

Oéd(a,Z)Q%,VaeR.

x — yl
1+ ix -yl (ver
Exercicio 1). Mostre que em relag3o a essa métrica ¢ didmetro de R € igual
al

Considere sobre IR a métrica definida por y(x, y) =

Qual o didmetro de IR em relagie 45 segnintes métricas (a) usual; (b)
ay)=min{l, lx -yl () Bix v} =+ 1% —yI?

Sejam A e B subconjuntos limitados de um espago métrico M. Mostre que
A U B também ¢ limitado e que d (A U B) < d(A, B) + d{A) + d(B).

Seja M um espaco métrico e considere sobre M X M uma quaiquer das
métricas usuais. Se p & um ponto de M X M tal que p &A= ((x, x) | x € M},
prove que d{p, A) >0,

Considere sobre R 3 métrica euclidiana. Sendo A = {(x,, ..., xp) €
€ R"|x, = 0} e sendo p = (ay, ..., a,) € R", mosire que d(p, A) =
= |a,l.

Considere sobre X = {x, y, 2, t} a métrica do Exercicio 4. Ache: (a) B (x, 3);
1 3
® B(y.3) ©B&x 1@ B(t3).

Sobre o comjunto A = (0} U [1, 2[ considere a métrica usual induzida,
Ache as seguintes bolas abertas () B (0, 2); (&) B(0,2); (o) B(®, 3);
(d) B (l, %) {e) B(1, 2).

Considere sobre B a métrica definida por a(x, y) = min{1, Ix — s

Ache as bolas abertas B.(O, %) e B(0, 3). Faga o mesmo considerando a

métrica f(x, ¥) = +/Ix — yl.
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Considere sobre R 2 métrica definida por v (x, y) = IITXI;—_ILyI Prove
que: (2) se £ = 1, entio B(p, £) = IR; (b) se ¢ £ 1, entdo B(p, £) =

N
_]p 1 — P+

e’ 1 —-¢
Considere sobre R? as métricas Dy (x, y) = 1%, — ytl + I)xz —yil, ¥x =
. Dyix, ¥
= = * = ——————_ Mostre
i X)) e ¥y = (Yoy2) ERPev(x, y) 1+ D00 y) que

Bp, {((3, 1); 3) # B,((3, 1); 3).
. ) . b 1
Seja p um ponto de um espago métrico M. Prove que n B (p,;)= {p}.

Seja B = B (p, &) ums bola aberta num espago métrico M. Se A é um sub-
conjunto nio vazio de M cujo didmetro é menor que € ¢ AN B(p, ) #8,
mostre que A C B{p, 2¢€).

Seja F = B°, onde B = B(p, =) é uma bola aberta num espago M. Prove
que: se d (x, F} =0, entdo x EF.

Seia (M. d) um espago métrico. Dado p €M & ¢ >» 0 a bola fechada de
centro p e reio ¢ ¢ definida por B [p, €] = {x € Mld(x, p) < }. Sendo
F =(B [p, £])°, mostre que para todo x € F existe § > 0 tal que B(x, ) C F,

Ix — yl

Mostre que a métrica v sobre R definida por y(x, ¥) = Tyl ¢

equivalente 3 métrica usual.
Sugestdo: Levar em conta Exercicio 23.

Sendo 4 a métrica nsual em R mostre que n3o existem constantes r, s >0
de mancira que

rd{x, ¥) € v(x, y}) € 5d(x, y)
¥ x,y €R. Obs.: ¥ é a métrica do exercicio anterior.
Seja d uma métrica sobre M. Sendo & a métrica em M definida por a (x, y) =

= min {1, d(x, y)}, mostre que: (a) para todo e E R tal que 0 < e 1,
B4 (p. €) = B, (p, €); (b} d ¢ & 550 equivalentes.

Mostre que ndo sao equivalentes a métrica zero-ym ¢ a usual em R.

Sejam d, e d, métricas equivalentes sobre um copjunto M. Mostre que
d{x, ¥) = d,(x, y) + da(x, ¥) define uma métrica sobre M e que esta é
equivalente a d; e a dj.
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Se d, e d; sdo métricas equivalentes sobre M mosire que d(x, y) =
= max {d;{x, ¥); da(x, ¥)} define uma métrica sobre M ¢ que esta & equi-
valente a d; ¢ da. :

Mostre que uma progressic aritmética (x;. Xz, ...} em IR converge se, e
somente s¢, X; = Xz = ...

Seja (x4, Xz, ...) uma seqitdacia em M. Se (x;, X4, x5, ... ) —— p e
(X1, Xa, X5, ...} — p, mostre que (x,, Xz, X3, ... ) ——p.

Seja (xy) uma seqiéncia em M. Se (Xap) (Xans1) € (Xens1) 550 subse-
giiéncias convergentes em M, mostre que (x,} também converge em M.

Seja M um espago métrico. Se uma seqiiéneia (xy,) de pontos de M converge
em M, mostre que a seqiiéncia real {d (x4, p); d{x2. p); . . . ) converge para 0.

Se limx, = p e limy, = q num espago métrico M, mostre que em R
vale a igualdade.

lim d (X, Yo} = d(p, @

Mosire que d'(x, y) = { %— - %‘ define uma métrica sobre 10, 4 0] ¢ que

esta métrica é equivalente 4 usual induzida sobre este intervalo.
Sugestio: Por absurdo: se d e d' ndo fossem equivalentes existiria p €

€ )0, +oof ¢ existiria € > 0 de maneira que, por exemplo, By (p, %) ¢

¢ By(p, £), ¥ n € N* Tirar dai uma seqiéncia (x,) que converge para
P, segundo 4, mas que nio converge para esse ponto segundo a’,

Um espago métrico (M, d) cujos pontos sdo todos isolados chama-se espago
discreto. {a) Mostre que A i{é—, %, %,
usual de R é discreto. (b) Mostre que a métrica de um espaco discreto é
equivalente 3 zero-um.

‘e } com a métrica induzida pela

Mostre que u— ful =V x* +...+:L|21 sur— hull, = x| + ...+ |%n4]
e u—= lul; = max. {ixl, ..., Ixyl}, ¥u=(x, ..., x,) € R", sdi0
normas cquivalenies sobre R e gue induzem, pela ordem, as métricas
usuais D, D, e Dy deste espago.





