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Dm 5. Integral de Riemann
5.1 Seja A € R. Usando a defini¢ao mostre que f; Az =A(b—a).
5.2 Mostre que toda fungdo monétona f : [a,b] — R é integravel.

5.3 Mostre que os seguintes conjuntos tém medida de Lebesgue nula.
(a) um conjunto finito X = {1,292, x3,...,Tn};

(b) um subconjunto X C R infinito enumerédvel de nimeros reais.

5.4 Seja f :[0,2] — R definida por f(x) =1,se x # 1, e f (1) = 0. Mostre que f ¢ integravel em [0, 2]

e calcule sua integral.

5.5 Defina a fungao g : [0,1] = R por g (z) =0para 0 <z <1/2e g(x) =1 para 1/2 <z < 1. Mostre

que g ¢é integravel e que fol g = 1/2. Mudando o valor de g no ponto 1/2 para 5, ela continua integravel?

5.6 Mostre que a funcao h : [0,1] — R definida por h(z) = 0 para z irracional e h (z) = x para x

racional nao ¢ integravel em [0, 1].

5.7 Considere a funcdo real f (z) = 23, 0 < 2 < 1, e a particio P, = {0,1/n,2/n,--- ,(n—1) /n,1}

do intervalo [0, 1] . Usando a férmula
1 2
P24 4m?= [Em(m—i-l)] ,
que pode ser facilmente comprovada por indugao, calcule S (f; P,) e s (f, P,). Mostre que fol 23dr = 1/4.

5.8 Considere uma fungao limitada f : [a,b] — R tal que f (z) = 0, exceto em uma quantidade finita

de pontos do intervalo [a,b]. Mostre que f é integrével e que f; f=0.

5.9 Seja f : [a,b] — R uma fungao continua com a seguinte propriedade: para toda funcao integrével

g :[a,b] = R, o produto fg ¢é integrével e ff fg=0. Prove que f =0 em [a,b].

5.10 Sejam f, g : [a,b] — R funcoes limitadas. Mostre que:
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Dé um exemplo onde a desigualdade estrita em (1) ocorre. Estabeleca uma desigualdade andloga para a

integral superior.
5.11 Mostre que a fungao f (x) = cos(7w/z), para x # 0 e f(0) = 0 é integrével em [0, 1].

5.12 Suponha que f : [a,b] — R seja uma funcao limitada e que para qualquer nimero ¢ € (a,b) a

restricao de f ao intervalo [c, b] é integravel. Mostre que f é integrdavel em [a, b] e que:

[r=am [

5.13 Use o exercicio precedente e demonstre que toda funcdo limitada f : [a,b] — R com apenas um

nimero finito de descontinuidades é integravel em [a, b] .

5.14 Sejam f, g e h fungoes limitadas em [a,b] com f(x) < g(z) < h(z), Yz € [a,b]. Se f e h sao

integraveis e ff f= ff h, mostre que g ¢ integrével e que ffg = ff g

5.15 Mostre que a funcdo f (x) = sgn () é integravel em [—1, 1], mas nao possui primitiva em [—1, 1].
Se H (z) = |z|, entdo H' (x) =sgn (z), para = # 0, e
1
/ sgn(z)de=H (1) — H(-1).
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5.16 Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua e defina H (x f f. Encontre H' (z) .

5.17 Sejam I = [a,b], J = [¢,d] e considere f : [— R uma func¢do continua e v : J — R uma fungao

diferencigvel com v (J) C I. Mostre que a fungao G : J — R definida por:

¢ diferencidvel em J e G' () = (f ov) (z) v’ (z) para todo x € J.

5.18 Calcule a derivada da func¢ao F' definida em [0, 1] por F' (z fo oS (t2) dt.

r L |
[ [
1 1+t 1/$1+t

para qualquer x > 0. Interprete geometricamente.

5.19 Mostre que:

5.20 Se f : R — R é T-periédica, mostre que a fungao x +— f;+T f (t)dt é constante. Em particular:

/OTf(t)dt:/;rTf(t)dt, Vi,
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5.21 Seja f : R — R continua, impar e 2-periédica. Mostre que a fungao g : R — R dada por g (z) =
fox f (t)dt é par, 2-periddica e g (2n) =0, Vn € Z.

5.22 Determine o dominio, intervalos de monotonia e extremos locais das funcoes:

(a) F(z) = [{Intdt (b) G(z)= fxo V1+tidt (c) H (z) = f0x2 exp (%) dt

5.23 Seja h : R — R uma fungédo continua e nao nula para qualquer x real e defina f : R — R por
f(z)= ffﬂ th (t) dt. Mostre que f tem um extremo local em x = 0. Que condigao deve satisfazer a fungao

h de modo que f tenha um minimo local no ponto x = 0.

5.24 Seja f : R — R continua e monétona crescente. Se g (x) é definida por g (z) = OSinxf(t) dt,
mostre que g (z) < zf (z), para > 0. Justifique que é possivel aplicar o Teorema de Lagrange a funcao

g em um intervalo conveniente.

5.25 Scja h : R — R uma fungio continua, par, positiva e designe f () = [ th(t)dt.
a) Determine o dominio de f.
b) Determine o valor minimo absoluto de f.

c) Mostre que f é par.

e) Se z > 0, mostre que f (z) < [; h(t)dt.
)

f
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(d) Determine a equagao da reta tangente ao grafico de f o f no ponto de abscissa x = 0.
(

(f) Mostre que para cada x € R existe £, € R tal que f (z) = %th (&) -

(

g) Mostre que para cada z € R existe 0, € R tal que f (z) = 1260,h (6,).

5.26 Critério de Convergéncia.

(a) Mostre que a integral imprépria ff (b — )™ converge se, e somente se, a < 1.

(b) Se f ¢é integrdvel em cada intervalo [a,t], a < t < b, b finito, e f(x) > 0 em [a,b), seja L (o) =
lim, ;- (b—x)* f(z). Se L (a) < oo, para algum « < 1, entao f; f € convergente. Se existir algum o > 1

tal que L («) > 0, mostre que ff f € divergente.

5.27 Sejam f, g : R — R fungbes com derivadas primeiras integrdveis em cada intervalo [a,b], a < b, e

tais que f2(t)+g%(t) =1, Vt € R, e f(0) = 1. Seja § : R — R dada por:

00 = [ 7@ @)= f @) de

Mostre que f (t) = cosf (t) e g (t) =senf (t), Vt € R. Este resultado anterior pode ser interpretado como
uma defini¢do de angulo. (comece derivando a funcio ¢ — [f (t) — cos 0 (£)]> + [g (t) — sen 6 (£)]?).



5.28 Se f,g : [a,b] — R sao tais que f(x) = g(z), Vz, exceto nos racionais de [a, b], mostre que f é

integrdvel se, e somente se, g é integravel.

5.29 Seja f[a,b] — R continua. Mostre que fff(m) de = % — a2, para todo a < a < B < b, se, e

somente se, f (z) = 2z.
5.30 Se f:[0,1] = R ¢ continua e 0 < o < < 1, mostre que lim ff (x —a)" f(z)dz = 0.

5.31 Seja f : [0,1] — R uma fungao continua e derivdvel em (0,1). Determine condic¢oes para que f

satisfaga a: fol f(tz)dt =kf (xz) para todo z € (0,1).

sent . f(x)
T dt. Mostre que ili% 2

5.32 Seja f : R — R definida por f (z) = / =1/2.
0

5.33 A Funcao Gama. DefinaI' : N — R por I' (n) = /00 e T2 .
(a) Mostre que a integral imprépria converge. ’

(b) Mostre que I' (1) = 1.

(c) Integrando or partes, deduza que I' (n) = (n — 1) ' (n — 2).

(d) Calcule [~ e “a’dx.

5.34 Seja f integravel em [a, b] tal que m < f (z) < M, para todo x € [a,b]. Mostre que:
1,
< — dx < M.
me g [ Pds
5.35 Se f, g : [a,b] — R sdo integraveis, mostre que fV g e f A g sdo integraveis em [a, b].

5.36 Se f : [a,b] — R é continua e o, 3 : I — R, I intervalo, sdo derivédveis, mostre que ¢ : I — [a,b]

definida por:

¢ derivavel em I e ¢ (z) = f (B (z)) ' () — f(a(x))d (x).

5.37 Se os coeficientes do polinémio p (z) = ag+a1x+asx®+. . .+a,z" satisfazem a relagio Dy a% =1,

mostre que fol Ip(x)|de < /2.

5.38 Sejam f, g : [a,b] — R fungoes continuas. Demonstre a Desigualdade de Cauchy-Schwarz:

/abf(w)g(w)dw < (/jf(w)zdx)l/z (ng<x>2dx)
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