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Dy 3. Funcoes Continuas

3.1 Mostre que a fungao valor absoluto f (z) = |z| é continua em qualquer ponto = € R.

3.2 Mostre que a fungdo de Dirichlet ¢ : R — R dada por:

1, seteQ
0, set € R\Q

p(t) =
¢ descontinua em qualquer ponto t € R.

3.3 Em cada caso, encontre § tal que |f (x) — L| < €, para todo z satisfazendo 0 < |z — a| < .

<a>f<x>=§;a=1,L=1 (b) f(a) = —==1a=2 L=2/3 () f(2) = {7z a=0, L=0.

3.4 Sejam f,g: R — R duas fungoes. Prove ou apresente um contra-exemplo.
(a) Se f tem limite em = = a e g ndo tem, entdo fg nao tem limite em = = a;
(b) Se f tem limite em x = a e g ndo tem, entdo f + g nao tem limite em = = a;
(c) Se f e f+ g tém limite em = = a, entdo g tem limite em = = a;

(d) limgq f (2) = L <= limy o (f (x) — L) = 0;

(e) limg—q f (2) = L <= limy_q | f (z)| = |L];

(f) Se limy—q f (z) = L, entdo limy ., f (%) = L;

() Se limy—q f (2?) = L, entdo lim,_, f (z) = L;

3.5 Uma fungao f : R — R tem a seguinte propriedade: "se g : R — R nao tem limite em x = a, entao

f + g ndo tem limite em = = a". Prove que isso ocorre se, e somente se, lim,_., f (z) existe.

. ag + a1z + asx® + - - + apa” . .
3.6 S = , ,b 0. Most te lim,_, e,
eja f (z) b0 bzt e T b com Gy, by, # ostre que existe lim,_,o f () se, e

somente se, m > n. (sug. use o fato ¥ —0,comz —o0o0ek > 0)

3.7 Mostre que lim,_,,+ f () = L se, e somente se, lim f (z,,) = L, seja qual for a seqiiéncia decrescente

(zp,) em D (f) convergindo para a. Formule um resultado andlogo para o limite a esquerda.

3.8 Em cada caso, encontre um inteiro n e uma raiz do polinémio entre n e n + 1.

()2 —24+3 (b)2°+z+1  (c)4da®—dz+1



3.9 Mostre que toda fungao continua f : [0, 1] — [0, 1] tem ao menos um ponto fixo, isto &, existe algum

x € [0,1] tal que f (z) = z. Generalize o resultado para uma fungao continua f : [a,b] — [a,b].

3.10 Sejam a < b < ¢ e considere duas funcoes continuas f : [a,b] — R e g : [b,c] — R tais que
f(b) =g (b). Mostre que a fungéo h : [a,c] — R definida por h (z) = f (z), se € [a,b] e h(z) = g (x), se

x € [b,c] é continua no intervalo [a, ] .

3.11 De acordo com o Exercicio 1.36(d), um subconjunto S C R ¢é fechado se, e somente se, cumpre a
seguinte condigao: se {z,} é uma seqiiéncia em S com limite x, entdo x € S. Usando esse fato demonstre

que o conjunto dos pontos onde uma funcao continua se anula é fechado.

3.12 Dado « € R defina [z] como sendo o maior inteiro n € Z tal que n < z. Calcule [8.3], [n], [0.1],
[-7]. A fungdo z +— [x] é conhecida na literatura como fun¢ao mdzximo inteiro. Determine os pontos de

continuidade das seguintes funcoes:

(a) f(z) =[z] (b) g(z)==[z] (c)h(x)=[senz] (d)k(x)=[1/z].

3.13 Considere f: R\ {2} — R definida por f(z) = (22 + 2 —6) / (z — 2). Esta funcdo é continua? E

possivel defini-la no ponto x = 2 de modo a torné-la continua em R?

3.14 Seja f : R — R uma fungao continua. Se ¢ € R e f(c) > 0, mostre que existe uma e-vizinhanga
de ¢ na qual a fungao f ¢ positiva. Conclua que o conjunto F' = {x; f (z) < 0} ¢é fechado. Usando esse
fato, prove que se f e g sdo duas fungoes continuas de Rem R e f(¢) < g (c), entdo existe um nimero real

d > 0 tal que f(x) < g (x) para qualquer z no intervalo |c — d,c+ d].

3.15 Seja f : D — R uma fungao real e considere g a restrigdo de f a um subconjunto Dy C D. Mostre
que se f for continua em um ponto zg de Dy, entao a funcao g também serd. Mostre com um exemplo que

a fungdo g pode ser continua em um ponto sem que f o seja.

3.16 Fungao Lipschitziana. Uma funcao f : D— R é dita Lipschitziana quando existir uma constante
C > 0, denominada constante de Lipschitz, tal que |f (x) — f (y)| < C'|x —y|, Va,y € D. Mostre que toda

fungao Lipschitziana é continua. Mostre que a fungdao x +— +/z, x > 0, é continua mas nao ¢é lipschitziana.

3.17 Mostre que se uma funcao continua f : R — R se anula em um subconjunto D C R, entao ela se

anula no fécho D. Em particular, se ela for nula em Q, entao ela serd identicamente nula em R.

3.18 Mostre que f: R — R é continua se, e s6 se, f (7) C f(X),seja qual for o subconjunto X C R.
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3.19 Defina g : R — R por g () =2z, se x € Q, e g (z) = x + 3, caso contrario. Determine o conjunto

dos pontos de continuidade de g.

3.20 Considere a fungao k : (0,400) — R definida como segue. Para x irracional ponha k (z) = 0;
para z = p/q, fragao irredutivel, ponha k(z) = gq. Mostre que a funcdo k assim definida ¢é ilimitada e

descontinua em todos os pontos do intervalo (0, +00) .

3.21 Suponha que uma fungao limitada f : (0,1) — R ndo tenha limite quando z — 0. Construa

duas sequéncias {z,} e {y,} em ]0, 1], ambas convergindo para zero, tais que lim f (x,) # lim f (y,) .

3.22 Se f,g: D — R sao continuas no ponto a € D, mostre que as fungoes fV g e f A g, definidas em

D por: (fVg)(x)=max{f(z),g(z)} e (fAg)(x)=min{f(z), g(z)}, sdo continuas em = = a.

3.23 Considere as fungoes reais f,g : R — R definidas por: f(z) =z + 1, g(1) =0 e g(z) = 2, para
x # 1. Verifique que (go f) (0) # lin}) (go f)(z). Isso contradiz algum fato tedrico?
€Tr—

3.24 Sejam f,g: R — R definidas por:

F o) = 0,sex¢Q e g(z)= 0,sex#0

r,sex €Q 1,se x =0.

Mostre que lin%)f (x) = lir%g (y) =0, mas g (f (x)) ndo tem limite em = = 0.
T— y—

3.25 Sejam f,g: R — R, sendo g continua em = b e lim f (x) = b. Mostre que lim (go f) (x) = g (b).
r—C

r—cC

3.26 Seja D um subconjunto denso em R. Se f, ¢ : R — R s@o duas fung¢oes continuas que coincidem
em D, mostre que elas sdo iguais. Usando este resultado mostre que qualquer fungéo continua ¢ : R — R

que satisfaz a condigao ¢ (m/2") =0, Vm € Z, Vn € N, ¢é identicamente nula.

3.27 Seja f : R — R uma fungao continua tal que f (x) =1, Vo € Q. Mostre que f é constante. E se

f(z) ==z, Vx € Q, o que se pode afirmar sobre a fungao f7
3.28 Seja f : [a,b] — R uma funcao continua tal que f ([a,b]) C Q. O que se pode afirmar sobre f?

3.29 Seja f : R — R uma fun¢do aditiva, isto &, f(z+y) = f(x)+ f(y), Vo,y. Mostre que f é
continua se, e somente se, f é continua em x = 0. Se f é uma funcao continua e aditiva, mostre que f é do

tipo f (z) = cx, para algum ¢ € R. (primeiro mostre que a relacao é vélida em Q e depois use densidade).
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3.30 Seja f : Rt — R uma funcao tal que f(z+vy) = f(z) + f(y), Vz,y € RT. Mostre que f ¢

continua em R™ se, e somente se, o for em algum ¢ € RT.

3.31 Seja g : R — R uma fungao com a seguinte propriedade: g (z +y) = g (z) g (y), Vz,y. Seg(c) =0,

para algum ¢, mostre que g = 0. Mostre que g é continua se, e somente se, g é continua em z = 0.

3.32 Seja ¢ : [a, b] — R uma fungao continua e defina ¢ : [a,b] — R por ¢ (t) = sup{¢ (z), a <z < t}.

Mostre que a fungao ¢ é continua em [a, b].

3.33 Seja ¢ : [a,b] — R uma fungdo continua tal que ¢ (z) > 0, Va € [a,b]. Mostre que existe uma

constante positiva « tal que ¢ (z) > «, Vx € [a,]].

3.34 Seja f : [a,b] — R uma fungao continua com a seguinte propriedade: para cada x do intervalo

[a,b] existe um y em [a, b] tal que |f (y)| < 3 |f (z)|. Mostre que a fungdo f possui ao menos um zero.

3.35 Mostre que nao existe uma funcao f : R — R continua tal que para cada ¢ € R a equagao f (z) = ¢

tem exatamente duas solugoes.

3.36 Usando o Teorema do Valor Intermedidrio deduza que todo polindmio de grau impar, com coefi-

cientes reais, tem ao menos uma raiz real.
3.37 Mostre que o polonoémio p (z) = % 4+ 723 — 9 tem ao menos duas raizes reais.
3.38 Mostre que a equagdo = = cosx tem uma solugao no intervalo [0, 7/2] .

3.39 Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua com a seguinte propriedade: f(a) < 0e f(b) > 0. Se
w =sup{z € [a,b]; f (z) <0}, mostre que f (w) = 0. Isto d4 uma demonstragao alternativa do Teorema

do Valor Intermedidrio de Bolzano.

3.40 Seja f a fungao definida no intervalo [0, 7/2] por f (z) = max {z? cosz}. Sendo f uma fun¢ao

continua em [0, 7/2] ela possui um ponto de minimo o neste intervalo. Mostre que 22 = cos z.

3.41 Seja f : R — R uma funcao continua tal que lirin f (z) = 0. Mostre que f é uma fungao limitada
Tr—00
e que o seu maximo ou seu minimo é atingido. Por meio de um exemplo, mostre que o maximo e o minimo

nao sao atingidos necessariamente.
3.42 Uma descontinuidade a de f é dita de 1* espécie quando os limites laterais de f em a existirem.

25



(a) Dé exemplo de uma fungao com descontinuidade que nao seja de 1* espécie;
(b) Dé exemplo de uma funcao com uma quantidade nao enumeravel de descontinuidades;
(c) Se uma fungdo mondtona sé6 admite descontinuidades de 1% espécie, mostre que estas descon-

tinuidades constituem um conjunto no méximo enumeravel.

3.43 Seja f (z) = [1 +exp (1/z)]', z # 0. Calcule os limites laterais de f em z = 0.

3.44 Mostre por indugao em n que lim

T—00 <1n {L')n -

3.45 Qual a imagem do intervalo aberto (—1, 1) pela funcio continua f (z) = 22? Conclua que a imagem

de um intervalo por uma funcao continua nao é necessariamente um intervalo do mesmo tipo.

3.46 Funcao Localmente Limitada. Uma funcao f : I — R é localmente limitada quando cada
ponto x do intervalo I for centro de uma vizinhanga na qual f é limitada. Se I for um intervalo compacto,
mostre que f é limitada se, e somente se, for localmente limitada. Com um exemplo mostre que a conclusao

torna-se falsa para intervalos abertos.

3.47 Seja f : R — R uma funcgao continua tal que liril f(x)=4occe lim f(z)= —o0.DadocéeR,
T—>100 T——00
mostre que o conjunto X = {z € R; f (z) = ¢} é compacto (isto é, fechado e limitado). A partir dai deduza

que dentre as raizes da equacao f (z) = c existe uma, por exemplo g, tal que |zo| ¢ minimo.

3.48 Semicontinuidade. Uma funcdo f : D — R ¢é dita semicontinua superiormente (abrevia-se
scs) em a quando: dado ¢ > f (a), existe 6 > 0 tal que ¢ > f(x),Vx € Vs(z) N D. A funcdo f serd
dita semicontinua inferiormente (abrevia-se sci) em a quando: dado ¢ < f(a) existe § > 0 tal que
¢ < f(x),Vz € Vs(a) N D. Unma funcao ¢ dita semicontinua (inferiormente ou superiormente) quando o
for em todo seu dominio.

(a) Mostre que f ¢ continua em = = a se, e somente se, f for scs e sci em = = a;

(b) Sejam f,g: D — R, sendo f scs e g sci em x = a. Se f (a) < g (a), mostre que existe d > 0 tal que
f(x)<g(z), Ve e Vs(z)ND.

(c)Se f:R—Réscie f(x) >0em R, prove que a fungao = — 1/f (x) é scs.

3.49 Fungao Uniformemente Continua. Uma funcao f : D — R é uniformemente continua quando:
Ve>0,30=0(¢) >0,talquez,ye D, |[x—y|<d=|f(z)— f(y)l <e.
Mostre que a fungao f () = 1/x ¢ uniformemente continua em qualquer intervalo [a, +00), a > 0.
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3.50 Em cada caso, verifique se a fungao é uniformemente continua no dominio indicado.
(a) f(z) =22 D =10,+00) (b) g(z) =sen(1l/z); D =(0,+00).
(© f(2) =1/(1+2%); D=R (d)g(x)=1/a% D =[1,+ox).

3.51 Se f e g sao uniformemente continuas em D e A é uma constante real, mostre que as funcgoes
f+2Xg, |fl, fVge fAg sao uniformemente continuas em D. Se além de uniformemente continuas elas
forem limitadas em D, mostre que a func¢ao produto f - g é uniformemente continua em D. Observe que as

fungoes f (z) =z e g (z) = senx sdo uniformemente continuas em R, mas o produto f - g = xsenz nao é.

3.52 Mostre que a composicao de fungoes uniformemente continuas é uma funcdo uniformemente
continua. Se f ¢é uniformemente continua em D e |f (z)| > k > 0, para qualquer x em D, mostre que a

funcao 1/f é uniformemente continua em D.
3.53 Se D C R ¢ limitado e f : D — R é uniformemente continua, mostre que f é limitada em D.
3.54 Prove que a funcao f (z) = /x, 0 <z < 1, é uniformemente continua, mas nao ¢ lipschitziana.

3.55 Seja f : [0, 400[— R uma fun¢ao continua e suponha que f e uniformemente continua em [a, +00)

para alguma constante positiva a. Mostre que f é uniformemente continua em [0, +00).

3.56 Uma funcdo f : D — R tem a seguinte propriedade: para cada € > 0, existe uma funcgao
uniformemente continua ¢, : D — R tal que |f (z) — ¢, (z)| < &, Yo € D. Mostre que f ¢ uniformemente

continua.

3.57 Mostre que toda funcao f : R — R continua e p-periédica é uniformemente continua, limitada e

atinge seus extremos.
3.58 Se f:[0,2] — R ¢ continua e f (0) = f(2), prove que f (c¢) = f(c+ 1), para algum c € [0,2].

3.59 Suponha que uma funcao continua f : R — R tem limites finitos quando x — +oo. Mostre que
f € uniformemente continua (mesma conclusao vale se existem os limites lirin {f (z) — z}). Usando este
T—O0

resultado, conclua que a fungao f (z) = xsen(1/z), x #0, e f(0) = 0 é uniformemente continua em R.

3.60 Funcao de Variagao Limitada. Dada uma funcao f : [a,b] — R, a varia¢do total de f em [a, b]
é, por definicao:

VI(f) = SHPZU(%) = f(@i-1)l,
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onde o supremo ¢ extendido sobre todas as partigdes ¢ = 9 < 1 < --- < z,, = b do intervalo [a,b].
Quando V? (f) < oo a fungio f ¢é dita de variacdo limitada em [a,b]. A classe das funcdes de variacio
limitada é representada por BY ([a,b]) (BV do inglés Bounded Variation).

(a) Mostre que toda fungao da classe BY ([a, b]) € limitada,;

(b) Mostre que toda funcio f monétona em [a,b] ¢ de variacdo limitada e V.2 (f) = |f (b) — f (a)|;
(¢) Mostre que toda fungao lipschitziana em [a,b] é de variacao limitada;
(

d) Mostre que a fungao f : [0,2] — R definida por

zsen(mw/xr), sexF#0
f o) = (m/x) #

0, sex=0

embora uniformemente continua (e portanto limitada) nao é de variagao limitada.

(e) Se f,g € BV (Ja,b]) e A € R, mostre que A\f + g, fg, |f|, fVge fAgsao de variacdo limitada.
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