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1. Uma cisao de um conjunto X C R é uma decomposicdo X = AU B tal que ANB =)

e ANB = (. A decomposicdo X = X U chama-se cisao trivial. Mostre que um
intervalo da reta s6 admite cisao trivial.

2. Mostre que os unicos subconjuntos de R que sao simultaneamente abertos e fechados
sao 0 e R.

3. Seja X C R, mostre que o fecho X é um conjunto fechado.
4. Dado um subconjunto S C R,dizemos que um ponto x € R é um ponto de fronteira
de S se toda vizinhanca de x contém pontos de S e de R — S. Denota-se por 9S o

conjunto dos pontos de fronteira de S. Prove que S = S U 98S.

5. Seja X C R, mostre que o conjunto dos pontos de acumulacao X’ é um conjunto
fechado.

6. Prove que todo conjunto infinito limitado de nimeros reais admite pelo menos um
ponto de acumulagao.

7. Se X' # (0, entao X ¢ infinito.

8. Construa um conjunto limitado de nimeros reais com exatamente trés pontos de acu-
mulacao.

9. Dé exemplo de uma cobertura aberta do segmento (0,1) que ndo tem subcobertura
finita.
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O conjunto de Cantor K é um subconjunto fechado do intervalo [0, 1], obtido como
complementar de uma reuniao de intervalos abertos, do seguinte modo. Retira-se do

intervalo [0, 1] seu ter¢o médio aberto 33" Depois retira-se o ter¢co médio aberto

1 2 1 2 1
de cada um dos intervalos restantes [0, 5] e {g, 1] . Sobra entao [0, 5] U {5, 51 U

27 8 . . L1 .

39 U 9’ 1| . Em seguida, retira-se o ter¢co médio aberto de cada um desses interva-
los. Repete-se o precesso indefinidamente. O conjunto K dos pontos nao retirados é o
conjunto de Cantor. Prove que K é compacto, tem interior vazio, nao contém pontos
isolados e é nao-enumeravel.

Uma colegao de conjuntos abertos A = {Ay; A € I'}, onde I' é um conjunto de indices,

¢é denominada cobertura aberta de um subconjunto S C R se S C U Ax. Quando I" é

AeT
um conjunto finito, diz-se que a cobertura ¢ finita. Mostre que um subconjunto K C R

é compacto se, e somente se, toda cobertura aberta de K possui uma subcobertura
finita.

Usando o exercicio anterior, mostre que o subconjunto (0, 1] de R nao é compacto.

Seja X C R compacto. Mostre que inf X = min X e sup X = max X.

Seja F,, = [an,b,], n € Njuma familia de intervalos fechados e limitados tais que
(a1, bni1] C [an, by] . Mostre que m E, #0.

neN
Todo conjunto X de ntimeros reais contém um subconjunto enumeravel E, denso em

X.

Se todos os pontos do conjunto X sao isolados, mostre que X é enumeravel.

1
Considere o conjunto K = {0} U {—; n e N} . Mostre que toda cobertura aberta de
n

K possui uma subcobertura finita que ainda cobre K. Desta forma conclua que K é
compacto.

Seja E = {p € Q; 2 < p* < 3}. Mostre que E é fechado e limitado em @, mas que F
nao é compacto. E é aberto em Q7

Usando a definicao de limite, prove que lin%2;1: +1=>5.

Tendo em vista o resultado do exercicio anterior, determine uma vizinhanca Vs (2) do
ponto 2, tal que
reVs(2)= 2z -4 < 1.
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2t — 623 + 22 + 3

Usando a defini¢ao de limite, prove que hrq 1 = —8.
r— xr —
Usando o resultado do Teorema 3, pag. 63, do livro do Elon, mostre que

33:+1 1

x—>25x+4 2'

Mostre que nao existe lim senx.
r—+00

Sejam f,g : X C R—R, a € X', limf(z) = L e limg(x) = M. Mostre que se
L > Mentdo f(z) > g (), para 2 em uma vizinhanca de a.E verdade que se L = M

entdo f () = g (x), para x em uma vizinhanga de a?

Seja I um intervalo aberto limitado nao contendo o ponto xy € R. Mostre que existe
k > 0 tal que x € I implica |z — x| > k.

Usando a definicao de limite e o resultado do exercicio anterior, prove que:

. 1 1 r—1 1 . 1
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Nos exercicios 27 a 34, estamos supondo f : X C R — R uma funcao e a um ponto
de acumulacao de X.

Mostre que se lim f (z) = L ent@o L é um ponto aderente ao conjunto f (X — {a}).

r—a

Um numero real ¢ chama-se valor de aderéncia de f no ponto a quando existe uma
sequéncia de pontos x,, € X — {a} tal que hrn 0z, =ae hm f( ) = c. Considere f

limitada numa vizinhanca de a. Mostre que o conJunto de todos os valores de aderéncia
a f no ponto a é compacto e nao-vazio. Sendo o conjunto compacto e nao vazio, pode-
se concluir que ele possui um elemento minimo e um elemento maximo. Chama-se
limite superior de f no ponto a ao maior valor de aderéncia de f no ponto a e
escreve-se lim sup f () = L para exprimir que L é o limite superior de f no ponto
=

a. Analoga:;ngnte, se [ é o menor valor de aderéncia de f no ponto a, diz-se que [ é o
limite inferior de f no ponto a e escreve-se lim inf f (z) = L.

1 1
Seja f : R— {0} — R definida por f () = sen (—) . Mostre que hH(l) sup sen (—) =1
X T— xX

1
e lim inf sen (—) = —1.
x—0 X

Mostre que lim f (z) = L entdo lim |f ()| = |L|. Se lim |f (z)| = |L| entao o conjunto
dos valores de aderéncia de f no ponto a é {L}, {—L} ou {L,—L}.
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Sejam f,¢g: X C R — R limitadas numa vizinhanca de a € X'. Mostre que
limsup [f (z) + ¢ (x)] < limsup f (z)+lim sup g (z) e que lim sup [— f (x)] = —lim inf f (z).
Enuncie e prove os resultados andlogos lim inf .

r—a

Seja g : X C R — R uma fungdo limitada e suponha limf (z) = 0. Mostre que
lim [/ (2) g ()] = 0.

Se Y C X também tem a como ponto de acumulacao e se g é a restricao de f ao
conjunto Y, mostre que se limf (x) = L entdo limg (z) = L. Dé um exemplo que
r—a r—a

mostra que a reciproca nao é verdade.

Se Y = 1IN X, onde I é um intervalo aberto contendo a, entao prove que é verdadeira
a reciproca do resultado do exercicio anterior.

2
Seja f : R — {2} — R definida por f (z) = Tt 5 Mostre que lilJTrl f(x)=1.
T — Tr——+00

5) 1 5)

Seja f : R — {—3} — R definida por f (z) = ?; i 5 Mostre que xEIEoof (x) = 3
572
Mostre que nao existe lim m——|—3
z—oo 4 + 2

. . ™
Existe lim cos (—) ?
z—0 €



