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Resumo

Estudamos os problemas de controlabilidade exata e aproximada na fronteira e interna
para um sistema associado a equacao da onda linear com condicao de contorno tipo
Dirichlet. Com este fim, analisamos detalhadamente a existéncia, unicidade e regularidade
de solugao para o sistema. No estudo da controlabilidade exata, usamos, essencialmente, o
Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) e, por meio de métodos variacionais, mostramos
que a controlabilidade pode ser reduzida a um problema de minimizacao. No caso da
controlabilidade aproximada, abordamos o problema de minimizacao, fazendo uso do método
de dualidade no sentido de Fenchel, encontrando, de forma natural, o funcional que nos

fornece o controle de norma minima.
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Abstract

We studied exact (boundary and internal) and approximate (boundary and internal)
controllability for the system associated to linear wave equation with Dirichlet boundary
condition. For this purpose, we carry out a detailed analysis on existence, uniqueness
and regularity of the solution for the system. To study exact controllability, we use
the Hilbert Uniqueness Method (HUM). Through variational methods we show how the
exact controllability can be reduced to a minimization problem. For the approximate
controllability, we study a minimization problem via the duality method in the sense of
Fenchel, where we find, in a natural way, a functional which give us control of the minimum

norm.
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Notacoes e Simbologias

e (-,+) designa o produto interno em LZ.

e |-| designa a norma em L.

e ((+,-)) designa o produto interno em H;.

e ||-|| designa a norma em Hj.

e (-.-), quando nao especificado, designa diferentes pares de dualidades.
o A= Z?:laa—;? designa o operador laplaciano.

® (. S. - quase sempre.

e — designa a imersao continua.

oS designa a imersao compacta.

e (', quando nao especificada, é uma constante positiva e arbitraria.

_9
ot

e lim designa o limite inferior.

!/

e L(X,Y) designa o espago dos operadores lineares e continuos de X em Y.

e D (f) designa o dominio da fungao.f.

x1



Introducao

A palavra controle pode ser entendida de varias formas. Controlar um sistema pode
ser simplesmente testar se o comportamento do sistema é satisfatério. Num sentido mais
profundo, o controle é também a acao para colocar coisas em ordem que garantem que o
sistema se comporta como é desejado. Os problemas de controle se caracterizam porque
além da incégnita natural, o estado, que queremos controlar, possuem uma variavel a nossa
disposicao, o controle, que atua sobre o estado com a finalidade de alcancar ou aproximar
os objetivos desejados.

A teoria de controle possui uma vasta literatura cuja origem se remota na Revolucao
Industrial, pois foi naquela época que surgiu a automatizagao dos processos de producao e,
com ela, a necessidade de garantir que o objetivo buscado se cumprisse. No final dos anos 30,
ja se pensava em dois modos de abordar os problemas de controle: a utilizacao das equacoes
diferenciais e, portanto, os desenvolvimentos matematicos notaveis que haviam-se produzido
neste campo nos séculos XVIII e XIX, e o a utilizacao das técnicas em andélise freqiiencial,
desenvolvidas pelo matemético frances Joseph Fourier.

R. Kalman, um dos grandes protagonistas da teoria de controle moderna, em seu artigo
[11] de 1974 sinalizava que, no futuro, os avangos na teoria de controle e a otimizacao
de sistemas complexos vinham da mao de grandes progressos matematicos mais que dos
tecnoldgicos e, embora hoje nao seja tao forte essa afirmacao, o papel da matematica
tem crescido bastante nas tultimas décadas na teoria de controle. A partir dos anos 60 é
reconhecida a necessidade de entrar no mundo do nao-linear e do nao deterministico. Isso

explica essa imperiosa necessidade de utilizar cada vez mais a matematica para descobrir os



mistérios do controle de sistemas.

A controlabilidade de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) tem sido objeto de um
estudo intenso durante as duas tltimas décadas, porém o tema ja fora antes abordado. Em
1965 Markus [22] introduziu o conceito de controlabilidade de sistemas descritos por Equagoes
Diferenciais Ordindrias (EDO). Neste mesmo contexto, podemos ainda citar o classico livro
de Lee e Markus [14]. A controlabilidade de EDP, objetivo da nossa dissertacao, teve um
grande impulso com os trabalhos de Russel [29] e [30], publicando em 1978 um artigo onde
apresentava uma boa perspectiva sobre os resultados mais relevantes que até esse momento
haviam sido desenvolvidos. Esses freqiientemente estavam relacionados com outras areas de
EDP: multiplicadores, analise de Fourier nao-harmonica, etc. Desde entao, diversos autores
tem contribuido com resultados muito significativos para o estudo da controlabilidade. Por
exemplo, Lions [21] em 1986 introduziu um método sistematico e construtivo conhecido como
Método de Unicidade Hilbertiana (HUM). O HUM consiste em reduzir a controlabilidade
exata de sistemas lineares em um resultado de continuagao tnica, que é equivalente a
obtencao de uma desigualdade inversa, também denominada por Ho [10], desigualdade de
observabilidade. A partir do HUM muitas descobertas importantes foram feitas neste campo.

Indicaremos brevemente, em termos matematicos, o que entendemos por problemas de
controle. Para fixar as idéias, assumiremos que desejamos obter um bom comportamento de

um sistema fisico representado pela equacao

Ay) = f(v), (1)

onde y é o estado, a incognita do sistema que desejamos controlar e pertence ao espaco
vetorial Y. Por outra parte v é o controle que pertence ao conjunto de controles admissiveis
R. Esta é a varidvel que podemos escolher livremente em R, para atuar no sistema.
Consideremos

A:D(A)CY—-Y e f:R—Y

duas aplicagbes (lineares ou nao lineares). O operador A determina a equacao que deve

ser satisfeita pela variavel estado y, de acordo com as leis da fisica. A funcao f indica a



forma como o controle v atua sobre o sistema. Por simplicidade, assumamos que, para
cada v € R, a equagao (1) possua exatamente uma solucdo y = y(v) em Y. Entao,
aproximadamente falando, controlar (1) é achar v € R tal que a solugao para (1) obtida
se dirige ao estado prescrito desejado. Veremos que, quando o sistema é controlavel, o
controle pode ser construido por minimiza¢ao de um funcional (funcional custo). FEntre
todos os controles admissiveis, o controle obtido pela minimizacao do funcional é de norma
minima, e é freqiientemente chamado de "melhor controle”.

Matematicamente, os problemas de controle podem se distinguir entre: problemas nao
lineares/lineares, equagdes estaciondrias/de evolugao, sistemas em dimensao finita/infinita,
etc. Grande parte da investigacao matematica que se desenvolve atualmente na Teoria de
Controle estda centrada nos modelos em dimensao infinita. A equacao da onda desde o
ponto de vista das aplicagoes, tem sido das mais estudadas, pois modela muitos fenomenos
fisicos tais como: pequenas vibragoes de corpos eldsticos, propagagao do som, e modelos
fundamentais da mecanica quantica. Além de ser a mais representativa EDP do tipo
hiperbdlica, é de grande interesse no estudo de questoes relacionadas a controlabilidade.
Os primeiros estudos sobre esta equacao, realizam-se no final do século XVIII, época
em que estavam-se estabelecendo os pilares fundamentais da Andlise Matematico tal qual
entendemos hoje. Em 1747 d’Alembert em [3] e [2], propor uma expresao para a solugao da
equacao sem condigoes de contorno. Posteriormente Bernoulli, em seu artigo [5] de 1753,
obteve solugoes da equacao da corda vibrante. Os desenvolvimentos posteriores que tem se
produzido estao freqiilentemente ligados a avangos importantes em analise de Fourier, 6ptica
geométrica, analise numérica, etc. Dessa maneira pode-se afirmar que a equacao da onda é
uma das protagonistas mais destacadas da Matematica destes dois tltimos séculos.

Nesta dissertacao estudamos algumas propriedades (existéncia, unicidade, regularidade
e controlabilidade) da equagao da onda linear com condiges de contorno tipo Dirichlet.

Seja 2 C R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira I' suficientemente regular e
para T > 0 um numero real, seja Q = Q x (0,7) C R"" o cilindro com fronteira lateral

Y =T x(0,T). Seja I'y uma parte de I', com medida positiva tal que Ty N (I' — T'y) = 0.



Consideremos o sistema

p

v —Au=0em Q,
v sobre Xo=T¢x(0,7),
0 sobre X — 3,

u(-,0) =u’, W/'(-,0)=u' em

onde u = u (z,t) é o estado e v = v (z,t) a funcdo controle. O problema de controle consiste
em encontrar uma maneira de v atuar em ¥, de tal forma que a solugdo u do sistema (2)
alcance o equilibrio no instante 7.

No sistema (2) o controle encontra-se localizado na fronteira. O controle pode atuar
também no interior do dominio.

Seja w um subconjunto aberto de €2 e 1, sua funcao caracteristica. Consideremos o

sistema
u” — Au = hl, em @,

u=0 em X, (3)
uw(0)=u’ «(0)=u' em Q,
onde u = u (z,t) é o estado e h = h (t,z) a fungao controle.

O problema de controlabilidade pode ser considerado em varios graus de precisao de
acordo o objetivo proposto. De maneira mais precisa, o problema de controlabilidade pode
ser formulado da seguinte forma:

Considere um sistema de evolugao (descrito por EDO ou EDP). Dados um intervalo de
tempo (0,T) e estados inicial e final, devemos encontrar um controle tal que a solu¢ao do
sistema seja iqual ao estado inicial no tempo t = 0 e alcance o estado final no tempo t =T.

Contudo, a condicao de dirigir a solucao ao estado final no tempo ¢t = T, pode ser
interpretada de diferentes formas, dando lugar a diversas nocoes de controlabilidade de um
sistema. Muitos problemas de diferentes naturezas se adequam neste amplo contexto e,
suas resolucoes, dependem de diversos aspectos do sistema: linearidade ou nao-linearidade,
reversibilidade, estrutura do conjunto de controles admissiveis, entre outros.

Nosso trabalho esta direcionado ao estudo de dos tipos de controlabilidade: quando o



conjunto de estados alcangédveis coincide com o espago dos dados iniciais (controlabilidade
exata) e quando o conjunto de estados alcangaveis é simplesmente um subconjunto denso do
espaco dos dados iniciais (controlabilidade aproximada).

Esta dissertagao esté baseada em resultados que aparecem nos trabalhos de Lions ([16],
[17], [20]), Medeiros [23], Micu e Zuazua [27] e Zuazua ([33], [34]).

Passemos agora a descrever o contetido desta dissertacao, que estd dividida em trés
capitulos.

No Capitulo 1, temos alguns resultados béasicos e algumas notagoes essenciais para o
entendimento do trabalho.

No Capitulo 2, provamos a existéncia, unicidade e regularidade de solugoes forte, fraca
e ultra fraca da equagao da onda linear. Usamos o Método de Faedo-Galerkin para provar
a existéncia de solucao forte. A solucao fraca é obtida como limite de uma seqiiéncia de
solucoes fortes. O Método de Transposicao ¢ usado para definir a solucao ultra fraca.

No Capitulo 3, estudamos a controlabilidade exata e aproximada da equacao linear
da onda, considerando, para os dois casos, o controle localizado na fronteira do dominio
) e no seu interior. Vimos, por meio do HUM, que o problema de controlabilidade exata
é equivalente a provar uma desigualdade de observabilidade associada ao sistema adjunto.
Além disso, mostramos como o problema de controlabilidade se reduz a um problema de
minimizacao. Na controlabilidade aproximada formulamos um problema de minimizacao e,
em seguida, fizemos uso de um método de dualidade no sentido de Fenchel para encontrarmos
um funcional custo e, a partir do minimo desse funcional, construir o controle desejado.

Para finalizar o trabalho, escrevemos dois apéndices. No primeiro é apresentado o
resultado que nos garante a existéncia e prolongamento de solugoes aproximadas, e é parte
essencial a obtencao da solucao forte da equacao linear da onda. O segundo apéndice
estd destinado as provas das desigualdades inversas (ou desigualdades de observabilidade),

essenciais para obtermos a controlabilidade na fronteira e interna da equacgao de onda linear.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo daremos algumas defini¢oes e resultados essenciais a continuidade do

trabalho.

1.1 Espacos Funcionais

Dados 2 C R™ um aberto e uma fung¢ao continua f : 2 — R, define-se suporte de f, e
denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(z) # 0}. Assim, supp(f) é um
subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ..., ;) é denominada de multi-indice e
sua ordem é definida por |a| = a1 + ... + .

Representa-se por D® o operador de derivagao de ordem |a|, isto é,

ol

DY = ——.
a1 "
Oxi*...0x

Para o = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.
Por C§° () denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das funcoes
infinitamente diferenciaveis definidas e com suporte compacto em (2.

Um exemplo cldssico de uma funcao de C§° (€2) é dado por

Exemplo 1.1 Seja Q@ C R"™ um aberto tal que B, (0) = {x €R" |zl <1} C Q.

6



Consideremos f:§ — R, tal que

1
ell=l*=1 se ||z|| < 1,

0 sefzfl =1,

N

onde x = (T1,%2,....,x,) € ||z|| = (me) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que
i=1
feC>(Q) esupp(f) = B1(0) é compacto, isto € f € C§° (£2).

Definigao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (o), ey em Cg° (2) converge para ¢ em C§° (Q2),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de Q tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,
(1) D*p, — D“p uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacio 1.1 E possivel (ver [31]) dotar C3° (Q) com uma topologia de forma que a

noc¢ao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao 1.1.

O espago Cg° (£2), munido da nocdo de convergéncia acima definida sera denotado por
D (22) e denominado de Espaco das Fungoes Testes sobre 2.

Uma distribui¢@o (escalar) sobre € é um funcional linear continuo sobre D (§2). Mais
precisamente, uma distribuicao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(i) T(ap + 0¢) = aT (p) + 6T (¢), Va, FeReV o, ¢ eD(Q),

(it) T é continua, isto é, se (), oy converge para ¢ em D (), entao (T (¢n)),,cy cOnverge

para T (¢) em R.

E comum denotar o valor da distribuigao T' em ¢ por (T, ¢). O conjunto de todas as
distribuicoes sobre €2, com as operacoes usuais, ¢ um espaco vetorial, o qual representa-se
por D' (Q).

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.



Exemplo 1.2 Sejau € L. (). O funcional T, : D (2) — R, definido por

loc

(T, ) = / u () ¢ (z) da,

¢ uma distribuicio sobre Q univocamente determinada por w (ver [25]). Por esta razao,

identifica-se u & distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L},. () serd identificado a

uma parte (propria) de D' ().
Exemplo 1.3 Consideremos 0 € ) e o funcional § : D (2) — R, definido por

(00,0) = ¢ (0).

do € uma distribui¢ao sobre Q) (ver [25]). Além disso, mostra-se que &y nao é definido por

uma fungao de L}, (), isto é, nao existe f € L}, () tal que (o, ) = [ fe.

loc loc

Definigao 1.2 Diz-se que uma sequéncia (1), oy em D' () converge para T em D' (Q2),

quando a sequéncia numérica ((T5,, ), ey convergir para (T, @) em R, para toda ¢ € D (£2).

Definigao 1.3 Sejam T uma distribui¢ao sobre ) e a um multi-indice. A derivada D*T

(no sentido das distribui¢ées) de ordem |«| de T' € o funcional definido em D () por
(D°T, ) = (-1)*T, D), VpeD(9).

Observagao 1.2 Decorre da Defini¢ao 1.3 que cada distribuicao T sobre § possui derivadas

de todas as ordens.

Observagao 1.3 DT ¢é uma distribuicio sobre ), onde T € D' (Q). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (py), oy convergindo
para @ em D(Q). Assim, (DT, p,) — (D*T,p)| < |T,D%, — D*p)| — 0, quando

n — OoQ.

Observacao 1.4 A aplicacio D* : D' (Q) — D' (Q) tal que T +— DT € linear e continua

no sentido da convergéncia definida em D’ (§2) (ver [26]) .



Dado um nuimero inteiro m > 0, por W™? (Q), 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m sobre (2, isto é, o espaco vetorial das (classes de) fungoes u € LP ()
tais que D% € LP (Q)), para todo multi-indice «, com || < m.

O espago W™P () munido da norma

ey = | D / |D%u (2)["dx |, quando 1 <p < oo
Q

laf<m

HuHWm,oo(Q) = Z Sup ?288 ’Dau (l’)’ Y quando p = 007
laj<m €
¢ um espago de Banach (vide [26]) .
Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 0o, 0 espago de
Banach das (classes de) fungoes u, definidas em (0,7") com valores em X, que sdo fortemente

mensuraveis e ||u (¢)|5 ¢ integrdvel a Lebesgue em (0,7, com a norma

T :
0 ( [ o dt)

Por L*> (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em
(0,T) com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (¢)||  possui supremo essencial

finito em (0,7") , com a norma

[ Ol o 0,7:x) = supess [[u ()]l x -
te(0,T)

Observagao 1.5 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L? (0, T;X) é um

espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, U)L2(0,T;X) = /0 (u(t),v (1)) dt.

Se X ¢é separavel, entao podemos identificar

(L7 (0,T; X)]' ~ L(0,T; X'),



onde (1/p) + (1/¢q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificagao
[L'(0,T;X)] =~ L= (0,T; X') .

Essas identificagoes encontram-se detalhadas em [21].
O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7") em X é denominado

de Espago das Distribui¢oes Vetoriais sobre (0,7") com valores em X e denotado por

D'(0,T7;X).

Defini¢ao 1.4 Dada S € D'(0,T;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

ars " d"p
£2 o) =(~1 £2 D(0,T).
(Gw) = (s.52), voeDOT)

Exemplo 1.4 Dadas v € LP(0,7;X), 1 < p < oo, e ¢ € D(0,T) a aplicagio
T,:D(0,T) — X, definida por

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo
uma distribuicao vetorial. A aplicacao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar

u com T, e, neste sentido, temos L? (0,T7;X) C D' (0,T; X).
Para 1 < p < oo, consideremos o espago
WP (0,T;X) = {ue LF (0,T;X); u¥ € LP (0,T; X), j=1,...m},

onde u') representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. Equipado

COo1m a norma

(S Ol ) 150
=0
sup ess (Z | (t)HX> ;b =009,

t€(07T) 7=0

||u||Wm7P(0,T;X) =
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Wm™P (0,T; X) é um espaco de Banach (vide [1]).

O espaco
We™ (0,15 X) = {u e W™P(0,T; X); u(0) = u(T) =0},
representa o fecho de D (0,7; X') com a norma de W™? (0,7 X).

Observagao 1.6 Quando p =2 e X € um espaco de Hilbert, o espago WP (0,T; X) serd
denotado por H™ (0,T; X), que munido do produto interno

m

(u, U)Hm(o,T;X) = Z (“(j)v v(j))LQ(O,T;X)
=0

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por Hi" (0, T; X) o fecho, em H™ (0, T; X), de D (0,T; X)
e por H=™(0,T; X) o dual topoldgico de HJ" (0,T; X) .

1.2 Principais Resultados Utilizados

Teorema 1.1 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F dois espagos de Banach e
seja T wm operador linear continuo e bijetivo de E em F. Entao existe uma constante ¢ > 0
tal que

Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).

Prova: Ver [6]. W

Lema 1.1 (Imersao de Sobolev) Seja Q0 um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

(1) Se n > pm, entao W™P (Q) — L7 (), onde q € [1, np } :
n—mp
(i7) Se n = pm, entdo WP (Q) — L7(Q2), onde ¢ € [1,400).
(i19) Sen=1em > 1, entao WP (Q) — L> ().
Prova: Ver [6]. W
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Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Q wum aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

(i) Se n > pm, entdo W™ (Q) <> L7(), onde ¢ € {1, 2n ) .

n—2m

(ii) Se n = pm, entdo W™P (Q) <> L1(Q), onde ¢ € [1,+00).

(iii) Se pm > n entdo W™P (Q) < C* (), onde k ¢ um inteiro ndo negativo tal que

k<m—(n/p) <k+1
Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.2 (Teorema do Trago) A aplicacao linear

ou

dva

oy
ooy =T
r oy

)

m—1
de D(ﬁ) em HWm_j_%’p (T), prolonga-se, por continuidade, a wma aplicagao linear,
=0

U t— (70”7 nu, "'7’Ym—1u) = (U‘Fa

m—1
continua e sobrejetiva de W™P (Q) em HWm_j_%’p ().
j=0

Prova: Ver [21]. W

Observagao 1.7 Note que para o caso unidimensional, isto €, Q = («, 3) , seu € H™ («, 3),
entdo pelo Lema 1.2, u € C™ ' ([, B]) . Logo faz sentido definir a fungdo u e suas derivadas

suas deriwadas na fronteira, que no caso serda I' = {«, B} .

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espago de Banach. O conjunto
Bp ={f € E;|f|l <1} é compacto com respeito a topologia fraca —x o (E', E).

Prova: Ver [6]. W

Lema 1.3 (Gronwall) Sejam m € L'(0,T; R) ,m >0 g.s em (0,T), a > 0 real constante
eg e L>0,T),9>0em(0,T),tal que:

t
%g(iﬁ)2 < 2a* + 2/ m(s)g(s)ds ¥Vt € (0,T).
0
12



Entao

g(t) <2(a+ /0 m(s)ds) em [0,T].
Prova: Ver [23]. R

Lema 1.4 (Du Bois Raymond) Seja u € L},.(Q). Entdo

loc

[ uw)st@rts =0, ¥ ¢ € D),
Q

se,e somente se, u = 0 quase sempre em €.

Prova: Ver [26]. W

Lema 1.5 (Lax-Milgram) Seja H um espago de Banach e a(u, v) uma forma bilinear,

continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um unico w € H tal que
a(u, v)=(p, v), VveH.
Além disso, se a € simétrica, u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u, ) — (o, u>—Mm{%a(v, 0) — (o, v>}.

veH

Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.4 Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T,X),
W € LP(0,T;Y), 1 <p<oo, entio p € C°([0,T];Y).

Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.5 Sejam E um espago de Banach, E' seu dual e (f,) uma sucessio de E'. Se

fo = [ fraco —x em o(E', E), entao || fu]l < C e |[f]| < lim | ful] -
Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.6 Seja = 1. Sejam v € L9(0,T,X") = F' ev € L?(0,T,X) = E, entao

1
p

+3
(u,0) g = [ (ult), v(t)

o dt.

13



Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.7 (Banach-Steinhaus) Sejam E e F dois espacos de Banach. Seja (T,,) uma
sucessao de operadores lineares continuos de E em F' tais que para cada x € E, T,,x converge

quando n — oo a um limite que denotamos por T,. Entdao tem-se:
(2) Slip 1Tl 2,y < 00
(i) T e L(E,F),
(@@0) (|1 TN £,y < M [Tl i,y -
Prova: Ver [6]. W
Teorema 1.8 (Gauss-Green) Se u € C'(Q), entdo [ju,dv = [u/'dl (i=1,2,..,n).
Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.9 (Férmulas de Green ) (i) Se v € H?*(Q), entdo /V7 - Vudr =
Q

—/uA’ydx + /@uds, Vu € HY(Q).
Q Fal/

(ii) Se u,y € H*(Q), entdo /uA7 — yAudr = /ua— — y—ds.

Q o0N

Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.10 (Representagiao de Riesz) Sejam 1 < p < oo e ¢ € (LP)'. Entdo existe

um unico u € L9, onde é + % =1, tal que

(o0 f) = / uf, Vfelrr.

Além disso se verifica

[ull o = Nl oy -
Prova: Ver [6]. W
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Teorema 1.11 Sejam H um espago de Bananch reflexivo, K um subconjunto convexo

fechado de H e ¢ : K — R uma fung¢ao com as sequintes propriedades:
(1) ¢ € convera,
(i) ¢ semi-continua inferiormente,

(17i) Se K ¢ ilimitado, entao ¢ é coercivo, ou seja,

lim ¢ (z) = oo.

[| ]| —o0

Entao ¢ atinje um minimo em K, ou seja, exite xo € K tal que

¢ (o) = ming ().
Prova: Ver [6]. W

Teorema 1.12 (Fenchel) Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € L(X,Y), [ : X —

RU{o0}, g: Y — RU{oo} fungies semicontinuas inferiormente e convexas. Seja

v=inf [f(z)+g(Az)] e v" = inf [f*(—A%¢) +g" (q)],

zeX qeY' ™
onde f* é a conjugada de f e € dada por f*(p) = sup[(p,x)— f(x)]. Se 0 €
zeX
int[A(D(f))) — D(g)], entao:

(1) v+v* =0,
(ii) Ewiste ¢ € Y* tal que f*(—A*¢) + g* (¢') = v*.
Prova: Ver [4]. R

Teorema 1.13 (Regularidade) Considere @ C R" um conjunto aberto limitado com

fronteira T de classe C?. Sejam f € L? () eu € H} (Q) tal que

/VuV@—l—/wp—/fcp, Vo € Hy (9).
Q Q Q

Entiou € H*(Q) e lull g2y < Clfl12(), onde C € uma constante que s6 depende de ).

Prova: Ver [6]. W
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Capitulo 2

Solucoes da Equacao Linear da Onda

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a existéncia, unicidade e regularidade da
solucao para um problema misto associado a equacao da onda linear.

Consideremos 2 C R™ um conjunto aberto limitado com fronteira I' suficientemente
regular. Denotaremos por v o vetor normal exterior a I' e para T' > 0 um ntimero real, seja
Q=Qx(0,T) C R"™ o cilindro com fronteira lateral > =T x (0, 7).

Problema: Dados ¢°, ¢! e f, achar uma func¢ao numérica ¢ : Q x [0, 7] — R que satisfaca:

¢ —Ap=f em @,
o=0 sobre 3, (2.1)

¢(,0)=¢° ¢ (,0)=¢" em Q.
2.1 Solucao Forte

O objetivo nesta secao é provar a existéncia e unicidade de solugao para o problema

(2.1), quando ¢°, ¢! e f sdo dados bastante regulares.

Definigao 2.1 Dizemos que uma fung¢io ¢ : QQ — R € solugdo forte do problema (2.1)

quando:

¢ € L>(0,T; Hy (Q)NH>(Q)), (2.2)
¢ e L= (0.7 H} (). (2.3)
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¢" e L' (0,T;L% (), (2.4)
"—NANp=f q s emQ, (2.5)
¢(70) :(boa (b/(?O) :9251' (26)

Enunciaremos agora o resultado que nos garante a existéncia e unicidade da solucao

forte para o problema (2.1).

Teorema 2.1 (Solugao Forte) Sejam ¢° € H}(Q)N H*(Q), ¢' € Hy(Q), [ €

L' (0,T; H (), entdo existe uma tinica solugdo forte para o problema (2.1).

Prova: Para provar a existéncia de solugao, usaremos o método de Faedo-Galerkin que

consiste em trés etapas:
1. Construcao de solucoes aproximadas em um espaco de dimensao finita;
2. Obtencao de estimativas a priori para as solugoes aproximadas;
3. Passagem ao limite das solugoes aproximadas.
Para provar a unicidade, usaremos o método da energia.
e Existéncia

Solugoes Aproximadas.
Consideremos {w;}, uma base ortonormal em L*(Q), formada pelos autovetores do

operador —A, ou seja, cada vetor w; é solucao do problema espectral:
((wj,v)) = Aj (wy,v), Yo € Hy ().

A existéncia desta base é garantida pelo Teorema Espectral (ver, por exemplo, [6] ou [28]).
Seja Vy, = w1, wa, ..., w,] o subespago m-dimensional do Hj (2) N H* (), gerado pelos m-
primeiros vetores da base {w; }j. O problema aproximado consiste em determinar funcoes

Om (t) € Vp, tais que

bl 8) = Dyt (2).
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onde 08 gjn, () s@o solucdes do sistema de equacoes diferenciais ordindrias:
(@ (t),v)
Om (0) = 2 (x) — ¢° forte em Hj () N H?(Q), (2.7)
O (0) = &y, (x) — @' forte em  Hy ().

+

((¢m t)?”)) = (f(t)vv)v Vo € Vig,

As convergéncias anteriores tém sentido, pois o conjunto formado pelas combinagoes
lineares de elementos de V}, é denso em H} (Q)N H? ().

Pelo Teorema de Caratheodory, o sistema (2.7) tem solu¢ao no intervalo [0,t,,], com
tm < T (ver Apéndice A) e, essa solugdo, pode ser estendida a todo o intervalo [0,7T] como
consequencia das estimativas a priori que faremos a seguir.

Estimativas I. Fazendo v = 2¢/, (t) € V,;, em (2.7), , temos:

(@ (1).26, (1)) + (Dm(0). 26 (1)) = (F(8),265, (1))
ou seja,
gt OF + Lo 02 = (F().26, (1)) 2.8)
dt [P ( dat " Porm ' ’

Integrando (2.8) de 0 a ¢, obtemos

(1 (OF + ém O = |61 + (|65 +/0 (f(5), 207, (5)) ds. (2.9)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz, Holder e Young, obtemos:

K””QW /| %'MW%ﬂKV@WMM%

_z(ﬁ\f@n@)Q(lﬂf@ﬂwgwﬂ%m)%
< [1rnas+ [ 15616, 0 ds

Substituindo a ultima desigualdade em (2.9) segue que

60 OF + 6w O < [0h [+ [ 15las + [ GNP ds. @10

Assim, pela hipétese sobre f e pelas convergéncias (2.7), e (2.7), obtemos de (2.10) que

6 (O + 6 <C+/Lf SO +0n () ds. (21)



onde C' independe de m e t. Aplicando o Lema de Gronwall em (2.11), obtemos

(G (B + llém (01 < C. (2.12)

onde C independe de m e t. Logo podemos estender a solugao para todo o intervalo [0, 7]
(ver Apéndice A, Corolario A.2).
Estimativas II. Fazendo em (2.7),, v = —2A¢/, (t) € V,,, temos

(& (1), =2A¢0, (1)) + ((dm(t), =246y, (1)) = (f(t), =248, (1)),

ou seja,
d ., 2 d 2 /
116 (I + 2 1A (O = 2((£(2). ¢4, (1)), (213)

Integrando de 0 a ¢t < T, segue que

n¢;<wn2+—ps¢m<fn2=:H¢;H2+—Ls¢&F-+2jﬁ ((f(5), ¥l (5))) ds. (2.14)

Utilizando as desigualdades de Cauchy-Schwartz, Holder e Young, temos:

2A«ﬂ)d s<w/| wwn/W’mw<mm

(/“f““>(/w 16, ¢ uw)
SAHNM@+AWWWWMMM&

Substituindo a tltima desigualdade em (2.14), e levando em conta a hipdtese sobre f, (PAl),
e (PAl), segue que

T
16, 01 + 186 OF < 4 +ags + [TIsollas 1s)
+ [ WM G ds < ¢+ [ 1616, (1 s

Aplicando o Lema de Gronwall (Lema 1.3), temos
[0 (0[] + [Adm (1)]* < C, (2.16)
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onde C' > 0 independe de m e t.

Passagem ao limite. Por (2.12) e (2.16) obtemos

(¢) ¢ limitado em L°(0, T, Hy(9)), (2.17)
(¢..) élimitado em L°(0,T, H}(9)), (2.18)
(Ag,,) é limitado em L*(0,T, L*(£2)). (2.19)

Assim, por (2.17) — (2.19) e o Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.3),
podemos garantir a existéncia de uma subsequéncia de (¢,,), ainda denotada da mesma

maneira, tal que

Gm — ¢ fraco —* em L>®(0,T, H3(Q) N H*(Q)), (2.20)
¢ — a fraco—xem L>(0,T, Hy()), (2.21)
A¢,, — [ fraco —* em L>(0,T,L*(Q)). (2.22)

Mostraremos agora que a = ¢’ e = Ag. De fato, por (2.20) temos que ¢, — ¢ em D'(Q)

e, como o operador derivagao é continuo em D’((Q)), entao

O — ¢ em D(Q), (2.23)
Aoy — A¢p em D'(Q). (2.24)

Logo por (2.21) — (2.24) e a unicidade do limite, temos
¢, — ¢ fraco —* em L>(0,T, Hy(Q)), (2.25)

A¢,, — A¢p  fraco — x em L™(0,T, L*()). (2.26)

Consideremos em (2.7) v € D(2) e, em seguida, multipliquemos a equagao por 6 € D(0,7T)

e integremos de 0 a T', para obter

/0 (6" (), v) O()dt + /0 (Ago(8), v) ()t — /O (F(s),0)0(s)ds.  (2.27)
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Note que

[ wrmona= [ 40000 = [ 0000
e, por (2.25),
[ @unsa - [ wooroe= [ Seooina @)
Temos por (2.26) que
_ /0 C (Ad(t). v) 0(0)dt — — /0 " (Ad(t). v) 6(0)dt (2.29)
Logo, fazendo m — oo em (2.27) e usando (2.28) e (2.29), obtemos
-/ (), 0) 0 (it / *(2(t), ) 0(t)dt = / L) 0sds. (2.30)
Seja B(z1) = v(2)0(¢) € D(Q), portanto

_ /0 ' /Q & (x, )8 (x, ) dwdt — /0 ' /Q Ad(x,1)B(w, t)dudt = /0 ' /Q f(@.8)B(x, s)duds

e, assim,
(Wﬁb@ﬂ@240@@+AM%WM%wM%-

Dessa forma, a distribugao ¢” é definida por f + A¢ € L'(0,T; L*(Q)) e

/Q [@"(x,8) — Ag(x,8) — f(x,5)] f(x,s)dxds = 0, VG € D(Q). (2.31)

Logo, pelo Lema Du Bois Raymond (Lema 1.4), segue que

" —ANp=f qs.em Q.

Condicgoes Iniciais.

o $(0)= ¢°
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Desde que ¢ € L>¥(0,T;H}(Q2) N H?(Q)) e ¢ € L=(0,T;HYQ)), entdo ¢ €

CY([0,T); H}(2)) (ver Teorema 1.4). Assim faz sentido ¢(-,0). Segue de (2.26) que

/(¢ dpﬁ/ (t)dt, Yo € L2(Q)
e 6 C'([0,T]), com 6(0) =1 e 6(T) = 0. Logo,

([ (G (t) ﬁe/dt t)dt.

Integrando por partes, temos

T

~(ho) = [ @nl) 0 (O = ~(60).0) = [ @00 0

0

Como, por (2.20), temos

/%% efwe/ ,

concluimos de (2.33), que

(ém;v) = (6(0),v), Vv € Hy(Q).

m?

Por outro lado, segue de (2.7), que

(6 v) = (6",0), Vv € Hy (9).

m?

Dessa forma, podemos concluir que ¢° = ¢(0).

o ¢(0) = ¢

(2.32)

(2.33)

Como ¢ € L°(0,T; HY{(Q)) e ¢ € LY0,T;L3*)), entdao, pelo Teorema (1.4),

¢ € C°[0,T]; L*(Q2)), fazendo sentido calcular ¢/(-,0).
Multiplicando (2.7), por 65 € H*(0,T), definida por

_—t—I—l, se0<t<9
05 (1) =4 O
0,sed <t<T
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e integrando de 0 a T" obtemos:

/O (&0(1).v) 5(t)dt + / (= Ay (t), v) Os(t)lt = / (F(t).v) Os(t)dt.

Integrando por partes o primeiro termo,

5/ dt—/o (= Ab (1), ) Qa(t)dt:/o (F(1), v) 0s(1)dt.

Fazendo m — oo na ultima igualdade e observando as convergéncias (2.7),, (2.21) e (2.22)
temos

— @)+ [ @O [ acm e = [ go.on0n e

Fazendo agora § — 0 em (2.34) concluimos que
— (0" 0) +(¢(0),v) = (=¢' + ¢/(0),v) =0, Yve L*(Q),
ou seja ¢' = ¢/(0).
e Unicidade
Suponhamos ¢ e ¢ duas solucdes nas condicdes do Teorema 2.1. Entdo p = ¢ — ¢ satisfaz
p € L>(0,T;Hy () NH*(Q)),
pl € L= (0,T; Hy (),
p" € L>(0,T;L* (),
p'=Ap=0 qsem Q,
p(0)=0 e p'(0)=0em Q.
Logo faz sentido a seguinte equacao
/p”p’dxdt - /App’d:z:dt = 0.
Q Q
Assim,

S0P + o) =0

1
2
6. W

e portanto, p = 0, ou seja, ¢ =
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Teorema 2.2 (Energia) Se ¢ ¢ solugao forte do problema (2.1), entdo
t
l6/ DI + 120 ()] < |6+ [A¢°]” + 2/ ((f(s),¢'(s)))ds em [0,7].  (2.35)
0
Prova: Considerando em (2.7) v = —2A¢!, (t) € V,,, obtemos

(@ (1), =22 () + (Agm(t), —2A¢,,(t)) = 2 (f (1), Agy, (1)) ,

ou seja,
d ., 9  d 2 /

Integrando a ultima igualdade de 0 a ¢t < T', obtemos
t
16, (O + 1860 = lo8]* + [adk [ +2 | (Fs) (s (230
0

Agora, multiplicando ambos lados de (2.36) por § € D (0,T) e integrando de 0 a T,

temos:
|16 @I oo+ [ iaon o oo (237)
0 0
= L% 0(t)d A¢ |*0(t)d t / ds ) O(t)dt.
[ el oa s [ jad o2 [ ([ dun is) o
Pelas convergéncias (2.25) e (2.26), temos pelo Teorema 1.5 que

/0\!¢’(t)\!29(t)dt§h_m/0 160, (£)]1” 6(t)dt (2.38)

T T
| 1800 0 < tin [ |00 o010 (2.39)
0 0
Tomando lim em ambos os lados de (2.37) e tendo em conta que (2.7),, (2.7);, (2.25),
(2.39), (2.40) e limp + limv < lim(p + v), segue

/0 16/ ()12 6t + / IAG()[2O(t)dt (2.40)
s/o Hq§1||26(t)dt+/0 |A¢0}29(t)dt+2/0 (/0 ((f(s),¢’(s)))ds) 0(t)dt.
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Substituindo em (2.40) 6 por uma fungao 6, € D (0,T'), definida por

On(t) =

6(t), em (s—h,s+h)C(0,7),
0, em (0,7) — (s —h,s+h),

dividindo ambos os lados por 2h > 0 e fazendo h — 0, obtemos

s+

‘ 1 h ) 5 ‘ 1 s+h )
tims [ 0017 00t + i / AG(H)[26(t)dt

s+h s+

! 1 et
<lmoe | o' [I"6(t)dt + lim o » |A¢|*6(t)dt

s+h

v [ ([ w6 as) oa

h—0 2h s—h

e, portanto, temos a desigualdade de energia (2.35). W
Coroldrio 2.1 Se ¢ € solugao forte do problema (2.1), entdo
1" ()1l + [Ag(t)] < C <H¢1H +|A¢"] +/0T||f(8)||d8) em [0,T]. (2.41)
Prova: Seja ¢ a solugao forte do problema (2.1). Entao do Teorema 2.2, segue que
6O + 120®)* < 2 ([|6"] + |As°])” + 4/{: LF () ()1 + [Ag(s)])” ds.
Sejam g(t) = [|¢' ()| + [A¢(t)], a = [|¢']| + [Ad°[ e m(s) = 2] f(s)|| , entao
39(0° <90 < 262 +2 [ m(s)g(s)ds em [0,7).
Pelo Lema de Gronwall (Lema 1.3), obtemos
t
g(t) <2 (a+ /0 m(s)ds) em [0,77,

o que implica na desigualdade (2.41). W

Teorema 2.3 (Regularidade da Solugao Forte) A solugdo forte ¢ de (2.1) pertence a
classe

¢ € C°([0,T]; Hy (Q) N H*(Q)) nC* ([0,T]; Hy () - (2.42)
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Prova: A solucao forte ¢ é o limite fraco de uma seqtiencia de aproximacoes da forma

O, 1) = > _gi(t)w(x), (2.43)

=1

onde os ¢;(t), 1 <i < m, sado solugoes do sistema de equagoes diferenciais ordinarias

(97(t),0) + Xjg;(t) = (fowy), 1< j<m. (2.44)

com as condicoes iniciais

95 (0) = (4%, w;) e g;(0) = (¢", wy). (2.45)

Aplicaremos agora o método de Variagoes de Constantes de Lagrange, ver [12].

A solugao geral da equagdo homogénea associada a (2.44) é da forma:

gin () = (gbo, wj) cos \//\_jt + % (ngl, wj) sen\/)\_jt.

Calculando o Wronskiano W, obtemos

W — gin (1) gi2(t) | | cos\/Ajt seny/Ajt

911 (1) g5 () —\/)\_jsen\/)\_jt —\/)\_jcos \/)\_jt
= VAjcos® VAt £V ysen /At = /A

Assim temos uma solugao particular de (2.44), da forma

B tsen\/)\_jt cos \/)\_js — cos \/)\_jtsen\/k_js
9ijp (t) - /0 \//\—] (f (3)7
1

— \//\_/0 (f(s),wj)sen\/)\_j(t—s)ds.

w;)ds

Portanto a solucao de (2.44) com dados iniciais (2.45) é dada por

g; (t) = gjn (t) + gjp (1)

O w,) cos < Llw-sen ; Lt s),w;) seny/\; (t — s)ds
= (00.u5) cos /gt + = () ﬁwﬁj/o (£ (s). ;) seny/%, (¢ — 5) ds,
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para 1 < j < m. Logo substituindo em (2.43), a solugao aproximada é dada por

Pm (2, 1)

m

= 0 w; cos\/_t—l—\/_( wj)sen\/_t+\/_/ s),w;) senv/A; (t — s) ds| w;(x).

=1
Encontrada explicitamente, a expresao da solucao aproximada, passemos a provar a

regularidade (2.42).
o ¢ CO([0,T]; Hy (2) N H* ().

Mostraremos que (¢, ),, oy ¢ uma sequéncia de Cauchy em C° ([0, T ; Hy () N H*(Q)) .
Com efeito,considerando m,n € N com m > n, temos

2 2

[ém(t) — ¢n(t)||§{é(ﬂ)mH2(Q) = Z gi(t)wi () = Z 9i(t) Aw;(x)
i=n-+1 Hé(Q)mHZ(Q) i=n+1

Sendo —Aw; = A\yw; e {w;}, uma base ortonormal em L? (), pelo Teorema de Pitagoras,

obtemos
2
6m(®) = 6O g oprrrey = | 3o ()| = 3 Lot
i=n+1 i=n-+1

Analisando o tltimo termo da igualdade anterior, deduzimos

lgi(HON|* = ‘(¢O,wi) A cos v/t + \j\;\_( ,w;) seny/ At + \/_/ ,w;) seny/ N (t — s) ds

‘\/_/ ,w;) seny/ A (t — s) ds )2

7 )+ |75 )

Aplicando a desigualdade (a + b)* < 2a? 4 2b* duas vezes obtemos

([

< <|(gz5 w;) A; COS\/_t’—I— o', w;) senv/Ait| +

e

wz

;) ds

S(I(¢ w) M|+

Ai
wr

A
v

lg:(DON]* < 4 | (6°,w;) )\i‘Q +4 ‘ (o', w;) (f (s),w) ds) . (2.46)
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. ~ Wy ,
Como {w;}, é uma base ortonormal em L?({), entdo {—l} ¢ ortonormal em
i)

7

H} (Q)NH? (). Mais ainda, pode-se provar que {%} é completo. Suponhamos f regular,
logo pela identidade de Parseval, obtemos
o 2
2 o Wi 1 Wi
Plorin = 2| ((*5)) (%))
H HHO (DNH2(Q) ; i HIQNE2(Q) \/)\_Z

Como
((5)) s~ (3085) == (30 52) =~ a0
i/ /) HY{(QNH2(Q) i i
e

Wi (oot Ywi\ _(a Bwi g ) gy A
(75)) s = (705 ) == (05 = (¢ 75) =~ )

deduzimos que

o

e letl* =32

i=1

2

m m

> 1@ w)f =0 e 7

i=n+1 i=n+1

2
— 0, quando m,n — oc. (2.47)

>\.
LA A
((ﬁ’wl)\/k_i

Notemos agora que sendo f (s) € Hj (), temos

fs) = i:; ((f(s), “’A)) %_
> (0 50)) 5 2

Como consideramos f regular, ou seja, f € C° ([0,T7]; Hj (Q2)), aplicando a desigualdade
de Cauchy-Schwarz obtemos
(f (8)7 wl)

(/OT v dS)z = T/OT ey

Portanto o tltimo termo do lado direito de (2.46) pode ser visto como

> ([ o) <7[ 3

1=n-+1 1=n+1

de onde

B>

=1

2

£ ()5 = (f(s),w:)

2
ds.

(f(s), w:)

2

Ai
ds — 0, quando m,n — oo.

(f(s), w:) x

Y
(f(s),w;) Noy
(2.48)
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Assim, por (2.47) e (2.48), deduzimos de (2.46) que
lg: (N> — 0, quando m,n — oo
e portanto, a seqiiencia (¢, ),,cy € tal que
Dax, || () — gbn(t)H?{Ol(Q)mHQ(Q) — 0, quando m,n — oo,
ou seja, (Pm),,cn ¢ uma sequéncia de Cauchy em C° ([0, T ; Hy () N H*(Q)), logo (¢y,)
é convergente e seu limite ¢ a solugdo forte ¢ € C° ([0, T]; Hi (Q) N H?(Q)) .

meN

o ¢! € C°([0,T]; Hy ()

A derivada de (2.43) com respeito a t é

G (,t) = gl(twi(x),
i=1
onde

gi(t) = — (¢°,wy) seny/ it + (¢, w;) cos Vit + /o (f (s),w;) cos /A (t — ) ds.

Suponhamos m > n com m,n € N, logo

2 2

m m

165,(1) = L@ = || Y giDwi(x)| = | > 6i(H)Vwi(x)
i=n+1 1=n+1
Aplicando o Teorema de Pitagoras, obtemos
n 2
6 () = L OIF = > [ai))v/A:
i=n+1

Usando os mesmos argumentos da primera parte, para o termo de lado direito da

igualdade anterior, obtemos

Sl a1 A 4o VA 2 ([ om0 vEa])

Observemos que

(¢0>wi) A = (A¢Oawi) ) (¢l>wi) \/)\_1 = ((,bl,wi)




Logo pelos mesmos argumentos usados para obter (2.47) e (2.48), deduzimos que

2

9:(t)'V/\; i

— 0, quando m,n — oo

e (@,)men € tal que

/ Y 2
ma 161,(6) = 64,(0)* = 0, quando 1, 1 — oo,

ou seja, (¢),),.cny ¢ uma sequéncia de Cauchy em C°([0,77; Hj () e segue que ¢ €
CO(0,7); 1Y ().

2.2 Solucao Fraca

O objetivo nesta segao ¢ considerar o problema (2.1) com dados iniciais ¢°, ¢' e f.menos
regulares. A solugao obtida com essa pouca regularidade sobre os dados, sera denominada

solugao fraca.

Teorema 2.4 (Solugao Fraca) Sejam ¢° € H} (Q), ¢' € L*(Q) e f € L' (0,T; L* (2)).

Entao existe uma unica fungao ¢ : QQ — R tal que

¢ € L>*(0,T;Hy (), (2.49)

¢’ € L* (0,T;L* (Q)), (2.50)

¢" e L' (0, T;H ' (), (2.51)
%(¢’7v)+((¢,v)) = (f,v), Yo € Hy (Q) em D'(0,T), (2.52)
¢"—Ap=fem L' (0,T;H'(Q), (2.53)

¢(0) =¢", ¢'(0) = ¢'. (2.54)

Prova: A existéncia de solucao fraca sera provada por aproximacao de uma sequéncia de

solugoes fortes encontradas na segao anterior.

¢ Existéncia
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Dados {¢°, ¢*, f} € {H} (), L*(Q), L' (0,T; L* (Q))}, existem sequéncias (¢2,), (4})
e (fn) em HY (Q) N H?(Q), H} (Q) e C°([0,T]; C1(Q)) respectivamente tais que
#° (z) — ¢° forte em HJ (Q),
¢t — ¢! forteem L2(Q), (2.55)
fm — f forteem L'(0,T;L*(Q)).

Para cada m, o Teorema 2.1 nos garante a existéncia de uma unica funcao ¢,, : Q@ — R

tal que
bm € L0, T, HY (Q) N H? (), (2.56)
¢ € L>(0,T, Hy (%)), (2.57)
G € L0, T, L*()), (2.58)
Gy — Db = fr a5 em Q, (2.59)
Om(0) = @), ¢1,(0) = ¢y, em Q. (2.60)
Como

(& (1) v (1) + ((8m (£) ;0 (1)) = (fin (1) v (1) VE € (0,T), Yo € L* (0, T Hy (), (2.61)
tomando v = ¢! obtemos
(& (), & (1) + (& (2) , &y, (1)) = (fim (£) 5 Dy (1)),

ou seja,
d
pr (e O + lom OI) = 2(fm () &1 (£)-
Integrando de 0 a 7', obtemos
2 2 2 2 T
0 OF + 16 O = 04+ |0 +2 | (0,00t (262)
Utilizando as desigualdades de Cauchy -Scharwz, Holder e Young temos:

T t
6 OF + [6m O < 68 + 6% + / fut)]dt + / ()] 160 dt.
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Logo pelas covergéncias dadas em (2.55), temos

|6 () + llom (DI* < C + /Ot [ fn($)] |1 ()] ds.

e pela desigualdade de Gronwall (Lema 1.3), segue que

[ér (B + llém (DI < C, (2.63)

onde C' > 0 independe de m e t. Assim,
(¢n) ¢ limitada em L>(0,T, H} (Q)), (2.64)

(¢! ) é limitada em L>(0,T, L*(Q)). (2.65)

m

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki (Teorema 1.3), existe uma subsequéncia de (¢,,),

ainda denotada da mesma forma, tal que
Gm — ¢ fraco —x em L®(0,T, H) (Q)), (2.66)

¢ — ¢ fraco—x*em L¥(0,T,L*(Q)). (2.67)
Multiplicando (??) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T, temos
T T T
[ 08 @de+ [ (0n @008 Od= [ ()00 @
0 0 0

Usando (2.66) e (2.67) obtemos:

—/0 (¢ (t),v)0'dt —|—/0 ((p(t),v))0dt = /0 (f (t),v)0(t)dt, V0 € D(0,T) e Vv € Hy ().
(2.68)
Logo

((¢' (1)), ¢ (t»D’(Q),D(Q) +{((e(t),v)),0 (t)>D’(Q),D(Q) = ((f(t),v),0 (t)>D’(Q)7D(Q) ;

ou seja,

d

(50000 + (000 = (£ (0),0).0()) =0, % & DO.T) e ¥o & H} (5.
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Assim

S 00+ (6(0),0) = (7 (0),v) em DI(O,T) o € HY ()

Considerando, em particular, v € D (), temos

<¢ ’U>D’(Q),D(Q) - <A¢7 U>U(Q),’D(Q) = <fa U> em D (07 T)v (269)
ou seja,
(¢ — Ap— f, v)mQ)!D(@ =0 em D(0,T), Yo e D(Q).
Logo
"—Ap=f em D(Q). (2.70)
Como A € L(H} () ; H 1 () e p € L=(0,T, H} (Q)), entao A¢ € L>(0,T, H ' (2)).
Assim
¢"=f+A¢p e L'0,T,L%(Q) + L>(0,T,H " () c L' (0, T; H ' (Q)) .
Portanto

"—Ap=f em L'(0,T,H " (Q)). (2.71)

Condicgoes Iniciais.
Por (2.49) — (2.51) e o Teorema 1.4, temos que ¢ € C°([0,T];L*(Q)) e ¢ €
CY([0,T]; H1(£2)), logo faz sentido o célculo de ¢ e ¢' em t = 0. A demostragao de (2.54)

segue usando o mesmo argumento da Secao 2.1.
e Unicidade
Para provar a unicidade da solucao fraca ¢ do problema (2.1), aplicaremos o Método
devido a Visik-Ladyzhenskaya [32].
Suponhamos que existem duas solucdes fracas ¢ e ¢ do problema (2.1). Sejaw = ¢ — o,
logo w é solucao fraca do problema:

w’ — Aw =10 em (@,

w=20 sobre 3,



Assim w € L>®(0,T, H} (), w' € L=(0,T,L*(2)) e w” € L*0,T, H'()). Logo nao é
possivel considerar (w” (t) ,w (t)), dualidade entre H~! () e Hg () . Dessa forma precisamos
definir uma nova funcao ¢, de modo a fazer sentido a dualidade acima.

Seja 0 < s < T, definamos
—/w(r)dr, 0<t<s
p(t) = t
0, s<t<T.

Portanto, ¢ € L=(0,T, H} (Q)) e faz sentido, a dualidade (w” (t) — Aw (t), ¢ (t)). Assim,

/0<w”(t),go(t))dt+/0 (—Aw (£), 0 (1) dt = 0. (2.72)

| cau@ o= [(wo.pwn= [ L1e0r

= 2 lels)IF — 5 IOl = 5 IO

Logo aplicando as duas ultimas igualdades em (2.72), obtemos:
2
w(s)| + [lp(0)]]” = 0.

Entdo w = 0 e, portanto, ¢ = ¢. N

Definamos a energia E (t) do sistema (2.1) como sendo

B(1) =5 (IW0OF +160]?). (273

Para essa energia, temos o seguinte resultado:
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Teorema 2.5 (Desigualdade de Energia) Se ¢ € solucao fraca do problema (2.1), entao
t
E(0)<Eo+ [ (7). 0(s)ds em (0.7, @74
0
onde Ey = E(0).

Prova: Usando as convergéncias (2.66) e (2.67) em (2.62) e o mesmo argumento aplicado

na prova do Teorema 2.2 podemos concluir que a desigualdade (2.74) é vélida. W

Coroldrio 2.2 Se ¢ ¢ solugdo fraca de (2.1), entdo

o)+ o] <0 (10 + 1+ [ 17Nds) em 0,77

|
0

Prova: Usa-se 0 mesmo argumento do Corolario 2.1. H

Teorema 2.6 (Regularidade da Solugao Fraca) A solugdo fraca ¢ do problema (2.1)

tem a sequinte reqularidade:
¢ € C”([0,T]; Hy())nC* ([0,T]; L*(Q2)) . (2.75)

Prova: Seja (¢,),.y uma sequéncia de solugoes fortes que aproxima a solugao fraca ¢, logo

se m,n € N com m > n, temos por (2.59) que
(G (t) — &n(t), v (1) + (B (t) = Gu(t), v (1)) = (fin(t) — fult),v (2)),

para todo v € L*(0,T; H3(2)). Tomando v = ¢/, — ¢!, segue

d
D160 = GOF +10(8) = 0uOI7) < 1£l®) — £l +1fult) 0] 60) — 8,00
Integrando a ultima desigualdade de 0 a T, obtemos

|91 (1) = SO + 1160 (1) — du(t)]]”

, , T T
< 1ok = M+ = U+ [ 10— Sult)lde+ [ 1) = £ul0)]|60u(0) — 0L O
0 0
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e, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.3), temos
100, (8) = (O + [ Pm(t) = 6u()] (2.76)
T
2 2
<0 (Joh— i+ o= &I+ [ 1m0 - sl at).
0
Usando as convergéncias (2.55) em (2.76) podemos concluir que, quando m,n — oo,

maz |, (t) — ¢, (t)] — 0

0<t<T

maz {|pm(t) — on(t)] — 0.

0<t<T
Logo (¢y),en € (@), ey 880 sequéncias de Cauchy em C° ([0, T]; Hy(Q)) e C* ([0, T]; L*(2)),
respectivamente. Assim

¢, — a forte em C° ([0, T7; H&(Q)

¢, — 8 forte em C* ([0,77]; L*(Q2)) .

Pelas convergéncias (2.66) e (2.67), temos que a = ¢ e § = ¢ e, portanto, temos a

regularidade (2.75) para ¢. W

2.2.1 Regularidade Escondida para Solucgoes Fracas

Nesta secao estudaremos a regularidade da derivada normal da solucao fraca ¢ na
fronteira Y do cilindro Q.

Consideraremos ¢ solucao fraca do problema (2.1), logo pela Segao 2.2, temos ¢’

€ L*(0,T, L*(Q)), portanto ¢" € H~1(0, T, L*(2)). Assim
~A¢p=f—¢" € L0, T, L*(Q)) + H 0,T; L*()).
Quando I' é regular, isto implica que
¢ € L'(0,T, H*(Q)) + H (0, T; H*(2))
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e a derivada normal de ¢ tem a seguinte regularidade:

09

5, € LY0,T,H%(T")) + H (0, T; Hz(T)). (2.77)

O objetivo desta secao é mostrar que % pertence a seguinte classe:

0 _ 5
o e L(2). (2.78)

Notemos que a regularidade (2.78) nao provém das propiedades da solugao fraca ¢ dada pelo
Teorema 2.4. Por esta razao ela é chamada de Regularidade FEscondida. Esta denominacao
foi introduzida por Lions em [18], quando o autor estudou um problema misto associado
a equacao de onda semilinear. Antes de enunciarmos o principal resultado desta secao,

provaremos algums resultados essenciais para a obtencao de (2.78).

Lema 2.1 Seja v = (v1,v0,...,v,) 0 campo de vetores normais exteriores a I'. Entdo existe

um campo vetorial h = (hy, ho, ..., h,) € [Cl(ﬁ)}n tal que h; = v; sobre I, para i = 1,2, ...n.

Prova: Pelo Lema 1.2, temos que H™(Q) — C'(Q), para m > 1 + 5. Sendo o operador
traco 7 : H™(€2) — H™ 2(I') sobrejetivo, dado v, € H™ 2(T), existe hy € H™(Q) tal que
")/O(hk) = V. |

Lema 2.2 Se ¢ € HL(Q) N H%(Q), entdo

g¢ = Vi% sobre T (2.79)
ZT; 14
¢ 2
s (09
=== . 2.
vor = (52) (2.80)
Prova: Para provar (2.79), mostraremos que
¢ [9J0)
I'= —0dI’ D). 2.81
/p&?ci&d /FulaIJGd,‘v’QE (T) (2.81)

Consideremos 3 € C%(Q) tal que v5(3) = 6, ou seja, 3 = 6 sobre I'. A funcao 3 existe devido

a imersao H™(Q2) — C?(Q2), param > 2+ 2 e o Teorema do Traco (Teorema 1.2).
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Seja (hi)1<k<n 0 campo vetorial do Lema 2.1, logo h; = v; e pelo Teorema de Gauss-

Green (Teorema 1.8), temos:

o 9 _ [, 9(oh;B)
00, O (9h;3) dz /F Oz, “om; T

Iremos agora a obter expresoes para as integrais em (2.82) .

(2.82)

Aplicando o Lema de Gauss na primeira integral de (2.82) e tendo em conta que h; = v;

e 3 =0, temos
o 0 0¢
8% o; (¢h;0) du = /F@xi

Somando j de 1 a n na integral do lado direito de (2.83) temos

O¢
2 I'= I

Logo, obtemos a seguinte igualdade relacionada ao primeiro termo de (2.82):

v7dr. (2.83)

99
Z / o) axz (¢h;f) da = /F axiedr. (2.84)
Por outro lado, como ¢ € Hj(2) N H%((), entao
9 (¢h;B) ﬁ) o9 / ¢
h:3)dl’ = Odl. 2.
/1“ ; oz, A 6:1:]( ;B)d e —v;0d (2.85)
Observe que, somando de j de 1 a n no tltimo termo de (2.85), obtemos
> / Vi—— ¢ v,0dl’ = (%Qdf (2.86)
- r ox; 01/
j=1 J

Logo
9(¢hyB) , o)
E /r 8% /F e —0dT". (2.87)

Assim, somando j de 1 a n em ambos os lados de (2.82) e, em seguida, substituindo as (2.84)
e (2.87), obtemos (2.79).

Por outra parte, para provar (2.80), é suficiente considerar
- 0p 99 99 0
Z;VZ 6?:rZ 8931 Z 8:161 or; |

Como a¢> = v - \/¢, entao |V¢|2 = (g—f)Z' u
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Lema 2.3 Seja ()<<, wm campo vetorial tal que g, € C' (Q) para 1 < k < n. Se (dm),nen

é uma sequéncia de solugoes fortes do problema 2.1, entdo para cada m € N, temos !

1 Obm \’ O,
5/26,&;% (%) dl'dt = (ﬁb;n(t)a% ?azit))

G Oy, O, /
o0z, Dz, Oz, dxdt — fmqk dq:dt

T
0
aq’“ (191" = |7 6m|*] dadt

0

(2.88)

Prova: Para cada m € N, seja ¢,, solugao forte do problema (2.1). Entao g, 5™ 8¢’" € L*Q) e

faz sentido a seguinte equacao:

/ P q %dxdt— / Agbmqk%dmdt / mek dwdt (2.89)
Q

Iremos agora analisar as integrais que aparecem no lado esquerdo da equagao (2.89).
e Anilise de [, ’T’nqk%‘%:d:vdt.

Notemos que

// %dxdt (;n,qka%) //gb mdxdt

_( 00u\[" L[ 0

Observemos que

—1/%%@)% 1/ aakw)ddt—l/(%[ (6},)7] da

e, por sua vez, segue do Teorema de Gauss-Green (Teorema 1.8) que
/ dmdt 1/ (¢ ) vpdldt = 0
e Qk 9 EQk m) Vk )
pois ¢!, (t) € H}(2). Logo

an 7 \2 o 1 a 7 \2
_1 / S (6 )P ddt = 5 /Q gy (0 det (2.91)

(2.90)

Indices repetidos significam soma.
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Substituindo (2.91) em (2.90) segue que

frotmna- (a5

g 8%

0 8[Ek

(¢! ) ddt.

e Andlise de — [ 0 Abmar g ¢m dxdt.

Aplicando o Teorema de Green (Teorema 1.9) temos,

/A¢ka—d$dt — %ﬂQk%dth—i—/V(bm' ( ¢m) dxdt.
v

A segunda integral do lado direito de (2.93) pode ser vista como sendo
P / Opm 0 (0bm\ | O¢m Oqy Odm
/Vq% ( ) dudt = ox; @ Ox; \ Oxp * ox; Ox; 6xk dudt
= dxdt + ——dxdt.
Q/Q axk ( o0x; ) / Ox; Ox; Oxy,
Notemos que a identidade (2.80) e o Lema de Gauss nos garante que

1 0 (0dm\> 1
é/qu@_mk <8xl> dxdt = 5 qk—]V¢m| dxdt

1 a
2/qk|V¢m| z/kdl“dt—§ 'l yv¢m| dxdt.

Dessa forma (2.94) transforma-se em

1
/wm.v( g¢m) dadt = 2/qk\v¢my ydedt——/ 0k 16, | dudt.
Q

Substituindo (2.95) em (2.93), temos

/ Agbmqk%dxdt %qk%cﬂ“dt%— : / @ |V bl vidTdt
) Db Oqr. O
= q’“ yv¢m| ddt + aﬁ; aik%d dt.

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

Usando as identidades do Lema 2.2, a primeira integral do lado esquerdo de (2.96) é

Om O / b \”
/ o kﬁxkdrdt Eqk ( o I/kdrdt
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e a segunda integral do mesmo lado é

1 ) 1 06\’
— dl'dt = — —/ dl'dt.
2/£Qk‘|v¢m| Vg 2/2%<6V> Vg

Logo (2.96) torna-se

2 ov

2
—/Agbmqk%da:dt = —l/qk (%) vipdldt
Q 8xk N

2.97
1 8qk ( )

V| dadt
2Q6‘xk| G |” dxdt +

Combinando as igualdades (2.89), (2.92) e (2.97), encontramos (2.83). W

Passemos agora ao principal resultado desta secao.

Teorema 2.7 (Regularidade Escondida) Se ¢ € solugdo fraca do problema (2.1), entdo

0 .,
5, € LD (2.98)

e, além disso, existe uma constante C' > 0 tal que

/2 (%Ydl‘dt <C (EO + /OT 1£(s)] ds) , (2.99)

onde Ey € definido como no Teorema 2.6.

Prova: Seja ¢ = hy, o campo vetorial do Lema 2.1 (g = v;, sobre I'), que substituindo no

Lema 2.3, segue que

L (00m\* 0 ([ O (t)
E/E(ay) drdt — (gbm(t),hk o )

Oh 06 D1,
00xj Oxy, Ox;

T

1 ahk ;12 2
5 | G il = [900°

0 (2.100)
OPm
dxdt — | fohp—=—"dzdt.
Q al'k

Iremos agora a obter estimativas para todos os termos que aparecem no lado direito da
igualdade (2.100).
Como hy, € C! (ﬁ), temos

(const)

T

< 2 sup
0<t<T

(% (t), h Obm <t)) ‘ < sup B, (1), (2.101)

0 Oxy, 0<t<T
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onde E,, (t) é a energia associada a ¢,,, ou seja,

But) =3 [ (1 @F + V6, ()

Temos ainda que

‘ / e T2 — [P dmdt‘ <CE, (1), (2.102)
8hk a¢m a¢m 2
< < .
‘ /Q S o dxdt‘ <c /Q V|2 dudt < CEy (1) (2.103)
e, como f, € C°([0,T];C*(©2)), obtemos
O [ (0
—_— < —_— < . .
'fomhk dx dt‘ C;:l /Q ( axk> dx < CE,, (t) (2.104)
Das desigualdades (2.100) — (2.104) , deduzimos que
L[ (06m)®
- < :
> /E ( = ) dldt < CE,, (1) (2.105)

e, pelo Teorema 2.5, concluimos que

a . 2 T
5[ (%) arar< ¢ (B [ 1 ollas). (2.106)

onde Ey,, = En, (0) = 3 [, <|gz571n|2 + |ng570n|2> dx. Logo (8gm)meN ¢ uma sequéncia limitada

v

em L? (X)), portanto existe uma subsequéncia, representada da mesma forma, tal que

%ﬂ — x fraco — * em L? (%) (2.107)
v
e
Opm
<lim . 2.108
IXlpae W ) (2109

Dessa forma, por (2.55), (2.105) e (2.108), para concluir a demonstragao do teorema, resta-

nos mostrar que y = %. De fato, iniciemos observando que

~A¢y, = frn — ¢, em D' (0,T;H (). (2.109)

m
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Sendo f,, € C° ([0, T];C" (Q)) e ¢, € L*(0,T; Hj(£2)), entao por resultado de regularizacao
eliptica (Teorema 1.13), existem z,,, w,, € L*(0,T; H}(2) N H?(2)), tais que

—Awy, = fm € HmeLz(o,T;Hg(Q)mm(Q)) <C ‘fm|L2(Q) ’

(2.110)
—Azm = ¢ € lzmll 20,1 m3 0000200 < C Ol 12 -
Substituindo (2.110) em (2.109), temos
— Ay, = —Awy, — (—Azy,)" em D' (0,T; H1(Q)) . (2.111)

Multiplicando ambos os lados de (2.111) por 6 € D(0,T') e, em seguida, integrando de 0 a
T, resulta
T T T
_ / Aot = — / Aw,fdt — / (—Az) 6dt em  HY(Q),
0 0 0
ou seja,

T T T
_ / At = — / Aw,fdt — / Az @di em H-Y(Q). (2.112)
0 0 0

Como A € L (H}(Q), HY(Q)), temos

T T T
~A ( / ¢m9dt) - A ( / wbdt + / zme'dt>
0 0 0

e, pela unicidade do problema de Dirichlet (Teorema 1.13), obtemos

T T T
/ dmdt = / wnm0dt + / ot em HYQ), V9 e DO,T),
0 0 0
isto é,
Gm = Wy, — 21, em D' (0,T; H'(2)) . (2.113)
Como z,, € L*(0,T; H*(Q)), entao 2/, € H ' (0,T; H*(Q)) e v1 (2},) € H! (O,T; H%(F)> :
Portanto, sendo [y; (zm)]" = 71 (2,,), temos,

1 (6m) = 71 (W) — [11 (2m)] em HL (O,T; H%(m) . (2.114)

Como (fin),ey ¢ limitada em L? (Q), segue por (2.110), que lwinll 20 712y € limitada.

Logo existe uma subsequéncia (wy,),,cy » ainda denotada por (wy,) tal que

meN?
W, — ¢ fraco em L? (0,T; H*(Q)) .
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Sendo w € L'(0,T; H}(2) N H?(2)) solucao do problema —Aw = f, onde f,, — f forte
em L' (0,T; L*(€)), e observando que —Aw,, = f,,, entdao ¢ = w.

Da continuidade do operador trago i, temos
Y1 (W) — 71 (w) fraco em L (0, T; H%(F)> . (2.115)

Por (2.110),, como ¢/, — ¢ fraco L*(Q), obtemos por um argumento similar, uma

subsequéncia de (zp),,cy » ainda denotada com o indice m, tal que
7 (2m) — 1 (2) fraco em L2 (o, T H%<r>)
e, assim,

1 (zn)]' = [ (2)] fraco em H™* (0,73 HA(T)), (2.116)
onde z € L*(0,T; H}(2) N H%())) ¢ a tinica solugao de —Az = ¢’. Como A¢ = f — ¢” em
D' (0,T; H*(Q)), entdo ¢ = —w — 2’ e

71 () = = () =7 (<) em B (0,7 HI(D)) (2.117)
Dessa forma, de acordo com (2.114) — (2.117), obtemos

Y1 (Sm) = = (W) = [11 (zm)] = =7 (W) = [ ()] =71 (9) em H™ (0,T; H%(F>> :

(2.118)

De (2.107), (2.118) e a unicidade do limite, concluimos que x = %

, 0 que mostra o resultado.

2.3 Solucao Ultra Fraca

O objetivo desta secao é estudar a existéncia, unicidade e regularidade de solucao para

o seguinte problema de valor na fronteira nao homogéneo

2 —NANz=0 em (@,
z2=0 sobre X, (2.119)



0 ¢ 2! sa0 menos regulares que os considerados na Secao 2.2. Por

quando os dados iniciais z
esta razao, a solucao sera denominada de solu¢ao ultra fraca. Primeiramente definiremos o
conceito de solugao para (2.119) por meio do Método da Transposi¢ao (ver [21]). Devido ao
método utilizado, a solucao é também conhecida como solu¢ao por transposicao.
Multiplicando ambos os lados de (2.119), por uma funcao 6 = 6(z,t), z € Q, t € (0,7)

e integrando formalmente em (), obtemos

T T
/ /z"@dmdt —/ /Az@dxdt = 0. (2.120)
0 Jo 0 Jo

Usando integragao por partes em ¢, temos

/QxT (dex—/HxO (:UO)d;I:—/ (x,7)0'(x,T)dx

/ (x,0)8(z,0) dx—i—/ /Z@”dl’dt / /Aszmdt = 0.

Notemos que aplicando o Teorema de Green (Teorema 1.9) obtemos que

/ | ozt - / | 2a0deit+ / / 2 arat - / / 0 qra. (2.122)

Substituindo (2.122) em (2.121) segue que

(2.121)

/ / (0" — A) dxdt+/ (2, T, T)dx—/ /(2,0)6(z, 0)dx
/ (2. 7Yz, T)da:+/ (2,0)0/(z, 0)dx —/ /Q—dfdt (2.123)

T
+/ /z@df‘dt =0.
0 T @l/

Como nao temos informagao sobre z(z,T), 2/ (x,T') e %, entao escolhamos 0 = (z,t) tal que

O(z,T)=0"(x,T) =0 e 6(x,t) = 0 sobre X. Assim obtemos

T T
/ /2(9” — Af)dxdt — /z’(a:,O)G(a:,O)dac + /z(x,O)Q’(x,O)dx —|—/ /z@dth =0.
0 Ja Q Q o Jr Ov

(2.124)
Logo
(2,0" — AG) = (2°,0'(0)) + (=',6(0)) — <%, z> : (2.125)
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onde (-, -) representa diferentes pares de dualidade.

A definicao de solucao ultra fraca sera dada como sendo um funcional definido pela

expresao (2.125). Para isso, é natural escolher § = 6#(z,t) como a solucdo do seguinte
problema:

0" — A0 = f em (),

=0 sobre X, (2.126)

O0(T)=0,0(T)=0 em K.
Tomando f € L'(0,T; L*(Q2)) e considerando a mudanca de varidvel T — ¢ por ¢, o sistema
(2.126) é um caso particular do problema estudado na Se¢ao 2.2 (solucdo fraca). Portanto

do Corolario 2.2 e dos Teoremas 2.7 e 2.6, podemos concluir que

10" Lo 0,7 2200y 1O poe 0,213 (02)) < C I L0520 - (2.127)
0.€C((0,7]; Hy(2)) n € ([0, T]; LA()) (2.128)
00
= e IX(5) (2.129)
e
00
= < Cfllprorrz - (2.130)
H o || 2oy LH(0,T;L2())
Como uma consequéncia de (2.128) temos 6'(0) € L*(2), 6(0) € H3(Q) e % € L*(2). Logo

para que o lado direito de (2.125) faca sentido, é suficiente escolher,
L el?Q), ZreH Q) e vel*(X). (2.131)

Assim, observando a expressao (2.125) , podemos definir o funcional S : L'(0, T; L*(Q)) — R

por:

(S, f)=—(2°,6(0)) + (z",6(0)) — %v@l‘dt, (2.132)

para toda solugao 6 do problema (2.126).

Das estimativas (2.127) e (2.130), segue de (2.132) que

HUHL2(2)
12(3) (2.133)
< C (121 + 12 sy + Nolasy I lorian ) -

/ ol
(5.0 < 1O+ 1y 100 + | 57
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Portanto, o funcional S é uma forma linear e continua, isto é, S € L>(0,T; L*(2)). Além

disso

150 e 0,720 = € <\ZO| e ae) + ||U||L2(E)> : (2.134)

Definigao 2.2 Para {z°,z',v} € L*(Q)x H Q) x L*(X), dizemos que z € L>(0,T; L*(2))

¢ solugao ultra fraca (ou solugao por transposicao) de (2.119) se satisfaz a identidade

/zfdxdt = —(2°,0'(0)) + (=", 0(0)) — /@uardt, (2.135)
Q EaV
para toda f € L*(0,T; L*(9)), com 6 solugdo do problema (2.126).

Teorema 2.8 (Existéncia e Unicidade) FEziste somente uma solu¢ao ultra fraca z do
problema misto nao homogéneo (2.119). Além disso, existe uma constante C = C (T) > 0

tal que

HZHLOO(O,T;LQ(Q)) S C (‘ZO| + HZIHH*1(9) + ||U||L2(E)> . (2136)

Prova: A existéncia da solugdo ultra fraca é uma consequéncia de (2.132), (2.133) e o
Teorema da representagao de Riesz (Teorema 1.10), para fungoes de L>®(0,T; L*(2)). A
unicidade é uma consequéncia de Lema de Du Bois Raymond (Lema 1.4).

A desigualdade (2.136), segue de (2.134). W

Provaremos agora alguns resultados essenciais para obtermos a regularidade da solucao

ultra fraca.
Lema 2.4 Consideremos o sistema (2.119) com dados regulares, ou seja, quando
e HY(Q), 2 e LXQ) ev € H? <0,T; H%(r)) . (2.137)
Logo existe uma unica solugao fraca z de (2.119) na classe
2eC([0,T]; H(Q))nC' ([0, T]; L*()) . (2.138)

Além disso, z é uma solugao ultra fraca de (2.119).
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Prova: Seja w € HZ (0,T; H*(Q2)) tal que w = v sobre ¥.. A existéncia de w ¢ garantida
pelo Teorema do Trago. Observe que w” e Aw sao objetos de L?(0,T; L*(€2)).

Consideremos o problema misto

v —Au=—w"+Aw em Q,
u=0 sobre 3, (2.139)
uw(0) =2% ' (0) =2 em Q.

Desde que —w” + Aw € L*(0,T; L*(2)), 2° € HJ(2) e 2t € L*(Q), segue do Teorema (2.4)
que (2.139) tem uma tcica solugao fraca u. Além disso, pelo Teorema 2.6, a solugao u

pertence a classe

ue C’([0,T]; Hy(Q))nC* ([0,T]; L*(Q)) .
Por definicao da solucao fraca, u satisfaz

d

S (W (0:9) + ((ult), 9)) = (" + Aw, ¢), em D(0,T), V¢ € Hy ().

Entao 2z = v + w satisfaz

)+ (. 0) = 0 em D(O.T), Vi € HY(©).
Além disso, z = v sobre X, 2 (0) = 2% e 2/ (0) = 2! em Q. Portanto z € C°([0,T]; H'(2)) N
C ([0, T]; L*(2)) é a tnica solugao fraca do problema (2.119).
Provaremos agora que z é também solugdo ultra fraca de (2.119). De fato, seja
f e L'((0,T); L*(2)) e consideremos a sequéncia (fi),,cy com fr, € L' ((0,T); Hj(S2))
tal que
fm — f forte em L' ((0,T); L*(Q)). (2.140)

Consideremos os seguintes problemas:

97/7/1 - Aem - fm em Q?
O =0 sobre 3, (2.141)
0, (T)=0,0,,(T)=0 em
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0" — NG = f em @,
=0 sobre 3, (2.142)
0(T)=0,0(T)=0 em L.

Pela regularidade de f,, e f, segue que existe solugao forte 6,, de (2.141) e solugao fraca 6

de (2.142) . Além disso,
O € CO([0,T]; Hy () N H*()) N C* ([0,T]; Hy(2)) - (2.143)

Assim 6,,, — 0 é solugao fraca de (2.142) . Entao mudando ¢ por T'—t, temos pela desigualdade
de energia (2.5) e a Regularidade Escondida (Teorema 2.7) que

2

, NG o a2 aﬁm_ﬁﬁ
0,7 =) =0/ (T = OF + [0, (T =) — 0T = 0+ | 52—

12(5) (2.144)
< COfm = flogoryrz@) »

para todo 0 < t < T. Tomando t = T e fazendo m — oo, obtemos da ltima desigualdade

que
0, (0) = 0(0) em H}(R),

6 (0) = @ (0) em L*Q), (2.145)
90,, 00 )

Sendo z uma fungdo na classe (2.138), faz sentido (2" (t),0, (1)), (—Az(t),0, (1)),
dualidades entre H'(Q) e H} (). Entao, pelos mesmos argumento usados para obter (2.124),

temos
0 g / 89m
2 fmdadt = — (2°,6), (0)) + (2, 0,(0)) — [ =Zvdldt. (2.146)
Q b ov
Tomando o limite em (2.146) , quando m — o0, e observando as convergéncias (2.145) , segue

que z é solugao ultra fraca do problema (2.119), como queriamos mostrar. W

Observacao 2.1 Notemos que, para todo f € Wy (0,T; L? (Q)) temos

(2 f) = — /0 (=, ') dt. (2.147)
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Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos de (2.147) que

HZ,HW*LOO(O,T;LQ(Q)) < HZHLOO(O,T;L?(Q)), (2.148)

para toda solugao fraca z de (2.119) .
Lema 2.5 Seja z solugdo ultra fraca do problema (2.119), entdo 2’ € W=1°(0,T; L? (Q2)) .

Prova: Se z é solucao ultra fraca temos z € L*(0,7;L?(f))). Em particular, z €
L?(0,T;L?(Q)) que implica 2 € H~'(0,T; L? (Q)) . Consideremos f em W, (0,T; L?(Q))
e a sequencia (fp,),,oy de funcoes f,, € Hy (0,T; L*()) tal que

fm — f forte em W, (0,73 L% (2)) . (2.149)
Temos por (2.147) e (2.148) para f,, em lugar de f e tomando limite quando m — oo, que
2 e Wb (0,T;L*(Q)). W
Consideremos f € W' (0,T; H} (Q)) .De (2.147) e a definicio de solucdo ultra fraca,
(Definigao 2.2), segue que

0
(' f) = —/zf’dxdt = (2%,0'(0)) — (z",6(0)) + /8—vdfdt, (2.150)
Q Eal/
para toda solucao 6 do problema
0" — A0 = f' em @,
=0 sobre X, (2.151)

0(T)=0,0(T)=0 em Q.

Lema 2.6 Seja 0 a solug¢ao do (2.151), entdo existe uma constante C' > 0 tal que

O+ 160l + | 5 o Wl (2.152)
para todo, f € Wy (0,T; H} (Q)).
Prova: Consideremos o problema
w' —Aw = f em @,
w=0 sobre X, (2.153)

w(T)=0,w (T)=0 em Q.
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para f € W, (0,T; H} (Q)) . Segue do Teorema da regularidade da solucao forte (Teorema

2.3) que
we C°([0,T]; Hy () N H? (2)) nC" ([0, T]; Hy (2)) (2.154)
e
Hw,”Loo(O,T;Hé(Q)) + ||w||L°0(0’T;Hé(Q)mH2(Q)) < C HfHLl(O,T;H(}(Q)) . (2.155)
Seja w’ = 6, entdo 6§ é solucdo do sistema (2.151) porque 6 verifica a equacao (2.151),,

0(T) = w' (T) = 0e 0 (T) = w' (T) = Aw(T) = 0 porque f € Wy (0,T; H} (Q)).
Portanto |6’ (0)] + ||0 (0)|| = |w” (0)| + ||w’ (0)|| = |Aw (0)| + ||w’ (0)|| . Segue de (2.155) que

" O+ 18 O < CNFll (0.0 ) - (2.156)

Assim, para obter a desigualdade (2.152) ¢ suficiente estimar || % HLQ por HfHLl(OT HY©))*

Para isto, reescrevamos a identidade (2.88) para 6 solugao de (2.151) e gz = hy. Assim:

1 [ (00\° B 90 (0) ohy
5/ (%> dth——(H(O),hk e >+2/an (1] + |V6]?) dxdt

Ohy 00 00 (2.157)
k
— ——— ——dxdt — h —d dt.
o 01 Oxy O /f " Oy ’
Como hy, 5 89 - € L™ (0,T; L?(R2)), segue que hk% € W=t (0,T; L? (Q)) . Entao
/fh —dxdt /fh 0 dxdt (2.158)
k@xk Q k@xk ’ '
Sendo f € H} () e 0 = w” = Aw + f temos
/fhk 06 dxdt = —/ i (fhg)0'dxdt = af ——hpAwdzdt
f o o (2.159)
hk fdrdt — / —* £ Awdzdt — / —k £2q04¢.
Temos ainda que
of of? Ohy, 5
o ——hy fdzdt = hka—xkdxdt 8xkf dxdt. (2.160)

Substituindo (2.160) em (2.159) e o resultado em (2.158), segue

/f hkaa—edxdt /gf hiAwdzdt — / %jﬁwdwdt — —/ Oh —— fAdxdt.  (2.161)
Q

T Q T 6xk
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Sabemos que:

5/ Ohy, (WI Vol )dmdt /g Y (Aw] 4+ 2fAw + | ] = |VO)?) dedt.  (2.162)
Q T

Substituindo (2.161) e (2.162) em (2.157) temos

1/ (%)Qdfdtz—(w’<0>,hk81§;io>>+-/ @Z) Aw]? drdt

"N“dadt — | =——hAwdzdt
axk [V | Q@xk powaTal + 83:] Oxy, Ox;

(2.163)

Aplicando a estimativa (2.155) ao lado direito de (2.163) e observando que hy € C* (),

1 <k <n, obtemos
00

2
/g (E) dl'dt < C HfHLl(o,T;Hg(Q)) (2.164)
De (2.156) e (2.164) segue a prova do lema. W

Teorema 2.9 (Regularidade da Solugao Ultra Fraca ) A solu¢iao ultra fraca z de

(2.119) pertence a classe
2eC°((0,T]; L*(Q)) nC* ([0, T]; H () . (2.165)
Além disso, existe uma constante C > 0 tal que
HZ||L°°(O,T;L2(Q)) + HZ/HLOO(O,T;H*(Q)) <C <|ZO’ + ||ZIHH71(Q) + ||U||L2(E)> :
Prova: Dividiremos a prova em duas etapas.
e Primeira Etapa (Regularidade para z)

Dados 2° € L*(Q), z' € H'(Q) e v € L? (X), existem sequéncias (23,),.cx» (Zm)men €
(Um) ey €m Hg (Q), L*(Q) e Hf <O,T; H%(F)> respectivamente, tais que:

— 2% forte em L%(9),

— 2! forteem H1(Q), (2.166)

0

Zm
1

Zm

Uy — v forte em L*(X).
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Seja w,, € HZ(0,T; H*()) tal que w,, = v, em X. Para cada m € N, consideremos o

problema misto nao homogéneo

2 — Az, =0 em @,
Zm = Um sobre X, (2.167)
2n(0) =22 2/ (0) =2z}, em Q.

Pelo Lema 2.4, segue que a solugao ultra fraca z,, de (2.167) pertence a classe
zm € C°([0,T]; Hy () nC* ([0, T); L* (2)) . (2.168)

Sendo z solugdo ultra fraca de (2.119), com dados {z°, 2!, v} € L*(Q) x H1(Q) x L? (%),

0 .1

entao z,, — z é também solugao ultra fraca de (2.119) com dados 2% — 20, 2z} — 2! e v, —v.

Da estimativa (2.136) , temos
1zm = 2l 1 0 122(00) £ € <‘221 — 2%+ [|om — ZIHHA(Q) + [[om — UHL2(Z)> :
Fazendo m — oo na tltima desigualdade e usando (2.166) obtemos
2z — 2 forte em L™ (0,T; L* (Q)) .
Como z,, € C°([0,T]; L*(Q)) entdao z € C°([0,T]; L*(Q)).
e Segunda Etapa (Regularidade para z’)
De (2.150) e o Lema 2.6, obtemos
A< C (12 + 1 sy + 1olags) ) Wl o ey (2.169)

Como W, (0, T; H} (Q)) é denso em L' (0,T; H} (), segue que a desigualdade (2.169) é
verdadeira para todo f € L' (0,T; H} (©2)). Logo

ZeLl®(0,T;H ' (Q)) (2.170)

12| oo 0,711 < € (’ZO‘ + HleH_l(Q) + HUHL2(2)> : (2.171)
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Notemos que (2.170) e (2.171) sao vélidos para toda solucao ultra fraca de (2.119).
Consideremos (z,,) a sequéncia de solugoes fracas nas condigdes da etapa anterior. Logo

zm — 2z € solucdo ultra fraca de (2.119) e por (2.171), temos

127, — ZIHLOO(O,T;H—l(Q)) <C <|Z7On - ZO| + szln - ZlHH—l(Q) + [lom — UHLQ@)) :

Dessa forma, fazendo m — oo, concluimos que
2, — 2 forte em L™ (0,T; H™' (Q)) . (2.172)
Como 2z, é também solucgio fraca, entao 2/ € C°([0,T]; H*(Q)), por (2.172), segue
2 eC’(0,T]; H' ()

e, portanto, temos provado o resultado. W
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Capitulo 3

Controlabilidade da Equacao da Onda

Linear

3.1 Controlabilidade Exata

O objetivo desta secao é estudar problemas de controlabilidade exata por meio
do Método da Unicidade Hilbertiana (HUM), idealizado por Lions (ver [16], [17]), cuja
metodologia é baseada em certo critério de unicidade e na construcao de um espaco de
Hilbert. O HUM toma em consideracao as propriedades das solucoes da equagao da
onda, desenvolvidas nas secoes 2.1 e 2.2. Além disso, mostraremos como o problema de

controlabilidade se reduz a um problema de minimizacao.

3.1.1 Controlabilidade Exata na Fronteira

Nosso objetivo nesta secao é estudar o problema de controlabilidade exata quando a

acao ocorre na fronteira 3.
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Consideremos o sistema
(

y' —Ay=0 em Q,

v sobre ¥o=T4x(0,7),
y= (3.1)
0 sobre X — X,

L v(,0)=9° Y(,0)=y' em Q,

onde I'y é uma parte de I', com medida positiva tal que Ty N (I' — I'y) = 0.

Observacao 3.1 Tendo em conta que o sistema pode ser controlado na fronteira, € razodvel
tentar resolver o problema quando o controle atua somente sobre uma parte desta. Fsse
problema, além de mais interessante, permite minimizar um certo custo que surge de maneira
natural. Dessa forma, consideraremos o caso em que o controle atua unicamente sobre o
subconjunto ¥y de X. Portanto trata-se de um problema de controlabilidade exata na fronteira

com controle localizado.

1. Formulagao do Problema

O problema de controlabilidade exata pode ser formulado como segue: Dado T > 0
suficientemente grande, achar um espaco de Hilbert H tal que para todo par de dados
iniciais {¢°, y'} em H, exista um controle v € L* (), tal que a solugio y = y (x,t,v)

de (3.1) cumpre a condigao do equilibrio:

y(x,T,v) =0 e 9 (x,T,v)=0. (3.2)

Observagao 3.2 Como a velocidade de propagagao das ondas € finita (em nosso caso igual

a 1), para que se tenha controlabilidade, o tempo T haverd ser suficientemente grande.

Observacao 3.3 Devido a linearidade e reversibilidade da equacdo da onda, o problema de
controlabilidade exata na fronteira pode ser formulado como: Dado T > 0 suficientemente
grande, achar um espago de Hilbert H tal que para todo par de dados {y°,y'} e {z°, 2'}
em H, exista um controle v € L?(Xy), tal que a solugio y = y (z,t,v) de (3.1) satisfaz a
condicao:

0

y(x, T,v) =2 e o(x,T,v) = 2" (3.3)
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Em outras palavras, demostrar que todo estado inicial pode ser dirigido ao equilibrio, é
equivalente a demostrar que todo estado inicial pode ser dirigido a todo estado final. De fato,

consideremos o problema

2 —Az=0 em @,
2=0 sobre X, (3.4)
2(T)=2° 2(T)=2z' em K.

Logo pelos resultados na Se¢ao 2.1, o problema tem uma unica solugao forte z. Sejam = y—z,

temos que y € solugao de problema (3.1) se, e somente se, m € solu¢ao do sequinte sistema

m”" —Am =10 em (@,
m=0 sobre X, (3.5)
m(0)=y"—2(-,0), m'(,0)=y*'—2(-,0) em Q.

Além disso, cumpre-se (3.3) se, e somente se, m(T) = m/(T) = 0. Portanto, como

' — 2(-,0) eyt — 2/ (-,0) estio em H, entdo eriste um controle v € L* (%), tal que a
solugao m = m (x,t,v) de (3.5) satisfaz m (T') = m/ (T') = 0. Logo a solugcio y = y (z,t,v)
de (3.1) satisfaz a condigdo (3.3) .

2. Descricao do HUM
o Primeiro Passo

Dados {¢°, ¢'} € D (Q) x D (Q), consideremos o problema

" —Ap=0 em @,
=0 sobre 3, (3.6)
¢(-,0)=9¢" ¢ (-,0)=¢" em Q.

Pelos resultados na Segao 2.1, podemos concluir que (3.6) tem unica solugao forte

¢ = ¢ (z,t)
e Segundo Passo
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Consideremos o problema nao homogéneo

’l/}” - Aw =0 em Qv
¢
= ey sobre X, (3.7)
0 sobre (X —2%),

»(T) =0, ¥'(T)=0em Q.

Notemos que (3.7) é bem definido, pois, considerando a mudanga de variavel T' — ¢ em
lugar de t, o sistema (3.7), recai no caso estudado na Segao 2.3, visto que v = % € L* (%)

(ver Teorema 2.7).

Para a solucao v de (3.7), definamos a aplicagao:

A{6" 0"} = {1/(0), —¥(0)} . (3-8)

A estd bem definida. De fato, para {¢°, ¢'} em D () x D (Q2), obtemos a solugio ¢ = ¢ (z,t)
de (3.6) com regularidade % € L*(X). Assim podemos considerar o problema (3.7) e pelo,

Teorema (2.9), temos ¥(0) € L*(Q) e v'(0) € H 1 (Q) e .
o Terceiro Passo

Multiplicando ambos os lados de (3.7); pela solugao ¢ de (3.6) e integrando em @),

obtemos
/ W ddadt — / Addadt = 0. (3.9)
Q Q
Note que (¢, ¢) = (¢',¢) — (1, #'), entdo a primeira integral de (3.9) é igual a
T
[ vodudt =~ ©.00) - [ W0 (3.10)
Q 0
Como
T
| wdrd=— w6 0) - [vorda, (3.11)
0 Q

entao substituindo (3.11) em (3.10), segue que
ot = (6 0), ) + 0 0),0') ~ [ vdaa (312)
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Por outra parte, usando a identidade de Green, temos

_ __ o¢
. /Q Apdadt = /Q VoVedrdt = /Q Adpdrdt + /Z v, (3.13)
Assim, substituindo as igualdades (3.12) e (3.13) em (3.9), obtemos:
0
(4 (0), 6% + (0 (0), 81) + Ea—‘fwdrdt o, (3.14)
pois ¢ — A¢ =0 q.s. em Q. Tendo em conta (3.7),, segue de (3.14), que
96\ 2
— (¥ (0),9") + (¥ (0),¢°) = (a—¢) drdt. (3.15)
%o v

Temos por (3.8) e (3.15) que

<A{¢0,¢1},{¢0,¢1}>=<{w’(0),—w(0)},{¢°,¢1}>:/E (%) dldt. (3.16)

Definamos em D (2) x D (2) a seguinte forma quadratica:

I = ([, (%)Qdm)%, (37)

a qual é uma seminorma. Pelo Teorema de Unicidade de Holmgren (ver [9]), temos que para

todo subconjunto aberto e nao vazio I'y C I'; existe Ty > 0, tal que, quando T > Tj a tnica

solugao de (3.6) com % =0em Xy é ¢ = 0. Isto implica que ||-|| define uma norma em
D(Q) xD(Q).
A norma (3.17) induz em D (Q2) x D (£2) o produto interno
0¢ v
0 41 0 .1 — 22N 4r 1
{60} (') = [ G (318)

onde vy = v (, t) é asolugdo de (3.6), correspondente ao dado inicial {7°, 7'} € D (Q)xD ().

Multiplicando (3.7), por 7 e, em seguida, integrando em (), obtemos

JREEINIR
Q
Seguindo os mesmos argumentos usados na obtengao de (3.14), resulta que

v O ,
Ea—za—fdrdt = — (¢ (0),7°) + (¥ (0) ,7") .
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Dessa forma, temos por (3.8) que

<A {¢0,¢1} : {70’71}> _ <{¢07¢1} 7 {70771}>F/_ (3.19)

E facil ver que A é bilinear e injetiva. Temos ainda, aplicando a desigualdade de Schwarz

em (3.19), que

[(A{e" 0"} (3% D < (6" 0"l 1107 H

ou seja, a forma bilinear A, definida em D (2) x D (), também é continua.

Representaremos por F' o espago de Hilbert, dado pelo completamento de D (Q2) x D ()
com respeito a norma definida em (3.17).

A forma bilinear {{6®, 0}, {°,71}} — (A {¢,6'},{3°,71}) tem uma extensio, por
continuidade, ao fecho F. Entao obtemos a forma bilinear continua no espago de Hilbert
F, a qual é coerciva, por (3.18). Logo pelo Lema de Lax-Milgram (Lema 1.5), para cada
{n° n'} € F’, existe uma tnica {¢°, ¢'} € F, tal que

(A%} 0 ) = {0 D)

para toda {7",7'} € F. Portanto, para cada {n°,n'} € F’, existe uma unica {¢°,¢'} € F,
a qual ¢ solugio da equacao A{¢° ¢'} = {n° n'} em F’. Sendo A bijetiva e continua, pelo
Teorema da Aplicagao Aberta (Teorema 1.1), temos que A : F — F’ é um isomorfismo.

Conseqiientemente, para cada {y*,y°} € F’, existe uma tinica {¢°, ¢'} € F tal que
A{¢O7¢1} = {yl’_yO} em F'.

Como a aplicagao A foi definida por A {¢°, ¢'} = {4/ (0), = (0)}, onde 9 é a solugao
do problema nao homogéneo (3.7), entao ¢ (0) = y° e ¢/ (0) = y'. Assim, considerando o
controle v = % em (3.1), temos que ¥ e y sao solugoes ultra fracas do mesmo problema com
valor na fronteira nao homogeéneo, e pela unicidade de solugao, segue que y satisfaz (3.7),,
ou seja, a condicao (3.2).

Agora faremos a caracterizagao dos espagos F' e F’ como espacos de Sobolev. Na verdade

mostraremos que F = H} () x L? () . De fato,
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(i) HE(Q) x L2(Q) C F.

Seja {¢°, o'} € H} (Q) x L? (Q2) . Pelo Teorema 2.7, a solucao fraca ¢ de (3.6) satisfaz a
desigualdade

96\ ,
/ZO (5) dldt < Co H{gbo, (bl}HHé(Q)xLQ(Q) : (3.20)

A inequacao anterior é conhecida por Desigualdade Direta.
Como F é o completamento de D (2) x D (§2) com respeito a norma definida em (3.17),
obtemos {¢°, ¢'} € F.

(i) F c HY(Q) x L?(9).

Seja {¢°,¢'} € F. Consideremos z° algum ponto de R™, R(z°) = sup |z —2°| e
z€Q

T (z°) = 2R (2°). Para T > T (2°), existe C' > 0 tal que

a 2
O W garerner < [ (52) e (321

A inequagao (3.21) é denominada Desigualdade Inversa ou Desigualdade de Observabilidade.
A demostragao desta desigualdade encontra-se feita no Apéndice B (Teorema B.1). Logo,
pela defini¢ao de F, temos que {¢", ¢'} € Hg () x L* (Q).

Por (i) e (i7) concluimos a equivaléncia das normas |||/ e ||| Hi(@)x12(0) © identificamos
F e seu dual F' com H} () x L? () e H ' (Q) x L*(Q), respectivamente. Assim, dados
{y*, '} € H1 (Q) x L? (Q) , existe um tnico par de dados iniciais {¢°, ¢'} € Hg (Q) x L? (Q)
que associa a solugao fraca ¢ de (3.6). Sendo o controle v = %’20, pela regularidade

escondida da solucao fraca provada no Teorema 2.7, temos que v € L? (%) .

Problema de Minimizacao

No ponto anterior obtivemos o espago de Hilbert H~! (Q2) x L?(Q) no qual, para todo
par de dados iniciais {y',4°} nele contido, existe um controle v € L? (%), tal que a solugao
y =1y (z,t,v) de (3.1) cumpre a condigao de equilibrio (3.2).

Vamos agora mostrar como o problema de contrabilidade exata na fronteira se reduz a

um problema de minimizagao.
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Lema 3.1 Seja ¢ a solugao de (3.6) com dados iniciais {¢°, ¢'} € H} (Q) x L* (). Entdo
para dados iniciais {y°,y'} € L*(Q) x H™1(Q), a solucio y de (3.1) satisfaz (3.2) se, e

somente se, existe v € L? (Xg) tal que

—Udf‘dt ¢0> (), () (yo, gbl) .

E0
Prova: Suponhamos {y%,y'},{¢",¢'} € D(Q) x D(Q) e v € D(X,). Multiplicando (3.1),

por ¢ e integrando em (), obtemos

/Q /O T¢ (v — Ay) dtdx = 0.

O://T¢(y”—Ay)dtdx: /Q(qsy'—qs'y)da:j+/2<——¢+% )dth

/Z S -ydldt + / [0 (T)y' (T) = ¢/ (1) y (T)] dz — / [6(0)y' — ¢ (0)y°] da

Q

Assim

Logo, para {y°,y'} € L? (Q) x H 1 (Q) e {¢°, 9"} € H} () x L* (), temos
a¢ / / 01 1 .0
/;Oa_ydrdt /Q (T) (b (T) dx — <Z/ (T) ) ¢ (T)> - /Qy (b dx + <y 7¢ >H—1(Q),Hé(ﬂ) : (322)
Portanto, segue de (3.22) que y satisfaz (3.2) se, e somente se,
9¢ 10 0,1
/an—vdl“dt (y', ¢ >H_1(Q)7H01(Q) - /Qy ¢ dz,

o que mostra o resultado. W

Definamos a dualidade entre L? () x H~(Q) e L? () x H} (Q2) por

{0 {01 6)) = (8°.6") = (56 1 sianm o (3.23)
Logo o lema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira:
Lema 3.2 Seja ¢ a solugio de (3.6) com dados iniciais {¢°, ¢'} € H} () x L* (). Entdo,

para dados iniciais {y°,y'} € L*(Q) x H1(Q), a solucio y de (3.1) satisfaz (3.2) se, e

somente se, existe v € L* (%) tal que

/2 20 vt + ({4°.'} {6, 6")) = 0. (3.24)
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Observe que, por (3.24), a controlabilidade exata do sistema (3.1) pode ser remetida a

obtengao de pontos criticos do funcional J : Hg (Q) x L?(2) — R, definido por:

0 i L[ ]2
j{¢7¢}_2/20’8y

onde ¢ ¢ a solucio de (3.6) com dados iniciais {¢°, ¢'} € H} (2) x L? (Q) .

drdt + ({y°,y'} . {¢",0°}), (3.25)

Consideremos o seguinte resultado de minimizacao:

Teorema 3.1 Seja T > T (2°). Entao o funcional J, definido em (3.25), possui um tinico
minimo {ao,g_bl} € HY(Q) x L?(Q).

Prova: Pelo Teorema (1.11), para afimar a existéncia do um tinico minimo, devemos provar

que o funcional J é semicontinuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo.

e 7 é semicontinuo inferiormente.

Pela desigualdade direta (3.20), sabemos que

C
T{ 01} < 5 I 0 e + ({8%9'} {616

e, aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

C
T{6°.6'} < 5 10" 0 Mz + IHE " Hlmyiope sz 8% H oy -
(3.26)

Assim, deduzimos por (3.26) a continuidade do funcional J e, portanto, sua

semicontinuidade inferior.

e 7 é estritamente convexo.

Sejam {¢°, ¢!}, {4%,9)'} € Hy () x L*(Q) e A € (0,1).. Logo

T M@0 + (L= {091} =AT {¢" ¢'} + (1 = N) T {v°, 0"}

AX1=X) [ |06 0v|
RAR SRRAVANY [ et 8 ) N
2 /Eo v Ov dudt
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Pela desigualdade inversa (3.21) temos

J,

Assim, para algum {¢°, ¢'} # {¢°, 1}, temos

2

96 0
o Oy drdt = Cy[|[{6%. 6"} = {4 " i oo -

ov Ov

T (M %8} + @ = N {v°0'}) < AT {8% ¢} + (1 — N T {¢° v}
Portanto J é estritamente convexo.

e 7 é coercivo.

De fato, sabemos que

J{cﬁo,df}z%(/zo

Sendo T' > T (2°) , segue pela desigualdade inversa (3.21), que

9¢

ov

2
dTdt = [|{8° " H| sy 220y \\{y‘]vyl}\}Lz(Q)xH-l(Q)) -

C 9 1
T8 2 S I46% 0 Wlgcaperaien — 5 1H6% 0 Hlag apzaten 6% 5 Hlaayern o

1
> (5 \|{¢°,¢1}|1H5(Q>XL2(9)) (€6 Hlmyeyeraiey — 46 8 Hlzq@prr (s )
ou seja,

T{6°,¢'} = c0.

||{¢0’¢1}”H(%(SZ)XLQ(SZ)*)OO

Portanto J é coercivo.

Dessa forma, J tem um tnico minimo {50,51} EH () xL*(Q). W

Mostremos agora que o minimo do funcional encontrado no teorema anterior nos fornece

o controle de norma minima desejado.

Teorema 3.2 Seja {y°,y'} € L* (Q) x H~1 () e suponha que {g_bo,al} € Hy () xL*(Q) é

o minimo do funcional J. Se ¢ corresponde a solucdo de (3.6) com dados iniciais {50,51} ,

entdo v = g—% ¢ um controle tal que para dados iniciais {y°,y'} € L? (Q) x H'(Q), a

Yo

solugao y de (3.1) satisfaz (3.2) .
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Prova: Se {g_bo,al} € H} () x L*(R2) é um minimo do funcional 7, entao

7({# e} +nteren) g {0}

i h
Logo,
969 140
| Soae ——drdt + ({y°,y'} . {¢", ¢°})
09 0¢
— %a_dth +/ yootdr — (y', %) g1 ()i (e) = 0

para todo {¢°,¢'} € HJ (Q) x L*(Q), onde ¢ é solugao de (3.6). Assim, pelo Lema 3.2,

99

temos que v = 32 é um controle tal que para dados iniciais {y°,y'} € L*(Q) x H

solugao y de (3.1) satisfaz (3.2). W

(@), a

A seguinte proposi¢ao mostra que se o controle v do problema (3.1) é obtido pela

minimizagao do funcional, v é de norma minima.

Proposicao 3.1 Seja v = 2%

5, 0 controle, tal que @ € a solucdo do sistema (3.6), cujos dados

INLCIaLS {50,51} correspondem ao minimo do funcional J . Se g € L*(3g) € outro controle

tal que para dados iniciais {y*,3°} € H1(Q) x L*(Q), a solugdo y de (3.1) satisfaz (3.2),

entao

HU”H(EO) < ”g”LZ’(EO)'

Prova: Considerando {50751} € D(Q) x D (), temos

— 2
2 07l 1 70
- ——| drdt = — d+<, > :
Folzee) /20‘8 /qué TS0 H=1(Q),H (%)

Por outra parte, pelo Lema 3.2, para g € L? (%) , obtemos

Léf?gﬂﬂt <{fﬁfb{5a$}>:“iéﬁgwx+<yag>%mwf%m'

Assim, por (3.28) e (3.29) , obtemos

9
v

1ol sy = /—ﬂﬁﬁ<MW%

L2(%0)

o que mostra (3.27) .
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3.1.2 Controlabilidade Exata Interna

Nosso objetivo nesta secao é estudar o problema de controlabilidade exata quando a
acao ocorre no interior do dominio.
Seja w um subconjunto aberto de €2 e 1, sua funcao caracteristica. Consideremos o

problema

y' — Ay = hl, em (),
y=0 sobre 3, (3.30)
y(0)=9° ¥ (0)=y" em Q.

A acdo ocorre no cilindro w x (0,7") contido em @ =€ x (0,7).
1. Formulagao do problema

Dado T > 0 suficientemente grande, achar um espaco de Hilbert H tal que para todo
par de dados iniciais {y°,y'} € H, exista um controle h € L? (w x (0,7)) tal que a solugio

y =1y (z,t,h) de (3.30) satisfaca
y(x,T,h)=0 e o (x,T,h)=0 em Q. (3.31)
2. Descricao de HUM
o Primeiro Passo
Dado {¢°, ¢'} € D(Q) x D (), consideremos o problema

gb// - A¢ =0 e1m Qv
¢=0 sobre X, (3.32)

¢(0)=¢" ¢(0)=¢" em Q.
Sabemos pelos resultados obtidos na Secao 2.1 que este problema tem tnica solucao forte
¢=¢ (1),
e Segundo Passo

66



Consideremos o problema

w” - Aw = ¢1w em Qa
=0 sobre 3, (3.33)
Y(T)=0, v'(T)=0 em €.

Para a solucao 1 de (3.33), definamos a aplicacdo
A ¢} ={¢'(0), - (0)}. (3.34)
e Terceiro Passo
Multiplicando ambos os lados de (3.32), pela solugdo ¢ de (3.33) e integrando em @),

/0 ) /Q ¢"pdrdt — /0 ' /Q Agpdadt = 0. (3.35)

Como (¢,v)" = (¢, ) + (¢/,4') obtemos:

temos

(& (T) .4/ (T)) — (& (0), 4/ (0) = / (&, ¢) dt + / (&, 0') dt.

Sendo ¢ (T') = 0, por ¥ser a solugao de (3.33), segue que

- @) - [ @na- [ @ (3.36)
Como (¢,v¢")" = (¢,9¢') + (¢,7") , integrando por partes em (0,7"), obtemos
@) () = @00 O) = [ @i+ [ o

Desde que ¢’ (T') = 0, segue da uiltima igualdade que

—(6(0). 4 (0)) - /0 (6. dt = /O (&, ') dt. (3.37)
Substituindo (3.37) em (3.36), temos
(610 (0)) + (6(0) 4 (0)) + /D (60" dt = /0 (&, ) dt. (3.38)

67



Por outra parte, como ¢ = 0 e ¢ = 0 sobre Y, obtemos, pela férmula de Green, que

/0 ' /Q Adypdadt = /0 ' /Q A Ydadt. (3.39)

Substitiundo (3.39) e (3.38) em (3.35), temos

— (66 (0) + (6% ' (0)) + / (64" d / / oApdrdt =0, (3.40)
ou seja,
— (8", 4:(0)) + (6(0),0/ (0)) + / / 2dwdt — 0, (3.41)
pois " — A = ¢1, em Q.

Por (3.34) e (3.41) resulta que

(A {6}, {6" 6'}) = ({/ (0), v (0)}, {¢", ' }) =/O /¢2dxdt. (3.42)

Definamos em D (Q2) x D (£2) a seminorma

{0z = [ [ tasa 3

Pelo Teorema de Unicidade de Holmgren (ver [16]), existe Ty = Tp (w) > 0, tal que para todo
T > Ty a tnica solucao ¢ de (3.32) tal que ¢ =0 em w x (0,7) é ¢ = 0. Logo, para T > Ty,
a forma quadrética (3.43) é uma norma em D (§2) x D ().

Representaremos por F o espago de Hilbert dado pelo completamento de D (€2) x D ()
com respeito a norma definida em (3.43).

A norma (3.43) induz em D (2) x D (£2) o produto interno

({601} 101, //(brdxdt

onde r ¢ a solugio de (3.32) correspondente ao dado inicial {r° r'} € D (Q) x D (Q).

Consideremos a forma bilinear

(A, 0"} {101 }) = /OT/wqﬁrda:dt,

definida em D (2) x D (), a qual é continua e coerciva em D (§2) x D (2). Entao essa

extensao, por continuidade ao completamento F' também é continua e coerciva em F. Dessa

68



forma segue do Lema de Lax Milgram (Lema 1.5) que, dado {—y°, '} € F’, existe um tnico

{¢° ¢!} € F tal que
M6 0D = ('} (0 D ¥ 0P e R (340
Assim para {—y°,y'} € F', existe {¢°, ¢'} € F tal que
A% ¢} = {4 y'} em F'. (3.45)

Por (3.45) e (3.34) concluimos que % (0) = 3° e ¥/ (0) = y!, onde ¥ é a solucao de
(3.33).

Assim, considerando h como sendo a restrigao de ¢ a w x (0,7, segue pela unicidade
de solugao que y satisfaz (3.31).

Faremos agora a caracterizagao concreta de F. Na verdade mostraremos que F' =

L?(Q) x H™1 (). De fato,
(i) L*(Q) x H'(Q) C F.

Considerando ¢° € L*(Q) e ¢' € H~'(Q), temos pelo Teorema 2.8, que (3.32) tem

unica solucao ultra fraca e, além disso, vale a desigualdade

T
| [tanar <€ (10 19 ) = €I Y gy (340

Como F' é o completamento de D (2) x D () com respeito & norma definida em (3.43),

segue que {¢°, @'} € F.
(i) FC L*(Q) x H1(Q).

Consideremos {¢°,¢'} € F. Para T > T (2°), existe C' > 0 tal que a desigualdade

inversa
T
0 41112 2
CI 6 sy < [ i .47
é verdadeira, ver Apéndice B (Teorema B.2). Logo pela definicio de F, temos que

{¢°0'} € L2 (Q) x HT1 ().
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Por (2) e (ii) concluimos a equivaléncia das normas |||z € [|*[| 20y gr-1(q) € identificamos
F e seu dual F' com L?(Q) x H'(Q) e L?(Q) x H} (Q) respectivamente. Assim, dados
{y°, y'} € H} (Q) x L? (), existe um tinico par de dados iniciais {¢°, ¢'} € L* (Q) x H~ (Q)
que associa a solugao ultra fraca ¢ do problema (3.32) . Temos ainda que, sendo o controle h
a restrigdo de ¢ a w x (0,7, a regularidade da solugao ultra fraca provada no Teorema 2.9

nos permite dizer que h € L? (w x (0,7T)).

Problema de Minimizacao

No ponto anterior mostramos que para todo par de dados iniciais {¢°,y'} € H} () x
L?(Q), existe um controle h € L*(w x (0,T)), tal que a solugao y = y (x,t,h) de (3.30)
cumpre a condi¢ao do equilibrio (3.31).

Vamos agora mostrar como o problema de contrabilidade exata interna se reduz a um

problema de minimizacao.

Lema 3.3 Seja ¢ solugdo do sistema (3.32) com dados iniciais {¢°, ¢} € L* () x H (Q).
Entao para dados iniciais {y°,y'} € H} (Q) x L? (), a solugdo y de (3.30), satisfaz (3.31)

se, e somente se, existe h € L* (w x (0,T)) tal que

T
[ oot = (0 )y 0y ey = ()

Prova: Suponhamos {y°,y'},{¢° ¢'} € D(Q) x D(Q) e h € D(w x (0,T)). Multiplicando
(3.30), por ¢ e integrando em () temos

T
// o (y" — Ay)dtde = 0.
Jo
Integrando por partes

/Q/on) (" = Ay) didw = /Q (0y' — ¢'y) dx OT + /O ' /Q y(¢" — A¢) dwdt
= [y @)= @)y @de— [ 0O =4 05 dz o0

Q
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Logo para algum {y°,y'} € Hy () x L?(Q) e {¢°,¢'} € L?(Q) x H1(Q),

| oot ==t @)y @)+ [0y (a6t~ [Fitin (3

Portanto, segue de (3.48) que y satisfaz (3.31) se, e somente se,

T
[ oot = () oy ey = [

o que conclui a prova do resultado. H
Considerando a dualidade entre L? (Q) x H~! () e L* (Q) x H} () definida em (3.23) ,

o lema anterior pode ser reformulado da seguinte maneira:

Lema 3.4 Seja ¢ solucio do sistema (3.32) com dados iniciais {¢°,¢'} € L? (Q) x H1 (Q).
Entao para dados iniciais {y°,y'} € Hj () x L*(Q), a solugdo y de (3.30) satisfaz (3.31)

se, e somente se, existe h € L* (w x (0,T)) tal que

/OT/¢hdxdt+ ({6 0'} . {y'4"}) =0. (3.49)

Observe que, de acordo com (3.49), a propriedade da controlabilidade pode ser
transferida a encontrar pontos criticos do funcional J : L*(Q) x H~*(Q) — R, definido

por:
1 (T
{0y =5 [ [ 1ol dude+ ({0} {u'0D). (3.50)
0 w
onde ¢ é a solucdo do sistema (3.32) com dados iniciais {¢°, ¢'} € L% (Q) x H~! (). Desse

modo, consideremos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja T > T (2°). Entao o funcional J possui um tinico minimo {50,51} €
L*(Q) x H1(Q).

Prova: Pelo Teorema 1.11, para afimar a existéncia de um tnico minimo para o funcional,

devemos provar que J é semicontinuo inferiormente, estritamente convexo e coercivo.

e 7 é semicontinuo inferiormente.
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Da desigualdade direta (3.46) obtemos

1
T{.0'} < 5C I 6 M eamperrrn + ({60} {007

e, portanto,

C
T{6°.6"'} < 5 16" 0 a0 T 1" 6 H oo 8" 9" Hl sy oerzcon -
(3.51)

Logo de (3.51), deduzimos a continuidade do funcional J, e, consequentemente, sua

semicontinuidade inferior.

e 7 é estritamente convexo.
Sejam {¢°, 6"}, {v%, ¥} € L2(Q) x H™'(Q) e A € (0,1). Logo

T (A% o'} + (1= X) {¢° ¢'})

_ 1= [T :
AT+ (=0T ) = S o= o o

Pela desigualdade inversa (3.47) temos
/OT/W 60—l dudt > C|[{¢°,6'} — {0, 0}
Assim para algum {¢°, ¢'} # {1, '} temos
T (M¢% '+ =N {v%¢'}) < AT {8% 0} + (1 =N T {¢°¢'}.
Logo J é estritamente convexo.
e 7 é coercivo.

De fato, como

R U L (] (OB
’ “2\Jo Ju ’ LA(Q)xH~1(Q) ’ Hy(@)xL2(@) | *

72



Pela desigualdade inversa (3.47) obtemos
T{8.9') 2 5 " ) LI I o'}
) =5 ) LAQ)xH-Y(Q) , @) xH-1(Q) 1YY sllaL(Q)xL2(9)

1
> (5 I{”, ¢1}||L2(Q)xH—1(Q)) (O 1{¢", ¢1}||L2(Q)xH—1(Q) - ”{yo>y1}”L2(Q)><H—1(Q)> )

ou seja,

lim J{gzﬁo,gbl} = 0.

(@8N L2 () x -1 ()~
e, portanto, J é coercivo.
Dessa forma tem J um tinico minimo {50,51} e xH Q). W
Mostremos agora que o minimo do funcional encontrado no teorema anterior nos fornece

o controle de norma minima desejado.

Teorema 3.4 Seja {g_bo,al} € L? (Q)xH™' (Q) o minimo do funcional J. Se ¢ corresponde
a solugao de (3.32) com dados iniciais {50,51}, entao h = 5|w é um controle tal que para

dados iniciais {y°,y'} € HY (Q) x L?(Q), a solugao y de (3.30), satisfaz (3.31).
Prova: Se {50,51} € L*(Q) x H™*(Q) ¢ um minimo do funcional 7, entdo

() i) -a(.5)

lim N =0.

Logo,
T
- 140 1,0 _
/0 /wqﬁgzﬁdxdtnL +/Qy ¢"dx — (&, 4") 41 () pr gy = O
para algum {¢°, ¢'} € L% (Q) x H~1(Q), onde ¢ é solucao de (3.32). Assim pelo Lema 3.4,
temos que h = q_b‘w é um controle tal que para dados iniciais {y°,y'} € H} () x L*(Q), a
solugao y de (3.30) satisfaz (3.31). W

A seguinte proposicao mostra que o controle h obtido pela minimizagao do funcional é

de norma minima.

Proposicao 3.2 Seja h = a‘w o controle tal que ¢ € a solug¢do do sistema (3.32), cujos

dados iniciais {50,51} correspondem ao minimo do funcional J. Se g € L* (w x (0,T)) é
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outro controle tal que para dados iniciais {y°,y'} € HL () x L? (), a solugdo y de (3.30)
satisfaz (3.31). Entdo

||h||L2(20) < ||9||L2(20)- (3.52)

Prova: Seja {50,51} o minimo do funcional 7. Considerando {50,51} € D(Q) x D(Q),

||h||L2 (wx(0,T)) / /‘¢| dxdt = <¢ y> L@ /gby (3.53)

Pelo Lema 3.4, para g € L? (w x (0,T)) obtemos

/OT/wgadxdt =— <{EO,$1} Aty } /¢ ytdx + <d) y > @ (3.54)

Assim, por (3.53) e (3.54), obtemos

T
) _
12072 0.7 :/0 /9¢dl‘dt

< ||g||L2(w><(O,T)) HEHLQ(UJX(O,T)) = ||gHL2(w><(O,T)) ||hHL2(w><(O,T))7

temos

o que mostra (3.52). W

3.2 Controlabilidade Aproximada

Outro tipo de controlabilidade que podemos analisar para a equagao linear da onda
é a controlabilidade aproximada, a qual é uma consequéncia da controlabilidade exata.
Na presente se¢ao estudaremos quando os sistemas (3.1) e (3.30) sdo aproximadamente
controlaveis. Inicialmente, formularemos os problemas de minimizacao que serao abordados
fazendo uso do método de dualidade no sentido de Fenchel e, em seguida, enunciaremos os

teoremas que nos garantem a controlabilidade aproximada dos sistemas.

3.2.1 Controlabilidade Aproximada na Fronteira

Nosso objetivo nesta secao é estudar o problema de controlabilidade aproximada para
o sistema (3.1). Aqui vamos considerar os dados iniciais nulos, ou seja, {¢°,y'} = {0,0}.

Notemos que nao perdemos a generalidade, visto que o sistema ¢ linear.
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Definigao 3.1 Dizemos que (3.1) € aprozimadamente controldvel se, para todo € > 0 e
{2021 € L2(Q) x H1(Q), existe v € L? (%), tal que a solugio y =y (z,t,v) do sistema
(3.1) com dados iniciais {y°,y'} = {0,0}, satisfaz

[{y(D), 5/ (1)} = {2°% 2 | ooy rr—ry < & (3.55)

Consideremos {2°, 2!} € L* () x H™(Q) e definamos By como sendo a bola unitdria
de L*(Q) e B; a bola unitdria de H~! (€2). Provar que o sistema (3.1) ¢ aproximadamente
controlavel é equivalente a mostrar que para quaisquer ag,; > 0, existe v € L* (%), tal

que a solugao y de (3.1) satisfaz
y(T)€ 2+ apBy e y(T)€ 2" +aB. (3.56)

Além de querermos provar a existéncia de um controle v € L?(3;) de modo que a
solucdo y de (3.1) satisfaga (3.55), queremos também mostrar que esse controle é de norma
minima. Assim, antes de enunciamos o teorema que garante a controlabilidade aproximada
para (3.1), no sentido da Definigao 3.1, formularemos um problema de minimizagao, de
forma que apareca naturalmente um funcional custo que nos fornega o controle desejado.

Aqui seguiremos os mesmos argumentos usados em Lions [20].
1. Formulagao do Problema de Minimizacao

Seja 6 (2,Tg) = supdist {z, 'y} . Consideremos o problema de minimizagao:
e

Dados {ZO, Zl} cL? (Q) x H™! (Q) , ag,a0 >0, T > Ty =20 (Q,Fo) ,

1 (3.57)
achar inf 5/ v2dY entre todos os v's que acarretam (3.56) .
3o

Observacgao 3.4 Notemos que:

(i) Se ay = iy = 0, o problema (3.57) é igual ao problema de controlabilidade exata.
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(ii) Para ¢ > 0, o problema (3.57) pode também ser formulado por

Dados {2%,2'} € L2(Q) x H1(Q), e >0, T > Ty =25 (2, Ty),

1 (3.58)
achar inf 5 / v2dY: entre todos os v's que acarretam (3.55) .
Yo

2. Método de Dualidade

Consideremos o operador linear e continuo L : L? (3g) — L? () x H~1(Q2) que leva v
em {y(T,v),y'(T,v)} e definamos o operador adjunto L* : Hj (Q) x L*(Q) — L? (%) que

leva {a!,a®) em 22 onde ¢ é a solucao de
) v g

" —Ap =0 em @,
o= sobre 3, (3.59)
o(T)=-a" ¢ (T)=a' em Q.

Vejamos agora que o operador adjunto L* é bem definido. De fato, se {a° a'} €
HY(Q) x L?(Q) entdo 92 € L?(¥). Assim {a!,a’} — g—ﬂzo define um operador, o qual ¢
linear e continuo de Hj () x L? () em L?* (%) .

Multiplicando (3.59), por y (solugao de (3.1) com y* = y' = 0) e integrando formalmente

em (), obtemos

' — ! T 8—¢v =
/Qy (T) .o (T)d /Qy<T>,go<T>d +/an” a5 = 0.

Sendo {a® a'} € H} () x L* () e {y(T),y'(T)} € L* () x H' (Q), temos por (3.23) que
[ Govd= = () (D} ot o)) = (Lo, {a ~a"}) = (0.2 {at =a")) g
Assim

* 1_0_8_@
L{a, a}fay.

Introduzamos agora dois funcionais:

1
F(v) = 5/Z v?’dY sobre L* (%)
0
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0 0 0 B 1 1 B
Gy = ool e ek e et ab,

0o, de outro modo.
Com estas notagoes o problema (3.57) pode ser formulado como segue

‘Achar inf {F (1) + G (Lo)}, v € L* (%) (3.60)

Aplicaremos agora a teoria de dualidade no sentido de Fenchel.

Pelo Teorema de Fenchel (Teorema 1.12), com f = F, g = G, A = L, temos
inf {F (v) + G (Lv)} = —inf {F* (=L" {a’, —a’}) + G" ({a', —a"}) }, (3.61)
com {a° a'} € H} (Q) x L? (), onde
F* (v) = sup { (0.0) pagey = F ()} = F(0).

Temos, também que

G ({a',=a’}) = suwp {{({a', ="} {f*.f'}) =G ({/*f'})}

0.1
= sup {(@2°) + (£0°) sy~ G (D)}
= sup. {(a',20 + aoBo) + (=" + 1 B1,a%) s g ron
= (@) +sup (0", 0Bo) + (=10%) -1 gy oy 0P (0 By, )
= (a',2") +ao |a}] + (1,0°) ;o1 gy ey + 1 [|0°]-
Fazendo p° = —a®, p' = a!, e considerando p a solucdo do sistema
p'—Ap=0 em @,
p=0 sobre X, (3.62)

p(T)=p° p(T)=p" em Q,
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podemos reescrever (3.61) por

: Rl
it (7 (0) 4 G (L0} = | inf P (=52) 40120 = () g+ oo+ 1]

. 9p 1.0 1,0 1 0
== ngg)F (_5> +(p',2°%) = (2, p >H*1(Q),H6(Q) +ag|p'| + aq 0]

o] dp ’ 1.0 10 1 0
=—ng)§ L (52) 4=+ 620 = () + ol + 11

Considerando o funcional

1 dp 2
T} =5 [ (52) a2 1) = () sy + ool o )

temos que
inf {F (v) + G (Lv)} = — inf T {p"p'}. (3.63)
v {20}

Para ¢ > 0, reescrevamos o funcional [J {p°, p'} como sendo

200t =3 [ (2) 4 60 - g )]
WPy T s, \OV P P 1), HY(@) PP sl @xr2@)
(3.64)

Mostremos, por medio do Teorema 1.11, que o funcional 7. atinge um minimo {p°, p'} €

H} () x L2 (Q).
e 7. é semicontinuo inferiormente.
De fato, consideremos uma sequéncia ({p2, pL}) em Hj (Q) x L? (Q2), tal que
{0, o} — {p°, p'} forte em Hy () x L*(Q). (3.65)

Para cada n € N, seja p, a solugdo de (3.62) associada aos dados {p, (-,7),p, (-, T)} =
{0 ply € Hi () x L? (). Assim, v, = p, — p é solucao do seguinte sistema:

77/};1{ - Aqu)n =0 em Q7
Y, =0 sobre X, (3.66)

wn <7T) :pg_pov w; (7T) :pgz_pl em ().
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Pelo Teorema 2.7, a solugao v, de (3.66) sartisfaz a desigualdade direta:

/ o |?
o 81/

Segue de (3.65) e (3.67) que on 8”” (x,t) — a (x,t) | dxdt — 0, quando n — oo, provando

drdt < C (||p0 = || + |er — £']) - (3.67)

ov

assim a continuidade do funcional J e, portanto, sua semicontinuidade inferior.
e 7. é estritamente convexo.

Sejam A € (0,1) e {p% p'},{¢", ¢'} € H} () x L*(Q2) .Assim

Jg{A{pO,pl}+(1—A){qo,ql}}=%/Z (8(Ap+a(i_A)Q)) dE+ (Ap' + (1= A)¢", 2%

M+ (L= )@ i 2 10+ (1= 2 @ A0 + (1= ) )|
2
-3 (w’”“‘w) 45+ A [0 20) — (=1, 70 + 2 (2% o)
2 /s, %

+(1=N(¢",2°) = (z1,¢") + e ll(@®,qIl]-

(3.68)

Observemos que
%/Z (a(Ap+a(i—A)q))2d2_ X (%>2d2+/\(1—/\)/20 <%> (%) ds)
0 (8 e (8] e 02 (]
ALY st (2] A () (2

Logo substituindo em (3.68), obtemos

TAXN% 0+ (1 =N{"d'}} < AT 0"} + (1 =N T {. '},
o que garante a convexidade de J-..

e 7. é coercivo.
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Seja ({/9, p}})j>1 uma sequéncia de dados iniciais em H} (2) x L? () para o sistema

(3.62) tal que

Hp?, pjl'}”Hg(Q)xL?(Q) — 00. Normalizando temos

{r. 0}
pi} HHg(Q)xLQ(Q)

)

{3001} =
T,
onde p é solugao de (3.62). Logo
J- {/)],pj} ] 1 ~1
=3I [ (S g (it
T 2100 o
onde p; é solucdo de (3.62) com dados { ﬁ?, ﬁ]l} . Notemos que dois casos podem ocorrer:

A\ 2

(i) Se lim <%) d> > 0, entao
3o

T ri}

[IE

LN 2
(ii) Se lim (%) d¥ = 0. Sendo ({p“;,,éjl}) limitada em H} (Q) x L*(Q), entao,
o

v

extraindo uma subsequéncia, podemos garantir que ({ Pi p]}) coverge fracamente

1 >1

para {¢°, ¢!} em H} () x L? (). Além disso, se 1) é a solugdo de (3.62) com dado

inicial {¢ (T),¢' (T)} = {¥° '}, entao ({ﬁj,ﬁg})pl converge fracamente a {1, 1’}
2 ! 2 1 72 -1 : op; 97,

em L2 (0,T; HE (Q) x L2 (Q)) N H' (0,T; L2 () x H'(Q)). Assim ({ 00 27, })]21

/
converge fracamente a {g—f, %lﬁ } e

00\ : 9p;\"
hsl < '] —0.
/20(a’/> d¥ < lim 20(81/ d¥x =0

Para T > Ty = 2§(Q,Ty), existe uma constante C' > 0, tal que cumpre-se a
desigualdade inversa (3.21) para todo {% '} em H} (Q) x L? (Q) (ver Apéndice B).
Logo {¢°,¢'} = {0, 0} e, portanto,

Assim 8111 =0 em Y.

{p}.p;} — {0,0} fraco em Hy () x L*(Q).
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Logo

A Ui s
line oy~ [+ ({22 Ao A 2 e

ou seja,

J-A{p’,p'} — o0, quando [|{p°, p'}|| — oo

Assim, em ambos os casos (i) e (ii), J. é coercivo.
Dessa forma, podemos garantir que J. atinge um minimo {p°, p'} € HJ (Q) x L? (Q).
Enunciaremos agora o teorema que garante a controlabilidade aproximada do sistema

(3.1).

Teorema 3.5 Seja T > Ty =26 (Q,Ty) . Entdo para todo € > 0 e dados {y°,y*},{2°, '} €
L*(Q)x H ' (Q), existe um controle v € L* (X0), tal que a solugdo y de (3.1) satisfaz (3.55) .

Além disso, v = 2 onde p € a solugao de (3.62) com dados {p°, p'} € H} () x L? ()

5y

minimizando o funcional J. definido em (3.64) .

Prova: Mostramos anteriormente a existéncia de um minimo {p° p'} € Hj (Q) x L* (Q)
para o funcional J.. Seja p a tinica solugao fraca de (3.62) com dados iniciais {p°, p'}. Temos
%3; € L*(X) . Mostremos que v = gg |Zo é o controle de modo que a solugao y de (3.1) satisfaga

(3.55) . De fato, para h > 0 e {p° p'} € H} (Q) x L*(Q), temos

0< 2 (T ({0 + {01} — 2 8))

8p 8/) dp
5y ay /20 (5) s+ (p',2°) — <Zl7p0>H—l(Q),H3(Q) +e|l{e", Pl}HHg(Q)xm(Q) ’

onde p é solugao de (3.62) com dados {p",p'}. Fazendo h — 0 na inequacao anterior,

IN

deduzimos que

9p Op
—e[[{r’.p }HH1 XL2(Q) = / o aydz + (01 2") = <Zl’p0>H*1(Q)7Hé(Q)'

Analogamente, para h < 0, obtemos

A~

dp dp
5, OV 8ud2 + (02" - <Zl’p0>H*1(Q),H3(Q) s¢€ H{p07'01}HH01(Q)><L2(Q) '
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Logo para qualquer {p°, p'} € H} (Q) x L? (), temos

ap Op
Egavayd2+ ( )

- <Z1’pO>H*1(Q),H3(Q) € H{pov pl}HHg(Q)xm(Q) : (3.69)

Sendo y solugao ultra fraca de (3.1), no sentido da Defini¢ao 2.2, entao, para p solugao

de (3.62), segue a seguinte identidade:

—(y(T),p") +{ ) — / ydl'dt = (3.70)
Tendo em conta que y|ZO =v= %EO , concluimos que
9p Op 0 !
——dl'dt = — T . 3.71
S (Y (T),0°) = (y(T),p") (3.71)

Dessa forma, substituindo (3.71) em (3.69) , deduzimos que

(/@) 0" = )+ (02°) = (1) sy | < 1% 0 Hl gz

e, assim,
({0} {22 =y (D)W (T)})] < e H{Povpl}HHg(Q)xm(Q) :
Logo (3.55) se cumpre. W

3.2.2 Controlabilidade Aproximada Interna

Nosso objetivo nesta secao é estudar o problema de controlabilidade aproximada para
o sistema (3.30) . Sendo o sistema linear, vamos a considerar, sem perda de generalidade, os

dados iniciais nulos.

Definigao 3.2 Dizemos que (3.30) € aproximadamente controldvel se, para todo ¢ > 0 e
{2021} € H} (Q) x L*(Q), existe h € L*(w x (0,T)) tal que a solugio y = y(x,t,h) do
sistema (3.30) , com dados iniciais {y°,y*} = {0,0}, satisfaz

[{y(D), 9/ (D)} = {2° 2" Hl e 2oy < € (3.72)
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Seja {z°, 21} € H} () x L? () e definamos By como sendo a bola unitéria de H} (£2)
e Bj a bola unitdria de L? (). Provar que o sistema (3.30) é aproximadamente controlavel
¢ equivalente a mostrar que para quaisquer ag,a; > 0, existe h € L? (w x (0,T)) tal que a

solugao y de (3.30) satisfaz
y(T) €2 +apBy e o (T)€z'+aB. (3.73)

Seguindo os mesmos argumentos usados em Lions [20], provaremos a existéncia de um
controle h € L? (w x (0,T)) de modo que a solugao y de (3.30) satisfaga (3.72). Além disso
mostraremos que esse controle é de norma minima. Com esse objetivo formularemos um
problema de minimizacao, para mostrar de forma natural a apari¢cao do funcional custo
que nos fornece o controle desejado. Em seguida enunciaremos o teorema que garante a

controlabilidade aproximada para (3.30), no sentido da Defini¢ao 3.2.
1. Formulacao do Problema

Seja ¢ (2, w) = supdist {x,w} . Consideremos o problema de minimiza¢ao:
e

Dados {2° 2'} € H} (Q) x L?(Q), aga; >0, T > Ty =26 (Q,w),

1 3.74
achar inf 5 / h2dxdt entre todos os /s que acarretam (3.73). (3.74)
wx(0,T)

Observacao 3.5 Notemos que:

(i) Se g = a1 = 0, o problema (3.74) é igual ao problema de controlabilidade exata.

(ii) Para e > 0, o problema (3.74) pode também ser formulado como:

Dados {2°,2'} € H} (Q) x L*(Q), e >0, T > Ty = 20 (Q,w),

1 ) ) (3.75)
achar inf 3 h*dzdt entre todos os h's que acarretam (3.72).
wx(0,T)

2. Método de Dualidade
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Consideremos o operador linear e continuo L : L? (w x (0,T)) — L? () x H} () que
leva h em {y/(T,h),y(T,h)} e definamos o operador adjunto L* : L?(Q) x H1(Q) —

L?(w x (0,T)) que leva {a°,a'} em ¢, 5, onde ¢ é a solucao de

" —Ap=0 em @,
=0 sobre 3, (3.76)
o(T)=2a’ ¢ (T) = —a' em Q.

Introduzamos agora dois funcionais:

1
F(h) =2 / R2dadt sobre L2 (w x (0,T))
2 Jux(o,)

0, sefle+ayBy e flez'+a1B,

G{/ ) =

Com estas notagoes o problema (3.74) pode ser formulado como:

oo, de outro modo.

)Achar inf {F () + G (Lh)}, h € L* (wx (0,7)). (3.77)

Aplicaremos agora a teoria de dualidade no sentido de Fenchel.

Pelo Teorema de Fenchel (Teorema 1.12), com f = F, g =G e A = L, temos
. . s (_xf0 1 « (0 1
inf {F (h) + G (Lh)} = —inf {F" (=L" {a’, —a'}) + G* ({a”, —a' }) }, (3.78)
com {a° a'} € L? () x H™' (Q), onde
P (h) = sup {(h, M) — F (h)} = F(h).
Temos também que

G"({a’,—a'y) = swp {{({a", ="} {f*. [1}) =G ({/* ']}

{001

= sup {(@%£°) + (@' 1)y sy~ G (D)}

BOx Bl (Q),Hé(fl)}

= (a%2%) + sup (a°, 0 Bo) + (a', 2") +sup (a', a1 By)
Bl

= sup { a’, 2" + aBo) + (a', 2 + o By)
) H=1(Q),Hj(Q)
)

( 0,2 +ao|a0|+<a 21>H H&(Q)+O‘1 HCHHH*(Q)'
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Para p° = a°, p! = —a!, consideremos p a solucao do seguinte sistema:

p'=Ap=0 em @,
p=0 sobre 3, (3.79)
p(T)=p° p(T)=p"' emQ

Logo (3.78) se torna
irgf {F (h)+G(Lh)}
- - _H&fF* <_ p‘wx(O,T)) + (pOVZO) - <p1’zl>H*1(Q),Hé(Q) + Qp ‘p0| +aq }|p1HH*1(Q)i|

= _i%fF <_ p|wX(o,T)> + (% 2%) = (o', 21>H*1(Q),H3(Q) +ag |p°] + o leHH*l(Q)]

1
T _lfhlfg/wx(&T)demdt + (o, 2") = <p17ZI>H*1(Q),H3(Q) +ao [P+ HpIHHl(Q)] :

Considerando o funcional

NEVAYEE %/

(0 T)p2d:17 + (po’ ZO) B <p1’zl>H—1(Q),H&(Q) + Qo ‘PO| + oy leuH—l(Q) )

temos
inf {F (h) + G (Lh)} = — inf T {p%p'}.
h {p°,01}

Para € > 0, podemos reescrever o funcional J {p°, p'} como

1
VARV RS 5/

‘0 T)PQdmdt + (,00, zo) _ <p1, 21>H*1(Q),H3(Q) +e ||{p0, pl} HLQ(Q)XH—l(Q) ‘

(3.80)
Mostraremos que o funcional 7. atinge um minimo {p°, p'} € L?(Q) x H~1(92). De
fato,

e 7. é semicontinuo inferiormente.

Consideremos uma sequéncia ({0, pL}) em L? () x H~1 (), tal que

{pg, p}@} — {po, pl} forte em L? (Q) x H! (). (3.81)
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Para cada n € N, seja p, a solucdo de (3.79) associada aos dados {p,(-,T),p, (-, T)} =
{0 ply € L2 (Q) x H1(Q). Assim, v, = p, — p é solugao do seguinte sistema:

V=AY, =0 em Q,
Y, =0 sobre 3, (3.82)

¢n (>T) :p%_pov @ZJ; <7T) :prlz_pl em (2.

Sabemos por (2.136) que a solugao v, de (3.82) satisfaz a seguinte desigualdade:
2 0_ 0 11
/Q [l dadt < C (|6 = | oy + 10k = 'l -1(0y) - (3.83)

a qual juntamente com (3.81) implicam que fwx(O ) lpn (z,1) — p(x,t)|2dxdt — 0, quando
n — 00, o que prova a continuidade do funcional 7. e, portanto, sua semicontinuidade

inferior.
e 7. ¢ estritamente convexo

Seja A € (0,1) e {p% p'},{¢% ¢'} € L*(Q) x H1(Q), seguindo o mesmo argumento

utilizado na Subsegao 3.2.2, temos
TP Y+ (=N {dd )} <A+ (=N T g’}
e 7. é coercivo.

Seja ({p?, p]l-})jZl uma sequéncia em L? () x H~' (Q) tal que ||{p?, pjl'}”L?(Q)xH*l(Q) —

o0o. Normalizando temos

A0 ~l {p?7p;}
PjPjy =
Wrh = I P

Logo

740} ) |
UL Lo [ s (2,2 1000

onde p; ¢ solugdo de (3.79) com dados iniciais { ,5?, ,6}} Notemos que podem ocorrer dois

Casos:
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(i) Se li_mfwx(o’T) p*dxdt > 0, entao

0 1
Je {Opj71pj} e
{62, P} }

(i) Selim [, o p*dzdt = 0. Sendo ({79, p}});=1 é limitado em L? (Q) x H~' (), entao,
extraindo uma subsequéncia, podemos garantir que ({ ,62, ﬁ}})jzl coverge fracamente
para {¢° ¢!} em L?(Q) x H1(Q). Além disso, se ¢ é a solugao de (3.79) com
{(T), ¢ (1)} = {yY° '}, entao {ﬁj’ﬁ;}j21 converge fracamente para {¢,¢'}
em L2 (0,T; L* (Q) x H™1(Q))NH (0, T; H1(Q x [H* N H{ (Q)]) . Pela convergéncia

fraca, temos

/ pzdxdt < h_m/ p?dxdt =0.
wx(0,T) wx(0,T)

Assim ¢y =0 em w x (0,7).

Para T > Ty = 26 (Q,w), existe C' > 0 tal que cumpre-se a desigualdade inversa (3.47),
para todo {p° p'} € L? () x H~'(Q) (ver Apéndice B). Logo {¢° ¢'} = {0,0} e,
portanto,

{p},p;} —{0,0} fraco em L*(Q) x H ' ().

Dessa forma,

VAN 0 -
lim———22= > lim [e + ((2% 2", (5%, p1))]| =&,
PO > o (29, @00
ou seja,

J= {0 p'} — oo quando ||{p’, p'}|| — oo.

Portanto, nos dois casos (i) e (i7) temos a coercividade de J..

Dessa maneira, em visto do Teorema 1.11, temos que J. atinge um minimo {p°, p'} €
L? () x H™1(Q).

Enunciaremos agora o teorema que garante a controlabilidade aproximada do sistema

(3.30) .

Teorema 3.6 Seja T > T, = 20(Q,w). Entdo para todo ¢ > 0 e dados {y°,y'},
{2° 21} € H} (Q) x L*(Q), existe um controle h € L*(w x (0,T)), tal que a solugio y
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de (3.30) satisfaz (3.72). Além disso, h = p| 1) onde p € a solucio (3.79) com dados
{p°, p'} € L? () x H=1(Q), minimizando o funcional J. definido em (3.80).

Prova: Mostramos anteriormente a existéncia de um minimo {p°, p'} € L?(Q) x H~ ' (Q)
para o funcional J.. Provemos agora que h = ,6|wx(0 ) ¢ o controle de modo que a solucao

y de (3.30) satisfaga (3.72). De fato, para h > 0 e {p°, p'} € L?* (Q) x H' (Q), temos
1 A0 A 0
0< - (T %y + 1 {p p't) = T 0" 0
R h R
< / ppdrdt + 5/ ppdzdt + (p°, 2°) — (p', 2" -0y oy + € 1P P H 2y xm—1(0) -
wx(0,T) wx(0,T)

onde p é solugao de (3.79) com dados {p",p'}. Fazendo h — 0 na inequacao anterior,

deduzimos que

46}l napen i < [

wx (0,

. ppdzdt + (p°,2°) — (p', z1>H*1(Q),H3(Q) :
Similarmente, para h < 0, obtemos
/WX(QT)ﬁdedt + (% 2%) = <p1’Zl>H*1(Q),Hé(Q) € H{povpl}Hm(Q)fol(Q) .

Logo, para qualquer {p° p'} € L? (Q) x H~' (), temos

/MX(O T)ﬁpda:dt + (% 2%) = (p", 21>H—1(Q),H01(Q) s€ ||{p0’p1}HL2(Q)><H—1(Q) : (3.84)

Sendo p solugao ultra fraca de (3.79) , no sentido da Definigao 2.2, entao, para y solugao

de (3.30) , obtemos a seguinte identidade:

/Qphlwdfcdt = (p(T),y (1) = (P (T), y(T)). (3.85)

Tendo em conta que h = p, segue que

/0 [zt = (. (D) = . (D). (3.86)

Por (3.84) e (3.86) temos

[({P% 0} A2 2" =y (@), (D] < e A" P oy (@)

o que implica (3.72). W
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Apeéendice A

Existencia e Prolongamento de

Solucoes Aproximadas

O nosso objetivo neste apéndice é justificar a existéncia de solugoes do sistema (2.7)
Sejam G C R™*! um aberto e f : G — R™ uma funcao nao necessariamente continua.
Dizemos que uma fungao absolutamente continua z (t) definida em algum intervalo da reta

I tal que (z (t),t) € G, ¥V t € I, é uma solugao para o problema
Y = f(a,1) (A1)

se z (t) satisfaz (A.1) q.s. em (z,t). Seja (xg,ty) € G. Associado a (A.1) e a (xg,ty) tem o

problema de valor inicial
= f(x,t),

x (tg) = wo.

(A.2)

Dizemos que uma funcao f : G — R" esta nas Condigoes de Carathéodory sobre G

se

(1) f(x,t) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado,

(13) f (z,t) é continua em x para cada t fixado,
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(#7i) para cada compacto K de G existe uma funcao real integravel mg (t) tal que
@t <mi(t), ¥ (n0) €K
Consideremos o retangulo

R={(z,t) e R"™; |z — x| <b, |t—to| <a, b>0, a>0}.

Teorema A.1 (Carathéodory) Seja f : R — R"™ nas Condigées de Carathéodory sobre

R, entao existe uma solucao x (t) de (A.2) sobre algum intervalo |t — to| < a, a > 0.

Coroléario A.1 Sejam G C R™™ um aberto e f satisfazendo as Condi¢oes de Carathéodory

sobre G, entdo o problema (A.2) tem solucao para qualquer (zo,t) € G.

Seja ¢ (t) uma solugdo de (A.1) sobre I e I C I;. Diz-se que ¢ (t) tem um
prolongamento até [, se existe o1 (t) solucao de (A.1) sobre I1 e 1 (t) =@ (t),Vt e I.

Teorema A.2 (Prolongamento) Sejam G C R™ aberto e limitado ¢ f : G — R"
satisfazendo as duas primeiras Condicoes de Carathéodory sobre G e existe uma uma funcgao
integravel m (t) tal que

|f (x,t)] < m(t), V (z,t) € G. Seja ¢ uma solugdo da equagao (A.1) sobre o intervalo

la,b[, entdo

(i) existem ¢ (), ¢ (b-),

(17) se (¢ (b-),b) € G entao ¢ pode ser prolongado até |a,b+ ] para algum 6 > 0.

Resultado andlogo para a,

(17i) @ (t) pode ser prolongada até um intervalo (y,w) tal que (¢ (74),7), (¢ (w-),w) € 0G
(OG ¢ a fronteira de G).

Corolario A.2 Sejam G = U x [0,T], T > 0, U = {x € R"; |z| <b}, b > 0 e f nas

condi¢oes do Teorema (A.2). Seja ¢ (t) uma solugdo de

.I/:f(l',t),

X (to) = Xy, |I0‘ < b.
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Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida tem-se |@ (t)| < M,V t € I,

M independente de I e M < b. Entao ¢ pode ser prolongada até [0,T] .

As demonstracoes dos teoremas e dos corolarios deste Apéndice podem ser encontradas
em [7] e [26].

Voltemos agora ao nosso problema. Fazendo v = w; e substituindo ¢, (t) em (2.7),

temos
(ig;'m@)wi,wj) + ((fg@-ma)wi,wj)) = (70). )
Como - N
((fgima)wi, w)) = > Aty ),
obtemos . o

o qual é um sistema de m equacoes diferenciaveis ordindrias de segundo ordem com
coeficientes constantes \;. Sendo ¢0 = >, (90, w)w; e ¢, = S (1, wi) w;, temos

o problema de valor inicial:
Iim(t) + Aigim(t) = (f(1), wy),
9im(0) = (¢%, w;) , (A.3)
Ijm (0) = (&1, ;).

Considerando as matrizes

- 9:(t) ] [ M O - 0 | [ (F(), w) T
y(t) = gQFt) e o )\'2 0 o (f(t).,wg) |
L gm(t) 11 i 0O 0 - A\, | . I (f(t),wm) |

o sistema (A.3) se transforma em

y'(t) = =y + M,
y(0) = o, (A4)
y'(0) =y
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Agora, considerando

X(t) = vt |
y'(t)
segue de (A.4) que
vo o] [ ve J_[or]lw] [7]
y"(t) Ay +M -2 0 y'(t) M

onde I é a matriz identidade m x m, 0 é a matriz nula m x m e 0 é a matriz nula m x 1.
Seja
0 I
Fi (X,t) = X e RBXt)=
-\ 0 M

Entao encontrar solugao para o sistema (A.4) é equivalente a resolver o seguinte sistema:
X'= Fy (X>t)+F2 <X7t)7
(A.5)
xo=1"1]=x,
Y1

Mostremos que o sistema (A.5) estd nas condigoes de Carathéodory. De fato, seja

G=U x[0,T], onde U = {z € R*™; ||z|| < b}, b > 0. Entao

e Fixando X, temos que Fj(X,t) ndao depende de t e F,(X,t) é mensuravél, pois
feL'(0,T;Hg (Q)). Logo Fy (X,t) + Fy (X, t) é mensuravél em ¢ para X fixo.

e Fixando ¢, F5 (X,t) ndao depende de X, entdao é constante e, portanto, continua e

Fy (X,t) é linear. Entao Fy (X,t) + F, (X, t) é continua.

e Como X varia em U, entdo todas as entradas de F) (X,t) s@o limitadas por uma
mesma constante. As entradas de F (X, t) sdo fungoes integraveis em [0,77], pois as

m primeras entradas sao nulas e as m ultimas entradas sao, em valor absoluto, iguais

a|(f(t),w;)|. Além disso,

(1)) = \ [,

1 1
< 1N lulds <5 [ 156 Fds+ 5 [ fulds < .
92
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Assim |5 (X, 1) ||gan < max |(f (¢),w;)| = mp(t). Logo [[Fi+ Ff , < 2Cp +

1<j<m
mp (t) .

Portanto, pelo Corolario A.1, o sistema (A.5) possui solugdo em [0,%,,], com ¢, <

7. i
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Apéendice B
Desigualdades de Observabilidade

O nosso objetivo neste apéndice é demostrar as desigualdades inversas (3.21) e (3.47)
para os problemas de controlabilidade exata na fronteira e interna, estudados nas subsegoes
3.1.1 e 3.1.2, respectivamente. Estas desigualdades permitem .concluir a caracterizacao dos

espacos I' e F’, como espacos de Sobolev, no método HUM.

B.1 Observabilidade para o Controle Exato na
Fronteira

Antes de enunciarmos o teorema que nos garante a desigualdade inversa ( ou de

observabilidade) (3.21), consideremos a seguinte terminologia:

e 70 algum ponto de R™, m(x) o vetor z — 2 com componentes my, (r) = z — ¥,

1<k<n.
o R(2%) = sup ||z — ) = |Im (ﬂf)HLm(Q) :
el

L) ={zxel; m(z) v(x) >0},
L2 ={zel; m(z) v(x) <0} =TT (2.

e Particao da fronteira I' de €2 —
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- . % (2%) =T (2%) x (0,7),
e Particao da fronteira lateral 3 de ) —
¥, (2%) =T, (2°%) x (0, 7).

Agora consideremos o resultado que nos garante a desigualdade inversa.

Teorema B.1 Consideremos T (z°) = 2R (2°). Se T > T (z°) , entao
R (2° 06\’
1 + 16 < e (ﬁ) T, (B.1)

- T— T(SUO) (z0) aV

para toda solugdo forte ¢ de (3.6) .

Prova: Pela identidade (2.88) temos,

1 99\ aqk ) aqk % 9 4,

onde X = (qﬁ’( ), Gk m?)‘j

Escolhendo g (z) = z — 20 = my (z), 1 < k < n, obtemos

Oq dqr, 09 09 2
oz, € Ox; Oxy, O Vol

o que substituindo em (B.2) nos da

1 06\
§/Emkyk (8—f) dldt = X + — /<|¢| Vol dmdt+/ V| dadt.

1

Em X (2%) temos 0 < myuy < (Zn mi>§ (Z:Zlu,f) P |m (2)]|g. = R (2°) . Portanto

k=1

- < — Idt < —— I'dt.
/zmkyk <8u> dl'dt < z(xO)mka (81/) dl'dt < R (93 ) / o ey dldt
Assim

n /12 2 2 R(;L‘O) a¢ 2
X g [ (10 = 9of) dra+ [ 9o avar < £ [ (%) ara

Notemos que

X+ = /(|¢’| IVo|? dxdt+/\v¢y dxdt

n —

T
— N2 _ 2
=X+ /Q(|<b| Vo )da:dt+/0 E(t)dt,
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onde F (t) é a energia definida em (2.73). Fazendo Y = fQ (|<;5’\2 - |V¢|2) dxdt, e observando
que a energia é conservativa, isto é, F (t) = E (0) para todo t € [0,T], temos de (B.3) que

2
x+" Yy L rE0) < R(“’ﬂ)/ (%> dldt. (B.4)
2 o

2 ov

Notemos que ao multiplicarmos ambos lados da equacao de (3.6), por ¢ e integrarmos

em (), obtemos

- [ 1o dnae+ (@ 0.0 )5 + [ 190P drit=0. m
Q Q

X+”_1 /¢>( 1>d3:

Iremos agora obter uma estimativa para a integral em (B.5) em termos da energia.
Observemos que,

fir(orsor 5t )ast s o

onde p > 0 é um numero real a ser escolhido posteriormente.

Dessa forma,
T

(B.5)

0

) dr,  (B.6)

Analisemos a tltima integral do lado direito de (B.6).

/Q(m-w ”;1 >2dg;:/9(m-v¢)2dx

(n 1)2 (B.7)
_|_/ — o*dr + (n — 1)/ (m - Vo) ¢dx.
Q Q
Temos ainda que
B 0¢ 1 Op?
/Q(m -Vo) pdx = /kaa—xkgbdx = Q/ka awkdx (B.8)
e, como ¢ = 0 sobre X, pelo Lema de Gauss temos
9 2 2
/8_ (mk¢ ) do = /vkmk¢ dl' = 0. (B.9)
00Tk r
Logo
8¢2 amk
/mkaxk 8xk /d) dx. (B.10)
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Assim, substituindo (B.8) — (B.10) em (B.7) obtemos

/Q(m.quH—n;1¢)2dx:/9(m-v¢)2dx+ (”;UZ—”(”Q_D]/Q&@ (

2
. d
s/ﬂ(m Vo) dr,

B.11)

(n=1? _nn-1) __ (nP+1)
4 2 - 4

Sendo

fim o (e o () (525 )

< [ I @I (90 de = RGO [ Vol da,

pois < 0.

segue de (B.11) que

2

/Q(m-V¢+n;1¢)2d:ﬂ§R(m0)/ﬂ|V¢|2dx. (B.12)
Substituindo (B.12) em (B.6) e fazendo u = R (2°), obtemos a desigualdade
/Q(b' (m Vo + "T_lqs) dz < R (2°) E(0), (B.13)
a qual substituindo em (B.5) nos dé
‘X+n_1Y’ - ‘ (¢’(t),m-V¢+ ”_1¢) '

0 (B.14)

< 2R (%) E(0) = T () E (0) .
L>®(0,T)

§2H<¢'(t),m-v¢+”;1¢)

De acordo com (B.14) deduzimos de (B.4) que

~T («°) E (0) + TE (0) < R () /E » <%)2drdt,

como queriamos mostrar. W
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B.2 Observabilidade para o Controle Exato Interno

Seja 2 um ponto de R" e consideremos a partigao da fronteira de 2, I' = T" (2°)UT, (20) ,
conforme na Secao B.1.

Dizemos que w C 2 é uma vizinhanga, em 2, de T' (20), se existe alguma vizihanga

wop C R™ de T' (29) tal que
w = QN uwp. (B.15)

Enunciaremos agora o principal resultado desta secao, que nos fornece a desigualdade

inversa (3.47).

Teorema B.2 Seja 2° € R" e w C Q uma vizinhanga de T (z°). Se T > 2R (2°), entdo

existe uma constante C' > 0 tal que

T
O“{¢07¢1}“i2(9)x1{—1(9) S/0 /|¢|2dﬂ5dt7 (B.16)

para toda solucdo forte de (3.32) .
Antes de provarmos o teorema, consideremos o seguinte lema:

Lema B.1 Se existe uma constante C' > 0 tal que cumpra-se a desigualdade

T
N +et* < C 12 dadt, B.17
o+ o' <" [ 107 as (B.17)

para toda solugio ¢ de (3.32), com ¢° € H} () e ¢' € L*(Q), entdao temos a desigualdade

T
2 2
P+ 6 < [ 1oF (319

Prova: Dado {¢°,¢'} € L?(Q) x H1(Q), seja x € H} (Q) tal que —Axy = ¢' em Q.
Consideremos )

vt = [ oG5 ds—x().
onde ¢ é a solugdo ultra fraca de (3.32) com dados iniciais ¢° e ¢'. Integrando (3.32), de 0

a T, obtemos

o' (t) — ' (0) —A/Ot¢(x,s)ds =0.
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Mas ¢’ (z,t) = ¢ (z,t) e " (z,t) = ¢' (x,t), entdo

" (2,) = @' = A (¢ (z,t) + x (2)) = 0.
Pela definicao de x, a igualdade anterior implica

W= A =0 em Q
P =0 sobre X (B.19)
$(0)=—x, 9" (0)=¢" em .
Sendo x € H} () e ¢° € L?(Q), temos, pelo Teorema (2.4), que (B.19) possui uma
unica solucao fraca.

Supondo a desigualdade (B.17) verdadeira, segue que (B.19),

T
Ixll” + |¢°]* < C/O /Qld)\Qd:zzdt. (B.20)

Definamos em H ' (Q2) um produto interno. Sabemos que A é um isomorfismo entre

H} (Q) e H(Q). Seja G = A™!, entdo para todo par u,v € H~! (), definamos

(U»U)Hfl(n) = (u, GU>H*1(Q)><H01(Q) = ((Gu, GU))H&(Q)XH&(Q)’

o qual é um produto interno em H~' ().
A norma induzida é
[0ll7-10) = ((Gv, Gv)).
Dessa forma,
6157+ ) = ((G61,G0") = (020 = Il

Assim temos modificado (B.20), obtendo (B.18). MW
Passemos agora a prova do resultado principal.
Prova do Teorema B.2: Segue do Lema B.1 que, para provar o Teorema B.2, é suficiente

provar a desigualdade (B.17). Dividiremos a prova em trés passos.

e Primeiro passo.
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Mostremos que, dado € > 0 tal que T'— 2 > 2R (2°), vale a seguinte desigualdade:

E(0) < c/js/w (167 + V6P et (B.21)

Com efeito, para T > 2R (z°) sabemos pela desigualdade (B.1) que

/Q (|V¢0 (;,;)‘2 + |¢1 (x)|2> dx < %/ﬂw (%)erdt, (B.22)

para a solucao ¢ de (3.32).
Suponhamos que T' > 2R (z°) é tal que existe € > 0 tal que T — 2¢ > 2R (2°). Nestas
condicoes, de (B.23), da invariancia da equacao da ondas respeito as translagoes na variavel

tempo e da conservacao da energia deduzimos

E(0) = %/Q (|v¢° (@)|" + |¢* (x)|2) dr < C/ST_E/FO (%)Zdl“dt, (B.23)

Considere h € [C" (ﬁ)]n tal que h - v > 0 para todo x € I', h = v sobre ' (2°) e h =0
em Q —w. Sejan € C'([0,T]) tal que n(0) =7 (T)=0,7n(t) =1em (¢,T — &) . Definamos
q(z,t) =n(t)h(z), a qual pertence a WH> (Q) e satisfaz

q(x,t) =v(x) V (z,t) € T (2°) x (¢, T —¢),

q(z,t)-v(zr)>0 YV (z,t) €T x (0,7, (B.24)
q(z,0)=q(z,T)=0 VzeQ,

q(xz,t)=0 Vo (z,t) € (2 —w) x(0,T).

Considerando o multiplicador ¢ - V¢ € L?(Q), onde ¢ é solugao de (3.32), podemos

deduzir do Lema 2.3 a seguinte identidade:

1 d¢\” 1 .
5 /E q-v (a—f) drdt = (¢ (1)~ Vo)y + 5 / o oa (67 = [VOF) dud

n / %4 99 99 .

x(0,T) Qmj 8xk 0xj

(B.25)

Observando as caracteristicas do campo vetorial ¢, acima definido, obtemos

1 (7 06\ ° 1 [T 0\ °

Z . - > Z - .

2/0 /Fq ”(ay> dTdt > 2/5 /W) (ay) dl'dt, (B.26)
0

10



porque ¢ (z,t) = v sobre ' (2°) x (,T —¢), e

(¢'(t),q- Vo) |5 =0, (B.27)
pois 7 (0) = (T") = 0. Temos ainda que, como g € C* (ﬁ x (0, T)), divg é limitado e
/ %%%dxdt‘ < CZ/ %%dagdt
w k.j wx(

x(0,T) 0x; Oxy Ox; 0,7) Oz, Oz

< C/OT/W|V¢|2dxdt < C/OT/W (l¢']* + Vo) dzat.

Substituindo (B.26) — (B.28) em (B.25), temos

/ET_g/F(xO) (%)2 dldt < C/OT/w <|¢'|2 + |V¢|2> dxdt. (B.29)

A estimativa (B.29) é vélida para todo T' > 2R (2°). Portanto, sendo ¢ > 0 tal que

(B.28)

T — 2¢ > 2R ("), pelo argumento utilizado anteriormente e combinando (B.23) e (B.29)
obtemos (B.21).

e Segundo passo

Provemos que

/E(xO) (%f dhdt = C/OT/w (WF + \¢|2> dadt. (B.30)

Seja wy C 2 uma vizinhanga de I' (29) tal que Q@ Nwy C w. Observemos que (B.21) é

verdadeira para cada vizinhanca de T' (2°), em particular para wy. Logo,

E(0) < O/ET_E/M (1¢’|2 + |V¢]2> dxdt. (B.31)

Consideremos p € WhH> (), p > 0 tal que p(z) = 1 em wy e p(z) = 0 em Q — w.
Definamos p (x,t) em Q por p(x,t) = n(t)p?(z), onde n(t) é a fungdo acima definida.

Assim
p(x,t)=1 em wy X (e,T—¢),
p(x,t) =0 em (Q—w)x(0,7),
(B.32)
p(z,0)=p(z,T)=0 em €,
Ml ¢ 1~ @),
p
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Multiplicando ambos lados de (3.32), por p¢ e integrando por partes em ), obtemos

/ pod” dxdt — / pdApdadt = 0.
Q Q

Iremos agora obter expresoes para as integrais em (B.33).

Analisemos a primeira integral. Notemos que

T T T
" o 1 o / T / / i / /
/Qp¢</5 dxdt —/O (¢",pg) dt = (¢',pd)|, /0 (¢',pd’) dt /0 (p'e, ¢') dt

Como p (z,t) = p(z,T) = 0, entdo

T T T
/! d — / /d o / /d
/0 (&, po) dt / (&, pd) dt / (W6, 0') dt

Analisemos a segunda integral. Vejamos que

0J0)
— | A¢podrdt = : dadt — 2 ardt.
/ch)pcbfvt /QW V (po) dzdt /qubayFt

A integral de superficie em ¥ é zero porque ¢ é solugao de (3.32) . Entao,

—/QAcbpgzﬁdxdt: /OT/wp(Vcé-Vcb) dIdH/OT/w (Vp-V¢) pdud,

porque p(z,t) =0 em Q — w.
Substituindo as igualdades (B.34) e (B.35) em (B.33) temos

/ / p |V dadt = / / pd2dudt + / / P o dudt — / / Vp - Vo) pdadt.

Por (B.32), podemos garantir de (B.36) que:

//plvcbl da:dt<0// |¢|+|¢| dxdt+

Observemos que

OT/W (Vp-ng)gbdxdt‘ / / Vo dadt + - / /yvp\ G2dwdt.

Por viste de (B.32), segue por (B.37) e (B.38) que

/TE/ Vol dxdt<0// 2 + lof?) dadt,

/ Vp-Vo) qbdxdt'

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)



a qual, apds substituir em (B.31), fornece-nos

T
2 2
[P +l6' <[ [ (107 +1f) dadt. (5.40)
0 w
Dessa forma, combinando (2.99) e (B.40) obtemos a desigualdade (B.30).
e Terceiro passo

Suponhamos que a desigualdade (B.17) nao seja verdadeira, entdo para um ntmero
natural m, existem dados iniciais aSn e ain tais que a solucdo ¢, de (3.32) correspondendo a

estes dados satisfaz
2

el + fou = m[3
m .
i S " 20,1502 (w))
Definamos k = () Omll + ‘gbm) ) e ¢l = - oL = B Om = . Assim
1
2
||¢;1L||L2(O,T;L2(w)) < n’ (B.41)
6% + Il = 1.
De (B.41) temos que
T
lim / / ¢! | dadt = 0 (B.42)
n—Jo w

e que podemos extrair subsequéncias, denotadas da mesma forma, tais que
@ — ¢° forte em H} (),
¢l — ¢! forte em L?(Q).
Para cada m € N, consideremos ¢, como sendo a solugao de (3.32) correspondente aos

dados iniciais ¢V e ¢! . Por argumentos similares aos usados na Segao 2.2, podemos garantir

que
) 6 limitada em L (0,7; H} (),
(6n) (0.7 H () .
(¢!)) é limitada em L (0,7T;L? ().
Notemos que as limitagoes em (B.43) também sao verdadeiras em w C €.
Por (B.43), existe uma subsequéncia (¢,,), ainda denotada por (¢,,), tal que
¢m — ¢ fraco — x em L™ (0,T; Hy (Q)) , (B.44)
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¢, — ¢ fraco —x em L™ (0,T; L*(Q)) . (B.45)

As estimativas (B.43) implicam que (¢y,) ¢ limitada em H' (Q) . Como H' (Q) <= L2 ()

(ver Lema 1.2), existe uma subsequéncia de (¢,,) , que denotaremos por (¢n,), tal que
¢m — ¢ forte em L* (0,T; L* (w)) . (B.46)

De (B.42), (B.45) e o Teorema de Banach-Steinhauss (Teorema 1.7), segue que ¢’ (z,t) =0
em w X (0,7), isto é, ¢ (z,t) é constante com respeito a t em w x (0,7). Mas ¢ = 0 sobre
¥, porque ¢ é solucao de (3.32) . Logo, pelo Teorema de Holmgren (ver [16]), ¢ (z,t) = 0 em
w % (0,7). Entao, por (B.46), temos

¢y — 0 forte em L? (O, T, L? (w)) :

Como (B.30) também ¢é verdadeira para ¢,,, podemos concluir a convergéncia

2

o 0 forte em L? (%),

a qual, juntamente com a desigualdade direta (B.22), permite-nos dizer que
{¢0m, ¢,1n} — {0,0} forte em Hy () x L*(Q),

que é uma contradi¢ao com (B.41),. W
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