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Resumo

Consideremos a equagao do calor semilinear envolvendo termos do gradiente em um
dominio limitado do R"™. Assumimos que a nao-linearidade é globalmente Lipschtz. Usando
o método do ponto fixo, provamos que o sistema ¢é finito-aproximadamente controlavel e
nulamente controlavel, quando o controle age em um subconjunto nao vazio do dominio.

Palavras-chave:

Equacao do Calor, EDP’s nao lineares, Controlabilidade, Continuagao Unica.
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Abstract

We consider the semilinear heat equation involving gradient terms in a bounded domain
of R™. It is assumed the non-linearity is globally Lipschitz. We prove that the system
is approximately controllable when the control acts on a bounded subset of the domain.
The proof uses a variant of a classical fixed point method and is a simpler alternative
to the earlier proof existing in the literature by means of the penalization of an optimal
control problem. We also prove that the control may be built so that, in addition to the
approximate controllability requirement, it ensures that the state reaches exactly a finite
number of constraints.

Key-words:

Heat equation, Nonlinear PDE’s, Controllability, Uniqueness Continuation.
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Notacoes e Simbologias:

(-, ) designa o produto interno em L?;
|-| designa a norma em L?:
((,+)) designa o produto interno em H};

||-|| designa a norma em H};

(-,+) quando nao especificado, designa diferentes pares de dualidades;
i . :

A= Zzla—m% designa o operador laplaciano;

q.S. - quase sempre;

— designa imersao continua;
C . . ~
— designa imersao compacta;

C' quando nao especificada, ¢ uma constante positiva e arbitraria;

_ 0
ot

— designa convergeéncia forte;
— designa convergéncia fraca;

* . ~ :
— designa convergéncia fraca estrela.



Introducao

A palavra controle tem um significado duplo. Primeiramente, controlar um sistema pode
ser entendido simplesmente testando ou certificando-se que seu comportamento é satisfatorio.
Em um sentido mais profundo, o controle é também agir, com a finalidade de garantir que
o sistema se comporte como desejado.

7, se cada instrumento pudesse realizar seu proprio trabalho, obedecendo ou
antecipando a vontade de outra... se a lancadeira de tecido e a picareta tocassem o objetivo
sem uma mao para oS quiar, oS engenheiros nao necessitariam de empregados, nem o0s
senhores de escravos.”

Esta sentenca de Aristételes descreve de maneira transparente o objetivo principal da
Teoria de Controle: a necessidade de automatizar processos deixou o ser humano ganhar
mais liberdade e qualidade de vida.

Voltando ao tempo, concluiriamos facilmente que os romanos usaram alguns elementos
da Teoria de Controle em seus arquedutos. De fato, sistemas ingénuos de valvulas regulantes
eram usadas em sequéncia, nessas construcoes, para manter o nivel de agua constante.

Algumas pessoas dizem que, na antiga Mesopotanea, mais de 2000 anos a.C., o controle
dos sistemas de irrigacao era também uma arte bem conhecida.

Ja no século VIII, J.Watt adaptou algumas idéias conhecidas por ele quando inventou
a mdquina a vapor e isto constituiu um passo magnifico na revolucao industrial. Neste
mecanismo, quando a velocidade das bolas aumenta, uma ou vérias valvulas abrem-se e
deixa o vapor escapar. Isto faz com que a pressao diminua. Quando isto acontece, isto é,

quando a pressao dentro da caldeira fica mais fraca, a velocidade comeca a baixar. A meta



de introduzir e usar este mecanismo é manter, sempre que possivel, a velocidade constante.

O astronomo britanico G. Aéreo foi o primeiro cientista a analisar matematicamente o
sistema regulados inventado por Watt. Mas a primeira e definitiva descricao matematica sé
foi determinada nos trabalhos de J.C.Maxwell, em 1868, onde alguns dos comportamentos
irregulares encontrados na maquina a vapor eram descrito e alguns mecanismos de controle
foram propostos.

As idéias centrais de Teoria de Controle logo ganhou um impacto notavel e, nos anos
vinte, engenheiros estavam preferindo usar o processo continuo e técnicas de controle semi-
automaticas ou automaticas. Deste modo, a Engenharia de Controle germinou e adquiriu o
conhecimento de uma disciplina distinta.

Os desenvolvimentos de Industrias e Tecnologia tiveram um tremendo impacto na
historia da Engenharia de Controle. Mas o desenvolvimento da Matemédtica tem um
efeito semelhante. Realmente, depois dos anos trinta, eis que surgem duas estratégias
ja estabelecidas. A primeira estava baseada no uso de equagoes diferenciais e, entao,
as contribuicoes feitas pelos mais célebres matematicos entre os séculos XVII e XIX
desempenharam um papel fundamental nesta aproximacao. A segunda, baseada em uma
aproximacao frequente, foi enormemente influenciado pelos trabalhos de J. Fourier.

Adequadamente, Teoria de Controle pode ser considerada, hoje em dia, sob dois pontos
de vista diferentes e complementares: como um apoio tedrico da Engenharia de Controle
(uma parte de Engenharia de Sistema) e também como uma disciplina matematica. Na
préatica, o limite entre esses dois submundos é extremamente vago. De fato, Teoria de
Controle é hoje em dia, uma das dreas mais interdisciplinares da Ciéncia, onde Engenharia
e Matemaica fundem-se perfeitamente e enriquece um ao outro.

R. Kalman, um dos maiores protagonistas de Teoria de Controle moderna, disse em
1974 que, no futuro, os principais avancos em Controle e Otimizacao de sistemas dependeria
mais do progresso matematico do que desenvolvimento tecnolégico. Hoje, o estado da arte
e as possibilidades que a tecnologia oferece sao tao imprescindiveis que aquela declaracao,

provavelmente seria muito arriscada. Mas, sem nenhuma duvida, o desenvolvimento da



Teoria de Controle vai exigir contribui¢oes profundas que vém de ambos os campos.

Devido a rica histéria da Teoria de Controle e todas as realizagoes matematicas que
foram empreendidas em seu dominio de influéncia, pode-se perguntar se este tempo chegou
ao fim. Mas, na realidade, isto esta longe de acontecer. Nossa sociedade prevé problemas
novos diariamente para a Teoria de Controle e este fato estimula a criagao de uma nova
Matematica.

Vamos indicar brevemente como os problemas de controle sao apresentados, hoje em
dia, em termos matematicos. Para fixar as idéias, suponha que queremos encontrar um bom

comportamento de um sistema fisico governado pela equacao de estado

Aly) = f(v). (1)

Aqui, y é o estado, o termo desconhecido do sistema que estamos dispostos a controlar. Ele
pertence ao conjunto de controles admissiveis U,q. Essa é a variavel que podemos escolher
livremente em U,; para agir sobre o sistema.

Vamos assumir que A: D(A) CY — Y e f: Uy, — Y sejam duas aplicagoes (lineares
ou nao lineares) dadas. O operador A determina a equagao que deve ser satisfeita pelo estado
y variavel, de acordo com as leis da fisica. A funcao f indica a maneira como o controle v age
no sistema que governa o estado. Por simplicidade, vamos supor que, para cada v € Uy, a
equagao do estado (1) possui exatamente uma solugdo y = y (v) em Y. Veremos que, quando
o sistema é controlavel, o controle pode ser construido por meio de um funcional minimizante
(fungao custo). O "melhor”entre todos os controles existentes que atinja o objetivo desejado
é frequentemente chamado de controle 6timo.

Nesta dissertacao, estudaremos algumas propriedades da equacao do calor como
existéncia de solucao, unicidade e controlabilidade para o sistema com condigoes de contorno.
Vamos ao problema:

Seja 2 um dominio limitado do R™ , n > 1, com fronteira I' suficientemente regular.



Para T' > 0, consideremos a equacao do calor semilinear.

u —Au+ f(u,Vu) =vl, em Q=Qx(0,7),
u=0 sobre ¥ =T x (0,7), (2)
u(z,0) = u® (z) em ).

Em (2), v = u(xz,t) é o estado, v = v(x,t) é a funcao controle que age no sistema
através do subconjunto nao vazio w e 1, denota a funcao caracteristica de um subconjunto
aberto nao vazio w de (2.

Sobre a funcao f : R x R — R, assumimos por simplicidade que f (0,0) = 0, e que f

serd considerada globalmente Lipschtiz, ou seja,

AL > 0;f (y, Q) = f(zm)| < L(ly — 2[+ | —nl), (3)

para todo, y,z € Re (,n € R".

A equacao de calor é um modelo usado em muitos fenomenos de difusao. Por exemplo,
(2) prevé uma descri¢ao da distribui¢ao de temperatura e evolu¢do em um corpo que ocupa
a regiao ). Entao, o controle v representa uma fonte localizada de calor.

O interesse em analisar a equacao de calor acima nao s6 resume-se ao fato de que é
um modelo para uma grande classe de fenomenos fisicos, mas também uma das equacoes
diferenciais parciais mais significantes de tipo parabdlico. Como nds veremos posteriormente,
as propriedades principais de equagoes parabdlicas como irreversibilidade no tempo e efeito
regularizante tem algumas consequéncias muito importantes em problemas de controle.

O problema de controlabilidade aproximada de (2) pode ser formulado como segue:
Dado T > 0, u°,u! € L*(Q) e ¢ > 0, encontrar um controle v € L? (w x (0,7)) tal que a
solugao u de (2) satisfaca

lu(T) —u'| <e (4)

A grosso modo, queremos trazer o estado u (7') para perto do objetivo desejado que
¢ u'. Em outras palavras, o problema de controlabilidade aproximada de (2) consiste em

estudar a imagem da solugao de (2) no tempo 7.
R (W, T) = {u(-,T); usolugdo de (2) com v € L* (w x (0,T))},

4



é denso em L? (Q) ou nao.

Estudaremos também uma versao mais forte deste problema que nos referimos como
problema de controle finito-aproximado. Dado F, um subespago de dimensao finita de
L*(Q), o resto dos parametros do problema (2) continua inalterado. Procuramos um controle
v € L?(wx (0,7)) tal que a solugao u de (2), satisfaz

lu (T) —ul] <e
mp (u(T)) =g (u'),

sendo 7x a projegao ortogonal de L?(Q) sobre E. Note que, além da controlabilidade

(5)

aproximada exigida (4), o controle é pedido de tal forma que as projegoes sobre E do estado
u (T) e do objetivo u' coincidam.

Veremos que, para este caso, a partir da controlabilidade aproximada podemos encontrar
a controlabilidade nula do sistema (2) que também serd objeto de estudo de nosso trabalho.
A saber: diz-se que o sistema (2) é nulamente controldvel ou controldvel a zero no instante T
se existe um controle v € L? (w x (0,T)) tal que o correspondente problema de valor inicial

e fronteira possui uma solucao u, tal que
u(T)=0 em €. (6)

Em outras palavras, o conjunto R (u°, T') formado por todos os estados alcangaveis no tempo
T contém o zero, ou seja, 0 € R (u°,T).

Como provado em Lions e Zuazua [33], no contexto do sistema de controles lineares,
controlabilidade finito-aproximada é uma consequéncia da controlabilidade aproximada.

Porém, no contexto nao-linear, uma propriedade pode nao ser deduzida como
consequéncia da outra.

Estes problemas foram o objeto de pesquisa intensiva nos ultimos anos. Em Fabre-
Puel-Zuazua [9], adaptou-se o método do ponto fixo descrito em Zuazua [32], para provar
a controlabilidade aproximada de (2), em particular para o caso em que f = f (y), sendo
f globalmente Lipschitz. Note que, neste resultado, a nao linearidade nao depende do
gradiente do estado. Depois de Zuazua [33], a no¢ao de controlabilidade finito-aproximada

foi introduzida e, para isso, foi mostrado que vale quando f = f (y), sendo f como em (3).

5



O caso f = f(y,Vy), onde a nao-linearidade também depende do gradiente, foi
abordado em Ferndndez-Cara e Zuazua [12], por meio de aproximagao étima de controle
introduzida por Lions [19]. Em [12], foi mostrado que, sob a suposigao da f satisfazer (3),
o sistema é aproximadamente controlavel e de controlabilidade finito-aproximada. Um dos
ingredientes fundamentais da prova em [12], foi o resultado de continuagao tunica de Fabre

[8] para a equagao linear do calor
¢ — Ap + ap + div (bp) =0,

com potenciais limitados a € L™ (Q), b € [L*= (Q)]".

A meta desta dissertagao é mostrar como a abordagem do ponto fixo pode ser adaptada
para resolver estes dois problemas de controlabilidade para o sistema (2), em que a nao-
linearidade depende do seu estado e de seu gradiente. Para isto fizemos um estudo detalhado
do trabalho devido a Zuazua [31].

H& uma limitagao clara na aplicagao deste método do ponto fixo: a suposi¢ao (3). Porém
esta condigao ¢é necessaria. De fato, um exemplo bem conhecido de A. Bamberger [15], mostra
que o sistema (2) ndo é aproximadamente controldvel quando f (y) = |y[’~'y para algum
p > 1. Este contra exemplo ndo mostra que a suposicao (3) é nitida, mas faz isto no
contexto da nao linearidade que cresce infinitamente como poténcia de y. Note, porém, que,
como provado em Fernandez-Cara [10], quando f = f (y), a controlabilidade nula vale sob a

condi¢ao de crescimento mais fraca
|f (s)] < cls|log]s|, com [s| — oc.
Posteriormente, Fernandez-Cara e Zuazua em [11] consideraram a condi¢ao
£ ()l < e(s)log? |s|, com |s| - oo, (7)

com ¢ > 0 suficientemente pequeno, e estudaram a controlabilidade aproximada para o
sistema.

Existem muitos outros trabalhos relacionados com o tema proposto. Sao eles: Naito-
Seidman [25], Limaco-Medeiros [17], Bezerra [5], Teresa [28|, Teresa-Zuazua [29], dentre

outros.



No contexto da equacao do calor linear, com coeficientes independentes do tempo, em
Russell [26] foi provado que a controlabilidade nula da equacao do calor é uma consequéncia
da controlabilidade exata da equagao da onda. Anos depois, em Lebeau-Robbiano [16], foi
provado a controlabilidade nula sem qualquer suposicao no controle de subdominio w, usando
o desenvolvimento da série de Fourier e estimativa pontual nas autofunc¢oes do laplaciano.

Um resultado similar porém, em um contexto mais geral incluindo os coeficientes
dependentes do tempo, foi provado em Fursikov-Imanuvilov [13], usando Desigualdade de
Global de Carleman para a equacao do calor. Em [13], os resultados de controlabilidade nula
local foram também provados para a equacgao do calor semilinear. Anos depois, a conexao
entre controlabilidade nula e aproximada foram investigadas em Fernandez-Cara e Zuazua
[11].

Vamos descrever agora o conteudo desta dissertagao, que esta dividida em 4 capitulos.

No Capitulo 1, introduzimos alguns resultados basicos e algumas notagoes necessarias
para o entendimento do trabalho.

No Capitulo 2, provamos a existéncia, unicidade e regularidade de solucoes forte, fraca e
ultra fraca da equagao do calor linear. Usaremos o método de Faedo Galerkin para provarmos
a existéncia de solucoes forte. A solucao fraca é obtida como limite de solugoes fortes,
enquanto a solucao ultra fraca é obtida por meio do Teorema da Representacao de Riesz.

No Capitulo 3, estudaremos a controlabilidade finito-aproximada e nula para o sistema
linear do calor. A controlabilidade finito-aproximada é obtida via minimizacao de funcional,
quanto a controlabilidade nula, é obtida como consequéncia da controlabilidade aproximada.

No Capitulo 4, estudaremos a controlabilidade finito-aproximada e nula, para o sistema
semilinear do calor, que é obtida através do método do ponto fixo, em que se define uma
aplicacao V', e mostra-se que esta aplicacao é continua, compacta e possui imagem limitada.
Dai, aplicamos o Teorema do ponto fixo de Schauder e concluimos que N tem um ponto fixo
e, portanto, temos a controlabilidade.

Para finalizar o trabalho, escrevemos um apéndice, que é apresentado o resultado que nos

garante a existéncia e prologamento de solugoes aproximadas, que é essencial para obtermos



solucao forte para a equacao linear do calor.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Neste capitulo serao fixadas terminologias, a notacao e certos resultados sobre teoria

das distribuicoes, resultados estes a serem usados no desenvolver deste texto.

1.1 Distribuicoes

1.1.1 Espaco de Funcoes Testes

Dados €2 C R™ um aberto e uma funcao continua f : 0 — R, define-se suporte de f,
e denota-se por supp(f), o fecho em © do conjunto {z € Q; f (z) # 0}. Assim, supp (f) é
um subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ..., ;) é denominada de multi-indice e
sua ordem é definida por |a| = a1 + ... + .

Representa-se por D® o operador de derivagao de ordem |a|, isto é,

olal
Da = ST o a -
Oxi*...0xon
Para a = (0,0, ...,0), define-se D°u = u, para toda fungao u.
Por C§°(f2) denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das funcoes

infinitamente diferenciaveis definidas e com suporte compacto em ().

Um exemplo classico de uma funcao de C§° (€2) é dado por

9



Exemplo 1.1 Seja Q@ C R™ um aberto tal que By (0) = {x € R™; ||z]| <1} CC Q (fecho
contido compactamente). Consideremos f : € — R, tal que

1

ellel®=1 se ||lz| <1

f(x) = ,

0, se ||z]| > 1

n 2
onde © = (r1,%9,...,2,) € |z|| = (fo) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que
i=1

f€C> () esupp(f) = B1(0) € compacto, isto é f € C5°(52).

Definigao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (o), ey em Cg° (2) converge para ¢ em C§° (Q),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:

(1) Existe um compacto K de 2 tal que supp(p) C K e supp(p,) C K,V n € N,

(ii) D*p,, — D% uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacao 1.1 E possivel dotar C§° () com uma topologia de forma que a nog¢do de

convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Definicao 1.1. (veja [27]) .

O espago C§° (), munido da convergéncia acima definida, sera denotado por D (2) e

denominado de Espacgo das Fungoes Testes sobre €.

1.1.2 Distribuigoes sobre um aberto 2 do R".

Uma distribuigao (escalar) sobre 2 é todo funcional linear continuo sobre D (€2). Mais
precisamente, uma distribuicdo sobre 2 é um funcional 7' : D () — R satisfazendo as

seguintes condicoes:

(i) T(ap + B¢) = aT (p) + 5T (), Va, feRe Vo, ¢ eD(Q),

(it) T é continua, isto é, se (pn),, oy converge para ¢ em D (), entao (T (¢n)), ey cOnverge

para T (¢) em R.

10



E comum denotar o valor da distribuicao T’ em ¢ por (T, @) .

O conjunto de todas as distribuigoes sobre () com as operagoes usuais é um espaco
vetorial, o qual representa-se por D’ (£2) .

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.
Exemplo 1.2 Seja u € L, (). O funcional T, : D () — R, definido por

(T ) = / u () ¢ (z) da,

¢ uma distribuicio sobre Q univocamente determinada por w (ver [25]). Por esta razao,

identifica-se u a distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L}, () serd identificado a

um subconjunto préprio de D' ().

Exemplo 1.3 Consideremos 0 € ) e o funcional § : D (2) — R, definido por

(%0,0) = ¢ (0).

Em [23], vé-se que &y é uma distribuicdo sobre 2. Além disso, mostra-se que &y nao € definido

por uma funcao de L. ().

loc
Definigao 1.2 Diz-se que uma sequéncia (15,),cy em D' (2) converge para T em D' (Q),

quando a sequéncia numérica ((T,,, p)), ey convergir para (T, @) em R, para toda ¢ € D ().

Definigao 1.3 Sejam T wma distribui¢cao sobre Q) e a um multi-indice. A derivada D*T

(no sentido das distribuicées) de ordem || de T € o funcional definido em D () por
<DaT7 50> = (_1)|04\ <T7 Da90> ) VSO €D (Q) :

Observacao 1.2 Decorre da Definicao 1.3 que cada distribuicao T sobre ) possui derivadas

de todas as ordens.

Observagao 1.3 DT € uma distribuicao sobre Q, onde T € D' (Q). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (py), oy convergindo
para @ em D(Q). Assim, (DT, p,) — (DT,¢)| < |T,D%, — D*p)| — 0, quando

n — OQ.

11



Observagao 1.4 Vé-se em [24] que a aplicagao D* : D' (Q2) — D' (2) tal que T — DT é

linear e continua no sentido da convergéncia definida em D' ().

1.1.3 Propriedades Elementares dos Espacos de Sobolev.

Dado um numero inteiro m > 0, por W™ (), 1 < p < oo, representa-se o espaco de
Sobolev de ordem m sobre €, isto é, o espago vetorial das classes de fungoes u € L (2) tais
que D%y € LP (Q), para todo multi-indice «, com |a| < m.

Munido da norma

B =

[ullyympi) = < 3 / |D%u (z)|" dx) , quando 1 < p < c©
0

la<m

[ullyymec )= > supess|D*u(x)|, quando p = oo,
|o¢‘§m €N

WP () é um espago de Banach (veja [24]) .

Observagao 1.5 Quando p = 2, o espago W™? () € denotado por H™ (), o qual munido
do produto interno

(V) gmgy = > [ D*u(z) D" (z)dx

laf<m

¢ um espaco de Hilbert.

Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 0o, 0 espago de
Banach das (classes de) fungoes u, definidas em |0, 7’| com valores em X, que sao fortemente

mensuraveis e ||u (¢)|% ¢ integrdvel a Lebesgue em ]0, 7], com a norma

T :
et ()l ooy = ( [ o dt)

Por L*> (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em

10, T[ com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (t)||y possui supremo essencial

12



finito em ]0, T'[, com a norma

[ ()] oo 0,7y = sup ess [Ju (2)]]
t€]0, T
=inf {c > 0;||lu (t)||x < ¢ q.s. em Q}

Observagao 1.6 Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espago L*(0,T;X) é um

espaco de Hilbert, cujo produto interno € dado por

() ooy = Jy (1) v (t))y dt.

Consideremos o espago L” (0,7 X), 1 < p < oo, com X sendo Hilbert separdvel, entao

podemos fazer a seguinte identificagao
(L7 (0,T; X)) = L7(0,T; X) ,
onde (1/p) + (1/¢q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificagao
(L' (0,73 X)] =~ L= (0,T; X') .

Essas identificacoes encontram-se em [21].
O espaco vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7') em X é denominado de

Espaco das Distribuigoes Vetoriais sobre |0, 7'[ com valores em X e denotado por D' (0,7; X) .

Definicao 1.4 Dada S € D'(0,T;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicao vetorial sobre |0,T[ com valores em X dada por

ars n d"y

Exemplo 1.4 Dadas u € LP(0,T;X),1<p<oo,epeD(0,T). A aplicagio
T,:D(0,T) — X, definida por

T. (o) = / u(t) (1) dt,
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¢ integral de Bochner em X, é linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo

uma distribuicao vetorial. A aplicacao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar

u com T, e, neste sentido, temos LP (0,7;X) C D' (0,T; X).
Consideremos o espago
W™ (0,T;X) ={ue LF(0,T;X); w9 € LP (0,T;X), j=1,...,m},

onde u') representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. Equipado

COo11 a norma
p

HUHW"W(O,T;X) = (J;)Hu(j)Hip(O,T;X)> ’

WP (0,7; X) é um espago de Banach (vide [2]).

Observagao 1.7 Quando p =2 e X € um espacgo de Hilbert, o espago WP (0,T; X) serd
denotado por H™ (0,T; X) que munido do produto interno

m

(u, U)Hm(o,T;X) = ]Z:% (“(j)v U(j))LQ(O,T;X)

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por Hi" (0,7; X) o fecho, em H™ (0,T;X), de D (0,T; X)
e por H=™(0,T; X) o dual topoldgico de HJ" (0,T; X) .

1.2 Principais Resultados Utilizados

Lema 1.1 (Imersao de Sobolev) Seja Q0 um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

2n
’ 2 tao H™ (9 LP (Q d L,——.
(i) Se n > 2m, entao (Q) — (),onepe{,n_le
(i7) Se n = 2m, entdo H™ (2) — LP(Q), onde p € [1, +o0[.
(14i) Sem=1em > 1, entao H™ (Q) — L> ().

Prova Ver [4]. |
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Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

c 2n
) S 2 tao H™ (2 LP (2 d 1 :
(i) Se n > 2m, entao (Q) — ()’Onepe{’n—Qm[

(i7) Se n = 2m, entdo H™ (Q) < L* (Q), onde p € [1, +o0].

(iii) Se 2m > n entdo H™(Q) < C* (Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que

k<m—(n/2)<k+1
Prova Ver [4]. |

Teorema 1.1 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) O conjunto Bp = {f € E;||f|| <1} €

compacto pela topologia fraca * o (E', E), onde E é um espago de Banach.
Prova Ver [4]. |

Lema 1.3 (Lema de Lions) Sejam O um aberto limitado de R", (g,),, e g funcdes de
L1(0), 1 < q < o0, tais que:

HgmHLq(o) <Ce gm — g ¢.S. em 0.
Entao g,, — g fraco em L1(O).
Prova Ver [18]. -

Lema 1.4 (Desigualdade de Gronwall) Seja z(t) wma fung¢do real absolutamente

continua em [0, a[ tal que para todo t € [0, a[ tem-se
t
z(t) < C’—l—/z(s)ds,
0
onde C > 0. Entao z(t) < Ce', Vt € [0,q].

Prova Ver [23]. |
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Lema 1.5 (Du Bois Raymond) Seja v € L} (). Entdo

loc

/ w(@)p()de = 0, ¥ ¢ € D(Q),
Q
se, e somente se, u = 0 quase sempre em 2.

Prova Ver [24]. |

Teorema 1.2 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 um aberto do R™ limitado em alguma

direcao x;. Entao, exriste uma constante C' > 0 tal que

/my%mgc/
Q Q

ou
axi

2
dx

para todo u € Hj (Q).
Prova Ver [23]. |

Teorema 1.3 Sejam X e Y espacos de Hilbert tal que X — Y e p € LP(0,T;X) e
W e LP(0,T;Y), 1 <p<oo, entao u€ C°([0,T];Y).

Prova Ver [4]. |

Teorema 1.4 (Teorema da Representacao de Riesz) Seja 1 < p < oo, com %—k]% =1

e seja @ € (LP)/. Entao existe um tnico u € L? tal que

(s f) = / uf, Vf € IP.

Mazs ainda,

lull o = llpll Loy -

Prova Ver [4] |

Teorema 1.5 (Base Hilbertiana) Todo espaco de Hilbert separdvel admite uma base

Hilbertiana.
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Prova Ver [4]. |

Teorema 1.6 Seja X — B < Y com imersao compacta de X em B, (X,B e Y sao
espagos de Banach). Se F' limitada em L™ (0,7;X) e F' € L™ (0,T;Y) onde r > 1, entdo

F ¢é relativamente compacta em C (0,T; B) .
Prova Ver [30]. |

Teorema 1.7 Suponha u € L*(0,T; H} (), com v’ € L*(0,T; H' (Q)) .
(1) Entao
ue C([0,T);L% ().

(17) A aplicagao

2
t= flu ()72
¢ absolutamente continua, com

IOl = 5 ()0 )

para 0 <t <T.

(1ii) Além disso, temos a estimativa

maxx [[u ()l ag0) < C (Il a(oirimgen) + 1z

com C dependendo apenas de T'.
Prova Ver [7]. |
Teorema 1.8 (Gauss-Green) Se u € C* (Q), entdo
/uwida:: /uuidF
Q r
parai=1,...,n.
Prova Ver [4] |
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Lema 1.6 (Compacidade de Aubin-Lions) Considere 1 < p; < o0, i = 1,2 e By C
B C By espagos de Banach reflexivos sendo as injecoes continuas e By C B compacta. Para
0<T < o0, seja
W ={v;v e L*(0,T; By),v" € L (0,T; By)}
munido da norma
vl = ol oo + 10l oo -
Resulta que W é um espago de Banach sendo W continuamente imerso em LP° (0,T; B) .

Com as hipoteses acima sobre By C B C By, 0 < p; < 00, © = 1,2, resulta ser compacta a

imersao de W em LP° (0,T; B) .
Prova Ver [22]. |

Teorema 1.9 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder) Suponha K C X, com X um

espaco de Banach, compacto e convezo, e além disso,
A K-> K
¢ continua. Entao A tem um ponto fixro em K.
Prova Ver [7]. |

Teorema 1.10 Seja Q um aberto limitado com fronteira T’ de classe C?. Seja f € L*(Q) e

seja u € Hi (Q) verificando
/Vqu—l—/ugoz/ﬁp, Yo € Hy ().
Q 0 0
Entao uw € H*(Q) e ||ul| ;. < C|f|, onde C é uma constante que sé depende de .

Prova Ver [4]. |

Teorema 1.11 Se E um espago reflexivo e p : E —] — 00,00| € convera, coerciva e
semicontinua inferiormente, entao ¢ possui um ponto de minimo global. Se ¢ € estritamente

convexa, entao este ponto € unico.

Prova Ver [1] |

18



Capitulo 2

Solucoes da Equacao do Calor Linear

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a existéncia, unicidade e regularidade de
solugoes para um problema misto associado a equacao do calor linear.

Inicialmente, iremos fixar as notagoes. Representaremos por V e H dois espagos de
Hilbert. Suponhamos V' C H imerso continuamente em H. Vamos considerar o espaco

vetorial
W (0,T;V,H)={z€ L*(0,T;V); 2 € L*(0,T; H)},
onde 2z’ é a derivada de z no sentido das distribui¢cdes com relacao ao tempo t. Temos que

W é um espaco de Hilbert, podemos muni-lo com a norma

2 2 2
12w o.rve = 121200y + 12 2200700 -

e ainda ¢ imerso continuamente no espago C°([0,7]; H). Assim, se z € W (0,T;V; H),
entao faz sentido falar em z (0) e 2 (7).

Consideremos 2 um aberto limitado do R™ com fronteira I' suficientemente regular.
Denotaremos v o vetor normal exterior a I' e 7' > 0 um nimero real. Seja @ = Q x (0,7) C

R"™™! um cilindro com fronteira lateral ¥ =T x (0,7") . Consideremos o problema

Z—Az4+az+b-Vz=¢p em Q,
z =0 sobre X, (2.1)
(,0) = 20(y) em 9,
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onde a € L™ (Q) e b € [L*(Q)]".

2.1 Solucao Forte

Definigao 2.1 Dizemos que z : Q — R € solucgdo forte de (2.1) quando

z€ W (0,T; Hy (Q) N H? (), L*())

7 —Az+az+b-Vz=p ¢s. em Q,
com z (0) = z.

Teorema 2.1 Sep € L*(0,T;L*(Q)) e zo € H} (), entdo o problema (2.1) tem uma unica

solucao forte z.

Prova Existéncia

Para provar a existéncia de solucoes, usaremos o método de Faedo Galerkin que consiste
em trés etapas: Obtencao de solucoes aproximadas em um espaco de dimensao finita,
obtencao de estimativas a priori para as solugoes aproximadas e passagem ao limite das
solugoes aproximadas voltando para caso infinito dimensional.

Vamos considerar uma base Hilbertiana (w,), oy de Hg (). Se Vi, = [wy, ..., wy] é 0
subespaco gerado pelo m primeiro vetores da base, nds definimos o problema aprorimado

CcOo1mo:

Zm () € Vi,
(20 (), v) + (Vzm (1), Vo) + (a- 2y (t) ,0) + (b Vz, (t),v) = (p,v), Yv eV,

m

Zm (0) = 2zom — 29 em L*(Q).
(2.2)

O sistema de equagoes diferenciais ordindrias (2.2) tem solugao local definida em [0, t,,,],
com 0 < t,, < T, ver (Corolario A.2 no Apéndice). A extensao da solugao local para [0,T] é

consequeéncia das estimativas abaixo.
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Estimativas a priori:

Fazendo v = 2/ (t) em (2.2), obtemos

(2 ()5 200 (8)) + (Vzm (8) , V2, (1)) + (@2m (1) ,0) + (0 Vi (1), 2, (1) = (@, 2, (1))

a qual implica em

ERGI +;(ZH 2 (O < azm (), 20 ()] + 10~ Vi (8) , 21, ()] + (9, 25, (D)] . (2.3)

Integrando (2.3) de 0 a ¢, t < t,,, e usando teorema de Green, desigualdades de Cauchy-

Schwartz e Poincaré, temos,

’ !/ 1 1 ! /
/0 |2 () ds + 5 llzm O < 5 ll=oll” +a0c0/0 [2m () 127, (s)| ds (2.4)

by / o ()] 2 ()] dis + / 0(3)] |24 (5)] ds,

onde, av = [la]<(g), bo = [V gy © co > 0 & tal que |- < o .

Agora, pela desigualdade de Young, temos

\/_aoco/ e ()] 1, ()|d57< / (Vaageo 12 (5 )||) d5+1/0t (|Z;n(5)|%)2ds
= (w0 [ e @) ds+ 1 [ (0 ds
Temos ainda que,
fbo/Hzm TIERC r—ds<b2/|rzm I ds + /\m Pds.  (26)

\/_/ e ()l |21, |—d3</ lo (t |dt+ /|Z |d8 (2.7)
), (2.6)

Substituindo (2.5), e (2.7) em (2.4), obtemos

/| ) ds 4 7z (1) <C+K/ o ()] ds, 28)

onde, C' > 1 HZOmH —i—fo lo (t)|dt e K = ac + b2.
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Logo, pelo lema de Gronwall (Lema 1.4), podemos concluir de (2.8) que

/0 12 ()P ds + ||z (DI < C. (2.9)

onde C'= C'(T') independe de m.
Passagem ao limite

Por (2.9), deduzimos que

(Zm)men € limitada em L™ (0, T Hj (2)),

(2.10)
2! ¢ limitada em L2 (0,T; L? (Q)).
m/meN

Pelas limitagoes em (2.10) e pelo Teorema de Banach Alaoglu Bourbaki, temos a existéncia

de uma subsequéncia (z,,) ainda denotada da mesma forma, tal que

meN

Zm =z em L™ (0,T; Hy () (2.11)

2z, = 2 em L? (0,T;L* () . (2.12)

Entao, z € W (0,T; H} (), L? (R2)) pela definicao de W.
Multiplicando (2.2); por 8 € D (0,T) e integrando de 0 a ¢, t < T, temos

/t(z;n(t),v)edt+/t(vzm(t),vv)edt+/t(a-zm(t),v)edt+/t(b-vzm(t),v)9dt

(2.13)
= /Ot (p,v) 6dt.

Agora, fazendo m — oo em (2.13), usando as convergéncias (2.11) e (2.12), e o fato de V,,

ser denso em H} (€2), obtemos que z satisfaz,

/0((z,¢))dt:/0 (= —az—b-Vz+ o 0)dt (2.14)

para toda ¢ = v, v € H}(Q) e # € D(0,T). Mas —z' —az —b-Vz + ¢ estd
em L?(Q). Entao pelo Teorema de Regularidade Eliptica (Teorema 1.10), segue que
z € L*(0,T; HY (Q) N H?(Q)).
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Assim, por (2.14), temos

/ (2 = Az+az+b-Vz)dedt = / pdxdt
Q Q
para toda ¢ € D (Q), a qual implica em
/ (2= Az+az+b-Vz—@)dadt =0
Q
para todo ¢ € D (Q) . Logo, pelo lema de Du Bois Raymond (Lema 1.5), temos
2 —Az+az+b-Vz=p, qs. em Q.

Para completar a prova do teorema precisamos verificar que z € C° ([0, T]; H} (Q2)).

Desde que a solugao forte z pertenca a W (0,7; Hy (Q) N H? (), L*(2)), temos que
z € L?(0,T;HY (Q)) e 2/ € L*(0,T; L*(Q)). Assim, pelo Teorema 1.3, concluimos que
2z € C%([0,T]; L*(Q)) . Dessa forma, faz sentido calcular z (0).
Condicao Inicial

Provaremos agora que z (0) = 2.

Segue de (2.12) que
[ coewa [ o
para toda v € L2 (Q2) e § uma funcio de €1 ([0, T]) tal que 6(0) = 1 e 8 (T) = 0. Logo,
/OT (o (1), 0) 0 (1) dt /OT S 0,000 dr (2.15)
Integrando por partes (2.15), segue que
— (com 0) — /OT (o (1) 0) 8 (8) dt = — (= (0) ,0) — /OT ()00 (. (2.16)
Como por (2.11) ocorre
/OT(zm (t),vw'(t)dH/OT<z<t>,v)9'(t)dt,
concluimos de (2.16) que
Czomsv) = (2(0),0), Vo € I2(Q).
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Por outro lado, segue de (2.2)3 que
(Zom,v) — (20,v), Yv € L*(Q).

Pela unicidade do limite, temos (2 (0),v) = (29,v), para toda v € L (Q), o que nos permite
concluir que z (0) = 2.
Unicidade

Suponhamos que o problema (2.1) tenha duas solugoes u; e uy. Chamemos w = uy — us.

Entao w satisfaz
w —Aw+aw—+b-Vw=0 em Q,

w(t)=0 sobre T, (2.17)
w(0)=0 em ).
Multiplicando (2.17); por w, integrando em Q x (0,t), t < T e usando o Teorema de Green

e desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

1 t d t t t
3 | P dst [ e ds <l [ e @ dst Bl [ o) o] ds
0 0 0 0

Logo,

1 t t t
3o @F + [P ds < all gy [ @I ds+ Pl [ o) (o) ds

dai temos que

Flo@F+ [w@Pas <o [ o Pah [ wolvels @)

Notemos agora que pela desigualdade de Young, obtemos

/\w 1w @] —dt<—/ o ()? ds + - /Hw WPds.  (2.19)

Substituindo (2.19) em (2.18), segue que

sw®F+ [P <o [wePFass2 [uers e

ondeyza0+%.
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Dai, de (2.20), temos que

1 t t b2 t
§WﬁW+AHMMWESGAM$W%+§AhMﬂ%& (2.21)

onde C; =~C, e C étal que |-| < C |||

Fazendo Cy = C + % em (2.21), segue que

1 t t
Sle@F + [ w@)Pds <. [ oo as (2.22)
0 0
Logo, pelo Lema de Gronwall (Lema 1.4), podemos concluir de (2.22) que
1 t
Fho@F+ [ w P <o

para todo t € (0,T), o que implica em ||w (s)|| = 0. Logo w = 0 e, portanto, u; = us. |

2.2 Solucao Fraca

Nosso objetivo nesta segao é considerar o problema (2.1) com dados iniciais menos

regulares. A solucao obtida com este grau de regularidade é chamada de solucao fraca.
Definigao 2.2 Dizemos que z : Q — R € solugdo fraca de (2.1), quando
z€e W (0,T;Hy (Q),H " (Q)),

satisfaz a condi¢ao inicial z (0) = 2y e satisfaz a identidade

—/ 2 dxdt + / VzVipdrdt + / azydxdt + / b-Vziydxdt = / ppdzdt, (2.23)

Q Q Q Q Q

para toda v € W (0,T; Hy (), L* (), tal que ¥ (0) = (T) = 0.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2 Se p € L*(0,T;L*(Q)) e zo € L*(), o problema (2.1) tem uma tnica

solucao fraca z.
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Prova Vamos obter a existéncia de solucao fraca como limite de uma sequéncia de solucoes
fortes.

Por densidade, existe uma sequéncia (zo;),cy em Hy (Q) tal que
zor — 20 em L? (Q). (2.24)
Pelo Teorema 2.1, para cada k € N, existe uma tnica solucao forte z de (2.1), ou seja,
2, € W(0,T; Hy (Q N H* (Q),L*(Q)) ,
2, — Augp +azy +b-Vz, =, qs. em Q, (2.25)
2k (0) = 2o, em .

Multiplicando (2.25) por zj e integrando em €2 x (0,7"), t < T, e usando Teorema de Green

e desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

1 t 1 t
31 OF + [ o) ds < 5 o O + o [ [z () s (2.26)
0 0

wbo [ @)l ds+ [ o)1 () ds

ap € by como em (2.4).

Usando os mesmos argumentos como no Teorema 2.1, segue que

1 ¢ Cy [t
5 |2k (t)\2 + / [E (3)”2 ds < C + —21 / |2 (3)|2 ds, (2.27)
0 0

T 2
onde O = § |zl + 3 fy e (8)*dt, e O = (ao + % + 3).

Pelo Lema de Gronwall (Lema 1.4), podemos concluir de (2.27) que

EA (t)|2+/0 |2 (s)||> ds < C, (2.28)

onde C'= C (T') é uma constante que independe de k.
Passagem ao limite
De (2.28) e pelo Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki temos a existéncia de

subsequéncia de (2), oy ainda denotada da mesma forma, tal que

Zy =z em L= (0,T;L?())

(2.29)
2 — 2z em L*(0,T; H} (Q)).
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Multiplicando (2.25) por ¢ € W (0,T; Hy (), L*(Q2)) tal que ¢ (0) = ¥ (T)
integrando em (), obtemos

—/zmﬁ’dmdt—i—/Vzkv¢+/azmﬁdmdt—k/b-Vzk@/)dxdt:/gowdxdt. (2.30)
Q Q Q Q Q

Fazendo k — oo em (2.30) e usando as convergéncias em (2.29), deduzimos que

—/z¢'dmdt+/VzV¢+/az¢dzdt+/b-VZ@/dedt:/gm/)dxdt, (2.31)
Q Q Q Q Q

ou seja, (2.23).
Considerando em (2.31) ¥ =00, 0 € D(0,T) e v € H} (), segue que

((z(),0),0 ) prory.por) + (V2 (1), V)0 @) piory o + (@2 t),0),0 @) pior o)

+((b-Vz(t),v),0(t)) =((p(t),v),0(t)) , V0 e D(0,T), Yo e Hy (),

D/(0,T),D(0,T) D/(0,T),D(0,T)

ou seja,

(Z'(1),0) + (V2 (1), Vo) + (az () ,0) + (b- V2 (1) ,0) = (¢ (1) ,0), 0 (1)) pr(o.1) 0,1y = O
para todo 6 € D (0,T) e para todo v € Hj (). Assim,
(2" (t),v) + ((z(t),v)) + (az (t),v) + (b- V2 (t),v) = (¢ (t),v), Yo € Hy (Q), (2.32)

no sentido de € D' (0,7 .
Considerando, em particular, v € D (0,7T) em (2.32), segue que
(" () s V)pray.pi) + (A2 (1), V) pray.peo)
+ (az (1) 7U>D’(Q),D(Q) +(b-Vz (1) =U>D/(Q),D(Q)

= (¢ (1), V)pr(aypy €M D' (0,7T),

ou seja,

(2" + Az +az+b-Vz—9,0)pqpa =0, Vv € D(Q).
No sentido de D’ (0,7),
Z=Az—az—b-Vz+¢, em D (Q). (2.33)
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Notemos que fazendo a andlise de cada termo, temos az € L?(0,T; Hj (Q)), Az €
L2(0,T; H 1 (Q),b-Vze L*(0,T; L* () e ¢ € L*(0,T; L? (R2)). Dessa forma, segue de
(2.33) que

L?(0,T; H(Q))+L? (0,T; Hy ())+L* (0, T; L* (Q))+L* (0, T; L* () < L* (0,T; H (),

logo, 2/ € L*(0,T; H'(Q)). Usando o item (i) do Teorema 1.7, concluimos que z €
C°([0,T];L?(9)) e, portanto, faz sentido o célculo z (0).
Utilizando o mesmo raciocinio como no Teorema 2.1, temos a condicao inicial e unicidade

da solucao fraca. [ |

2.3 Solucgao Ultra Fraca

Nesta secao investigaremos a existéncia, unicidade e regularidade da solucao ultra fraca
no caso parabolico.

A principal questao consiste em: Dado
feH Q)
encontrar p solucao do problema parabdlico:

—p = Ap+a(x,t)p—div(b(z,t)p) =0 em Q,
p(r,t)=0 sobre X, (2.34)
p(l‘7T) = f em ).

O primeiro passo é deixar claro o que entendemos por solugao de (2.34). De fato, iremos,
inicialmente, investigar por um processo heuristico. Multiplicamos ambos os lados de (2.34)

por uma fungao z (z,t) e integramos em @), obtemos:
/p[z’—Az—kaz—Fb-Vz] dzdt = (f, z(T)), (2.35)
Q

onde supomos

2(0)=0em Q , z=0em X e,
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representamos (-, -) a dualidade de H='(Q) x H} (Q2).

A identidade (2.35) sugere olhar para z (z,t) solu¢do do seguinte sistema misto:

2= Az+a(z,t)z4+b(x,t)Vz=¢ em Q,
=0 sobre X3, (2.36)
z2(-,0)=0 em (2.

Se ¢ € L*(0,T;L*(Q)), pelo Teorema de solugao forte 2.1, obtemos que z €
W (0, T; H () N H?(Q),L?(Q)) ¢ solugao forte de (2.36). Obtemos também que, z €
C°([0,T]; H} (), entao (f, 2 (T)) faz sentido para toda f € H~'(Q). Portanto, podemos

definir o conceito de solug¢ao para (2.34) da seguinte forma:

Definigao 2.3 Chamamos de solu¢ao ultra fraca ou solug¢ao por transposi¢ao de (2.34), a
funcao

p € L*(0,T;L*(2))

satisfazendo a igualdade
[ 06 (@ dede = (7,27,
para toda ¢ € L*(0,T; L*(Q)), onde z € solugdo forte de (2.36).
Consideremos o seguinte resultado:
Teorema 2.3 Euziste uma unica solugao ultra fraca do problema (2.34).
Prova Existéncia: Vamos considerar a forma linear:
L:L*(0,T;L°(Q) - R

definida por
L(p) = (f,2(T)),

para toda ¢ € L*(0,T; L*(Q)), f € H ' (Q) e z a tnica solugao forte de (2.36).
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Temos que:
[(Fr 2 @D < 1l g=1 0 12 (D]

Pelas estimativas de solucao forte, obtemos:

T
l=(@)l < C / o (1) dt.
Entao
[z (TN < =10y 1€l 220722002

Assim temos que L é uma forma linear continua em L?(0,7; L?*(2)). Pelo Teorema da

Representacao de Riesz 1.4, existe um tnico
pe L2 (0,75 12 ()
tal que
L(p) = (f,z(T)),
para toda ¢ € L?(0,T; L*(Q)).

Portanto, existe p € L% (0,T; L* (Q)) tal que

/ p (.t (at) = (f, 2 (T)),
Q

provando a existéncia de solugao ultra fraca para o problema (2.34).
Unicidade
Suponhamos que o problema (2.34) tenha duas solugoes h; e hy. Chamemos w = hy — ha.

Entao,
/ w (z,t) ¢ (z,t)dedt =0
Q

para toda ¢ € L?(0,T; L? (Q)) .Logo, pelo Lema de Du Bois Raymond (Lema 1.5), temos
w(x,t) =0 q.s. em .

e, portanto, hy = ho. [ |
O teorema a seguir nos fornece regularidade da solugao ultra fraca dependendo de onde

a f esteja.
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Teorema 2.4 (i) Se f € L?(Q), entdo a solugdo ultra fraca p pertence a C° ([0,T]; L? (Q2));

(ii) Se f € H1(Q), a solugdo ultra fraca p pertence a C° ([0, T]; H™*(Q)).

Prova Parte (7). Seja (Vi,),,cy uma base Hilbertiana para Hj (£2) e consideremos o problema

aproximado:
(=P v) + (P ) + (apm, v) + (b pm, V) =0,
Yv e Vi, e pm € Vi,
P (T) = frn — fem L*(Q).

(2.37)

O sistema (2.37) de Equagoes Diferenciais Ordindrias tem solucao p,, (t) definida em [0, 7.

Com efeito, basta verificar a mudanca de variavel 7 =T — ¢, 0 < t < T, ou seja, fazendo

Pn = Pm (T —t) em (2.37), teremos p,, (0) = p,,, (T) .
Estimativa

Fazendo v = p,, () em (2.37), obtemos
d 2 2 2
= P (OF + [P (O] = Clpu (O

Agora, integrando de t a T', temos

P (O + / 1D ()12 ds < |pm (T + C / 1P ()2 ds.

t

Se definirmos

(1) = |pm (T) + C / 1P (5)2 ds,

t

temos
U (1) = 5 o o (D) + Clp (T)F = C o (O
implica que
(1) =~ 1o (TP 4 C o (0 — C lp (TP
Dali, temos por imersao que
4/ (1) < —g o (D) + g (I = €l (D)
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Notemos ainda, que pela desigualdade (2.38), temos

—¢' (1) < Clpm (O = C [pm (T)|°
< Clpn (O < Cv (1),
ou seja,
U(t) + Cy(t) = 0.

Resolvendo a E.D.O., temos que

E (€Ct ) — C@th +€Ct¢/

= (Y + Cy) > 0.

Agora, integrando de t a T, segue que

T
d t
| =0
ou seja,
T (T) > e“lap (t).
Dai, temos que
Y (t) < ey (t) < e (),

pois e“t > 1. Logo, de (2.39), obtemos

T
1P ()2 + / om ()2 ds < € [F]2. (2.40)

Segue de (2.40) que, extraindo uma subsequéncia (p, (1)) temos

meN

Pm — p em L™ (0,T; L* ()

pm — pem L* (0,T; L* (2)) .

Multiplicando ambos os lados de (2.37); por § € H' (0,T') tal que 6 (0) = 0, integrando de

0 a T e fazendo n — oo, obtemos

T
/ (p,0'0 — OA + fav + 0b - Vo) dt = (0 (T) v, f), Vv € V. (2.41)
0
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Consideremos z solucao forte de

Z—Az4+az4+b-Vz=g em Q,
=10 sobre X, (2.42)
2(0)=0 em €,

com g € L*(0,T; L? (Q2)). Sabemos que z é aproximado pelo Método de Galerkin, por meios

de fungoes z,, () definidas por:

m

Zm () = O (£) wi, (2.43)

=1

que sao elementos da base V,,, com 6, (0) = 0 por 1 < i < m. Consideremos também as

convergencias
)
= em 17(Q)
Az, = —A L*(Q),
z z em L*(Q) (2.44)
azm — az em L?(Q),
| 0V —=b-Vz em L2(Q).
Temos que, Hi (Q) < L? () continuamente e compactamente e as imersoes
W (0,75 Hy ()N H* (), L* (Q)) = C” ([0, 7] Hy () = C° ([0, 7] L* ()
sao continuas. Entao, segue que
2m (T) = 2 (T) em L* (). (2.45)
De (2.41) e (2.43), fazendo v = w;, 0 = 6,,,, obtemos
/ p (2, — Azy + azm +b- Vz,)dedt = (2, (1), f) . (2.46)
Q
De (2.44) e (2.45), quando m — oo em (2.46), temos
/ p(+ — Az +az+b-Vz)dedt = ((T), f). (2.47)
Q

Assim, (2.47) diz que p é solugao ultra fraca do problema (2.34). Quando n — oo em (2.37);,
temos

p' = —Ap+ ap — div (bp) (2.48)
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em D' (0,7; H ' (Q)), o que implica que p’ estd em L?(0,T; H'(2)). Porém, sabemos que

p € L*(0,T; H (Q)), o que pelo Teorema 1.7, nos diz que

p € C’([0,T]; L% () .

Utilizando o mesmo raciocinio como no Teorema 2.1, temos a condicao inicial para a solucao

ultra fraca.
Parte (i7) do Teorema 2.4.

Pelo teorema da Representacao de Riesz, sabemos que

|L|L2(O,T;L2(Q)) = |p‘L2(O,T;L2(Q))

se
L(p) = / podadt,
Q

para toda p € L? (0,T; L*(Q)) .

Por definicao temos que

Dessa forma,
L ()| < [1f1l =10y 12 (D,

ou seja,

IL(P) < Cllf 10 19l 1207220
< Ol .

Assim, por (2.49), esta desigualdade implica
|p|L2(Q) <C ||f||H*1(Q) :

Como f € H™(Q), existe uma (fm),,cy € L* () para toda m, tal que
fm — f em H'(Q).
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Seja (Pm),,en Uma sequéncia de solugoes ultra fraca correspondendo a f,, para cada m € N.
A fungao p,, — pn, € solugao ultra fraca correspondendo a f, — f,,. Entao, de (2.50) temos
[Pm — pul < || frm — anH—l(Q) )
provando que (pp,),,cy ¢ uma sequéncia de Cauchy em L? (). Logo
pm — pem L (Q). (2.52)
Porém, p,, é a solucao ultra fraca correspondente a f,,, isto é,

/Q pmpdzdt = (= (T), f), (2.53)

para toda p € L? (0,T; L*(Q)) .
Notemos que z é solugao forte de (2.1) e p,, a solucdo ultra fraca de (2.34). Entao, segue

de (2.51) e (2.53) que
| podadt = (@),
Q
isto é, p é solugao ultra fraca de (2.34) e, por unicidade, p = p.

De (2.48), temos

P = Pp = =D Pm = Pn) + @ (P = pn) = divh - (pm — pa), (2.54)
em L2 (0,T; H ' (Q)), que estd continuamente imerso em L? (0,7; H=2(2)), o que implica
que (2.54) é verdade também no sentido de L*(0,7; H2(f2)). Entao, para cada ¢ €
L?(0,T; H3 () temos

P = 2 031 < [ = s AU+ 10 (= p2) )]+ i — s 9
< Clpm — pl |WHL2(0,T;H§(Q)).
Consequentemente,
1P — p;LHL?(O,T;H*?(Q)) < Cpm —pal,
o que implica que (p!,),,cn ¢ uma sequéncia de Cauchy em L? (0,7; H~*(£2)). Entéo, obtemos
p.. — p em L?(0,T; H2(Q)). Logo, temos p € L*(0,T;L*(Q)) e p' € L*(0,T; H 2 (Q)),
isto é,
peC’([0,T); H(Q)).
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Temos p,, — p em W (0,T;L?(Q2),H2(f)) e este espago é imerso continuamente em
CY([0,T]; H*(Q)), dai, obtemos p,, — p em C°([0,T]; H~'(2)) e assim, p,, (T) — p(T)
em H'(Q). Temos p,, (T') = f, convergindo para f em H'(Q), entao p(T) = f. [

36



Capitulo 3

Controlabilidade do Sistema

Linearizado

Neste capitulo, temos como objetivo estudar a controlabilidade finito-aproximada e nula
do sistema linear do calor.
Dados os L™- potenciais a € L®(Q), b € (L*(Q))" e uma constante real A,
consideremos o problema de controle
W —Au+au+b-Vu+\=vl, em Q,
u=0 sobre Y, (3.1)
u(0) = u° em €,

em que w é um subconjunto nao vazio de ) e 1, é a funcao caracteristica de w.

3.1 Controle Finito-Aproximado

Nesta secao, iremos mostrar a controlabilidade finito-aproximada do sistema linear do

calor.

Definicao 3.1 Dizemos que o sistema (3.1) € finito aprorimadamente controldvel se, para
todo € > 0, u°, u' € L*(Q), existe um controle v € L? (w x (0,T)), tal que a solugio u de

(3.1), satisfaz
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[u(T) = ulll o) < €
mp (u(T)) =mp (u'),

em que E é um subespaco de dimensao finita de L? (), e 7 é a projecao de L? (2) em E.

(3.2)

Vale o seguinte :

Teorema 3.1 Seja T > 0. Entdo, existe um controle v € L* (w x (0,T)) tal que a solugdo
fraca de (3.1) satisfaz (3.2). Além disso, para qualquer R > 0, existe uma constante
C(R) > 0 tal que

”UHLQ(wX(O,T)) < C(R), (3.3)

coma € L™ (Q) ebe (L*(Q))" satisfazendo

lall e @xory < B 10l @nomyy < B- (3.4)

Observacgao 3.1 O teorema acima nao fornece nenhuma estimativa de como a norma
do controle v depende de E, u°,u* e ¢ > 0. Contudo, (3.3) garante que v permanece

uniformemente limitado quando os potenciais a e b permanecem limitados em L.

Observagao 3.2 O controle v nao € unico. A construcdo que desenvolvemos abaizo nos
trole d i L* E est trole d i
ornece o controle de norma minima em L. este controle de norma minima que

procuramos e que como o0s outros controles, também satisfaz a condi¢do de limita¢ao (5.3).

Prova [Teorema 3.1] Sem perda de generalidade, podemos assumir que A = 0 e u° = 0. De

fato, se considerarmos z a solugao de

Z—Az4+az+b-Vz+A=0 em Q,
z2=0 sobre X, (3.5)
2(0) =u® em €,

entao a solugao u de (3.1) pode ser decomposta como sendo

u=w+z, (3.6)
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onde w resolve
w — Aw+aw+b-Vw =vl, em Q,

w =0 sobre X, (3.7)
w(0)=0 em ().

Podemos ver que, (3.2) é equivalente a

w(T) = (u' = 2(T))| < €

(3.8)
w5 (w(T)) = 7 (u! — 2 (T)).

Notemos que, o controle v esté presente apenas em (3.7). Logo, para provarmos a existéncia
do controle em (3.1), é suficiente mostrarmos a existéncia do controle para (3.7).

O efeito regularizante da equacao do calor permite mostrar que

2 (T') permanece em um conjunto relativamente compacto (3.9)

de L* (2) quando os potenciais a e b variam na classe (3.4).

Isto sera importante para obter a limitagao uniforme (3.3).

Vamos considerar o sistema adjunto

—¢' — Ap+ap —div(bp) =0 em Q,
¢ =0 sobre X, (3.10)
o (T) = ¢° em (2.

A importancia deste sistema adjunto serd explicada mais a frente e observada de forma clara
durante este capitulo. Mediante isso, iremos justificar como obteé-lo.
Considerando A = 0 e u’ = 0 em (3.5), multiplicando, formalmente, sua equagao por ¢

solugao de (3.10), e integrando em @, obtemos

T n
/ / (z’gp — Azp+azp + ( E b; 02 ) <p> dzxdt = 0. (3.11)
QJo i—1 Ox;

Vamos analisar cada termo de (3.11):

1° Termo

T
// 2 pdxdt.
QJo
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Segue que
d
o zp) =2+ 2y,

dai, obtemos

/Q ( /0 ) { ;lt (z¢) —w'} dt) dr = /Q ((ch) i /0 wadt> i (3.12)
- [(mem-z0e0- [ i)

_ /Q (z (T) o (T) - /0 ngo’dt) dz.

- / Az (@) o (2, 1) ddt.
Q

Usando o Teorema de Green, segue que

- /Q Azpdrdt = / ( / ViV — / —gde)d
— /0 T ( / Vzwdx) dt
:/0 ( /QzAgodx—l—/—zdF) di

—/ zApdzx. (3.13)
Q

2° termo

Notemos que em (3.13) temos considerado ¢ = 0 sobre X.

Agora o 4° e iltimo termo. Observemos que

// (Zbax) ‘Pdtdl’—/z bip) dmdt

- ((bip) - 2) = 81 (i) z + bigp (ai z> .

Segue que

Dali, temos

/OT (/Q;:; (difm [bip - 2] — (%Z (big) z) da:) dt = / </ _ZZ 3o, (bip d$> dt (3.14)
- /0 /Q = div (by) dudt.
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pois, pelo Teorema 1.8 e levando em consideracao (3.10),, temos

—~ d
/QZ i [bip - z] dx = 0.
i=1

Substituindo (3.12)-(3.14) em (3.11), obtemos

—/ zpldadt + [, 2 (T) ¢ (T) dx — /zAgodxdt
Q

Q
—/azgo — /zdiv (bp) dzdt = 0.
Q Q

Tomando ¢ (T) = ¢° em 2, conseguimos encontrar o sistema adjunto (3.10). Com efeito,

(3.15)

basta multiplicarmos (3.10); por z solugao de (3.5).

Voltando ao problema (3.10), tendo em conta que os ponteciais a e b sao limitados,
temos que para qualquer ©° € L?(Q) o sistema (3.10) tem uma tnica solugao na classe
p € Cl0,T];L?(Q)) N L*(0,T; H} (©)). Este fato pode ser provado de forma andloga ao
que foi feito no Capitulo 2. Basta fazer a mudanca de variavel ¢t por 7 = T" — t. Observemos
ainda a dependéncia continua da solugio de (3.10), com relacio ao dado inicial ¢°; ou seja,
vale a seguinte desigualdade:

|90|L2(0,T,H5(Q)) <C ‘<P0| . (3.16)

Com efeito, se multiplicarmos (3.10); por ¢, integrando em Q x (¢,7"), usando Teorema de

Green, desigualdades de Cauchy-Schwartz e de Young, segue que

1 T 1 9 T T
S@F+ [ le@Pds< 5 v [ @ Pdst [ leG)lle ()] ds
t 0 0

Ly o2 by ! 2
< 5‘90 "+ ao + = lo (s)]” ds. (3.17)
0

Por conseguinte, aplicando o Lema de Gronwall (Lema 1.4) em (3.17), segue (3.16).

Vamos agora considerar o funcional J : L? () — R definido por

T
J (gpo) = %/ /@dedt + € ‘(I —7TE) gpo‘ — /Qulgpoda:. (3.18)
0 w

Veremos que o funcional J é continuo, estritatamente convexo e coercivo.
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Provaremos com as informacoes acima, que o funcional J atinge seu minimo, que
também é unico. Mais ainda, o minimo deste funcional nada mais é do que o dado inicial do
sistema adjunto, e que a solucao associada a este dado inicial é, por fim o controle procurado.
Continuidade

Consideremos (¢9), .y uma sequéncia de dados iniciais, tal que
@) — " em L*(9). (3.19)

Mostraremos que J(¢%) — J(¢°). Com efeito, estudaremos a convergéncia para cada termo
de (3.18). Para o primeiro termo, consideremos (¢, ), oy ma sequéncia de fungoes tal que,
para cada n € N, ¢, é solucao do seguinte sistema:
—¢l — Ap, + ap, — div (bp,) =0 em Q,
n = 0 sobre 3, (3.20)
0 (T) = ¢ em Q.
Seja ¢ a solugao de (3.10). Subtraindo (3.20) de (3.10), obtemos

—(Pn=9) = Alpn =) +alpn—¢) —div (b(pn — ¢)) =0 em Q,
©n — ¢ = 0 sobre 3, (3.21)
(on =) (T) = ¢ — ¢ em .
Multiplicando (3.21); por ¢, — ¢, integrando de ¢t a T e, usando teorema de Green e
desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

1 2 T 2 1 0 012 T 2 T
glen— ol [ len =l ds <5 len = 9" Fao | lon =@ dstby | lon—ollon —llds,
t t t
(3.22)
aop, by como em (2.4).

Usando Desigualdade de Young em (3.22) segue que

1 s 1 [ 2 1, o o2 N 2
Slon =l +5 | llen—wlids < Slen =" +(ao+ ) [ lon—wlds.  (3.23)
2 2/, 2 2’ ),

Aplicando Lema de Gronwall (Lema 1.4) em (3.23) e, em seguida, fazendo n — oo,

obtemos, desde que (3.19) vale, a seguinte convergéncia:

on — @ em L? (Q).

42



Em particular

T T
/ /cpidxdt —>/ /gp%lxdt em R. (3.24)
0 w 0 w

Portanto, temos a continuidade do primeiro termo de (3.18).

No segunto termo, facamos F' = [ — mg. Assim
|F (o) — )| < 1E 220 |on — ¢°| = 0, quando n — oo. (3.25)
Quanto ao terceiro termo, segue diretamente de (3.19) que
/Qulgogda: — /Qulgoodx em R. (3.26)

Dessa forma, de (3.24) — (3.26) segue a continuidade do funcional J.
Convexidade

Provaremos agora a convexidade do funcional J, mais ainda,
J: L* () — R é estritamente convexo. (3.27)

Esta propriedade é uma consequéncia do seguinte resultado de continuacao tnica devido a

Fabre [8] :

Proposigao 3.1 Assuma que a € L™ (Q) e b € (L™ (Q))". Seja ¢° € L*(Q) tal que a

solugdo de ¢ de (3.10) satisfaca
e=0emwx(0,T). (3.28)
Entado, necessariamente, ©° = 0.
Vejamos que
J(0¢” + (1= 0)¢°) <6J (¢°) + (1 —0)v°, Vo € [0,1]. (3.29)
De fato, por (3.18), temos
J (00" + (1 —0)y°) = %/OT/W(QWF (1 —0) 1) dadt
+ell(I —mp) (Opo + (1 — 0) Yo)l 12(q) (3.30)

_ /Q (! (00 + (1 — 0) b)) da.
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Vamos analisar cada termo do segundo membro da igualdade acima. Desenvolvendo o

primeiro termo, segue que

%A?Aww+u_0W¥¢Mh:g%ﬁ£¢MMﬁ+ml_mlTL@WMﬁ
+(L;®2ATl¢&Mﬁ
< (9—292) /OT/M(@?H/P) dxdt—i—%Q/OT/wgodxdt (3.31)
L _29)2 /OT/Wdedt

T 1_0 T
:Q/‘/ﬁwﬁ+( )/‘/Wwﬁ
2 0 w 2 0 w

“2—;”)2 > ab com a = ¢ e b = 1. Agora no segundo termo

Note que usamos o fato de que

temos

(I =mp) (Opo + (1 = 0) vo)ll 120y < €0 |(1 = 7i) ol (3.32)

+e(1=0) (I —mr) ol

Por ltimo, obtemos

—/Q (u'(Bpo + (1 — 0) 1)) da = —H/Qulgoodx —(1-0) /Q Yodz. (3.33)

Substituindo (3.31) - (3.33) em (3.30), obtemos (3.29).

Mais ainda, J : L? (2) — R ¢é estritamente convexo. Observe que, considerando ¢ # 1°
aigualdade em (3.29), acontece quando ¢ = ¥ em wx (0,7, ou seja, p—1b = 0em wx (0,T") ,0
que implica, pela Proposicao 3.1 que

Yo = 1/)(%

0 que nao ocorre pois, @y # 1y. Portanto, temos que J é estritamente convexo.
Coercividade
O funcional J é também coercivo. Mais precisamente, vale a desigualdade de

coercividade

> €, (3.34)

lim inf‘¢o‘_>oo
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em que € > 0.
Para provar (3.34), usaremos os argumentos de Fabre-Puel-Zuazua [9] e Zuazua [33],
combinados com o resultado de continuagao tinica dado na Proposigao [8].

Seja {(p]} uma sequéncia em L% (Q), tal que

‘g0?| — 0o quando j — o0. (3.35)
Vamos denotar {¢;} a correspondente sequéncia de solugoes de (3.10).  Também
estabelecemos
0 i = Py
Tl |91

Obviamente @; é solugdo (3.10) com dado iniciail goj normalizado. De (3.36), temos que

T L i gl - [ e

||

Vamos distuinguir em dois casos a seguir:
Caso 1

Consideremos

T
lim inf / / |3, dadt > 0. (3.38)

Devido a (3.35), o primeiro termo em (3.37) tende para infinito enquanto os outros dois

permanecem limitados. Deduzimos entao que

0
lim inf —J <S0j ) =
gm0 |9
Caso 2

Consideremos agora

T
lim inf / / |@;|” dedt = 0. (3.39)

J—00

De (3.39), obtemos uma subsequéncia (gpj) o> ainda denotada da mesma forma, tal que

/ / |<ﬁj|2 dxdt — 0, quando j — oo. (3.40)
0 w

De (3.36), podemos extrair uma subsequéncia, tal que
@) — @ em L* (). (3.41)
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Temos também a seguinte convergéncia:
@; — ¢ em L*(0,T;L*()), (3.42)
em que @ é solucao de (3.10) com dado inicial ¢°. De fato, consideremos o problema

—@J — A@J + ag?)j — div (b@J) =0 em Q,
@; =0 sobre ¥, (3.43)
0; (T) = @? em €,

com 0
L B
ST YT

Seja também 6 € L? (0,T; L? (2)) e o problema

v —Au+au+b-Vu=60 em Q,
u=0 sobre Y, (3.44)
u(0) =0 em .

Multiplicando (3.43); por u solugao de (3.44), e integrando em (@), temos

T T T T
—/ /cp;udxdt—/ /Acpjudxdt+/ /agpjudxdt—/ /div (bp;) udzdt = 0.
0o Ja 0o Jao o Ja o Jo

Dai, usando integracao por partes e o Teorema de Green, segue que

/ (T)@; (T d:E—{—/ ) @; (0 dz—l—// ugpjdtd:v—// Aup,dtdx
// gojaudtda:—i-// b- prjdtdaz——/ (T) @ d:l:—l—// u — Au+ au + bVu, ¢;)dtdz.

Dai, temos por (3.44) que
T
// 0o dtdr = /u(T) @?dw. (3.45)
aJo Q

/Q u(T) @ldz — /Q u (T) @dx. (3.46)
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Analogamente, multiplicando a equagao (3.10); por u solucao de (3.44) e integrado em @,

/Q/OT Opdtdr = /Qu (T) @°dx. (3.47)

Combinando (3.45)-(3.47), podemos concluir que

/ /ngjdtdx —>/ /Qgpdtda:

para todo 6 € L?(0,T; L?(f2)) e, portanto, segue (3.42).
De (3.40) e (3.42), deduzimos que

obtemos que

p=0emwx (0,7).

Como consequéncia da Proposi¢do 3.1, temos que ¢° = 0. Portanto, de (3.41), vale,
necessariamente,

@) — 0em L*(Q). (3.48)
Entretanto, considerando (3.48) e sendo E de dimensao finita, temos que 7z é compacta, e
por conseguinte, obtemos

Te@) — 0 em L*(Q). (3.49)

De (3.49), segue que

(I —7p) @] — 1, (3.50)
desde que |@9’ = 1, para todo j. Como consequéncia de (3.48) e (3.50), aplicando o lim inf
quando j — oo em (3.37), deduzimos que

J
lim inf ( > lim inf }(I —Tg) gb?| — / ulgagdx} =e.
Q

Jj—ro0 ‘gpjl Jj—ro0

Portanto, segue a desigualdade de coercividade (3.34).

Tendo em vista as propriedades de continuidade, convexidade estrita e coercividade
do funcional J, segue do Teorema 1.2 que J atinge o seu minimo em um tinico ¢° € L? (Q),
isto é,

J(@%) = min J(¢°
() oin (") (3.51)

J(@") < J (), V* e L?(Q), ¢ #&.
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Veremos agora que o controle procurado é na verdade v = ¢ em w x (0,7, sendo @
solugao de (3.10) com o minimo @° como dado inicial tal que a solucio u de (3.7) satisfaz
(3.2).

De fato, temos de (3.51), que J (@) < J (@0 + cpo)-

Assim,

1 (T
5/ /¢2dxdt+ e|(I —7g) (@o)| — /ulapgd:ﬂ
0 Q

i
1
< 5/ /(@‘FCSD)le’dtWLG‘([—WE (Po + cpo)) —/Ul (@o + cpo) dx
0 w Q

T T
c/ulgoodx < 02/ /gpzdxdt + c/ /gbgodxdt +e|(I —mg) (cpo)] -
Q 0 w 0 w

Dividindo a expressao acima por ¢ > 0, e fazendo ¢ — 07 ,obtemos

Segue que

T
—e|(I — ) ol ;2 g/ /gﬁgpdmdt— / utpodz. (3.52)
0 w Q

Da mesma forma, agora para ¢ < 0 e fazendo ¢ — 07, temos

T
/ /gbgod:cdt - /ulwodw < —€|(I —7E) ol - (3.53)
0 w Q

De (3.52) e (3.53), deduzimos que

/ @gpda:dt—/ulgoodx
wx(0,T) Q

Multiplicando (3.7); por ¢ e integrando em @, segue que

<e|(I—7mg)pol- (3.54)

/u(T)gp(T) da:—/ugptdxdt—/uAgpd:vdt—/agpud:vdt—/udiv (bp) dzdt
Q Q Q Q Q

= / vl,pdzdt.
Q

Logo, por (3.10), temos

/U(T) gpodx:/vlwgpdxdt. (3.55)
e

Q
Tomando ¢ = v, e combinando (3.54) e (3.55), podemos deduzir que

T
/ /vgpdxdt—/ulgpoda:
0 w Q
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Segue que
[(u(T) —u', go)| < €e|(I — &) ol , (3.56)

ou seja,

| @)= ) puds| < el(1 = o)l

< e.

Portanto, deduzimos que

ju(T) —u'| <e

Dai, temos a densidade de R (u°,T) em L?(Q2). Em particular, considerando em (3.56)

po € E, deduzimos que
WE(U(T)) =TE (ul) .

Portanto, temos entao a controlabilidade finito-aproximada do sistema linear. [ |

Para provarmos a limitagdo uniforme (3.3), observamos primeiro, como indicado em
(3.9), que o problema pode ser reduzido para o caso v’ = 0 e A = 0, desde que u' é
permitido variar em um conjunto relativamente compacto de L? (). O seguinte resultado

vale:

Proposigao 3.2 Sejam R > 0 e K um conjunto relativamente compacto de L? (). Entao,

a propriedade de coercividade (3.34) vale, com u' € K e os potenciais a e b satisfazendo

(3.4)-

Observagao 3.3 Note que o funcional J depende dos potenciais a e b e do objetivo u'.

A proposicao (3.2) garante a coercividade deste funcional quando u' € K, K sendo um
conjunto compacto de L? () e os potenciais a e b sdo limitados. Como uma consequéncia
da proposicao (3.2), deduzimos que o minimo @° do funcional J é limitado quando u' € K e
os potenciais a e b sao limitados. Consequentemente, os controles v = ¢ sao uniformemente

limitados, pois bastar observar (3.16).

49



Prova [Proposigao 3.2] A prova é similar a propriedade de coercividade do funcional
J. Argumentaremos por contradi¢ao. Se a propriedade de coercividade (3.34) nao vale,

deduzimos a existéncia de sequéncias

(uj) € K, (3.57)
(¢9) € L*(Q) tal que || — o0 (3.58)
e
a5l oo @0y < B 1051l (e 0y < B-
tal que
J: (o
() s (3.60)
0
||

para algum 0 < d < e.

Aqui e em sequéncia, denotamos J; o funcional correspondendo ao objetivo u} e os potenciais

aj, bj.
Fixamos .
o_ ¥ ©j
i — T o0’ = T 01" 3.61
KA NP (361
Temos,
J(° o pT
éﬁj‘) = ‘¢—2j|/ /I%IZd:vdtJrE\(f—ﬂE) A (3.62)
7 0 w

1-0
—/ujgojdx.
Q

Tendo em vista (3.58) e (3.60), imediatamente deduzimos que

/T/ |@;|” dzdt — 0, quando j — oc. (3.63)
0 Jw
Extraindo subsequéncia temos
@) — ¢ em L*(Q), (3.64)
@; — ¢ em L?(0,T; Hy (), (3.65)
u; —u em L*(Q), (3.66)
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a; — aem L™ (Q), (3.67)
b; > bem (L™(Q))". (3.68)

Tendo em vista (3.63), temos

p=0emw x (0,7). (3.69)

Por outro lado, considere ¢ solucao de (3.10) em que os potenciais a e b sdo limites em (3.67)
e (3.68) e o dado inicial ¢° o limite em (3.64).

De fato, temos que mostrar que

a8, = ap em L (Q) (3.70)

bjp; —bp em (L*(Q))". (3.71)
Isso pode ser feito facilmente, desde que
@ ¢ limitada em L* (0,75 H~ (Q2)) . (3.72)
Combinando (3.65), (3.72) e o Lema de Compacidade de Aubin-Lions, deduzimos que
@, 6 relativamente compacta em L? (0, T; L* (Q)) , (3.73)
o que implica na seguinte convergencia:
@, — @ em L*(Q). (3.74)

As convergéncias (3.70) e (3.71) seguem imediatamente de (3.67), (3.68) e (3.74). Isto
justifica o fato de que o limite ¢ satisfaz (3.10).

De acordo com a Proposicao 3.1, segue de (3.69) que ¢y = 0. De acordo com (3.64),
temos
@) —=0 em L*(Q).

J

Esta ultima convergéncia junto com (3.66), implicam que

/ u}@?dm — 0.
Q
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Por outro lado, como na prova da desigualdade de coercividade (3.34), temos também que
(1 —75) &9 = 1.

Portanto,
-0
Jj (‘Pj)
—0
M}
o que é uma contradigdo com (3.60). Isto completa a prova da Proposicao 3.2 e,

> e}(I—WE) gb?| — /Qu;gﬁgdx > €,

consequentemente, do Teorema 3.1. [

Observacao 3.4 Note que a prova do Teorema 3.1 prevé, mao apenas a existéncia do

controle v, mas também uma forma construtiva de encontrd-lo, e escolhé-lo de forma unica.

3.2 Controle Nulo

Nesta se¢ao iremos retratar a controlabilidade nula por meio do controle aproximado

no caso da equacao do calor linear.

Definicao 3.2 Dizemos que o sistema (3.1) é nulamente controldvel, se dados T > 0 e

u’ € L?(Q), existe um controle v € L* (w x (0,T)), tal que
u(T) =0 em Q. (3.75)

Em outras palavras, o problema de controlabilidade nula se resume em verificar que o
conjunto R (u’, T') formado por todos os estados alcangdveis, no tempo 7', contém o zero, ou

seja, 0 € R (u°,T).

Teorema 3.2 Suponhamos satisfeitas as hipdteses anteriores. FEntao, para todo T > 0 e
qualquer u® € L?(Q), existe um controle v € L? (w x (0,T)) tal que a solugao do sistema

linear (3.1) satisfaz (3.75), isto €, o sistema (3.1) é nulamente controldvel.

Prova Da controlabilidade aproximada do caso linear, ja provamos que existe um controle

v € L?(w x (0,7)) tal que a solugao u de (3.1), satisfaz
‘u(T) — ul} <,
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o que nos faz pensar que para cada § > 0, existe um controle vs € L? (w x (0,7)) tal que a

solugdo us do sistema (3.1), satisfaz
us (T)] < 6, (3.76)

em que u' = 0, isto é, mostramos que existe um controle vs que aproxima a soluciao us ao
estado de equilibrio no tempo 7.

Denotemos por @5 a solugao do sistema adjunto (3.10), onde @9 é o dado inicial e definimos
o controle vy = @sl,.

Seja us solucdo do sistema (3.1) com controle vy, isto é,

uws — Aus + aus + b - Vus = @51, em @,
us =0 sobre X, (3.77)

us (0) = u® em .

Pelo Teorema 3.1, temos que o controle v é limitado em L? (w x (0,T)) . Dai, podemos extrair

uma subsequéncia, tal que

vs — vem L* (wx (0,T)). (3.78)

Do Capitulo 2, temos as seguintes limitagoes:

(us) é limitada em L* (0,7 Hy (2))

(uj) ¢ limitada em L* (0,7; H ' (Q2)) .

Dali, extraindo subsequéncias, temos

us — u em L (0,T; Hy () (3.79)

uy — ' em L* (0, T; H' (Q)) . (3.80)
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Sendo wu; solugao do sistema (3.77), entdo para todo v € W (0,T; Hy (Q),L*(2)) com
¥ (0) =¥ (T) = 0, temos da defini¢ao de solugao fraca que

—/u(gw’dxdt—l—/ Vszﬁdmdt—i—/ au(;dzda:dt—i-/ (b- Vuyg) wdxdt:/v(;lwwdxdt. (3.81)
Q Q Q Q Q

Fazendo § — 0 em (3.81) temos, pelas convergéncias (3.78)-(3.80), que

—/wﬁ’dxdt%—/Vuvwdxdt—l—/ambdacdt%—/ (b-Vu) ¢dwdt:/vlw1pdxdt. (3.82)
Q Q Q Q Q

Em (3.81) consideremos ¢ = 63, com 0 € H} () e B € C'([0,T]) tal que 3(0) = 1 e
B (T) = 0. Entao, de (3.81) e (3.82) temos que

/ us (0) 0dx — / u (0) Odz,
0 0
para todo 6 € H} (Q). Como us (0) = u°, entdo
u (0) = u®. (3.83)

De (3.82) e (3.83), concluimos que u é solucao do sistema (3.1).
Se considerarmos 1) = 0, com § € H} (Q) e 8 € C'([0,T]) tal que B(0) =0e B(T) = 1,
segue de (3.81) e (3.82) que

/ us (T') Odx — / u(T) Odz,
Q Q
para todo 6 € Hj (Q), isto é,
us (T) — u (T) em L*(Q).
Logo, pela convergéncia fraca e por (3.76), obtemos
|u (T)| < liminf|us (T)] < liminfd =0
6—0 0—0

e por conseguinte, temos

u(T) = 0.
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Capitulo 4

Controlabilidade do Sistema

Semilinear

Neste capitulo, estudaremos a controlabilidade para o seguinte sistema associado a

equacao do calor semilinear:

w — Au+ f(u,Vu) =vl, em Q,
u=0 sobre Y3, (4.1)

u(z,0) = u’ () em €,

em que a nao linearidade f é globalmente lipschtiziana.

A existéncia de solugoes forte e fraca (com a mesma regularidade consideradas nas
definigoes 2.1 e 2.2) para o sistema (4.1) também pode ser feita usando o método de Faedo-
Galerkin, como no Capitulo 2. Usando o fato de que a funcao f é globalmente Lipschtziana,
os termos envolvendo a nao linearidade f nas estimativas sao facilmente estimados de forma
que recaimos no caso antes estudado. Por isso omitiremos aqui os detalhes. Passemos ao

estudo da controlabilidade do sistema (4.1).
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4.1 Descricao do Método do Ponto Fixo

Nesta secao explicaremos o método do ponto fixo. Como falamos na introducao, o
método desenvolvido nesta dissertacao é uma variacao do método do ponto fixo introduzido
em Zuazua [32], no contexto da equacao da onda e adaptado em Fabre, Puel e Zuazua [9],
para lidar com a equagao do calor semilinear.

Observamos, que para qualquer y € L? (0, T; H} (Q)) vale a seguinte identidade:

PV =00 = [ L (flon.ovi)do (4.2

1 1
of af
= — (oy,0Vy)ydo + / — (0y,0Vy) Vydo,
/0 dy ( ) o On
em que 2L e 2L denotam, respectivamente, a derivada parcial de f com respeito a variavel y
dy on

e Vy. Introduzimos a notagao

( 18
F(y) = /0 a—;(ay,aw) do,

(4.3)
\ G(y) = /01% (oy,oVy) do.
Temos
fy,Vy) =Fy)y+Gly)-Vy,
sendo
F:L*(0,T;Hy (Q)) = L*(Q) e G: L*(0,T; Hy (Q)) — [L™(Q)]" .
Temos ainda
1E W) ey < Lo Yy €, L7 (0, T Hy () (4.4)
IG Wl < Ls ¥y €, L7 (0,75 Hy () (4.5)
L sendo a constante de Lipschitz da funcao f.
Por conseguinte, podemos reescrever o sistema (4.1) sob a forma
v —Au+ F(u)u+G(u)-Vu+ f(0,0) =vl, em Q,
u=0 sobre Y, (4.6)

u(z,0) =u’ () em Q.
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Dado y € L?(0,T; H} (Q)), consideremos o sistema

u'—Au+ F(y)u+G(y) - Vu+ f(0,0) =vl, em @,
u=0 sobre Y3, (4.7)
u(z,0) = u’ () em ().

Observemos que (4.7), é um sistema linear em u com potenciais a = F (y) € L™ (Q) e

b= G (y) € [L?(Q)]" satisfazendo a seguinte limitacao uniforme
lallpoeigy < s MIBllpoe gy < L (4.8)
Com esta notagao, o sistema (4.7) pode ser reescrito da forma

W —Au+au+b-Vu+ f(0,0) =vl, em Q,
u=>0 sobre X, (4.9)

u(z,0) = u’ (z) em ().

Fixamos o dado inicial u® € L? (), o objetivo (dado final) u' € L? (2),¢ > 0 e o subespago
de dimensao finita F de L*(Q).

Mostramos no Capitulo 3, que usando a abordagem variacional para controlabilidade
aproximada introduzida por Lions [20], também desenvolvida em Fabre, Puel e Zuazua
9], e adaptada para o problema de controlabilidade finita aproximada em Zuazua [33],
construimos um controle v € L?(w x (0,7)), de norma minima, tal que a solugdo u do
sistema (4.9), satisfaz (5). Deste modo, para qualquer y € L?(0,7T; H} (Q)), podemos
definir um controle v = v (z,t,y) € L*(w x (0,T)) tal que a solugao u = u(x,t,y) €
C[0,T); L*(Q)) N L*(0,T; H} () de (4.7), satisfaz (5). Isto nos permite construir uma
aplicagao nao linear

N :L2(0,T; HY () — L2(0,T; H} () (4.10)
Y = N(y) =u.
Afirmamos assim, que a controlabilidade de (4.1) é entao reduzida a encontrar um ponto

fixo de N. De fato, se y € L? (0,T; H} (Q)) é tal que N (y) = u = y, u solugdo de (4.7) é na
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verdade solugao de (4.6). Entao, o controle v = v (y) é o que estavamos procurando desde
entao.

Como veremos, a aplicagdo nao linear N definida em (4.10) satisfaz as seguintes
propriedades:

N é continua ; (4.11)

N é compacta; (4.12)
A imagem de N é limitada, isto é, (4.13)

Dessa forma, a existéncia do ponto fixo de N segue imediato do Teorema de Schauder
(Ver Teorema 1.9).

A limitagao uniforme (4.13) da imagem de A/ é uma consequéncia da limita¢ao uniforme
(4.8) dos potenciais a e b que, por sua vez, ¢ uma consequéncia da f ser como em (3).

A grosso modo, o problema de controle para o sistema (4.1), por meio do método do
ponto fixo, é reduzido a obter um resultado de controlabilidade uniforme para a familia de

problemas lineares de controle (4.7) sob as condigoes (4.4) e (4.5).

4.2 Controle Finito-Aproximado

Esta secao, é dedicado a prova do seguinte resultado:

Teorema 4.1 Suponhamos que f satisfaz (3). Entao, para todo T > 0, o sistema (4.1)
¢ finito aprorimadamente controldvel. Mais precisamente, para qualquer subespaco de
dimensdao finita E de L* (Q), u°, u' € L?(Q) e € > 0, existe um controle v € L* (w x (0,T))

tal que a solugdo u do problema (4.1) satisfaz (5).

Observagao 4.1 O Teorema 4.1, foi provado por Fernandez-Cara e Zuazua em [33], por
meio de uma penalizagao adequada de um problema de controle 6timo. No entanto, faremos
aqui uma demonstragdo diferente sequindo Zuazua [31], por acreditar que esta abordagem
¢ mais simples e mais fdcil de se adaptar a outras situacoes, trazendo uma nova luz ao

problema de controlabilidade aproximada.
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Prova [Teorema 4.1] Procediremos por meio do método do ponto fixo descrito na secao
anterior. Tendo em vista o Teorema 3.1, a aplicagao nao linear N dada em (4.10) estd bem
definida.

Como indicado na secao anterior, a fim de concluir a existéncia do ponto fixo de N
por meio do Teorema de Schauder, e portanto, concluir a prova do Teorema 4.1, é suficiente
verificarmos (4.11)-(4.13).

A continuidade de N/

Suponhamos que

yj =~y em L*(0,T;Hy (). (4.14)

O objetivo é mostrar que N (y;) — N (y) . Segue que, os potenciais a; = F (y;) e b; = G (y;)

sao tais que

aj=F(y;) = F(y)=a em L*(Q), (4.15)
bj =G (y;) = G(y)=b em [L*(Q)]", (4.16)

para todo 1 < p < oo e
HF(?JJ')HLoo(Q) <L, HG(Z/J')H[Loo(Q)]n <L (4.17)

Seja J; o funcional definido em (3.18) associado aos potenciais a; e b;. De acordo com o

Teorema 3.1, os controles correspondentes sao uniformemente limitados, ou seja,
||Uj||L2(w><(0,T)) <C,Vj>1 (4.18)
Temos assim, uma sequéncia (u;), sendo u; solugao do sistema

w; — Auj + ajuj + by - Vuy = v;l, em Q,
uj =0 sobre ¥, (4.19)

u; (0) = u° em €.

Além disso,

v =¢; emwx (0,7, (4.20)
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em que ¢; resolve

—gp& — A+ F(y;) p; — div (G (y;) ;) =0 em Q,
0; =0 sobre X, (4.21)

w; (T) = g?)? em (2,

com o dado @9 minimizante do funcional correspondente J;. Temos desta forma, uma

sequencia (@2) de minimizantes, tal que
9] < c. (4.22)
Com efeito, se (¢)) ndo fosse limitada, existiria uma subsequéncia de (@9) talque
‘@?‘ — 00 quando j — 00,

e pela coercividade de J; terfamos

(9
lim inf 7 E(Opj )
7= ||

> e, (4.23)

e uma vez que @9 minimiza o funcional J;, temos de (4.23) que J; (¢9) < J; (0) = 0. Entdo,
concluimos que € < 0, que é absurdo pela definicao de coercividade. Por conseguinte, segue
(4.22).

Pela extragao de subsequéncias temos
@) — @ em L*(Q) (4.24)
e, tendo em vista (3.17) e (4.15) - (4.16), deduzimos que
@; — ¢ em L*(0,T; Hy (), (4.25)
em que @ resolve

— = Ap+ F(y)p —div(G(y)p) =0 em Q,
=0 sobre X, (4.26)
o (T)=¢" em ).
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Também temos que

@ ¢ limitado em L*(0,T; H (),
e outra vez, pelo Lema de Compacidade de Aubin-Lions (Lema 1.6), segue que
@, — pem L*(Q).
Consequentemente,
v; = vem L*(Q),
em que
v=pemuwx (0,7).

A sequéncia (u;) das solugoes de (4.19) é tal que

uj — u em L (O,T;Hé (Q)),

u; — u' em L*(0,T; Hy () ,
mais ainda, podemos provar que u é solucao de seguinte sistema

v —Au+au+b-Vu=wvl, em Q,

u=20 sobre Y,

u(0) = u em ().
Mostremos que

u; — wem L? (0,T; Hy ().
De (4.19) e (4.32), temos que w; = u; — u é solucao do seguinte sistema

wh — Aw; + ajw; + b - Vw; = (v; —v) 1, —p em Q,
w; =0 sobre X,

w; (0) =0 em 2,

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

sendo = (a; —a)u+ (b; — b) - Vu € L*(Q). Temos ainda, que a sequéncia (w;) é limitada

em W (0,T; H* (Q) N H (Q), H} (2)). Logo, pelo Lema de Aubin-Lions (Lema 1.6), segue

que existe uma subsequéncia de (w;), tal que
w; — w em L (O,T; H; (Q)) ,
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isto é,
uj —u-+wem L*(0,T; Hy (Q)) .
Das convergeéncias (4.31), segue que w = 0 e , por conseguinte, segue (4.33).
Para concluir a continuidade de A ¢ suficiente verificar que o limite @° em (4.24) é o

minimo do funcional J. De fato, dado ¥° € L? (Q) como dado inicial de (3.10), temos que

mostrar que
7)< ().
Mas, isto é imediato, pois J é continua e, portanto, semicontinua inferiormente. Dai temos
que
7 (@) < im nf J; (7).
por outro lado,
7 () = lim it J; (o)
e finalmente,
Ji (85) < J; (¢°)
desde que (,52 seja minimo de J;.
Compacidade de N
Os argumentos acima apresentados mostram que, quando y estd em um conjunto
limitado B de L?(0,T;H}(Q)), v = N (y) também estd em um conjunto limitado
de L?(0,T;H;(Q)). Temos de mostrar que N (B) é relativamente compacta em

L?(0,T; H} (). Porém, isso pode ser facilmente obtido por meio do efeito regularizante da

equacao do calor. De fato, temos

v —Au=nh em (Q,

u=0 sobre 3,

w(0)=u" em Q,
com

h=uvl,— F(y)u—G(y) Vu— f(0,0),
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que é uniformemente limitado em L? (Q). Entao, u pode ser decomposto como u = p + g,

onde p satisfaz
(

p—Ap=0 em Q,
p=20 sobre X,

p(0)=u" em Q,

\

e ¢ satisfaz
(

¢ —A¢g=h em (Q,
q=20 sobre X3,
\ q(0)=0 em ().

Dai, temos que p é um elemento fixado de L? (0, T; H} (€2)). Por outro lado, deduzimos que
q estd em um conjunto limitado de L2(0,T; H} () N H?(Q)).
Seja

W ={u; uwe L*(0,T; Hy (Q) N H?(Q)) e v’ € L? (0, T;L*(2)) } .
Temos que N (B) estd em L*(0,T; H? (2))NL? (0, T; H (Q)), que estd imerso em W. Logo,
pelo Lema de Compacidade de Aubin-Lions (Lema 1.6), temos que

W < L2 (0,75 Hy ()

e, portanto, N (B) é relativamente compacta em L? (0, T; H} (Q)) . Isto completa a prova da
compacidade de N
Limitacao da Imagem de N/

O Teorema 3.1 mostra que existe C' > 0 tal que v = v (y) satisfaz
v (y>|L2(w><(0,T)) <C. (4.34)
Devemos mostrar a estimativa cldssica de energia para o sistema (4.7):

Com efeito, sem perda de generalidade, podemos supor f(0,0) = 0 em (4.7);, e

multiplicando, formalmente, por u e integrando em €2 x (0,t), obtemos

/ /u’udmdt—/ /Auudajdt—i—/ /F( 2d:vdt+/ /G )-Vudzdt = / /vudzz:dt
0 Jo 0 Jo 0 Jo
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Usando Teorema de Green, integragao por partes, as desigualdades de Cauchy-Schwartz e

de Poincaré e (4.4) e (4.5), segue que
1 9 t 9 ¢ 1 ) t ,
5 lu@®F + i [[u(s)[I” ds < i [v ()l [u ()] ds + 5 [uol” + L i ju(s)[" ds
t 1 t 5 1 t 5 1 5 t 5
+L [ Ju(s)|lu(s)[[ds < = [ [v(s)|"ds+ = [ |u(s)|"ds+ 5 |uol”+ L[ |u(s)|”ds
0 2Jo 2Jo 2 0

2 [t , 1t , t ,

+— | u(s)]"ds+ = [ |lu(s)]|"ds <C+Cy [ |u(s)|”ds,

2 Jo 2o 0
(4.36)

em que C' > 1 fot v (s)[? ds+1 ug|* e Cy > (3+L+ %2) Logo, aplicando o Lema de Gronwall
(Lema 1.4) em (4.36), segue (4.35).

Dessa forma, concluimos entao que N tem um ponto fixo, ou seja, temos N (u) = u,
onde u é solugao de (4.7) e, consequentemente, solu¢ao do problema (4.1), satisfazendo a

condigao (5). [
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Apeéendice A

Apeéendice

A.1 Existéncia e Prolongamento de Solucoes
Aproximadas

Neste apéndice temos como objetivo garantir a existéncia e o prolongamento de solugoes
para o problema aproximado (2.2 ).

Seja D um subconjunto aberto de R™*! aberto cujos elementos denotaremos por (¢, z),
comt € Rex € R" Seja f : D — R" uma funcao nao necessariamente continua. O
problema consiste em encontrar uma funcao absolutamente continua x = z (t) definida em

algum intervalo da reta I, tal que (¢,x (t)) € D, paratodot € I e
= f(tx), (A1)

para quase todo t em 1.
Se uma tal fungao x = x () e um tal intervalo [ existem, entao dizemos que x (t) é uma
solugao de (A.1) sobre I. Seja (tg,zo) € D. Associado a (A.1) e a (tg, zg), temos o problema

de valor inicial
= f (t> [E)

x (to) = xo.

(A.2)
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Definicao A.1 Sejam D um subconjunto de R"** e f : D — R", dizemos que f satisfaz as
condi¢oes de Caratheodory sobre D se:

(a) f(t,x) é mensurdvel em t para cada x fizo;

(b) f (t,x) € continua em x para cada t fixo;

(¢) para cada compacto U em D existe uma fungao real integrdvel my (t) tal que

|f (t,2)] <my (1), V(t,z) € U.

A.1.1 Existéncia e Prolongamento de Solucoes
Consideremos o retangulo R = {(t,z) € R"™: |t — to| < a, |z — x| < b,a>0eb>0}.

Teorema A.1 Seja f : R — R" satisfazendo as condicoes de Caratheodory sobre R, entao

existe uma solu¢ao x = x (t) de (A.2) sobre algum intervalo |t —to| < 5 (8 > 0).

Corolério A.1 Seja D aberto de R™™ e f satisfaz as condicoes de Caratheodory sobre D,

entao o problema (A.2) tem solugdo para qualquer (tg,zo) € D.

Teorema A.2 Seja D aberto limitado conexo em R f satisfaz as duas primeiras
condigoes de Caratheodory sobre D e existe uma fungao integrdavel m (t) tal que |f (t,z)] <
m(t),V (t,xz) € D. Seja ¢ uma solugdo de (A.1) sobre o intervalo aberto (a,b). Entao,

(i) existem ¢ (a+0),¢(b—0);

(17) se (b, (b—0)) € D entao ¢ pode ser prolongada até (a,b+4] para algum § > 0. Andlogo
resultado para a;

(7ir) o = @(t) pode ser prolongada até um intervalo (y,w) tal que
(7,0 (¥+0)), (w, o (w—0)) € dD (D fronteira de D);

(1) se f pode estender-se a D sem que ele perca suas propriedades entao ¢ = ¢ (t) pode ser

prolongada até um intervalo [y, w| tal que (v, (v +0)), (w, ¢ (w —0)) € ID.

Corolario A.2 Seja D =[0,t] x B, T >0, B={z € R";|z| <b}, b >0 e f nas condigies
do Teorema A.2. Seja ¢ (t) uma solucao de

= f(t )
z(0) =z, |zo| <.
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Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ = ¢ (t) estd definida, tenhamos | (t)| < M,
Vt € I, M independente de I e M < b. Entao ¢ tem um prolongamento até [0,T].

As demonstragoes dos teoremas e corolarios acima podem ser encontradas em [6] e [24].

Voltemos agora ao problema aproximado (2.2). Fazendo v = w; em (2.2), obtemos

(21 () s w5) + (Vi (1), V) 4 (@ (t) 2m (8) ,w;) + (0 Vg (1), w;) = (0, w5),

(A.3)
Zm (0) = 2om — 20 em L% (Q).

Sabemos que zn, (t) = >0 gim (H)w; € Vi, e logo 20, (t) = D" gh, (H)w; € Vi Em
principio iremos reduzir o problema acima para uma EDO de primeira ordem com condicao

inicial. Analisaremos os termos de (A.3);.
* (2 (1), w;)
Temos que
(2 (1) w;) = (i Gim (1) Wi, wj) = i Gim (8) (Wi, w5) = G, (1),
i=1 i=1

pois,

1, sei =7

(wi, wy) = 0z = o
0, sei#7j.

* (Vzp (1), V)
Do Teorema de Green, deduzimos que
(Vi (8), V) = (2 (1), =Aw;) = (2 (1), Ajwy) = Xy (zon (0) ,w05) = Y Gion (6) Ay (w3, 05) = Njgjm (F) -
i=1

Definamos F; = (azy, (t) +b- Vz, (1), w;). Assim, obtemos um sistema de m equagoes

diferenciais de primeira ordem:

Gjm (1) + Xjgjm (t) = (@, w;) + F}.
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Logo, temos o seguinte problema de valor inicial:

i (&) + Xjgjm (t) = (0, w5) + F;

(A.4)
gjm (0) = (Gom, w;) -
Consideremos as matrizes
Gim (1) M0 0 (¢ (t) ,wr)
m (T 0O X --- 0 t),w
B ] B L e R
_gmm <t>_ mx1 L O 0 o Am- mxm _(QO <t) ,U)m)_ mx1
Gom, W
g0m7 Wa
Yo = , e Jo =
Fn
_(90m7 wm)_ mx1 mx1
O sistema (A.4) pode ser visto como
"= —Xy+ Ji + Jo,
Y Yy 1 2 (A.5)
Yy (O) = Y.
Seja
y (1) Yo 0 I 0 0
X(t): s XOI s Fl(X,t): X, FQ(X,t)I €F3(X,t):
0 0 A0 Ji Jo

onde 0 é a matriz nula de ordem m x m, 0 é a matriz nula de ordem m x 1 e I é a matriz
identidade de ordem m x m. Assim, resolver o problema (A.5) é equivalente a resolver o
seguinte sistema:
X/<t> =F (Xut) + I3 (Xat) +F3(X7t))
(A.6)
X (0) = Xo.

Mostraremos que o sistema (A.6) estd nas condigoes do Coroldrio A.2. De fato, G = U x|0,T],

onde U = {z € R"; ||z|| < b, b> 0}. Entao,
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e Fixando X, temos que Fj(X,t) nao depende de ¢, Fy(X,t) é mensuravel pois
p € L?(0,T;L?(2)) e, por tdltimo, temos que F3(X,t) também é mensusdvel pois
os potenciais a (z,t) € L™ (Q) e b e (L™ (Q))".

e Fixando t, F5 (X,t) e F3(X,t) ndo depende de X, logo sdo constantes em X e,
portanto, continuas. Temos também que F} (X, t) é linear em X com ¢ fixado. Logo

Fy (X, t)+ Fy (X, t) + F5 (X, t) é continua.

e Como X varia em U, entao todas as entradas sao limitadas por uma mesma constante.
As entradas de F, (X, t) sdo fungoes integraveis em [0, 7], pois as primeiras entradas
sao nulas e as m ultimas entradas sao, em valor absoluto, iguais a |(¢ (t) ,w;)|. Além

disso,

e 0.0l < [ e wlds< [ e@lulds <35 [ lo @ dst [ ol ds <o

Assim, ||F5 (X, 1)||gen < maxi<j<p [(¢ (), w;)| = mp (t). As entradas de F; (X, t) sdo
integraveis em [0, 7], pois as m primeiras entradas sao nulas e as m tltimas s@o em

valor absoluto iguais |(a (t) +b(t) - Vg, (t) ,w;)|, 7 = 1,2, ...,n. Dessa forma,
1F (X, 8)llgen < Cp +mp () + Clla ()] +1b(t) Vam ()] = K; () < o0,

em que (X,t) varia no compacto U x [0,T] e K, (t) com j = 1,...,n é integravel em

[0, 7] . Portanto, pelo Corolario A.2, o sistema (A.6) possui solu¢ao em [0, ], t,, < T.
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