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Resumo

Consideramos a dinamica unidimensional do sistema de Mindlin-Timoshenko semilinear
que representa as vibracoes de vigas. Para uma viga de comprimento L, o sistema é dado
por

Uy — Uz + K (u+v,) + f (u) = a,
vy — K (u+v,),+9gu) =0
em um dominio retangular Q = (0, L) x (0,7) C R?, com condigoes de fronteira mistas, ou

seja, no extremo esquerdo a viga permanece presa
u(0,:) =v(0,-)=0
e no extremo direito a viga é apoiada e esta sob a acao de uma forca dissipativa
w (L) +ue (L) =0, w(L,:)+wv (L") +v.(L,-)=0

em (0,7) . Estudamos a existéncia, unicidade e o comportamento assintético (quando t — o)
das solugoes do problema, considerando as funcoes f, g, a e b satisfazendo algumas condigoes

adequadas.
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Abstract

We consider the dynamics of the one-dimensional semilinear Mindlin-Timoshenko

system for beams. For a beam with length L, these system is given by

U — Upy + K (u+v,) + f (u) = a,
’Utt—K(U‘{"Ux)x‘i‘g(U):b,

in a rectangular domain @ = (0, L) x (0,7) C R?. We consider mixed boundary conditions,

that is, at the right end, the beam remains clamped
u(0,-) =v(0,)=0
and, at the left extreme, it is supported and it is under the action of a dissipative force
u (Ly) +ug (L) =0, w(L,")+v(L,")+v,(L,)=0

on (0,7). We investigate existence, uniqueness and asymptotic behavior (as t — oco) of
solution for this problem, considering the functions f, g, a and b satisfying some adequate

conditions.
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Introducao

Ultimamente, vem crescendo o interesse no estudo de sistemas de natureza elastica,
em particular os que modelam a agao de vigas, devido a aplicacao a fisica e a engenharia.
Um modelo matemético extremamente usado na descricao de vibragoes de vigas finas é o
sistema de Mindlin-Timoshenko (Mindlin [18], Timoshenko [29]). Este modelo é considerado
um dos mais precisos pelo fato de levar em conta tanto deformacoes transversais como
também rotacionais. Para uma viga de comprimento L > 0, o sistema ¢ dado pelas equagoes

diferenciais parciais acopladas

ph- + K (u+v,) =0emQ
— Uy — Uy u+v,) =0em Q)
12" (1)

phvy — K (u+v,), = 0em Q,
onde @ = (0,L) x (0,7) e T > 0 é um tempo dado. Em (1), os sub-indices ”,” e 7,”
representam, respectivamente, as derivadas com respeito as variaveis z e t. A funcao
u = u(x,t) é o angulo de rotagdo da secao transversal da viga e v = v (x,t) representa
o deslocamento transversal da viga no tempo t. A constante h é a espessura da viga que,
para esse modelo, é considerada uniforme e fina, p é a densidade de massa por unidade de
volume e o parametro K, que multiplica o acoplamento das equagoes, é chamado de médulo
de elasticidade em torgao e é calculado pela formula
KEh
2(1+p)

1 .
onde E é o médulo de Young, i é o raio de Poisson (0 <p< 5) e K é chamado coeficiente

de correcao de torcao. Este coeficiente aparece pelo fato de que as deformacoes sofridas pelas



torgdes nao sao constantes em toda secao transversal da viga. O moédulo de elasticidade K
é também inversamente proporcional ao angulo de rotacao da viga. A deducao bastante
rigorosa do modelo (1) pode ser vista em Lagnese-Lions [10].

No nosso trabalho, consideraremos o sistema semilinear associado a (1) dado por

h3
p1—2utt—um+K(u+vm)+f(u):aemQ,

phvy — K (u+v;), + g (v) =bem Q,
com a, b, f e g representando forcas externas.

Vamos impor as seguintes condicoes de fronteira:

u(0,-) =v(0,-) = 0sobre (0,7,
ug (L, ) +ue (L,-) = 0sobre (0,7, (3)
u(L,-) 4+ v, (L,-) + v (L,-) = 0sobre (0,7).

As condigoes (3), asseguram que a viga permanece presa no extremo z = 0. As condigoes

(3), e (3); nos diz que a viga estd apoiada no extremo x = L com uma acao dissipativa.

Para completar nosso sistema, incluimos as condigoes iniciais:

u(-,0)
v (+,0)

u? (), u (-0) =u' () em (0,L),

(4)
0 (1), v (+,0) =0 () em (0,L).

Varios autores estudaram diferentes aspectos do sistema de Mindlin-Timosheko. No
caso linear podemos citar os trabalhos Lagnese-Lions [13], Medeiros [20], os quais estudaram
a controlabilidade exata usando o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) introduzido
por Lions ([15], [16]) e Lagnese [9] que analisou o comportamento assintético (quando
t — o0) para o sistema. Em Araruna-Zuazua [4] foi feita uma anélise espectral do sistema
possibilitando obter uma controlabilidade usando o HUM combinado com argumentos de
analise nao-harmonica. No caso semilinear podemos mencionar o trabalho de Parente,
Milla Miranda e Jutuca (ver [26]), no qual estudaram existéncia e unicidade para o
problema (2) — (4), com as fungbes f e g sendo Lipschitzianas, aplicando o mesmo método
usado em Milla Miranda-Medeiros [25]. Em Araruna-Antunes-Medeiros [2], analisou-se a

controlabilidade exata quando f e g sao assintoticamente lineares, usando o HUM juntamente



com argumentos de ponto fixo. A existéncia de atratores globais (para o caso bidimensional)
foi estudada em Chueshov-Lasiecka [11], com as nao linearidades f e g sendo do tipo
localmente Lipschitzianas. Todos os artigos citados sao tratados com diferentes condicoes
de contorno envolvendo diversas situagoes que aparecem nas engenharias.

Neste trabalho estudamos a existéncia e o comportamento assintético (quando t — o)

para o sistema (2) — (4), onde as fungoes nao lineares f e g satisfazem a condigao de sinal,
f, g sdo fungodes continuas, tais que f (s)s > 0e g(s)s >0, Vs € R. (5)

Além disso, analisamos o comportamento assintético (quando ¢ — 0o) do mesmo sistema

com as nao linearidades f e g satisfazendo, além de (5), as condi¢oes de crescimento

30, > 0 tal que f(s)s > (24 01)F(s), Vs € R, onde F (s) = /OS f(t)dt (6)

3 > 0 tal que g(s)s > (2+ 92)G(s), Vs € R, onde G (s) = / g (t)dt. (7)
0

Precisamente, mostramos que existem constantes C' > 0 e x > 0 tais que a energia do

sistema (2) definida por
. 1 Ph3 2 h 2 2 2
Et) = 5|55 lu@F +phlo (O] + K |(u+vs) ()] + [Ju(@)]]

+2/OLF(u(x,t))dx + Q/OLG(U(x,t))dx] ,

verifica a estimativa

E(t) <Ce ™E(0), Vt>0. (9)

Estudamos também a unicidade para casos particulares de f e g. No caso geral, o problema
encontra-se em aberto.
Nesta dissertacdo usamos as mesmas técnicas do artigo Araruna-Maciel [3], onde os

autores obtiveram resultados semelhantes para o sistema associado a equacao da onda



semilinear

ug — p () Au+ f(u) =a em Qx(0,7),

u=0 sobre T'yx(0,7),

ou (10)
/,L(t)%"‘ﬁ(x)u,j:o sobre T'; x (0,7),

w(0)=u’ uw(0)=u' em Q,

onde 2 é um aberto limitado de R™, n > 1, com fronteira I' de classe C?, {I'y, T'1} sdo
particoes de I', com I'y e I'; com medida de Lebesgue positiva e o N T} = () (essa geometria
exclui as regides simplesmente conexas de €2), ' > 0 um ndmero real, o vetor v é a normal
exterior de I', A é o conhecido operador Laplaciano e du/Jv representa a derivada normal
de u. As funcgoes u e [ sao nao negativas e a nao linearidade f satisfaz a condicao de sinal
(6) . Os autores também observaram que se pode obter os mesmos resultados sem a hipdtese
geométrica Iy N Ty ndo necessariamente nulo para o caso 1 < n < 3, aplicando os mesmos
argumentos usados em Komornik-Zuazua [8].

Ao provarmos a existéncia de solugoes, encontramos uma grande dificuldade para obter
as condigoes (3) , devido as nao linearidades como em (5) . Para contornar essa dificuldade foi
preciso estudar um problema de contorno nao-homogéneo (veja Proposi¢ao 1.4) juntamente
com alguns argumentos de regularidade escondida. A unicidade para o caso geral ainda é um
problema em aberto, entao cosideramos um caso particular com as nao linearidades sendo do
tipo localmente Lipschtiziana. Para o comportamento assintético, verifica-se que a energia
(8) da solugao (u,v) do problema (2) tem decaimento exponencial, obtido pelo método da
pertubacao de energia (ver, por exemplo, [8], [30]).

Passemos agora a descrever o contetido desta dissertacao, que esta dividida em quatro
capitulos. No Capitulo 1, temos alguns resultados basicos e algumas notagoes essenciais para
o entendimento do trabalho. Chamamos a atenc¢ao para resultados de problemas de valor de
contorno e resultados que garantiram a construcao de uma base especial idealizada por Milla
Miranda e Medeiros em [25], que possibilitam encontar a solugao do problema aplicando o
método de Faedo-Galerkin.

No Capitulo 2, considerando as fungoes f, ¢ Lipschitzianas tais que f(s)s > 0 e



g(s)s > 0, Vs € R e dados bem regulares, provamos a exiténcia e unicidade de solugao
forte usando o método de Faedo-Galerkin com a base construida no Capitulo 1.

No Capitulo 3, considerando agora as nao linearidades f, g gerais como em (5) e dados
com pouca regularidade, encontramos a solucao fraca aproximando as fungoes f e g por
fungoes Lipschitzianas, como em Strauss [28], para obter a solugao fraca como limite de
uma sequéncia de solugoes fortes obtidas no Capitulo 2. Para as condigbes (3) usamos
resultados de regularidade escondida e de problemas de valor de contorno obtidos no Capitulo
1. A unicidade é feita para um caso particular em que as nao linearidades sao localmente
Lipschitizianas, por meio de um método devido a Visik e Ladyzenscaja (ver [12]).

No Capitulo 4, faremos o comportamento assintético da solucao do sistema, quando
t — o0, pelo método da pertubacgao de energia, e verificamos que seu decaimento é de ordem
exponencial.

Para finalizar o trabalho, escrevemos como apéndice o resultado existéncia e

prolongamento de solucoes aproximadas, que é parte essencial na obtencao da solucgao forte.



Capitulo 1

Notacoes e Resultados

Neste capitulo fixaremos algumas notacoes e daremos definicoes e resultados essenciais

a continuidade do trabalho.

1.1 Espacos Funcionais

Dados 2 C R™ um aberto e uma fung¢ao continua f : 2 — R, define-se suporte de f, e
denota-se por supp(f), o fecho em Q do conjunto {z € Q; f(z) # 0}. Assim, supp(f) é um
subconjunto fechado de 2.

Uma n-upla de inteiros ndo negativos o = (ay, ..., ;) é denominada de multi-indice e
sua ordem é definida por |a| = a1 + ... + .

Representa-se por D® o operador de derivagao de ordem |a|, isto é,

ol

DY = ——.
a1 "
Oxi*...0x

Para o = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.
Por C§° () denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das funcoes
infinitamente diferenciaveis definidas e com suporte compacto em (2.

Um exemplo cldssico de uma funcao de C§° (€2) é dado por

Exemplo 1.1 Seja Q@ C R"™ um aberto tal que B, (0) = {x €R" |zl <1} C Q.

6



Consideremos f:§ — R, tal que

1
ellel*=1 se ||z| <1

f(x) = ,
0, se ||z|]| > 1
1
n 2
onde x = (T1,%9,....,x,) € ||z|| = (me) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que
i=1

feC>(Q) esupp(f) = B1(0) é compacto, isto € f € C§° (£2).

Definigao 1.1 Diz-se que uma sequéncia (o), ey em Cg° (2) converge para ¢ em C§° (Q2),

quando forem satisfeitas as sequintes condigoes:
(1) Existe um compacto K de Q tal que supp(¢) C K e supp(p,) C K,V n €N,
(1) D*p, — D“p uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observacio 1.1 E possivel (ver [27)) dotar C3° (Q) com uma topologia de forma que a

noc¢ao de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao 1.1.

O espago Cg° (£2), munido da nocdo de convergéncia acima definida sera denotado por
D (22) e denominado de Espaco das Fungoes Testes sobre 2.

Uma distribui¢@o (escalar) sobre € é um funcional linear continuo sobre D (§2). Mais
precisamente, uma distribuicao sobre 2 é um funcional 7' : D (Q2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(i) T(ap + 0¢) = aT (p) + 6T (¢), Va, FeReV o, ¢ eD(Q),

(it) T é continua, isto é, se (), oy converge para ¢ em D (), entao (T (¢n)),,cy cOnverge

para T (¢) em R.

E comum denotar o valor da distribuigao T' em ¢ por (T, ¢). O conjunto de todas as
distribuicoes sobre {2 com as operagoes usuais é um espago vetorial, o qual representa-se por
D' ().

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.



Exemplo 1.2 Sejau € L. (). O funcional T, : D (2) — R, definido por

loc

(T, ) = / u () ¢ (z) da,

¢ uma distribuicio sobre Q univocamente determinada por w (ver [21]). Por esta razao,

identifica-se u & distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L},. () serd identificado a

uma parte (propria) de D' ().
Exemplo 1.3 Consideremos 0 € ) e o funcional § : D (2) — R, definido por

(00,0) = ¢ (0).

do € uma distribuicao sobre Q) (ver [21]). Além disso, mostra-se que &y nao é definido por

uma fungao de L}, (), isto é, nao existe f € L}, () tal que (o, ) = [ fe.

loc loc

Definigao 1.2 Diz-se que uma sequéncia (1), oy em D' () converge para T em D' (Q2),

quando a sequéncia numérica ((T5,, ), ey convergir para (T, @) em R, para toda ¢ € D (£2).

Definigao 1.3 Sejam T uma distribui¢ao sobre ) e a um multi-indice. A derivada D*T

(no sentido das distribui¢ées) de ordem |«| de T' € o funcional definido em D () por
(D°T, ) = (-1)*T, D), VpeD(9).

Observagao 1.2 Decorre da Defini¢ao 1.3 que cada distribuicao T sobre § possui derivadas

de todas as ordens.

Observagao 1.3 DT ¢é uma distribuicio sobre ), onde T € D' (Q). De fato, vé-se
facilmente que DT ¢ linear. Agora, para a continuidade, consideremos (py), oy convergindo
para @ em D(Q). Assim, (DT, p,) — (D*T,p)| < |T,D%, — D*p)| — 0, quando

n — OoQ.

Observacao 1.4 A aplicacio D* : D' (Q) — D' (Q) tal que T +— DT € linear e continua

no sentido da convergéncia definida em D’ (§2) (ver [22)]).



Dado um nuimero inteiro m > 0, por W™? (Q), 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m sobre (2, isto é, o espaco vetorial das (classes de) fungoes u € LP ()
tais que D% € LP (Q)), para todo multi-indice «, com || < m.

O espago W™P () munido da norma

lllyponsiey = | D / |D%u (z)["dx | , quando 1 <p < oo
Q

la|<m

lullymsioy = D supess |D*u ()], quando p = oo,
laj<m €

¢ um espaco de Banach (vide [22]).

Observagao 1.5 Quando p = 2, o espago W™? (Q) é denotado por H™ (), o qual munido

do produto interno

(s V) () = Z /QDau (x) D% (x) dz

la|<m

¢ um espaco de Hilbert.

Denotamos por V' no nosso trabalho o subespaco de H' (0, L) definido por
V={ueH (0,L); u(0)=0}.
A norma do gradiente e a norma do H!'(0,L) sdo equivalentes em V. Assim,
consideraremos V' munido do produto interno e norma dados respectivamente por
((u,0) = (ugyva),  lul® = Jugl*,

onde (+,-) e |-| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L? (0, L) .
Dado um espago de Banach X, denotaremos por L? (0,7;X), 1 < p < 0o, 0 espago de
Banach das (classes de) fungoes u, definidas em ]0, 7’| com valores em X, que sao fortemente

mensurdveis e |lu (¢)||% ¢ integrével a Lebesgue em ]0, 7], com a norma

T :
0 ( [ s dt)

9



Por L*> (0,T; X)) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungdes u, definidas em
10, T com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (t)||y possui supremo essencial

finito em ]0, 7', com a norma

[u (t)HLOO(O,T;X) =supess ||u (¢)]|y -
t€]0, T

Observagao 1.6 Quando p = 2 ¢ X é um espago de Hilbert, o espago L?(0,T;X) é um
espaco de Hilbert, cujo produto interno é dado por
T
(u, U)L2(0,T;X) = /0 (u(t),v (1)) dt.
Se X é separavel, entao podemos identificar

(L7 (0,T; X)) = L7(0,T; X)
onde (1/p) + (1/¢) = 1. Quando p = 1, faremos a identifica¢ao

[L'(0,T;X)] ~ L= (0,T; X') .

Essas identificacoes encontram-se detalhadas em [13].
O espago vetorial das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7') em X é denominado de

Espago das Distribuigoes Vetoriais sobre |0, T'[ com valores em X e denotado por D' (0,7 X) .

Definicao 1.4 Dada S € D'(0,T;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuicdao vetorial sobre |0,T[ com valores em X dada por

da"s B n d"p
(Ge) = O (8 55) Ve DO,

Exemplo 1.4 Dadasu € LP (0,T;X),1 <p<oo, e € D(0,T) a aplicagao
T, :D(0,T) — X, definida por

integral de Bochner em X, € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo
uma distribuicao vetorial. A aplicagao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar

u com T, e, neste sentido, temos L? (0,T; X) C D' (0,T; X).

10



Consideremos o espaco
W™P(0,T;X) ={ue L”(0,T; X); u e LP(0,T;X), j =1, ym},

onde ul) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuices vetoriais. Equipado

com a norma

P

HuHWmvP(O,T;X) = (Z Hu(j)Hip(o,T;X)> ’
3=0

Wm™P (0,T; X) é um espago de Banach (vide [1]).

Observagao 1.7 Quando p = 2 e X € um espago de Hilbert, o espago W™P (0,T; X) serd
denotado por H™ (0,T; X), que munido do produto interno

m

(u, U)Hm(o,T;X) = Z (u(j)v U(j))fﬂ(o,T;X)
j=0

¢ um espago de Hilbert. Denota-se por Hi" (0,T; X) o fecho, em H™ (0,T;X), de D (0,T; X)
e por H- (0,73 X) o dual topolégico de HJ" (0,T;X).

1.2 Principais Resultados Utilizados

Lema 1.1 (Imersao de Sobolev) Seja Q0 um aberto limitado do R™ com fronteira T’

reqular.

(1) Se m > pm, entdao W™P (Q) — L7(2), onde g € [1, np } :
n—mp
(i1) Se n = pm, entao WP (Q) — L1(Q), onde ¢ € [1,400).
(i19) Sen =1em > 1, entdo WP (Q) — L> ().

Prova: Ver [5].

Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Q um aberto limitado do R™ com fronteira T

reqular.

11



c 2n
1) S > tao WP (Q) L2(Q) d 1 .
(i) Se n > pm, entao (Q) — L7(§2), on eq€{7n—2m)

(ii) Se n = pm, entdo W™P (Q) < L7(Q), onde ¢ € [1,400) .
(iii) Se pm > n entao W™P (Q) < C* (Q), onde k é um inteiro ndo negativo tal que
k<m—(n/p) <k+1

Prova: Ver [5].

Teorema 1.1 (Teorema do Trago) A aplicagao linear

o
81/A

o1y

B T
r ovy

)

m—1
de D(ﬁ) em HWmfjfi’p ('), prolonga-se, por continuidade, a uwma aplicagdo linear,
7=0

U+— (70“771“7 "‘7fym*1u) = (u’IW

m—1
continua e sobrejetiva de WP () em HWmfj;%’p ().

=0

Prova: Ver [13].

Observagao 1.8 Note que para o caso unidimensional, isto é, Q = (a, 3), seu € H™ (o, §)
entao pelo Lema 1.2, uw € C™ 1 ([a, B8]) . Logo faz sentido definir a fungdo u e suas derivadas

na fronteira, que no caso serda I' = {a, B} .

Agora, enunciaremos um teorema de traco nao muito usado na literatura, por isso

seremos fiéis a demonstragao feita em [24].

Teorema 1.2 (Teorema do Trago) Sejam p e p' nimeros reais tais que

1 1
p=2sen=12,3 e p>gsen24 com — + — = 1.
p

p
)
de D (ﬁ) em Wi (T) x W2 ("), prolonga-se, por continuidade, a uma aplica¢ao

linear, continua e sobrejetiva de E = {ve LV (Q); Ave LY(Q)} em Wl (') x
W2 (T).

Entao a aplicacao

ou
u — (You, 11u) = U|p, %

12



Prova: Usaremos a seguinte notagao: X = WZ_%’p(F) eY = Wl_%’p(l“), fazendo Z = X xY.
Pelo teorema 1.1 para cada (§,7) € Z, existe uma funcao w € W% P(Q) tal que yow = € e
yiw = 7. Pelas hipéteses sobre p, temos que W2 P(Q) é imerso continuamente em C (ﬁ) .

Para cada v € F, definiremos o funcional T, em Z por

Tv ((57 77)) = (U7 AU}) - (A'U, U}) )

que claramente estd bem definido. Temos também

T, (6 < C (ol gy + 1Ay ) - el + Inlly) = € ol &)

Entao

T,e 2 ¢ |Tll, < Cloll,. (L1)

Seja ¢ € D(Q). Pela definicio de T, e pela férmula de Green, obtemos

T, ((&:m) = (e, m) — (Mm@, &) = (=1, 7¢) . (§1)) - (1.2)

Por (1.1) e (1.2) podemos estabelecer uma aplicacio o : D(Q2) — X’ x Y’ dada por

o (@) = (=me;709)

linear e continua, onde D(f2) estd equipado com a topologia induzida de E.

Consideremos a aplicacao 7 : Z' — Z’ dada por

7 (=719, 7¢%)) = (Yov,1v) -

Como D(f2) é denso em E (ver [24], Lema 3.1), a extensdo v = To0 : E — 7' satisfaz as

condicoes da proposicao, como queriamos demonstrar.

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espago de Banach. O conjunto
B ={f € E;|f|l <1} € compacto com respeito a topologia fraca * o (E', E).

Prova: Ver [5].
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Lema 1.3 (Lema de Lions) Sejam O um aberto limitado de R", (g.,),, € g fungdes de
L1(0), 1 < q< oo, tais que:

||gm||Lq((9) <Cegn—g9gqs emO.
Entao g,, — g fracamente em L7 (QO).

Prova: Ver [12].

Lema 1.4 (Desigualdade de Gronwall) Seja z(t) wma fung¢do real absolutamente

continua em [0, a| tal que para todo t € [0, a[ tem-se
¢
z (t) :C+/z(s)ds.
0
Entao z (t) < Ce', Vit € [0, a].
Prova: Ver [21].

Teorema 1.4 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,) uma
sequéncia de funcgoes de L' (). Suponha que

a) fn(x) — f(x) quase sempre em (),

b) Erziste uma fungdio g € L' (Q) tal que para todo n, |f, (z)] < g(x) q.s em Q.

Entao f € L*(Q) e || fn — fll;. = 0.

Prova: Ver [5].

Lema 1.5 (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de funcoes de L' () tal que
a) para todo n, f, (x) > 0 quase sempre em S,

b) Sup/fn < 00.

ParcTzL todo x € Q temos f () = lim inf f,(z). Entio f € L'(Q) e

n—oo

/fgggoinf/fn.

14
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Teorema 1.5 (W. A. Strauss [28]) Seja Q wum aberto limitado do R", (u,) uma

veN
sequéncia de fungoes reais mensurdveis em ). Vamos considerar a sequéncia (F,), .y,
(Gv),en fungoes de R em R tal que F, o u,, G, ou, sio mensurdveis em € para v € N.
Suponha

a) F, ou, converge para u quase sempre em €2,

b) / |F, (uy, (2)) Gy (u, (x))]| dx < C, onde C € constante independente de v € N,

c) ng — 00 entao F,, — oo.

Entao, temos

d)ue L'(Q),

e) F, ou, converge para u fortemente em L' (Q) .
Prova: Ver [19, Teorema 4, pag. 30].

Lema 1.6 Seja F' : R — R continua e sF (s) > 0, Vs € R. Entdo existe uma sequéncia
(Fi)pen tal que sFy (s) >0 e
a) |Fp (&) = Fe ()| < e [€ = nl,V & n € R (i,e Lipschitz),

b) (Fi)pen converge uniformemente para ' em limitado de R.

Prova: Ver [19, Lema 5, pag. 40].

Lema 1.7 (Du Bois Raymond) Seja u € L}, (). Entdo
/Qu(x)go(:v)d:v =0, VpeDQ),

se,e somente se, u = 0 quase sempre em .

Prova: Ver [22].

Teorema 1.6 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam E e F' dois espacos de Banach e
seja T" um operador linear continuo e bijetivo de E em F. Entao existe uma constante ¢ > 0
tal que

Br(0,¢) C T(Bg(0,1)).

15



Prova: Ver [5].

Lema 1.8 (Lax-Milgram) Seja H um espag¢o de Banach e a(u, v) uma forma bilinear,

continua e coerciva. Para toda ¢ € H' existe um unico u € H tal que
a(u, v) = (p, v), para toda v e H

Além disso, se a € simétrica, u se caracteriza pela propriedade

veH

weH e%a(u, w) — (o, u>:Mz'n{%a(v, V) — (o, v}}.

Prova: Ver [5].
Vamos agora estabelecer alguns resultados de regularidade eliptica essenciais ao nosso

trabalho.

Proposigao 1.1 Dada f € L?(0,L), existe uma tnica solu¢io u do problema
—Uyz = f em (0, L)
u(0) =0
uz (L) =0

tal que u € VN H?(0,L) e, além disso, existe C > 0 tal que lull 20,0y < C S

Prova: Consideremos a forma bilinear ((+,-)) e a forma linear I" : V' — R definida por

(L 0) = (f,0).

Observemos que

* ((,-)) ¢ continua, pois ((u,v)) < [lul - [[o],

e ((+,)) é coerciva. De fato, ((u,u)) > |jv||* > = v]?

< LI

, onde L > 0 é constante tal que

e T' ¢ continua. Com efeito, |(T',v)| = |(f,v)| < |f|-|v| < L|f|-||v]| e como f € L?(0, L),
temos |(L,v)| < C'|v||.

16



Assim, usando o Lema 1.8 existe uma tnica fungao u € V satisfazendo
((u,v)) =('v) = (f,v), Yo eV. (1.3)
Usando integragao por partes, obtemos por (1.3),
(—Usa, V) + uy (L) v (L) = (f,v), Yv e V. (1.4)
Como D(0, L) C V, temos
(—Upy, V) +u, (L)v (L) = (f,v), Yo € D(0, L).

Logo,
(—Uge,v) = (f,v), Yo € D(0, L),

ou seja,

(—tge — f,v) =0, Yo € D(0, L),

o que implica

—Uye = f em D'(0, L).

Como f € L?(0,L), temos que u € H?(0,L) e
—Ugy = fem L?(0,L),

0 que segue

—Uyy = fqsem (0,L). (1.5)

Agora por (1.4) e (1.5), obtemos
u; (L)v (L) =0, Yv eV,

isto é, u, (L) = 0.
0
Como o operador 9 V N H?(0,L) — L*(0, L) é linear, continuo e bijetivo, segue do
x

Teorema 1.6 que ||ul| . < Cl—uz,|=C|[f]. R

17



Proposigao 1.2 Dados f € L?(0,L) e 8 € R, existe uma tinica solugdo u do problema de
valor de fronteira
—Uye = f em (0,L),
u(0) =0, (1.6)
ug (L) = 5,
pertecente a V.0 H? (0, L) . Além disso, existe C > 0, tal que ||ul| g2 1) < C[If] +18]]-

Prova: Consideremos a fungao h : [0, L] — R, definida por h (z) = fz. Temos

213
2 2 2 2 6 L
1Ml20.) = 1Plza00) + Wl + asliaony = =5~ + 7L

ou seja,

120l 120,y = C1 151, (1.7)

onde Cy = /(L?/3) + L.

Seja w solucao do seguinte problema de valores de fronteira
—Wex = f em (07 L) )
w (0) =0,
w, (L) =0.
Como f € L?*(0,L), pela Proposicao 1.1 temos a existéncia de w, com w € V N H%(0,L) e

constante Cy > 0 tal que
leoll sy < Co I (1.8)

Tomemos u = w+ h. Assim u € VN H? (0, L) é solugao de (1.6). Por (1.7) e (1.8) segue

HUHH2(0,L) = [lw + h“H?(o,L) < Hme(o,L)"‘HhHH2(0,L) < Golf|+Cr|B < Cs(f|+18]) (1.9)

onde C3 >0étal que C3 > C1 +Cy. N
Mostraremos agora a existéncia e unicidade de solugao para o problema
—Uge = [ em (Oa L)7 com f € L' (O7L)7
u(0) =0, (1.10)
uy (L) = 0.

18



Formalmente, obtemos de (1.10); que

/ (—Uge) vdx = / U(—Vgz )dx + Uy (0) v (0) — uy (L) v (L)
0 0 . (1.11)

(L) vy (L) — u (0) v, (0) = /0 fodz

Tomando em (1.11) ve D ={p € VN H*(0,L); ¢, (L) =0}, obtemos

L L
/ U(—Vyy )dr = / fvdx, Yv € D. (1.12)
0 0

Adotaremos (1.12) como defini¢ao de solugao de (1.10). Para garantir a existéncia e unicidade

de solugoes de(1.10) consideraremos o seguinte resultado:

Proposigao 1.3 Se f € L' (0, L), entdo existe uma tinica funcio u € L? (0, L) satisfazendo
(1.12). A aplicagio T : L' (0, L) — L*(0, L) tal que T'f = u € linear, continua e —uz, = f.

Prova: Seja g € L? (0, L) e v a solugiao do problema

—Vz =g em (0,L),
v (0) =0, (1.13)
v, (L) = 0.

Pela Proposicao 1.1, temos v € D.

Vamos considerar a aplicagao S : L* (0, L) — C° ([0, L]) tal que Sg = v, onde v é solugao
de (1.13).
Afirmacao: S é linear e continua. A linearidade de S é de facil verificagao. Quanto a
continuidade, como Sg = v, v € D e H?(0, L) estd imerso continuamente em C° ([0, L]),

temos
||59||00([0,L]) <C ||Sg||H2(o,L) =C ||U||H2(0,L).

Pela Proposigao 1.1, temos a existéncia de uma constante C' > 0 tal que |[|v]| H20,L) =

Cligll 2o,z - Logo
||Sg||00([07L]) < C ||g||L2(O,L),

onde C' > 0 depende somente de (0, L), o que mostra a continuidade de S.
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Seja S* a transposta de S| tal que
S*:[C°([0,L])] — L*(0,L); (S*0,¢) = (0,S¢),

para toda ¢ € L?( 0, L), onde (-,-) representa diferentes pares de dualidades.
A funcdo u = S* f satisfaz (1.12). De fato, temos (S*f, g) = (f,Sg), o que implica

/OLu(—Um)d:B = /OL fuda.

Para a unicidade, seja u;, uy € L? (0, L) satisfazendo (1.12). Entao

/L (up — ug) (—vge) dz =0, Yv € D. (1.14)

Considerando g € L? (0, L) e v solugao de (1.13), temos por (1.14)

L
/ (uy — ug) gdx =0, Yg € L*(0,L).
0

Logo, pelo Lema 1.7 u; = us, o que prova a unicidade. Fazendo T = S* e sabendo que é

linear e continua, temos 7" com as mesmas propriedades e o resultado segue. W

Proposigao 1.4 Se f € L'(0,L) e 3 € R, entdio existe uma tnica solugio u € L?(0, L)
satisfazendo
—Uyy = f em (0,L),
u(0) =0, (1.15)
ug (L) = 3.

Prova: Consideremos a funcao ¢ : [0, L] — R, definida por £(x) = fz. Seja w a solugao do
problema

—Wye = fem (0,L),

w (0) =0,

w, (L) =0.
Como f € L' (0, L), pela Proposicao (1.3) temos w € L* (0, L) . Tomando u = w + &, temos
u e L*(0,L), solugao de (1.15).
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Para a unicidade, sejam u; e uy solugdes de (1.15). Entao v = u; — us é solugao de

—Vpe = 0 em (0,L),
v (0) =0,
v (L) = 0.

Logo, pela Proposicao 1.3, temos v = 0, o que implica que u; = u,. MW

Proposigao 1.5 Em VN H?*(0,L) a norma do H?(0,L) e a norma

SIS

2 2
U= [|_uxcc| +|u90(L)| } )
sao equivalentes.

Prova: Sejau € VNH? (0, L) . Entao —u,, € L*( 0, L) e u, (L) € R. Assim, pela Proposi¢ao
1.2
2 213
lull 2o,y < C [I=ttaal” + |ua (L)) % -

Por outro lado, temos

ug (L)] < zl[épL] |ue| < [lullero,ny < Cllull gz (1.16)

onde C > 0 é a constante de imersao de H?(0,L) em C'([0,L]). Como
uwe VNH?(0,L), temos também

2
|_umc| <C Hu||H2(0,L) :

Logo
1
2

2 2

onde C' é uma constante positiva. W

Proposigao 1.6 Sejam v’ € VN H?(0,L),u' € V eu® (L) +u' (L) = 0. Entdo, para cada

€ > 0, existem w) e 2 pertencentes a V N H? (0, L), tais que

Jut® - e o 20— u], <e

0
u vam(o,L) <
com w (L) +2M (L) = 0.
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Prova: Como V N H?(0,L) é denso em V, para cada e > 0 existe 2 € V.1 H? (0, L) tal
que |[zM) —ut]|,, <€

Consideremos o problema

—wll) = —ud, em (0,L),
w® (0) =0,
wi (L) = =2 (L).

Pelas Proposicoes 1.2 e 1.5, segue que w') € VN H?(0,L) e

[t — 0||VmH2(0 L~ —wl +ul,

SCHZ —u1||V<Ce. [ |

g ‘wx (L) — (L)

Proposigao 1.7 Sejam u°, v° € VN H?(0,L), vt € V ew® (L) +v° (L) +v! (L) = 0. Para

cada € > 0, evistem w® e 22 pertencentes a V N H? (0, L) tais que

w® — <ee |]2® -

Il al
U llvamzo,rn) U]y <€

com u® (L) + w'? (L) + 2 (L) = 0.

Prova: Como V N H?(0,L) é denso em V, para cada € > 0, existe z? € V' 1 H? (0, L) tal
que |[z@ —o!||, <€

Consideremos o problema:

—wl? = —v2 em (0,L),

w® (0) =0,

w? (L) = —u® (L) — 2 (L) .
Pelas Proposicoes 1.2 e 1.5, segue que w® €V N H?(0,L) e

) 2

Hw(Q) OHVOHQ(O L) ‘ Waw + U:):x + ‘wﬂ(f) (L) - Ug (L)
= [=u(L) = 22 (L) = (=u*(L) =o' ()] = | =22 (D) + 0" (1)
<O -} =ce =
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Capitulo 2

Solucao Forte

Nosso objetivo neste capitulo é provar a existéncia e unicidade de solugoes para o

0

problema (2) — (4), quando u°,v°,u! e v' sdo dados suficientemente regulares. Usaremos

para isso o método de Faedo-Galerkin.
0

Sejam @ como na introducao, a, b funcoes definidas em Q, u°, v°, u', v! funcoes definidas

em (0,L) e f, g funcoes definidas em R satisfazendo

f,9 : R — R funcoes Lipschitzianas com constantes cy e ¢,, respectivamente,

e sf(s)>0, sg(s) >0, Vs € R, 21
(u’,u') € [VNH?*(0,L)] xV, (2.2)

(v 0") e [VNH?(0,L)] xV, (2.3)

ul (L) +u' (L) =0, (2.4)

u’ (L) + ) (L) +v' (L) =0, (2.5)

a,be H (0,T,L*(0,L)) . (2.6)

Teorema 2.1 Sejam f, g, u°, 0%, u', v', a e b satisfazendo as hipdteses (2.1) — (2.6). Entdo

existem unicas fungoes u,v : QQ — R, tais que
u,v € L= (0,T,V)N L*(0,T,H*(0,L)), (2.7)
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U, Uy € L (O, T, V) s (28)

U, v € L*(Q), (2.9)

q—};utt — U + K (u+v,) + f(u) =a em L* (Q), (2.10)
phvy — K (u+v,), + g(v) =b em L* (Q), (2.11)

o (L, ) +ue (L,)) =0 em (0,T), (2.12)

w(L,) + vy (L,") + v (L,-) =0 em (0,T), (2.13)

u(0) = u°, u,(0) = u', v(0) =%, v(0) =v' em (0,L). (2.14)

Prova. Para a existéncia de solucao forte, usaremos o método de Faedo-Galerkin com uma
base especial em V' N H? (0, L). Esse método consiste em trés etapas. Na primeira etapa,
encontraremos solugoes aproximadas em um espaco de dimensao finita. Na segunda etapa,
faremos estimativas para essa solucao aproximada e na terceira etapa faremos a passagem

ao limite.
¢ Existéncia.

Solucoes Aproximadas.

Primeiramente contruiremos uma base adequada para as solucoes aproximadas.

Como os dados u°, v° € VN H?(0,L) e u', v' € V, satisfazem (2.4) e (2.5), segue pelas
Proposicoes 1.6 e 1.7 a existéncia de quatro sequéncias (u%)en, (u'*)ren, (V%) ren € (V%) pen

de vetores em V N H? (0, L) tais que

u” — u® fortemente em V N H? (0, L), (2.15)
v® — v fortemente em V N H? (0, L), (2.16)
u'* — u' fortemente em V, (2.17)

v'* — o' fortemente em V, (2.18)

ul* (L) +u'™(L) =0, Vk € N, (2.19)
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u (L) + 0% (L) +v™(L) =0, ¥V k€ N. (2.20)

Fixando k € N, para u® 0% 4% e v'* linearmente independentes tomaremos
. 4O . oyl . o1k . L0k
T ] T e T o T T
VAH2(0,L) VAH2(0,L) VAH2(0,L) VAH2(0,L)
como os quatro primeiros termos da base. Pelo processo de ortogonalizacao

de Gram-Schimidt construfremos uma base em V N H?(0,L) representada por

{wh, wh, wh, wh, ..wk, ...} para cada k € N.

e
Se para cada k € N fixado, os vetores nao forem linearmente independentes, é suficiente

tomar o numero maximo de vetores linearmente independentes dos quatro e continuar o

rocesso. Agora, para cada m € N, consideramos V¥ = [w® w¥ wk w*. ..wk] o subespaco
) ) m 1> 29 3 49 b1

m
de VN H? (0, L) gerado pelos m primeiros vetores da base obtida. Iremos entao encontrar

solugoes aproximadas u*™, v*™ € V¥ do tipo

W (1) = 32 (0 ud(o),

m

o () = WP () wh (@),

j=1
onde p/*™(t) e h’*¥™(t) sao solucdes do problema inicial para o seguinte sistema de equacgoes

diferenciais ordindrias

;1_%;3 (ubm () ) + ph (vE™ (), @) + K ((uF™ +0F™) (8) 0 + ;)
+ (5™ (1) ) +ulf™ (Lo ) (L t) + of™ (L) o (L t) + (F(ab™ (1), 0)

+ (g™ (1) ;) = (a (), ¥) + (b(t) ), Vb, € V5,

uF™(0) = u®*™ — 0 fortemente em V N H?(0, L), (2.21)
vP™(0) = vO%m — Y fortemente em V N H? (0, L),

ub™(0) = u'*™ — ! fortemente em V,

vF™(0) = v*™ — ! fortemnete em V.

O sistema acima tem solugao no intervalo [0, t,], com tg,, < T (ver Apéndice, Coroldrios
A.1) e essa solucao pode ser estendida a todo o intervalo [0,7] como consequéncia das

estimativas a priori que faremos a seguir.
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Estimativas I. Fazendo v = 2uf™ (t) e ¢ = 20/™ (t) em (2.21), obtemos

%32 (ufy™ (£) , uf™ () + 2ph (vF™ (£) , 0™ (£)) + 2K ((uP™ +obm) (), (W™ + k™) (1)),)

+2 ((ukm (t),ufm™ (t ))) + 2ukm (L, t)ub™ (L, t) + 20F™ (L, t)vF™ (L, t) + 2 (f(ukm (1)), ukm (t))

+2 (g™ (1)), o™ (1) = 2 (a (), uy™ (£)) + 2 (0 () , 0™ (1)) ,

o que implica

ph3d | d d, . ..
o i O + oh ok (0 + K5 | 4 o) () + 5 [t ()]
L
+2% F(u’“m(:v,t))dwr?%/ G (o™ (z,0))dx + 2 [uf™ (L, ) |* + 2 |k (L, 1) (2:22)
0

=2 (a (), uf™ (1)) + 2 (b (), vfm (1)),
onde F(t) = [} f(s)ds e G(t) = [ g(
Integrando (2.22) de 0 a t < ty,,, obtemos

t
ph \ km (¢ |2+ph|vfm(t)|2+K|(ukm+v’;m)(t)]2+Hukm<t)H2+2/0 |ubm (L, 5)| ds

L L h3
+2/ b (L, )2 ds + 2/ F(ub™ (2, 1))z + 2/ G (z, 1))dr = L futon
0 0 0

L L

+ph |vl’“m|2 + K |u0"”m +v2km|2 + HuOkaQ + 2/ F(u%*™)dx + 2/ G (vOk™)dx
t t 0 0

—|—2/0 (a(s),uf™ (s ))ds—l—?/o (b(s),vf™ (s)) ds.

Usando a desigualdade de Young, (2.6), (2.21)3, (2.21)3 na tultima igualdade obtemos

t
ph 5 lutm(t |2+ph|vfm(t)|2+z(|(ukm+vgm)(t)\2+||ukm(t)H2+2/O |ubm (L, 5)| ds

L

/ lvfm(L, s | dt+2/LF( km (g, ))dx+2/LG(vkm (z,t))dx < Cy +2/ F(u®*™)dx

0
—|—2/G Okmd:c—l—/‘u |ds—|—/}v ‘ds

onde a constante C; > 0, independente de m, k e t, é tal que

(2.23)

T T
c =2 5 | L R T Ry (g P Okm\2+\\u°km||2+/ |a(t)|2dt+/ b (1) dt.
0 0
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Obteremos agora estimativa para os termos 2 fOL Fu™)dx e 2 fOL G(v%*™)dx.  Como
f(s)s >0eg(s)s >0, temos que F(t) > 0e G(t) > 0, para todo t € [0,7] e f(0) = g(0) = 0.

Logo obtemos por (2.1) que
L L
/ F(u%™)dx < ¢ }UOkm’2 e / G("™)dz < ¢, |v0km|2. (2.24)
0 0

Por (2.21),, (2.21)3 e (2.24), a desigualdade (2.23) tranforma-se em

% ubm ()7 + ph | (@) + K (b ok (@) + [lubm ()|

t L
+2/ |luy™ (L, s)‘2ds+2/ lvFm(L, s)|2ds+2/ F(uF™ (x,t))dx (2.25)
0 0 0

+2/OLG(Ukm (:c,t))da:§02+/0t(|uf ()] + [ofm (9)] )ds

onde a constante Cy > 0, independente de m, k e t, é tal que Cy > C+cy ‘u%m|2+cg ‘kamF )

Usando o lema 1.4(Desigualdade de Gronwall) em (2.25), podemos concluir que
2 2 2 2 ! 2
[ub™ ()" + [ofm (@) + | (W™ + ok ()7 + [[ubm(@)]]” + 2/0 |uk™ (L, s)|" ds
t 2 (2.26)
+2/ [vf™(L, s)|" ds < Cs,
0
onde C3 > 0 é uma constante que independe de m, k e t. Desta forma podemos estender a
solugdo para todo o intervalo [0, 7] (Ver Apéndice, Corolario A.2).
Estimativas II. Derivando (2.21); em relagao a ¢ obtemos

/)1_]5 (utiy' (1) %) + ph (o (8) ) + K ("™ +07") (1), ¥ + @x) + (™ (1), ¥))

Hug™ (L) (L, t) + o™ (L, t) @ (L) + (o™ (8) uf™, ) + (g (0™ (1)) vf™ (1), )

= (at (t) 7¢) + (bt (t) 790)
(2.27)
Fazendo 1 = 2ul™ (t) e ¢ = 205™ (t) em (2.27), obtemos
ph?
12
+2 ((uf™ (@) ul™ (6))) + 2 Juf (L) + 2ol (L, 6] + 2 (o™ (@) uf™ (2) , ul™ (1)

+2 (g (0" (£)) vi™ () v (1) = 2 (@ (8) g™ (£)) + 2 (b (1) , 0™ (1))

2 (uftT (t), utt (t )) + ph2 (Uttt (), Utt (t )) + QK(( "+ Ul;;n) (t), (utt + Uftm) ()
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o que implica

h3 d d 9 d 9
b (O + ph ek (O + K | (@ + o) () [+ 5 [l )
2l (L) + 2ol (L) +2 (Al (O™ (8), ol (1) (228)

+2 (ge(0*™ (£)) vi™ (1) v (1) = 2 (ae (8)  uf™ (£)) + 2 (be (2) , v (1)) -
Integrando (2.28) de 0 a t < T', obtemos

ph

t
Ty [t @+ ph ol |2+K\<u'fm+v£m)t<t>|2+Hufm<t>H2+2/0 [y (L 5)| ds

t 3
—|—2/0 ‘Uftm (L, 8){2d5 = % |uftm (())‘2 + ph ‘Uftm (0)‘2 K ‘ulkm + vikm‘Q n ||u1ka2

<2 [ an(o) il @) ds 2 [ (b (o) o ) =2 [ (G ()b (), 5) s

) / (900" () vl (5) , ob (5))ds.
(2.29)

Observagao 2.1 Por (2.1); e usando as desigualdades de Schwarz e de Young, obtemos

_2/0 (ft(ukm(s)) ™ (s) utt dt</ | fe(u km t ™ (s), utt ‘dt

t t
< [ ot 6k 9] ds < [ o 0 s+ / i (s)|” ds

e, de modo andlogo,
t
—2/0 (gt(vkm (3)) ™ (s) Utt ))ds </ ‘ (5) vtt |d5

t
< cg/ |vfm (s)‘ ‘vftm (s)‘ds < —g/ |vfm (s)‘ d3+—g/ ‘vftm (s)
0 2 Jo 2 Jo

Observagao 2.2 Iremos agora obter estimativas para os termos |uf™ (0)| e [vE™ (0)]. Para

1850 consideremos as sequintes equagoes

Pl (0. 0) — (2 (), 0) K (@ o) (6) ) + (P (1)), ) = (a (1), ),
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ph (v (1), ¢) = K (0" +05™) (), 0) + (90" (1)), ¢) = (b(1) . 9), (2.31)

para todo 1, € VE.
Fazendo t =0 e 1 = ul™(0) na equagdo (2.30), obtemos

(utt (0), uftm(O)) - (Ugimautt (0)) + K( Okm 4 gk, uftm(()))
+ (f(UOkm)auftm(O)) = (a (0), U?tkm) ’
o que tmplica

P O = (7 (0) = K (474 o7, (0) = (707, (0)

E tt TT

+(a(0),u™(0)) -

(2.32)

Usando em (2.32) a desigualdade de Schwarz, obtemos

h3
P N ) < | - ()] + K [ 4+ 05 [l (0)] + | )| - [k (0)]

+a (0)] [ug;(0)]
o que implica

ph?

D) uf™( ‘ < ‘uOkm| + K ]uOkm + vgkm‘ + |f(u0km)| + |a (0)]. (2.33)

Usando (2.1), (2.6), (2.21) e (2.21)3, em (2.33), obtemos que
|u"(0)] < i,

onde Cy > 0 € uma constante que independe de m, k e t.

Agora fazendo t =0 e p = vF™(0) na equagdo (2.31) obtemos
ph (v (0), 0" (0)) = K (ug™ + v, v (0)) + (9(v*™), 0™ (0)) = (b(0) . v (0)) ,
o que implica

ph ‘vf ‘ = K (a2 4+ %7 0 (0) = (g(0™%™), v (0)) + (b(0), 0™ (0)) . (2.34)
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Usando a desigualdade de Schwarz em (2.34), obtemos

ph v (0)]° < K [uff™ + o0 - [ufi (0)] + g ()] - [of™ ()] + [ (0)] - [of™ (0)]

xrx

o que implica

ph o™ (0)| < K [ud®™ + 2™ + |g (v*™)] + [ (0)] . (2.35)

Txr

Usando (2.1), (2.6), (2.21), e (2.21); em (2.35), temos
o™ (0)] < G,
onde Cs5 > 0 € uma constante que independe de m, k e t.

Assim, usando a desigualdade de Young em (2.29), as observagoes 2.1 e 2.2 e por (2.6),
(2.21), e (2.21), obtemos

3 t

PR () ph ol ()] + K | (b + b)Y, (8 + b (o) + 2/0 |ukm (L, 5)|* ds

t t t
+2/ |okm (L, 5)|* ds < Cg +cf/ |ub™ (5)|* ds + (cs + 1)/ |ub (s)[ ds

Ot tO 0
—i—cg/ |vfm (s)fds + (¢q + 1)/ ‘vﬁm (s)|2ds,

0 0

(2.36)

onde (s > 0 é uma constante tal que
ph® 2 2 1k 1km |2 1km||2 ’ 2 ’ 2
Cs > 7501 + phC3 + K i I Y| +/ lag ()] dt+/ by (1) ]? dt.
0 0
Usando o lema 1.4(Desigualdade de Gronwall) em (2.36), concluimos que

t
[ OF + o OF + [+ o), O + fubm @) +2 [ Jul (2.5) s

¢ ) (2.37)
—|—2/ lukm (L, s)|"ds < Cr,
0
onde C; é constante que independe de t, k e m.
Passagem ao limite. Por (2.26) e (2.37), temos que
(u*™) é limitado em L>(0,T,V), (2.38)
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(uF™) ¢é limitado em L*°(0,T,V), (2.39)

(uf™) é limitado em L*(Q), (2.40)

(u;™(L)) é limitado em L*(0,T), (2.41)

(v*™) é limitado em L>(0,T,V), (2.42)

(vF™) é limitado em L>°(0,T,V), (2.43)

(vE™) 6 limitado em L*(Q), (2.44)

(vf™(L)) é limitado em L*(0,7), (2.45)

Por (2.1) e (2.38) obtemos

(f(u*™)) é limitado em L*(Q), (2.46)

pois
T T
/Q f (u ()] dedt < cfc/ lu (t)|* dt < C?LZ/O |u (2)]] dt < oo.
0

Similarmente, por (2.1) e (2.42), temos

(g(v*™)) é limitado em L*(Q). (2.47)

Assim, pelo Teorema 1.3 e (2.38) — (2.47), existem duas sequéncias de (u*™) e (v*™), ainda
denotadas da mesma forma, tais que

uF™ — u” fraco — x em L>(0,T,V), (2.48)

uf™ — ul fraco — x em L>(0,T,V), (2.49)

uf™ — uF fracamente em L?(Q), (2.50)

uf™(L) — u¥(L) fracamente em L*(0,T), (2.51)

"™ — vF fraco — * em L°(0,T,V), (2.52)

vf™ — oF fraco — * em L>(0,T,V), (2.53)

vE™ — vE fracamente em L?(Q), (2.54)
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V™ (L) — vF(L) fracamente em L*(0,T), (2.55)

Por (2.38), (2.39), (2.42) e (2.43), temos que (u*™) e (v¥™) sao limitadas em H'(Q) e, como
H'(Q) é imerso compactamente em L?(Q), existirao sequéncias, ainda denotadas da mesma
forma, tais que

km

uF™ — uF q.s. em Q,

VP — P q.s. em Q.

Como f e g sao Lipschitzianas, segue
™) = f(ub) qs. em Q, (2.56)

g(v*™) = g(v*) q.s. em Q. (2.57)

Logo, por (2.46), (2.47), (2.56), (2.57) e usando o Lema 1.3 temos

f(u*™) — f(u*) fraco — * em L>=(0,T,V), (2.58)

g(v*™) — g(v*) fraco — * em L>=(0,T,V). (2.59)

Vimos que as estimativas (2.26) e (2.37) independem de k, logo usando argumento andlogo

k k k

ao usado para obter u* e v¥ das sequéncias (u*™) e (v¥™), faremos agora k — oo em u* e v

para obter as fungoes u e v tais que

u® — u fraco — * em L>(0,T,V), (2.60)
u¥ — u, fraco — * em L>®(0,T,V), (2.61)
uf, — uy fracamente em L2(Q), (2.62)

uf (L) — uy(L) fracamente em L*(0,T), (2.63)
v¥ — v fraco — x em L>(0,T,V), (2.64)

vF — v, fraco — * em L>®(0,T,V), (2.65)
vk — vy fracamente em L?(Q), (2.66)
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vF(L) — v (L) fracamente em L?(0,T), (2.67)
f(*) — f(u) fraco — x em L>(0,T,V), (2.68)
g(v*) — g(v) fraco — * em L>(0,T,V). (2.69)

Nas equagoes (2.30) e (2.31), temos

ph°

T (" (0),0) = (uz (6), ) + K (W™ +07™) (), 9) + (F™ (), 9) = (a(t),9),

ph (™ (8). ) — K (0™ +05™), (8),¢) + (9(™™ (1)), 0) = (0 (t) . ),
para todo 1, p € V*. Como V¥ é denso em V, temos que as equagoes acima sao vélidas para

toda ¥, € V. Logo, em particular

12 (2.70)

ph (v (1), 0) + K((u™™ +0™) (1), 2) + Koy (L, t)p(L, t) + (9(v™ (1)), ) = (b(t) , ),

(2.71)
para toda ¢, ¢ € D(0, L)
Multiplicando (2.70) por 6 € D(0,T') e integrando de 0 a 17" obtemos
ph3 T T T
— [ (uim(t),v)6dt + / ((uh™ (), 7)) Odt + / uf™ (L, t)y(L, t)bdt
12 Jo 0 0 (2.72)

+K/O ((uh™ + vkm) (t) ) 9dt+/0 (f(ub™ (1)), ) edt—/o (a(t),)0dt.
Fazendo m — oo e k — oo em (2.72) e usando (2.48), (2.50) — (2.52), (2.58), (2.60),
(2.62) — (2.64), e (2.68), segue que

ph3 T
12 J,

TK / (- v2) (1) ) Bt + / (Flu (1)), ) Bt = / (a(t) ) 0dt,

(uge (£), ) Odt + / ((u(t) 1)) 0dt + / w (L, ) (L, t)0dt
0 0 (2.73)
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o que implica

<% (i (8) 1) — (g (8) ) + I (w4 00) (1), ) + (f(u (1)), )

—(a(t),v),0) =0, V8 € D(0,T) e Vo € D(0, L)

D’(0,T),D(0,T)

<%utt (t) = U (t) + K(u+ ) (8) + f(u(t) —a(t) 7¢> —0,

D'(0,L),D(0,L)
para todo ¢ € D(0, L), no sentido de D’(0, 7).

Assim, obtemos

— Uy — Ugy + K(u+v,) + f(u) =a em D'(Q).

Mas por (2.6), (2.60), (2.62), (2.64) e (2.68), temos

ph?

g U~ U + K(u+wv,) + f(u) = a em L*(Q). (2.74)

Multiplicando (2.71) por 6 € D(0,T) e integrando de 0 a T' obtemos
T T T
oh / (i (1) ) 0dt + K / (W + o5 (£)  0)0dt + K / b (L, ) (L, £)0dt
0 0 0

+/0T (g(vF™ (1)), ) bdt = /OT (b(t), ) 0dt.
(2.75)
Fazendo m — oo e k — oo em (2.75) e usando (2.48), (2.52)— (2.55), (2.59), (2.60),
(2.64) e (2.66) — (2.69), segue que

ph/T (v (1), ) Odt + K/T((u +v,) (1), p)0dt + K/Tvt(L, t)p(L,t)0dt
o . 0 (2.76)
+/ (g(v (1)), ) bdt :/ (b(t),¢)0dt, Yo € D(0,L), V8 € D(0,T).

Assim

(ph (v (1), ) = K((u+v2)a (1), 0) + (9(v (1)), ) = (0(1) ), 0) =0

D/(0,7),D(0,T)
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para todo 0 € D(0,T) e todo ¢ € D(0, L). Logo

(phvy () = K(u + ), () + g(v (1)) = b(2), #) =0,

D’(0,L),D(0,L)

para toda ¢ € D(0, L), no sentido de D'(0, 7).

Desta forma, obtemos
phvy — K(u+vg), + g(v) = b em D'(Q).
Por (2.6), (2.60), (2.66) e (2.69) obtemos
phvy — K(u+vy), + g(v) = b em L*(Q). (2.77)

Condicoes de Fronteira.

Temos por (2.73)

,OhS T T T
LU (ug (8, 0)0dt + | ((w(t), ) 0dt + [ w(L,t)b(L, )0dt
ey

+K/ (u+ ) ( 9dt+/0 (f(u(t)),w)ﬁdt:/o (a (), ) 0dt.

Multiplicando (2.74) por 160, ©» € V e § € D(0,T), integrando em @ e usando integracao por

partes, obtemos

”1—’;3 (e (1)) Bt + /0 ((u (8) ) Ot — /0 ua (Lo £)(L, 1)6dt
. . (2.79)
+K/ Wt v) (8) ) dt +/0 (F(u (), ) Odt /0 (a(t), ) 0dt.
Comparando (2.78) e (2.79), segue que
/T [us(L,t) + u (L, )] (L, t)0dt = 0,V0 € D(0,T) e Vop €V,
o que implica
(ue(L) + up(L)Y(L) =0, em (0,T) e Vop € V.
Logo
ug(L) +uz(L) =0em (0,7). (2.80)
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Agora, temos por (2.76)

ph [ (v (t),@)0dt + K | ((u+v) (), p)0dt + K | v(L,t)p(L,t)0dt
[ [oumam

" / (9(v (), ) Bt = / (b(1). ) bdt.

Multiplicando (2.77) por ¢, p € V e § € D(0,T), integrando em @ e usando integracao por

partes, obtemos

MA(WU%@&ﬁ+KA(@+%MW¢MW—KA(WHw@ﬁﬂLQMt

i’ o (2.82)
[ e = [ w06
Comparando (2.81) e (2.82), segue que
K/T(vt(L,t) +u(L,t) + v, (L,t))p(L,t)8dt =0,V0 € D(0,T) e Vp € V.
Logo
(L) + u(L) + v, (L) =0em (0,7). (2.83)

Regularidade da Solucgao.
O proximo passo da prova do teorema é mostrar que as fungdes u e v pertencem a

L?(0,T, H?*(0, L)). Para isso, consideremos os seguintes problemas elipticos:

—Ugy () = —pl—};gutt (t) — K(u+wv,)(t)— f(u(t))+a(t) em (0,L),
u(0,t) =0, (2.84)
Uz (L, t) = —uy(L, 1),

—Ura (£) = —%vtt (t) +ua () — %g(v (1) + %b@) em (0, L),
v(0,) =0, (2.85)
Ve (L, t) = —(u(L, t) + v (L, 1)).

3

h
Como —p1—2utt — K(u+wv,)— f(u)+a € L*(Q) e —uy(L,t) € R, temos, pela Proposi¢ao

1.2, que a solugdo u (t) de (2.84) pertence a H?(0, L) e, portanto, v € L?(0,T, H*(0, L)).
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h 1 1
Analogamente, para o problema (2.85), como —%vtt + u, — ?g(v) + fb € L*Q) e

— (u(L,t) + v(L,t)) € R, temos v € L*(0,T,H?(0,L)). Assim encontramos as solugoes
u e v nos espagos L>(0,T,V)N L*(0,T, H*(0, L)) como querfamos.

Condigoes Iniciais.
e u(0) = u° (Analogamente para v (0) = v°)

Como u € L*(0,T,V) e uy € L*(0,T, V), temos pelo Teorema 1.2 que u € C°([0,T];V),
logo faz sentido u(-,0).
Segue de (2.61) que

/0 (W), 0)0()dt — [ (un(t), 0)6(t)dt,

para toda ¢ € V e 6 € C1([0,T]), com 6(0) =1 e O(T) = 0 e que pode ser reescrita por

/0 %(uk(t)aw)ﬂt)dtﬁ O 77 (W), V)0 (t)dt. (2.86)

/( (1), )0'(t dt—>/ )dt, (2.87)

para todo ¢ € V e § € C'([0,T]), com 0(0) =1 e 6(T
De (2.86) e (2.87) obtemos

[ S eto.ema— [ ool

Segue de (2.60) que

Logo

0 que implica
(u*(0),%(0)) — (u(0),%(0)), V¥ € V
Mas por (2.21),
(W, ) — (W, 9); Y eV,

Portanto, (u(0),) = (u°,v); para todo ¢ € V, isto é, u(0) = u°
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e 1;(0) = u' (Analogamente para v; (0) = v').

Como u; € L*(0,T,V) e uy € L*(0,T,L*0,L)), temos pelo Teorema 1.2 que u; €
C°([0,T], L*(0, L)), logo faz sentido u(0).
Temos de (2.30)
g (@ (0),0) + (W (0),9)) + ™ (L, (L, 1) + K ((uh™ +05™) (£),¢) 2.58)
+ (fl* ™ (t),%) = (a(t),¥).

Multiplicando (2.88) por 65 definida por

t
—5—1—1se0§t§5

05 =
Osed <t<T
e integrando de 0 a T" obtemos
ol o ( Osdt ' k(¢ Osdt T’“’”Lt L, t)0sdt
|5 et o)) o+ [ (b 0).00) Ot [ (L 00z 0 -

+/O K ((uf™ + k™) (¢) ,¢) egdt+/0 (f (™ (t)),7) dit:/o (a(t),v)bsdt.

Observemos que

T 3 3 3
ph m Ph d ( im ph - T
/0 o (ul (6), ) e = [ 50 am (6).,0) 0t = B (ukm (6).,0) 4]

1 [Tpn®
= —_— m™(t dt.
Substituindo (2.90) em (2.89), obtemos

—p—h3 1k lp—h?’ ’ kem (¢ dt 6kmLt L, t)0sdt ' kem (¢ Osdt
5 ) + 555 [t o) are e+ [ (@ 0,0) 6

(2.90)

5 5 5
/K((ukm+v’;m) (), ) egdt+/ (f(ur™ (2)), ) 05dt:/ (a(t),v)bsdt.
0 0 0
Fazendo m,k — oo na igualdade acima e usando as convergéncias (2.48), (2.49), (2.51),

(2.52), (2.58), (2.60), (2.61), (2.63), (2.64) e (2.68), temos

ph3 1 ph?

Lt )+ 22 / (ur () 0) e+ [ L 0L 0t + [ (), 0) by

o )
/ K ((u+v) (£) ) Bodt + / (F(u (£), ) st = / (a (1), ) Oyt
(2.91)
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Fazendo agora o limite em (2.91) quando § — 0, obtemos

— (u',9) + (uy(0), ) = 0.
LOgO, (u1’¢) = (Ut(O), W ) \V/¢ eV e, portanto, ut(O) — U,l,

e Unicidade. Suponha que os pares (u,v) e (u,v) sejam solugoes fortes de (2) — (4).

2)

Assim pelo Teorema 2.1 o par (w™, w®), onde w") = u —u e w? = v — v, satisfaz

w w® e L*(0,7,V)n L*(0,T,H* (0, L)), (2.92)

w w® e L*(0,T,V), (2.93)

wy wi € 2(Q) (2.94)

ﬁ—’jw&” —wl) + K(w® +w®) + f(u) = f(@) =0 qs em Q (2.95)
phw) — K(w +w®), + g(v) — g(0) =0 q.s em Q (2.96)

w (L, )+ w(L,t) =0 em (0,7T) (2.97)

w (L )+ w? (L, t) + w?(L,t) =0 em (0,7) (2.98)
w(0) = w(0) = w?(0) = w!?(0) = 0 sobre (0,L) (2.99)

Fazendo o produto interno em L? (0, L) da equagao (2.95) por ¢ = 2w,§1) (t) e da equgao

(2.96) por ¢ = 2wt(2) (t), integrando por partes e somando, obtemos

%% o ()] + ph% wf® ()] + K% w® 4wy ()] + % o (o)
2] (L0 + 27 (0) ~ F@ 0w (0) + K2 (L, 0)]
+2(g9(v (1) — g(B (1), w”) =0
(2.100)

Integrando a equagao (2.100) de 0 a ¢ e usando as condigoes (2.99), segue

2

o ol on 0+ Kt w0+ eI 2 fol g
+K2/0 w,g?)(L, s) 2 ds = 2/0 (f(u(s)) = flu (S)),wgl))ds + 2/0 (g0 (s)) — g(v (5)),w§2))d5
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Temos também, |[w®(t)|| <

Como f e g sao fungdes Lipschitzianas(ver (2.1)), temos

ACIINE: 2) 12 2 2 2

5 wﬁ)(t)) wt‘)(t)‘ +K‘(w(1)+w§;))(t)’ + [[w®O(@)]]
t t

< QCf/ ‘w(l) b s)‘ ds + 2Cg/ ’w@)
0 0

Aplicando a desigualdade de Young em (2.101), obtemos

(2.101)

2 (5)‘ ds.

h3 2 2 2
’)1—2 w§”(t)‘ wt@)(t)‘ +K‘( (>+w(2)) t)‘ +Hw(1>(t)|\2

t t t
< Cf/ Jw® (S)|2d3+Cf/ s +cg/ jw® (s)|2ds+cg/
0 0 0 0

h3
Chamando €} = min {p1—2, ph, K, 1} e Cy = max {cy, c,} obtemos

ds

w (s) w? (s)

2

w ()] +

<&

o0 + [+ wo| + o]

t
[|w(1) (s)|2 + wlV i + |w® (s){2 + |w® (s) i

(5) +J® 4 ul)s)

010

(2.102)
Usando em (2.102) o Lema 1.4(Desigualdade de Gronwall), concluimos
ot + a0+ 0+ w0 + 0] =0

Logo, Hw(l)(t)H2 =0, Vt €[0,T], o que implica wM(¢) = 0, ou seja, u = .

(wD(t +w(2><t)] + [wO(@)| = 0, vt € [0,T]. Assim,

2) t)H =0, e, portanto, v = v. Com isso, concluimos a prova do teorema. W
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Capitulo 3

Solucao Fraca

Consideremos agora o nosso problema com menos regularidade nos dados iniciais e
supondo agora f e g continuas com f(s)s > 0 e g(s)s > 0, Vs € R. A solugdo obtida com

esses dados serd denominada "solucdao fraca”.

Teorema 3.1 Seja (Q como na introducao e

f,9: R — R continuas tais que f(s)s >0 e g(s)s > 0,Vs € R, (3.1)
(u’,u',a) € V x L*(0,L) x L*(Q), (3.2)

(°,v',b) € V x L*(0,L) x L*(Q), (3.3)

F(u®),G(°) € L*(0, L). (3.4)

Entao existem funcoes u,v : QQ — R tais que

u,v € L>(0,T,V), (3.5)

ug,v; € L*(0,T, L*(0, L)), (3.6)

pl—};?)utt —Upy + K (u+v,) + f(u) =a em LY0,T,V' + L0, L)), (3.7)
phvy — K (u+v,), +g(v) = em LY0,T,V' 4+ L(0, L)), (3.8)

g (L,+) +us (L,-) =0 em L*(0,7), (3.9)
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u(L,)+v, (L,") +v: (L,-) =0 em L*(0,T), (3.10)

u(0) = u”, us(0) = u*, v(0) = v°, v,(0) = v* em (0,L). (3.11)

Prova. Pelo Lema 1.6, existem sequéncias de fungoes (f,),en € (gy)ven, tais que para
cada v € N, f,,9, : R— R sao Lipschitzianas, com constantes de Lipschitz cy, ¢ ¢,
respectivamente, satisfazendo sf,(s) > 0 e sg,(s) > 0, Vs € R. Cada sequéncia (f,),en €
(9»)ven converge uniformemente para f e g, respectivamente, em subconjuntos limitados de

0 0

R. Como u° e v° nao sao necessariamente limitados, aproximaremos u’

e v¥ por funcoes

limitadas de V. Para isto consideremos a funcao &;(s) : R — R definida por

—7, se s < —7,
5]'(8) =1 S, se |S‘ S]?

J, se s> 7,

Considerando &;(u®) = u% e &(v°) = v%, temos por Kinderlehrer e Stampacchia [7] que as

sequéencias (u%);en e (v%);en estao contidas em V, limitadas quase sempre em [0, L] e
u” — u° fortemente em V, (3.12)

v — 1? fortemente em V. (3.13)

Tomemos as sequéncias de fungoes (u%?),en, (V9P),eny em VN H2(0, L), (u'?)pen, (v'P)pen

em Ve (ap),.y, (bp),cy em H'(0,T, L*(0, L)) tais que, por densidade,

u™? — 4% fortemente em V, (3.14)

V%P — % fortemente em V, (3.15)

u'? — u' fortemente em L*(0, L), (3.16)

v'? — o' fortemente em L*(0, L), (3.17)
ul?(L, ) +u'*(L,-) =0em (0,T), (3.18)
ugjp(L7 ) + ,Ugjp(L’ ) + ,Ugjp([‘v ) =0em (07 T) ) (319>
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a, — a fortemente em L*(Q), (3.20)
b, — b fortemente em L*(Q). (3.21)

Para cada dois ternos (u%?, u'? a,), (V%7 0P b,) € [V N H?(0,L)] x V x H'(0, L, L*(0, L)),
temos que existem Unicas fungoes wjp,, vVj @ @ — R nas condig¢oes do Teorema 2.1. Desta
forma temos a seguinte equacao
ph?
12
il (Lot (L) + ol (L) o (Lot) + (£, (0 (1), 9) + (9,07 (1) ,9)  (322)

= (ap (1), ) + (bp () , ) -

(Wl (1) ) + ph (v (1) . @) + K (WP +0P) () ¢ + ) + (WP (t) )

Estimativas. Fazendo ¢ = 2u/"” e ¢ = 207" em (3.22), obtemos
ph3 d 124 v d Dy Dy 2 d " 2
OO e (O + oh o O + K@ 408 (@0 + 5 ()]

+2 [l (L,6)]" + 2[of? (L) + 2 (o (w? (1)), ul™ () + 2 (g (07" (£)) , 0" (1))

=2 (ap (£) , uf™ (£)) + 2 (by (£) , 0™ (1)) -
(3.23)

Integrando a equacao (3.23) de 0 a t < T', temos

h3 . ‘ ‘ ) to
L [ @ + ph [o? @) + K [ + o)) + luir ()] +2 / ™ (L, s)|" ds
0

t ¢ ¢
+2/0 |7 (L,3>\2d3+2/0 (fo (u?)  udP (s ))ds+2/ (g (V7)o" (5))ds = % |’

0

¢ ¢ _

+ph |vtp‘ + K [u%P 4 %) 4| [ufir|]? + 2/ (ap (s),u” (s))ds + 2/ (by (s), 0™ (s)) ds.
0 0

(3.24)
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Usando a desigualdade de Young em (3.24) segue que
ph3 jpl’ h JPV 2 K Jpv Jpv t 2 jpzlt 2 2 ' Jpv L 2d
7 1 DI+ ph [} (1)) + K [ + o) (O + [ (0] + i ™ (L, )| ds
t ) L ‘ L ‘
+2/ /" (L, s)| d8+2/ F, (ujp”(a:,t))da:—l—Q/ G, (W’”’(a:,t))dx< 3 | u, |
0 0 0

L L
o |0l |” + K [uP + o0 || 4 2 / F (a7 + 2 / G, (v7)da
0

T T T
+/ |ap(x,t)|2dt+/ |uf? (t)’2dt+/ |bp(:c,t)|2dt+/ o (1) dt.
0 0 0 0

onde F,( fo fo(s)ds e G, ( fo gu(s

(3.25)

Observagao 3.1 Obteremos  estimativas para  o0s  termos f F, (u%?(x))dz e

fOLGV (WYP(z))dz. Como u% e vY sao limitadas quase sempre em [0,L], Vj € N, temos

que
fo(w”) — f (u”) uniformemente em (0,L),
9, (v") — g (v%) uniformemente em (0,L).
Logo
L
/ F,( dx — / ) dz uniformemente em R, (3.26)
0
/ G, 0] dx — / da: uniformemente em R. (3.27)
0

Por (3.12) e (3.13), existem subsequéncias de (u”) ey € (v%)jen ainda denotadas por (u%) ey
e (V%) en, tais que

u” — u® g.s em (0,L),

v — 2 gsem (0,L).

Entao, como F e G sao continuas, temos que F(u%) — F(u°) e G(vY) — G(°) ¢.s em
[0, L]. Temos também que F(u%) < F(u°) e G(v%) < G(v°). Assim por (3.4) e o Teorema
1.4, obtemos

F(u%) — F(u®) fortemente em L'(0, L), (3.28)
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G(vY) — G(v°) fortemente em L*(0, L). (3.29)
Fazendo o mesmo raciocinio para F, e G, seque que
F,(u"?) — E,(u") fortemente em L'(0, L), (3.30)

G, (vYP) — G, (v%) fortemente em L*(0, L). (3.31)

Por (3.26) — (3.31), temos

/ F,(u%P (z))dx —>/ ) dx fortemente em R, (3.32)
e
/ G, (0P (z))dx —>/ ))dz fortemente em R. (3.33)
0
Entao
L . L .
/ F,(u"?(z)dz < C e / G, (vWP(x)dx < C, (3.34)
0 0

onde a constante C' > 0 independe de j,p e v.
Assim, usando (3.12) — (3.17), (3.20), (3.21), e (3.34) em (3.25), obtemos

h . . . t ;
T | @O + ph [ (2 |2+K|<ufp”+v;p”><t>\2+||W<t>H2+2/ il (L,s)[" ds
0

—|—2/ ‘ngV(Las)’2d3§01—|—/ ’Uﬂw‘ dt—l—/ ‘Ujpy’ dt,
0

(3.35)
com C; > 0 tal que
ph® 2 1p|2 0j Op |2 0jp|[2 - 0j
O = O e ph o172 K a4 0 4 ] 42 [ )
0
L ' T T
+2/ G, (V"7P)dx +/ |ap(x,t)|2dt+/ b, (2, 1) dt.
0 0 0
Usando o Lema 1.4(Desigualdade de Gronwall) em (3.35), segue que
h i ( i ( 2 ipv P\ (1) ]2 i (4)]]2
TR DI+ ph [} ()] + K [ + o) (O + ||u (1))
(3.36)

¢
+2/ ‘u{p” (L, 5)|2d5—|— 2/ ’Ufp” (L, s)|2d5 < (y,
0 0
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onde Cy > 0 independe de j, p, v e t.

Passagem ao limite. Por (3.36), obtemos

(u/P") é limitada em L>(0,T,V), (3.37)
(v'P") é limitada em L*(0,T,V), (3.38)
(u?") é limitada em L?(Q), (3.39)
(v/P") é limitada em L(Q), (3.40)
(u?(L,-)) é limitada em L*(0,T), (3.41)
(v(L,-)) é limitada em L*(0,T), (3.42)

Por (2.12) e (2.13) temos
w? (L,-) +ul” (L,-) =0em (0,T), (3.43)

e

w? (L,-) +v? (L,-) +v* (L,-) =0 em (0,T), (3.44)

que juntamente com (3.37), (3.41) e (3.42), garante-nos
ul? (L,-) é limitado em L*(0,T), (3.45)

v/?” (L,-) é limitado em L*(0,T). (3.46)

Como as limitagoes acima sao vélidas para todo terno (j,p,v) € N3, em particular
tomaremos para o terno (p,p,p) € N?. Assim, existem duas subsequéncias (uPPP),cy e
(vPPP) en,que denotaremos por (u”),eny € (VP),en satisfazendo as mesmas limitagoes. Pelo

Teorema 1.3, existem fungoes u,v: Q — R e x,3:]0,7[ — R tais que

u? — u fraco — x em L(0,T,V), (3.47)
VP — v fraco — x em L=(0,T,V), (3.48)
ul — u, fracamente em L*(Q), (3.49)
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v} — v, fracamente em L*(Q), (3.50)

uP(L,-) — x fracamente em L*(0,T), (3.51)
vP(L,-) — ¥ fracamente em L*(0,7T), (3.52)
ut (L,-) — uy(L,-) fracamente em L*(0,T), (3.53)
vP(L,-) — v(L,-) fracamente em L*(0,T), (3.54)

Pelo Teorema 2.1, temos que

pl—};guft —ub, + K(u” +v) + f,(uP) = a, em L*(Q), (3.55)
phvp, — K (WP +7), + g,(v7) = b, em L*(Q) (3.56)

u? (L,-)+uf (L,-)=0em (0,7), (3.57)

wP (L) + 02 (L,) + 7 (L,) =0 em (0,T). (3.58)

De (3.47) — (3.50), temos que u” e v? pertencem a H'(Q), que é imerso compactamente
em L?(Q)(ver Teorema 1.2), logo existem subsequéncias de (u?) e (vP), que denotaremos da
mesma forma, tais que

u? — u q.s em Q, (3.59)
P — v q.sem Q. (3.60)

Como f, g sao continuas, segue
fWP) = f(u) q.s em Q,

g(v?) — g(v) q.s em Q.

Como uP(z,t) e vP(z,t) sdo limitados em R,
fp(u?) — f(uP) q.8 em Q,

gp(VP) — g(v”) q.s em Q.
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Portanto

fo(@?) — f(u) a5 em Q, (3.61)
gp(v") = g(v) q.s em Q. (3.62)

Fazendo o produto interno em L? (Q) da equagao (3.55) com u? (t), temos

s 0 (uﬁ(t),up(ﬂ)dt—%tzz((up(t),up(fﬂ)dt4—jg (L, Ty (L, T)dt
T T T (3.63)
5 [ 00 @)+ [ G @) @)= [ (a0 O)
Mas
D Py d p p
(upy, uP) = E(ut,u ) — |Ut| (3.64)
Logo, substituindo a identidade (3.64) na equagao (3.63), segue que
|t @)= [ /lp R —Wﬂ>mwmw
—/0 uf (L, T)uP(L, T)dt —/O ((uP (t),uP (t)))dt — K/O ((uP +P) (t) ,uP (t))dt,
o que implica
[t @ @)= [ a0 0+ G [ OF i - 2 o)
-%%w@umniém@Twaw—A«w@wwmm
—-K i ((uP 4 vP) (t) ,uP (t))dt
(3.65)

Aplicando as desigualdades de Schwarz e Young em (3.65), obtemos

T
/(fpup /]ap ]dt—l— / |uP (t |dt—|— 12/ |uf (t ]dt
0

ph?

O ), () + O 10w O+ [ (a0 e [ e

+A|W@m&+gl|me@@Fﬁ+§A|M@Fﬁ
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Usando as estimativas (3.37), (3.39), (3.41), sabendo que a, € H'(0,T, L*(0, L)) e (u? + v?)
¢ limitado em L>(0,T, L*(0, L)), temos

/0 (fo(u? (1), 0P (1) < C, (3.66)

onde C3 > 0 independe de p.
Dos resultados (3.61), (3.66) e pelo Teorema 1.5, segue que

fo(u?) — f(u) fortemente em L'(Q). (3.67)

Fazendo o produto interno em L? (Q) de (3.56) com v? (t), obtemos

MA( @vm)ﬁ+K/ m+wm)%umuﬁAKﬁ@@wu@ﬁ

' g (3.68)
+ /0 (gp(vP (), 0P (t))dt = /0 (b, (1), 0P (£))dt.
Mas
PR )07 (1) = (6 @), (0) = I O (3.69)

Logo, substituindo a igualdade (3.69) em (3.68), temos
[t @100 @i = [ 0,000 @t [ 108 00 dt = phiapr, )

+ph(e? (0 K/ (w? + o) ( (mﬁ—K/vﬂLmﬂLwﬁ
0
(3.70)
Aplicando em (3.70) as desigualdades de Schwarz e Young, segue que

[t @ @< g [P g [ @faeon [ proPa
o (D), D]+ h 0. O + 5 [ 1w+ ) OF de+ 5 [ )P ar

—/ Lt|ﬁ+—/|PL®|ﬁ

Usando (3.38), (3.40), (3.42) e sabendo que by(x,t) € H(0,T, L*(0,L)) e (u” + v?) ¢ limitado
em L>=(0,T,L*(0, L)), temos
T
/ (gp(v7),0")dt < Cy, (3.71)
0
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onde Cy > 0 independe de p.
Por (3.62), (3.71) e pelo Teorema 1.5

g,(v") — g(v) fortemente em L'(Q). (3.72)

Multiplicando (3.55) por 76, com v € D(0,L) e § € D(0,T) e integrando em (), obtemos

ph® [T
12 J,

+KA«W+%N0mWﬁﬁAUWf®MWﬁ=A(%@AW#

(uf (t),~)0'dt + +/ ((uP (t),~))0dt + / uf (L, T)y(L, T)0dt
0 0 (3.73)

Aplicando as convergéncias (3.20), (3.47) — (3.49), (3.53) e (3.67) em (3.73), temos

ok OT(Ut (t),v)e’dt++/OT((u (t),7))9dt+/OTut(LT)v(LaT)@dt

12
+KA<W+%ﬂmeﬁ+A<ﬂwmmWﬁ=A<wwnW%

o que implica

ph? [T
12 J,

+A<ﬂu®xwwh34<meWM,

T T
Wﬂﬂﬁbmmmmﬁﬁ—é<%Aﬂmbmmmuﬂﬁ+KA(w+%ﬂﬂﬁWﬁ

ou seja

ph?

<E (ue (t) 77>D’(0,L),D(0,L) — (e (1) aV)D/(o,L)p(o,L) + K((utvg) (¢),7) + (f(u(t)),7)

_(a <t> 7’7)7 9>’D’(O,T),D(0,T) = 07 vfy €D (Oa L) eVl eD (07 T) :

Assim
ph?
P (1) — 1 (1) + K 0) (04 S0 (1)) — (1) =
D/(0,L),D(0,L)
para todo v € D (0, L), no sentido de D’ (0,7") . Portanto

h3
p1—2utt — Uy + K(u+v,) + f(u) =aem D'(Q).
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Como u € L*(0,7,V) entdao u,, € L>®(0,7,V'). Por este fato, (3.20), (3.48) e (3.67),

obtemos
h3
/)1—2%5 — Upy + K(u+v,) + f(u) =a em L'0,T,V' 4+ L*(0, L)). (3.74)

Multiplicando (3.56) por 76, com v € D(0,L) e § € D(0,T) e integrando em (), obtemos

—ph [ (V7 (t),y)0'dt + K | ((uP 4 vP)(t),7.)0dt — K | vf(L,t)y(L,t)dt
[ e [aumim

" / (go(e” (£)), )00t = / (by () )04t

Aplicando as convergéncias (3.21), (3.47), (3.48), (3.50), (3.54) e (3.72) em (3.75), temos
que

_ph /0 (0r (1), y)0dt + K /O (u+v2) (£),7)0dt — K /0 o (L, )L, t)dt

" / (9(v (1)), )0t = / (b (1) . )odr,

o que implica
T T T T

o [ 0 (0 Wy oo 08K [ () (0 )0+ [ ot )00t = [ w(0), 6
0 0 0 0

ou seja

(ph o (8) M pvo.0ypi0) = K+ 02)a (8),7) + (90 (1)),7) = (5(2),7),0) =0,
D’(0,T),D(0,T)
para todo v € D (0, L) e para todo # € D (0,T") . Assim, segue que
(phv () = K (u+v,) () + (0 (1) =b(0) 7). =0,
para todo v € D (0, L) no sentido de D’ (0,7T) . Portanto
phuy — K(u+v,), + g(v) =bem D'(Q).
Como v € L*>*(0,T,V) entao v,, € L*(0,T,V"). Por (3.21), (3.47) e (3.72), obtemos

phvy — K(u+vy), + g(v) = bem L0, T, V' + L'(0,L)). (3.76)
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Aplicando agora as convergéncias (3.47), (3.49) — (3.52) em (3.57) e (3.58), obtemos

X +u (L,-) =0em L*0,7), (3.77)
e
w(L,) + X+ v, (L,-) =0em L*(0,T). (3.78)
Provemos agora que u, (L, ) = x e v, (L,-) = X.
o ug(L,") =x

Por (3.74) e (3.76), temos que

ph’
— Uy = a (z,t) — g~ K(u+wv,) — f(u), (3.79)

—Upe = b(2,t) + Ku, — phvy — g(v). (3.80)

Como em (3.79), a(x,t), us, (u+v,) € L*(Q) e f(u) € L(Q), pelas Proposigoes 1.2 e 1.4
concluimos que existem fungoes y, z, w € L*(0,T,VNH?*(0,L)) en € L'(0,T, L*(0, L)) tais
que =Yz = a(x,t), —2pp = U, —Wyp = U+ v, € =Ny = f(u). Consequentemente.

3

Multiplicando (3.81) por 6 € D(0,T) e integrando por partes de 0 a T', obtemos

T T oh? [T T T
— / Uy Odt + / Yo Odt + — zm9’dt — K/ W Odt = / Ne0dt,
0 0 12 0 0

Logo

T T
— [/ ufdt — / yOdt — —/ 20'dt + K/ w&dt] = — [/ —n@dt] .
0 0 0 T

Pela unicidade do problema dado na Proposicao 1.4, obtemos

T ph3
0

ou seja,
h3
u=1y— pl_QZt Kw —n. (3.82)
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Temos que zy(L,-) = (2.(L,+)); (ver [24], Lema 3.2). Portanto aplicando o trago de ordem
1 (Teoremas 1.1 e 1.2) em (3.82) temos que

h3
(L) = el L) = B (L)) = Kwa(Ly ) = mi(L,) € H™ (0,T) + L}(0,7).
Sabemos por (3.55) que
A3
i, = ay — Sy = K(a 4+02) = f, (7).

Como ay(x,t), uf, (uP+vP), f,(u?) € L*(Q), e pela Proposigao 1.2, existem tnicas fungoes
yP, 2P, wP, nP € L*(0,T,V N H*0, L)) tais que —y2, = a,(z,t), —2F, = ul, —wk, = uP + 0P

Trr

e —nPk, = fy(uP). Assim, como foi feito anteriormente,

ph’

(§]
hS
ul = yP — p1—2zf — Kuw? —nP. (3.83)

Por (3.20), (3.47) — (3.49), e (3.67), obtemos

y? — y fracamente em L*(0,T,V N H*(0, L)), (3.84)
2P — z fracamente em L*(0,7,V N H?(0, L)), (3.85)
w? — w fracamente em L*(0,T,V N H*(0, L)), (3.86)

n” — n fortemente em L'(0,T, E). (3.87)

De (3.85), concluimos de acordo com os resultados obtidos por Milla Miranda em [23], que
2P — 2 fracamente em H (0,7, V N H*(0,L)). (3.88)

De (3.84) — (3.88) e pela continuidade do trago, obtemos
y?(L,-) — y,(L,-) fracamente em L*(0,T), (3.89)

nP(L,-) — n.(L,-) fortemente em L'(0,T), (3.90)
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2P (L, ") — zu(L,-) fracamente em H *(0,T), (3.91)

wP(L,-) — w,(L,-) fracamente em L*(0, T). (3.92)

Observando as convergéncias (3.89) — (3.92), segue de (3.82) e (3.83) que
u?(L,-) — uy(L,-) fracamente em [H'(0,T) N L>(0, T)}/. (3.93)
Desta forma, comparando (3.51) e (3.93), podemos concluir
X = ug (L,-) em L*(0,7). (3.94)
e v, (L, )=1X.

Como em (3.80), b(x,t), u,, v; € L*(Q) e g(v) € L'(Q), pelas Proposicoes 1.2 e 1.4,
existem tnicas funcoes o, 3, ¢ € L*(0,T,V N H*(0,L)) e ¢ € L*(0,T,L?(0, L)) tais que

—0yy = b(2,1), —fpp = Uy, —Pzz =V € —(p = g(v). Consequentemente

Multiplicando (3.95) por 6 € D(0,T') e integrando por partes de 0 a T, obtemos

T T T T T
~K / Vet + / a0t + / K Bou0dt + ph / bl dt = / Confdt,
0 0 0 0 0

T T T T T
—[K / vodt — / afdt — / K B0dt — ph / ¢9’dt] :—{ / —Cedt] .
0 0 0 0 T 0 xT

Pela unicidade do problema na Proposicao 1.4, obtemos

Logo

T
/ (Kv—a— KB — ph¢y + () 0dt =0, V0 € D(0,T)
0

ou seja

Kv=a+ K(— ph¢; — C. (3.96)

Temos que ¢.4(L,-) = (¢2(L,-)): (ver [24], Lemma 3.2). Portanto aplicando o traco de ordem
1(Teoremas 1.1 e 1.2) em (3.96), temos

Kvm(L7 ) - am(L7 ) + Kﬂw(Lﬂ ) - ph(¢m<L7 ))t - Cz(Lv ) S H! (07T> + L1(07T)'
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Sabemos por (3.56) que
KO, = by Kl — phuf, — gy(07).

Como b,(z,t), ub, v¥, g,(vP) € L*(Q), e pela Proposi¢ao 1.2, existem tunicas fungoes

af, BP) ¢P, (P e L*(0,T,V N H*0,L)) tais que —ak, = b,(z,t), =02, = ub, —¢P, =) e
—(P, = g,(vP). Assim, de modo andlogo ao feito anteriormente, obtemos
—Kuvye = —of, — K7, + ph(d,)e + (2,
e
KoP = aP + KBP — phe? — (P (3.97)
Por (3.21), (3.47), (3.50) e (3.72), obtemos
o — « fracamente em L*(0, T,V N H*(0, L)), (3.98)
B — 3 fracamente em L*(0,T,V N H?(0, L)), (3.99)
@ — ¢ fracamente em L*(0,T,V N H*(0, L)), (3.100)
(P — ( fortemente em L*(0, T, E) (3.101)
e de (3.100) temos pelos resultados de [23], que
¢F — ¢ fracamente em H (0, T,V N H*(0, L)). (3.102)
De (3.98) — (3.102) e pela continuidade do trago, segue que
a?(L,-) — a(L,-) fracamente em L*(0,T), (3.103)
BP(L,-) — B(L,-) fracamente em L*(0,T), (3.104)
CP(L,-) — ((L,-) fortemente em L'(0,T), (3.105)
¢P(L,-) — ¢(L,-) fracamente em H (0, T). (3.106)
Observando as convergéncias (3.103) — (3.106) , segue de (3.96) e (3.97) que
(L, ") — v,(L,-) fracamente em [H'(0,T) N L>(0,T)]’. (3.107)
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Por (3.52), (3.107) e pela unicidade do limite, concluimos
Y =v,(L,-) em L*(0,T).

Condigoes Iniciais

Como u,v € L*(0,T,V), us,v; € L*(0,T,L*(0,L)) e uy,vy € LY(0,T, L0, L) + V')
temos pelo Teorema 1.2 que u,v € C° ([0, T]; L*(0, L)) N C* ([0,T]; L*(0, L) + V") . Logo faz
sentido u (0), v (0), u (0) e v (0) . Assim, de modo anédlogo ao feito no Capitulo 2, obteremos

as condigoes iniciais do Teorema 3.1. W

Observacao 3.2 A unicidade deste problema para o caso geral ainda estd em aberto.
Porém, para algumas nao linearidades particulares podemos obter a unicidade de solucao.

Por exemplo, para o caso em que [ e g sejam do tipo
f(s)=1sI"s e gly)=1lyl"y, p>0, (3.108)
podemos usar um método devido a Visik e Ladyzenscaja (ver [12], pag. 15).
Para efeito ilustrativo faremos a unicidade mencionada na tultima observacao.
e Unicidade (Caso Particular)

Consideremos p = p + 2 e p’ seu conjugado [(1/p) + (1/p') = 1] e suponhamos (u', v')
e (u?,v?) nas condigoes do Teorema 3.1 (No caso particular (3.108)). Entao o par (w', w?),

onde w! = u! — u? e w? = v! — v?, satisfaz
w',w? € L* (0, T,V NLP(0,L)), (3.109)

w},w? € L*(Q), (3.110)
h3 ,
p1—2wt1t—w}m+K (w' +w?) + [u']"u' = [u?]"u® =0 em L' <O,T, V' + P (O,L)) , (3.111)
phw? — K (w' +w?) + [v'['v" = |[v*]" 0> = 0 em L! (o,T, V' LY (o,L)) . (3.112)

wl (L,-) +w; (L,-) =0em L*(0,7), (3.113)

xT
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w' (L,-) +w2(L,-) +w; (L,") =0em L*(0,T), (3.114)
w'(0) = w}(0) = w?(0) = w?(0) =0 em (0,L). (3.115)
Notemos que nao faz sentido as dualidades (w},, w}) e (w?,w?). Entao definamos as fungoes

At) = - [w©de seo<e<s

0, ses<t<T.

(i=1,2)

Temos entao que z* € L*® (0,7, V N LP(0,L)) e zi (t) = w' (t) . Fazendo w} (t) = fot w' (€) d¢,
podemos concluir que z° () = wi (t) — wj (s).
Como V'+LP (0, L) esta continuamente imerso em (V N L (0, L))", faz sentido as dualidades
(-, ) xr.x de (3.111) com z' e de (3.112) com 2%, onde X = L= (0,T,V N L? (0,L)).
Multiplicando (3.111) por 2! e (3.112) por z? e integrando de 0 a s, obtemos

ph3 S S S

O [ w02 Ot on [ w02 e+ [ (0.2 )
[ OF (0= OF (0.2 0) p i+ K [ (402 0,2 0+ 20)

[ 0P @ - b 0P @), 2 @), =0,

(3.116)
onde E=VNL(0,L).
Analisemos alguns termos de (3.116).
o [t )t =12
Temos que
k(1) 2 (1) = (wly (1), 2 (1)) (1), 24 1)
Logo
| i 02 Ot = [ i@ @)= [ i) a
— (0.2 O~ 3 | gt OF &t = =3t OF + 310! OF = =3 ' (9"
(3.117)
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o [ w0 @

Observemos que

Ll er-

2 2

. / () (1), 2 (1) + 22 () db

Temos que
/08((w1+w§) (1), 21 (1) + 22 <t>>dt=/08<<z1+z§)t(t),zl (1) + 2 (1)) di
:%/OS%|31 (t)+z§(t)|2dt:%|zl (S)+Z§(S)|2_%|zl (0) + 22 (0)2

1 2

= — I (5) + i, (5)

Substituindo (3.117) — (3.119) em (3.116), obtemos

h3 h 1 1
Bt (5) + 2 w2 (5)° + 5 [lwh ()] + 5 o () + ik, (5)]°

= [ (2 OF @ 0 =l OF 0.5 ),
+/Os (|2 )" 0% (t) — [o* ()70 (1), 22 (t)>E,’E dt.

(3.118)

(3.119)

(3.120)

Analisaremos agora o segundo membro de (3.120). Para isto é suficiente avaliar o primeiro

termo, ja que o segundo pode ser tratado de maneira andloga. Desta forma,
S
|G @F @ 0= e ©F v (0,2 (0,
0 b

< /0 /0 Hu1 (l',t)|pu1 (gj,t) — ‘u2 (x7t)|/’u2 (I,t)| |2,1 ([E,t)| dudt.

Observagao 3.3 Como a funcao f(s) = |s|”

M¢édio, que

o8

(3.121)

s de classe O, temos, peloTeorema do Valor



|9 (a) =g ()] = |g' ()] |a —b], onde 6 € (a,b). Sendo g’ (8) = (p+1)10]" e 0 = (1 — N)a+
Ab, para algum X € (0,1), entao

g (a) =g (D)l = (p+ 1)1 = A)a+Ab"|a—b] < (p+1)(|al + [b])" |a — ]

< (p+1)2°maz {|al”, [0} |a — b] < (p+1)2° (|al” + [b]") [a — B .
Pela Observagao 3.3, a desigualdade (3.121) transforma-se em

/0 |[ut (z, )] u! (2, 1) — [u? (2, 1)]" u? (z,1)] |2" (2, 1)| da

5 (3.122)
<02 | [ (1 @0 10 . 0F) ot (0] 0] do].
0
Como V' estd imerso continuamente em L* (0, L) (Lema 1.1), seque
L
| @0 @ ) = o2 a0 (2.0 (1) do
0
i . (3.123)
<C[ W @l @ tlde = [t 0] ol (00) - wl (2.5 do
0 0
onde C >0, com C > (p+1)2° <||u1|]‘£w(Q) + Hu2||ZOO(Q)> :
Usando a Desigualdade de Holder em (3.123) e o Lema 1.1, obtemos
L
|l @l o) = [ @ o2 (,8)] [ ,0)] o
0
(3.124)
< Clw' (&) wi () = wi (s)] < CL|w" (B)] [Jwy (£) — wy (s)]]
< CLw! @) ([lwy O + [lwg ()]
Usando a Desiguladade de Young em (3.124), temos que
L
|t @0 @ ) = o2 a0 (@) (,0)] do
0 X o1 X (3.125)
< (32cr) el OF + 5 It OF + g ot ()1
Por analogia dos célculos, obtemos
[ e 0 = 12 2 )2 )
L CL?
(2 +5 +sCL+ 250L3) CL|w? (1) + —— i (t Ik (3.126)
CL 1 1
+5 ot (8) +wi, () + 15 [wi (8) + wiy (s)]° + g5 lwn Ol
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Substituindo (3.125) e (3.126) em (3.120), concluimos

ph? ph 1 1
Pt () 2 () + 1 d (I 4 5 ok (5) ek, ()
. (3.127)
<[ (1w OF + 0 OF + ot @OF + ot () + w?, (OF)
onde C; > 0 é tal que C; > (24 L+ 3sCL + 2sCL?*) CL.
Aplicando o Lema 1.4(Desigulade de Gronwall) em (3.127), segue
}wl (3)‘2 + |w2 (3)‘2 + le (S)H2 + ‘wl (s) + w? (s)|2 =0
1 1 1o =Y,
ou seja, |w!(s)] = |w?(s)| = 0. Portanto w' (s) = w?(s) = 0, para todo s € [0,7], o que

implica u' =u? e vt =02 N
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Capitulo 4

Comportamento Assintdtico

Neste capitulo estudaremos o decaimento da energia E(t) associada a solucao fraca do

problema (2) — (4). Como foi dito na introdugao, esta ¢ definida por

1 [ph3
B = 3|S5 o OF + pb o OF + K [+ 0) OF + Ju (0]
. . (4.1)
—I—Z/ F(u(x,t))dx + 2/ G(v(m,t))dx} .
0 0
Consideremos as seguintes hipéteses adicionais
36, tal que f(s)s > (24 61)F(s), Vs € R, (4.2)
e
3§, tal que g(s)s > (24 d2)G(s), Vs € R. (4.3)

Teorema 4.1 Sejam L < min{2,2/k} e f, g, u®, v°, u', v! nas condig¢oes do Teorema 3.1
(com a =b=0) e, além disso, f, g satisfazendo (4.2), (4.3). Entdo eziste uma constante

k > 0 tal que a energia E(t) satisfaz
E(t) < 4E(0)e™"", ¥t > 0. (4.4)

Prova: Fazendo o produto interno em L?(0,L) de (3.55) e (3.56) com u¥ (t) e o} (¢),

respectivamente, obtemos

Ey(t) = —[u"(L, )" = [ (L, )|, (4.5)

P
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onde E,(t) é a energia similar a E(t) associada a solucao forte (u?, v?) obtida no Capitulo 3.
Logo, E,(t) é nao crescente.

Para um € > 0 arbitrario, definamos

By (t) = Ep(t) + €¥(1), (4.6)
com
ph®
V()= a(Fzu(t), zug(t)) + alphvf(t), zop(1)) 0
h '
+B(E (1), ur (1)) + Blphl (£), (1)),
onde a > 0 e # > 0 sao tais que
a+ 28 > max {akL, oL, 45}, (4.8)
3 vy tal que Gf(s)s > (a+71)F(s), Vs € R, (4.9)
e
3 4 tal que Bg(s)s > (a+ 12)G(s), Vs € R. (4.10)
A escolha de (3 é possivel, pois
G (952 (a+ WF (),
Gl = w60
e
) 51
0< ((Zi;)) < 5 para 0<y< O; (1=1,2)

Usando a desigualdade de Schwarz e o fato de H} (0, L) estar continuamente imerso em

L?*(0,L) em (4.7), obtemos

pre . Bph®L

[V(O)] < a Llut ()] Juf ()] + aph Lo} (&) [vg ()] + =5 lut ()] [lv? @)]]
+OphL [vf (#)][0f (£)] < Q%L [ui (O llu? (O + cph L [of ()] (|(w? + o) (8)] + L [[u? (£)]])
22 E L ) Jur 0]+ BohL of ()] (1w +22) (5] + L e (1))

12
(4.11)
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Aplicando a desigualdade de Young em (4.11), segue

aph3L
24

aph3L
24

aphlL
2

aphlL
(1)) < d

lw? (O)1° + [oF (O +

Bph’L Bph’L
el () + e (1)

hL hL?
w2 +e) OF + 22 g (0 + 22

2
Jug ()" +

aphlL aphL?
L e 0 + 22 (1)) +

BphL BphL
+20 o ())? + P2

|(u” + o) (1))

lu? ()]
Logo

al L\ ph? 9 P2
wol < () B OF + (@ + pLyph o 1)

12
N (aphL + BphL ph*L(a + () + 12phL? (o + 3)

24

l? ()]

) Kl o) ()] +

Assim,
[W(t)] < CLE(t), (4.12)

onde C; = [3+ (ph/k) + (ph®/12) + phL?] L(a + (3). Pela equacao (4.6) e a desigualdade
(4.12), obtemos

|Ep.(t) = Ep(t)] = e [W(t)] < eCLE(?),
isto é,

(1 —€eCh)EL(t) <c< (14 €Ch)Ey(1).

Tomando 0 < € < ¢y = 1/2CY, temos

O < g0 <28,0) (4.13)
Derivando a fungao (4.7), segue que
V(o) =a (S 0.0 0) 4o (St 0.0y () + alohet (0, 202.(0)
ph’ PR b
Falphel (t), 28, (£) + B (Euﬁ (1), <t>) s (ﬁut (1), uf <t>)

+0(phvy (t) ,vP (t) + B(phot (t) , vf' (¢)).
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Usando as equagoes (3.55) e (3.56) na igualdade anterior

W(t) = aful, (t), zuf (1) — K ((u? +07) (), 2} (1) — a(fp(u? (1), 2 (1))

ta (%uf (t), zu, (t)) + aK ((uP +v), (t), 208 (1) — algy(vP (1)), 20k (1))

Falphef (£), 0l (1) + B(uL, (£) u? (£)) — BE((u? +o2) (1) o (1)) (4.14)

U6y ) (@) + 5 (Sl () 1)) + K (w0 + 42 (0,07 (0)

—B(gp(v” (1)), 07 (1)) + Blphvy (t) ,vf (1))-
Fazendo integracao por partes em (4.14), segue
W(t) = aful, (1), zuf (1) — aK((uP +07) (), wuf (1) — a(fp(u? (1)), zuf (1))

o (Bl (0) ol (0)) + Q0P+ 02)2 (), 02 (1) = (g0 (), 02 1)

Falphe? (1) ety (1)) - Blla? (DI — BuP (L, Oyl (L, 1) — BE((w? +v2) (1) ,u (1) (4.15)

Uy O) () + 8 (Bl (), (0)) - BK (L)L)

—BE((uf + ) (1), () — B(gp(v? (¢)), 0P () + Bph(vf (t) vt (1)).
Mas

—aK((u? +07) (t), 2ull () = —aK (z(u? +07) (t), uf ()
= aK((uP 4+ P) (t),uP (1)) + oK (z(uP + vP), (1) t)) — LaKuP(L)(u? + vP)(L)

( ) = (t),u” (1)) —
= aK((uP 4+ vP) (t),uf (t)) + K ((uf + vP), (t),xuP (t)) + « K LuP (L, t)vl (L, t).
(4.16)
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Substituindo (4.16) em (4.15), obtemos

V'(t) = a(ul, (1), zuf (1) + K ((u? + ). (1), 2(u? + 07) (1)) + K ((u? + o) (8) , uP (t)

+alK Lu?(L, 1) (L, ) — a(fp(u? (1)), zuf (1)) + a(%ut (£) , wugy (1))
—a(gy(v” (8)), 20l (1)) + alphof (t), zug, (1) — B u? (O] — puP (L, Ouf (L, 1)

—BK |(u? +0p) (O = B(f,(u? (t)), u” (¢)) +ﬁ&| uf (D) = B (Lyt)f (L, )

—B(gp(v” (1)), 07 (8)) + Bph [of (D).
(4.17)
Agora, analisaremos alguns termos do lado direito de (4.17).
e Anadlise de (u2, (t),zub (t)).

(w2 (1), o (t)):l/ xiyup(n dx_-x|upmt|\0—-/ (1) da

(L, 1) —-/ (1) da.

(4.18)
e Anadlise de (uf (t),zul, (t))
, , 1" d 1
(@ (1), ouly (1)) = 5 [ o i (0 e = 3 x| 1) |ut )2 do
0
L
~Lewnp-t / (1) 2 d.
2 2/,
(4.19)
e Andlise de (vf (t),zvf, (t))
L L L
(o (), ol (8)) = = / e L WP de = o, 0| - L / o? (&) de
dz 2 o 2/
(4.20)
~ (L) ——/ o (1) de.
e Andlise de —fuP(L,t)ul(L,t)
Bu(L (L, t) < B (L, )] - (L, 1)] < Beo ud(L, 1)) - [(0)]
(4.21)

?/EO\ YL O] VEJur )] < Co uf (L, )" + & [Jur ()],
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onde Cy = (32c2/4€, co > 0 tal que [uP(L,t)| < co ||JuP(t)| e &€ > 0, um niimero real, a ser

escolhido.
e Andlise de —FKvP(L,t)vf(L,t)
—BK(L, O} (L, 1) < BK [P (L, )] - [P (L, )]

< BKco [ (L, 1) - W2 (t)] < BKeo [of (L, £)] ([(w? + vF) (8)] + [u” (t)])
62[( ﬁQKQC(%LQ

- 4 48

< Gy [} (L, O + EK | (P + 0B) (8)]* + € [[u? (1)1,

[ (L, O + & lur (1)

2 Jof (L, )]* + € |(u? +08) ()] +

(4.22)
onde C3 = (1 + KL?) 3 Kc3/4¢.

e Anilise de (f,(u (t)), zu? (t))

Observe que F ¢ de classe C'(R) e F(0) = 0, logo

(fp(u? (8), zul (8) = | xfp(u? ()l () dox = ifin(u” (t))dx
0 o d (4.23)

= xF(up(x,t))\g - /0 F,(u? (t))de = LF(uP(L,t)) — /0 F,(uP (t))dz.
e Anilise de (g,(vP (t)), zvP (1))

Sabemos que G ¢ de classe C'(R) e G(0) = 0, assim

L L d
(gp(v? (), 208 (1)) = | xgp(vP ()0} (t)dx = | x——Gp(vP (t))dw
/0 /0 du (4.24)

— 2GoP(a, )| /0 G, (v (0)dx = LG(o?(L, 1)) — /O G, (7 (1)) da.

e Andlise de ((u? + vP), (t), z(uP 4+ vP) (t))

(4 42), () ol +02) 0) = 5 [ a0+ o) (0 da

=z |(uP +vP) (¢ HO——/ |(w? + o) () de = = ]vtLt /]up+vp )|? da.
(4.25)
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e Anilise de aK((u? 4+ v?) (1), uP (t))

al((u? + o) (1), u? () < ak|(u? +0f) ()] [u? ()] < aK L |(u? +o7) (0] [[u? (#)]]

L
< SR |+ ) OF + 255 [ O
(4.26)
e Andlise de aK Lv,(L, t)uP(L,t)
coa KL
@K Luy(L, tyur (L, t) < 2222 oy (L, 1) - VE [[ur (1))
VE (4.27)

< Cy (L) + & [l ()]
onde Cy = 2a’K2L?/4¢.
o Andlise de B(f,(u” (t)), uP (1))
Segue de (4.9) que
B, (P (1)), uP (t)) = /0 Y Bt (P (1) (8) d > /0 (ot ) Ey(u (8))d. (4.28)
o Andlise de 3(g,(v? (1)), 7 (t))
Por (4.10), temos que
Blgp(v” (1)), 0" (1)) = /0 Lﬁgp(v” ()" () dz = /0 L(Oé +72)Gp(0” (8))dx. (4.29)

Substituindo (4.18) — (4.29) em (4.17), obtemos

al « akL « al
W) < S (L) = 5 o (2 + S fe L )] = SE I+ 02) (O + ok + 02) (1)
akL aph3L
FEZ @I + C oL ) + €l ()] — aLEy (P (L, 1)) + “5= b (L, )
aph? aphlL aph
SO () — LGy (L 1)) + Y2 (L, 0 — T2 up () ~ 8 ()]

Bph?

Ot (1)

L
+Ca [uf (L, )" + € [[u? (D)) — Bk |(w? +v2) (1)]* — 71/0 Fyp(u? (1)) dx +

L
+Cs [of (L, )[* + €k |(uP + o2) (8)]* + & [|u? ()| — 72/ Gy(v? (2, 1))dx + Bph [v] (t)],
0
(4.30)
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Usando as condigbes de fronteira (3.57), (3.58) e sabendo que Fj,(u”(L,t)) > 0 e
Gp(vP(L,t)) > 0 em (4.30), temos

() < (a ut —ﬁ) Ju? ()] + (“ Lt —5) K1+ o) ()

(8-3%) % uf ()] + (8- 5) ph? )] = / By (6)da

. (4.31)
e [ Gyt e+ (5 + S+ Ca) (L0
(257 + 255 4 Gt ) WL + 60+ ) L O,
qual podemos reescrever por
V(1) < —(Cs = 26) Ey(t) + Cs [uf (L, t)|” + Cr [of (L, )|, (4.32)
onde (5, Cg e C; sao as constantes positivas
Cs =min{a+ 20 — akL,a+ 26 — aL,a —26,v,7},
Caz% O‘gf +Cy e O7=#+O"?L+Cg+04.
A positividade de C; é garantida por (4.8) — (4.10).
Agora, derivando (4.6) e, em seguida, usando (4.5) e (4.32), obtemos
E, (1) < = (C5 = 20) Ey(t) — (1 = Co) [uf (L, £)|” — (1 = eCr) [0} (L, )"
Tomando 0 < € < ¢; =min{1/Cq,1/Cr} e 0 < € < C5/2, obtemos
Bl (t) + kE, <0,
com k = min {eg, €, } (C5 — 2§) > 0. Dessa forma
E,.(t) < E, (0)e™"* vt > 0.
Combinando a desigualdade anterior com (4.13), segue
E,(t) <4E,(0)e ™, ¥Vt > 0. (4.33)
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Como F), e G, sdo continuas, segue por (3.59) e (3.60) que
Fy(@? (1)) — Fy(u(1) q:s em (0,L), ¥t >0,

Gp(VP(-,t)) — Gp(v(-,t)) q.s em (0,L), Vt > 0.

Por outro lado, como f, — f e g, — g uniformemente em limitados de R, segue

Fp(u(- 1)) = F(u(-,1)) q.s em (0,L), V¢ > 0,

G,(v(-,1)) = G(v(-1)) q.s em (0,L), Vt > 0.
De acordo com (4.34) — (4.37), temos

F,(uP(-,1)) — F(u(-,t)) q.s em (0,L), ¥t >0,

Gp(v”(,t)) = G(v(-,1)) q.s em (0,L), vt = 0.

Por (4.33), obtemos que
L
/ E,(u(z,0))de < 4E,(0),
0

/ * G (e )i < AE(0)

Assim, usando as convergéncias (3.12) — (3.17), (3.33) e (3.34), temos que

L
lim inf / Fy(? (2, £))dz < 4E(0),

p—0o0

0
L
lim inf | G,(v* (z,t))dx < 4E(0).

p—00 0

Por (4.38) — (4.41) e pelo Lema (1.5), concluimos que

L L
/ Fu(z,))de < lim inf | F(u? (. ))dz,
0

p—00 0

/0 LG(U (2,))dz < lim inf /O ’ G, (v” (2,1))dz.

p—oo
Entao, passando o limite inferior em (4.33), obtemos
E(t) < lim inf E,(t) < 4lim inf E,(0)e™" = 4E(0)e™"™,
p—o0 p—00

o que prova o Teorema 4.1. W
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Apeéendice A

Existencia e Prolongamento de

Solucoes Aproximadas

O nosso objetivo neste Apéndice ¢ justificar a existéncia de p/*™ () e h7*™ (t) , solugoes
do sistema (2.21).

Sejam G C R™! um aberto e f : G — R™ uma funcao nao necessariamente continua.
Dizemos que uma fungao absolutamente continua z (¢) definida em algum intervalo da reta

I tal que (z (t),t) € G, ¥Vt € I, é uma solugdo para o problema
o= f (1) (A1)

se x (t) satisfaz (A.1) q.s. em (x,t). Seja (zg,tg) € G. Associado a (A.1) e a (xg,1y) tem o
problema de valor inicial
x, = f (x7 t) )

T (to) = 2.

(A.2)

Dizemos que uma func¢ao f : G — R" estd nas Condigoes de Carathéodory sobre G

Se

(1) f(x,t) é mensurdvel em t para cada x fixado,

(7i) f(x,t) é continua em x para cada t fixado,
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(#7i) para cada compacto K de G existe uma funcao real integravel mg (t) tal que
@t <mi(t), ¥ (n0) €K
Consideremos o retangulo

R={(z,t) e R"™; |z — x| <b, |t—to| <a, b>0, a>0}.

Teorema A.1 (Carathéodory) Seja f : R — R"™ nas Condigées de Carathéodory sobre

R, entao existe uma solucao x (t) de (A.2) sobre algum intervalo |t — to| < a, a > 0.

Coroléario A.1 Sejam G C R™™ um aberto e f satisfazendo as Condi¢oes de Carathéodory

sobre G, entdo o problema (A.2) tem solucao para qualquer (zo,t) € G.

Seja ©(t) uma solugao de (A.1) sobre I e I C I1.Diz-se que ¢(t) tem um
prolongamento até [, se existe o1 (t) solucao de (A.1) sobre I1 e v (t) =@ (t),Vt e I.

Teorema A.2 (Prolongamento) Sejam G C R™ aberto e limitado ¢ f : G — R"
satisfazendo as duas primeiras Condicoes de Carathéodory sobre G e existe uma uma funcgao
integravel m (t) tal que

|f (x,t)] < m(t), V (z,t) € G. Seja ¢ uma solugdo da equagao (A.1) sobre o intervalo

la,b[, entdo

(i) existem ¢ (), ¢ (b-),

(17) se (¢ (b-),b) € G entao ¢ pode ser prolongado até |a,b+ ] para algum 6 > 0.

Resultado andlogo para a,

(17i) @ (t) pode ser prolongada até um intervalo (y,w) tal que (¢ (74),7), (¢ (w-),w) € 0G
(OG ¢ a fronteira de G).

Corolario A.2 Sejam G = U x [0,T], T > 0, U = {x € R"; |z| <b}, b > 0 e f nas

condigoes do Teorema A.2. Seja ¢ (t) uma solu¢ao de

.I/:f(l',t),

X (to) = Xy, |I0‘ < b.
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Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ¢ (t) estd definida tem-se |@ (t)| < M,V t € I,

M independente de I e M < b. Entao ¢ pode ser prolongada até [0,T] .

As demonstracoes dos teoremas e dos corolarios deste Apéndice podem ser encontradas

em [6] e [22]

Voltemos agora ao nosso problema. Fazendo ¢ = ¢ = w?

+th wf (2)

wh (2) + wk, (2)) (p*™ + hFm) (¢

km
( /v‘it

Jwf (2)) g™ (1)

)+ > (wh (L), wh (L

em (2.21),, temos

j=1 J=1
0 ((wh (@) wh (@) g (8) + 3 (wh (L), wh (L)) B (1)
j=1 j=1
Y (Fh™) + g(ohm), wh) = (alw,t) + b(x, ), wf)
j=1
™ (0) = e, 1™ (0) = B,
WF™(0) = e, B (0) = O
(A.3)
Considere as seguintes matrizes
. - _ -
s 0 ph 0
o h
Al - 2 . ) A2 = 4 5
0 % X 0 ph X
A Ay | B B
A= , By = [(w} (L), wf (L))],_, em B = ,
Ap Ay By
4 2mx2m 2mx2m
Cl = [K (wf (l’) + w.];x (l’) y W ( ) tw (:U)) + i|1<z i<m’

onde I é a matriz identidade m x m,

Cy = [(wf (z) + w;'cx (x), wy () + Wi (x))]gz j<m’
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C, Oy
C =
Cy Gy
[t ) ] (™) + g(hm),
pPm (t) (f (ukm) +
o [ b | (™) +glo

hlk:m (t) ’ (f(ukm)
2km (t) (f(ukm)

IR O | (FF™) + g(0Fm), w
[ () +b(t),wh) |
(a(t)+b(t), wh)

o | @@®+0(@),wr)
(a(t)+b(t),wy)
(a(t)+b(t), wh)

(a(®)+0b(t),wk)

2mx1

Xy

2mx1

/6116
/82]€
577116

01
Oak

emk

qblk:
¢2k

¢mk

a1

Qo

2mx1

2mx1

Assim em termos das matrizes acima, o sistema (A.3) pode ser escrito como

AXtt+BXt+CX+D:E,
X (0) = X,

X, (0) = X,.

(A4)

Como ph?/12 > 0 e ph > 0, segue que o det A # 0. Assim A ¢ inversivel. Portanto,

multiplicando (A.4); por A~ a esquerda, temos

X
X (0) = X,
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Fazendo Z = X, no sistema (A.5) obtemos

Z,=—A"'BZ — A"\CX — A"'D + A~'E,

(A.6)
X(0) = Xo, X (0)=X,.

Consideremos I a matriz identidade 2m x 2m, 0 a matriz nula 2m x 2m, 0 a matriz nula

2m x 1 e
X (¢ X
Y (1) = (t) ey | %o
Z(t) X1
Obtemos por (A.6)
0 I 0 0
Y;t = Y + + )
—A"'C —A"'B —A7'D AE (A.7)
Y (0) =,
Chamando
0 I 0
Fy(Y)t) = Y, F (Y)t) =
—A"'C —-A"'B —A7'D
e
F3 (Y7 t) = )
AE

segue de (A.7) que

(A.8)

Agora mostraremos que F (Y,t) = Fy (Y,t) + F5(Y,t) + F3(Y,t) estd nas condigdes de
Carathéodory. Seja G =U x [0,T], onde U ={Y € R*; ||Y||gsn < b}. Entdo
e Fixado Y, Fy (Y,t), F5(Y,t) e F5(Y,t) sdao mensurdveis em t, pelas hipéteses (2.1) e
(2.6).
e Fixado t, a fungao F3 (Y, t) nao depende de Y, portanto, F3 (Y,t) é continua. A funcao
Fi (Y,t) é continua em Y, pois é produto de uma matriz de entradas reais pala matriz

Y, ou seja, Fy (Y,t) é linear em Y. A funcao F, (Y,t) é continua, pois a matriz A~! é

constante e ' é formada por fungoes Lipschitzianas.
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e Como Y varia em U e por (2.1), temos que todas as entradas de F (Y,t) e de Fy (Y, 1)
sao limitadas por uma constante my . As entradas de F3 (Y, t) sao integraveis em [0, 77,

pois as 2m primeiras coordenadas sao nulas e as 2m tultimas sao, em valor absoluto,

iguais a }(CL (t)+0b(t) ,wf)|, j=12..m.

Logo
1E (Y, ) ||gam < My (£) = 2my + Cla )] + b ()],

com My (t) integravel em [0, 7. Assim, pelo Corolério (A.1), o sistema (A.8) possui solucao

em [0, tgm), com ty, <T. N
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