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Prof. Dr. Pablo Gustavo Albuquerque Braz e Silva

(Universidade Federal de Pernambuco - UFPE)

Prof. Dr. Marivaldo Pereira Matos

(Universidade Federal da Paráıba - UFPB)
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Resumo

Consideramos a dinâmica unidimensional do sistema de Mindlin-Timoshenko semilinear

que representa as vibrações de vigas. Para uma viga de comprimento L, o sistema é dado

por ∣∣∣∣∣∣ utt − uxx +K (u+ vx) + f (u) = a,

vtt −K (u+ vx)x + g (u) = b

em um domı́nio retangular Q = (0, L)× (0, T ) ⊂ R2, com condições de fronteira mistas, ou

seja, no extremo esquerdo a viga permanece presa

u (0, ·) = v (0, ·) = 0

e no extremo direito a viga é apoiada e está sob a ação de uma força dissipativa

ut (L, ·) + ux (L, ·) = 0, u (L, ·) + vt (L, ·) + vx (L, ·) = 0

em (0, T ) . Estudamos a existência, unicidade e o comportamento assintótico (quando t→∞)

das soluções do problema, considerando as funções f, g, a e b satisfazendo algumas condições

adequadas.
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Abstract

We consider the dynamics of the one-dimensional semilinear Mindlin-Timoshenko

system for beams. For a beam with length L, these system is given by∣∣∣∣∣∣ utt − uxx +K (u+ vx) + f (u) = a,

vtt −K (u+ vx)x + g (u) = b,

in a rectangular domain Q = (0, L)× (0, T ) ⊂ R2. We consider mixed boundary conditions,

that is, at the right end, the beam remains clamped

u (0, ·) = v (0, ·) = 0

and, at the left extreme, it is supported and it is under the action of a dissipative force

ut (L, ·) + ux (L, ·) = 0, u (L, ·) + vt (L, ·) + vx (L, ·) = 0

on (0, T ) . We investigate existence, uniqueness and asymptotic behavior (as t→∞) of

solution for this problem, considering the functions f, g, a and b satisfying some adequate

conditions.
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.

Introdução

Ultimamente, vem crescendo o interesse no estudo de sistemas de natureza elástica,

em particular os que modelam a ação de vigas, devido a aplicação à f́ısica e à engenharia.

Um modelo matemático extremamente usado na descrição de vibrações de vigas finas é o

sistema de Mindlin-Timoshenko (Mindlin [18], Timoshenko [29]). Este modelo é considerado

um dos mais precisos pelo fato de levar em conta tanto deformações transversais como

também rotacionais. Para uma viga de comprimento L > 0, o sistema é dado pelas equações

diferenciais parciais acopladas∣∣∣∣∣∣
ρh3

12
utt − uxx +K (u+ vx) = 0 em Q,

ρhvtt −K (u+ vx)x = 0 em Q,
(1)

onde Q = (0, L) × (0, T ) e T > 0 é um tempo dado. Em (1) , os sub-́ındices ”x” e ”t”

representam, respectivamente, as derivadas com respeito às variáveis x e t. A função

u = u (x, t) é o ângulo de rotação da seção transversal da viga e v = v (x, t) representa

o deslocamento transversal da viga no tempo t. A constante h é a espessura da viga que,

para esse modelo, é considerada uniforme e fina, ρ é a densidade de massa por unidade de

volume e o parâmetro K, que multiplica o acoplamento das equações, é chamado de módulo

de elasticidade em torção e é calculado pela fórmula

K =
K̂Eh

2 (1 + µ)
,

onde E é o módulo de Young, µ é o raio de Poisson

(
0 < µ <

1

2

)
e K̂ é chamado coeficiente

de correção de torção. Este coeficiente aparece pelo fato de que as deformações sofridas pelas
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torções não são constantes em toda seção transversal da viga. O módulo de elasticidade K

é também inversamente proporcional ao ângulo de rotação da viga. A dedução bastante

rigorosa do modelo (1) pode ser vista em Lagnese-Lions [10].

No nosso trabalho, consideraremos o sistema semilinear associado a (1) dado por∣∣∣∣∣∣
ρh3

12
utt − uxx +K (u+ vx) + f (u) = a em Q,

ρhvtt −K (u+ vx)x + g (v) = b em Q,
(2)

com a, b, f e g representando forças externas.

Vamos impor as seguintes condições de fronteira:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
u (0, ·) = v (0, ·) = 0 sobre (0, T ) ,

ux (L, ·) + ut (L, ·) = 0 sobre (0, T ) ,

u (L, ·) + vx (L, ·) + vt (L, ·) = 0 sobre (0, T ) .

(3)

As condições (3)1 asseguram que a viga permanece presa no extremo x = 0. As condições

(3)2 e (3)3 nos diz que a viga está apoiada no extremo x = L com uma ação dissipativa.

Para completar nosso sistema, incluimos as condições iniciais:∣∣∣∣∣∣ u (·, 0) = u0 (·) , ut (·, 0) = u1 (·) em (0, L) ,

v (·, 0) = v0 (·) , vt (·, 0) = v1 (·) em (0, L) .
(4)

Vários autores estudaram diferentes aspectos do sistema de Mindlin-Timosheko. No

caso linear podemos citar os trabalhos Lagnese-Lions [13], Medeiros [20], os quais estudaram

a controlabilidade exata usando o Método de Unicidade Hilbertiana (HUM) introduzido

por Lions ([15], [16]) e Lagnese [9] que analisou o comportamento assintótico (quando

t → ∞) para o sistema. Em Araruna-Zuazua [4] foi feita uma análise espectral do sistema

possibilitando obter uma controlabilidade usando o HUM combinado com argumentos de

análise não-harmônica. No caso semilinear podemos mencionar o trabalho de Parente,

Milla Miranda e Jutuca (ver [26]), no qual estudaram existência e unicidade para o

problema (2)− (4) , com as funções f e g sendo Lipschitzianas, aplicando o mesmo método

usado em Milla Miranda-Medeiros [25]. Em Araruna-Antunes-Medeiros [2], analisou-se a

controlabilidade exata quando f e g são assintoticamente lineares, usando o HUM juntamente
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com argumentos de ponto fixo. A existência de atratores globais (para o caso bidimensional)

foi estudada em Chueshov-Lasiecka [11], com as não linearidades f e g sendo do tipo

localmente Lipschitzianas. Todos os artigos citados são tratados com diferentes condições

de contorno envolvendo diversas situações que aparecem nas engenharias.

Neste trabalho estudamos a existência e o comportamento assintótico (quando t→∞)

para o sistema (2)− (4) , onde as funções não lineares f e g satisfazem a condição de sinal,

f, g são funções cont́ınuas, tais que f (s) s ≥ 0 e g(s)s ≥ 0, ∀s ∈ R. (5)

Além disso, analisamos o comportamento assintótico (quando t→∞) do mesmo sistema

com as não linearidades f e g satisfazendo, além de (5) , as condições de crescimento

∃δ1 > 0 tal que f(s)s ≥ (2 + δ1)F (s), ∀s ∈ R, onde F (s) =

∫ s

0

f (t) dt (6)

e

∃δ2 > 0 tal que g(s)s ≥ (2 + δ2)G(s), ∀s ∈ R, onde G (s) =

∫ s

0

g (t) dt. (7)

Precisamente, mostramos que existem constantes C > 0 e κ > 0 tais que a energia do

sistema (2) definida por

E(t) =
1

2

[
ρh3

12
|ut (t)|2 + ρh |vt (t)|2 +K |(u+ vx) (t)|2 + ||u (t)||2

+2

∫ L

0

F (u(x, t))dx+ 2

∫ L

0

G(v(x, t))dx

]
,

(8)

verifica a estimativa

E(t) ≤ Ce−κtE (0) , ∀ t ≥ 0. (9)

Estudamos também a unicidade para casos particulares de f e g. No caso geral, o problema

encontra-se em aberto.

Nesta dissertação usamos as mesmas técnicas do artigo Araruna-Maciel [3], onde os

autores obtiveram resultados semelhantes para o sistema associado à equação da onda
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semilinear ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

utt − µ (t) ∆u+ f (u) = a em Ω× (0, T ) ,

u = 0 sobre Γ0 × (0, T ) ,

µ (t)
∂u

∂ν
+ β (x)ut = 0 sobre Γ1 × (0, T ) ,

u (0) = u0, ut (0) = u1 em Ω,

(10)

onde Ω é um aberto limitado de Rn, n ≥ 1, com fronteira Γ de classe C2, {Γ0, Γ1} são

partições de Γ, com Γ0 e Γ1 com medida de Lebesgue positiva e Γ0 ∩ Γ1 = ∅ (essa geometria

exclui as regiões simplesmente conexas de Ω), T > 0 um número real, o vetor ν é a normal

exterior de Γ, ∆ é o conhecido operador Laplaciano e ∂u/∂ν representa a derivada normal

de u. As funções µ e β são não negativas e a não linearidade f satisfaz a condição de sinal

(6) . Os autores também observaram que se pode obter os mesmos resultados sem a hipótese

geométrica Γ0 ∩ Γ1 não necessariamente nulo para o caso 1 ≤ n ≤ 3, aplicando os mesmos

argumentos usados em Komornik-Zuazua [8].

Ao provarmos a existência de soluções, encontramos uma grande dificuldade para obter

as condições (3) , devido as não linearidades como em (5) . Para contornar essa dificuldade foi

preciso estudar um problema de contorno não-homogêneo (veja Proposição 1.4) juntamente

com alguns argumentos de regularidade escondida. A unicidade para o caso geral ainda é um

problema em aberto, então cosideramos um caso particular com as não linearidades sendo do

tipo localmente Lipschtiziana. Para o comportamento assintótico, verifica-se que a energia

(8) da solução (u, v) do problema (2) tem decaimento exponencial, obtido pelo método da

pertubação de energia (ver, por exemplo, [8], [30]).

Passemos agora a descrever o conteúdo desta dissertação, que está dividida em quatro

caṕıtulos. No Caṕıtulo 1, temos alguns resultados básicos e algumas notações essenciais para

o entendimento do trabalho. Chamamos a atenção para resultados de problemas de valor de

contorno e resultados que garantiram a construção de uma base especial idealizada por Milla

Miranda e Medeiros em [25], que possibilitam encontar a solução do problema aplicando o

método de Faedo-Galerkin.

No Caṕıtulo 2, considerando as funções f, g Lipschitzianas tais que f (s) s ≥ 0 e
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g(s)s ≥ 0, ∀s ∈ R e dados bem regulares, provamos a exitência e unicidade de solução

forte usando o método de Faedo-Galerkin com a base constrúıda no Caṕıtulo 1.

No Caṕıtulo 3, considerando agora as não linearidades f, g gerais como em (5) e dados

com pouca regularidade, encontramos a solução fraca aproximando as funções f e g por

funções Lipschitzianas, como em Strauss [28], para obter a solução fraca como limite de

uma sequência de soluções fortes obtidas no Caṕıtulo 2. Para as condições (3) usamos

resultados de regularidade escondida e de problemas de valor de contorno obtidos no Caṕıtulo

1. A unicidade é feita para um caso particular em que as não linearidades são localmente

Lipschitizianas, por meio de um método devido a Visik e Ladyzenscaja (ver [12]).

No Caṕıtulo 4, faremos o comportamento assintótico da solução do sistema, quando

t→∞, pelo método da pertubação de energia, e verificamos que seu decaimento é de ordem

exponencial.

Para finalizar o trabalho, escrevemos como apêndice o resultado existência e

prolongamento de soluções aproximadas, que é parte essencial na obtenção da solução forte.
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Caṕıtulo 1

Notações e Resultados

Neste caṕıtulo fixaremos algumas notações e daremos definições e resultados essenciais

à continuidade do trabalho.

1.1 Espaços Funcionais

Dados Ω ⊂ Rn um aberto e uma função cont́ınua f : Ω −→ R, define-se suporte de f, e

denota-se por supp(f), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω; f (x) 6= 0} . Assim, supp(f) é um

subconjunto fechado de Ω.

Uma n-upla de inteiros não negativos α = (α1, ..., αn) é denominada de multi-́ındice e

sua ordem é definida por |α| = α1 + ...+ αn.

Representa-se por Dα o operador de derivação de ordem |α| , isto é,

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Para α = (0, 0, ..., 0) , define-se D0u = u, para toda função u.

Por C∞0 (Ω) denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções

infinitamente diferenciáveis definidas e com suporte compacto em Ω.

Um exemplo clássico de uma função de C∞0 (Ω) é dado por

Exemplo 1.1 Seja Ω ⊂ Rn um aberto tal que B1 (0) = {x ∈ Rn; ‖x‖ < 1} ⊂ Ω.
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Consideremos f : Ω −→ R, tal que

f (x) =

∣∣∣∣∣∣ e
1

‖x‖2−1 , se ‖x‖ < 1

0, se ‖x‖ ≥ 1
,

onde x = (x1, x2, ..., xn) e ‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que

f ∈ C∞ (Ω) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é f ∈ C∞0 (Ω) .

Definição 1.1 Diz-se que uma sequência (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) ,

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um compacto K de Ω tal que supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K, ∀ n ∈ N,

(ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente em K, para todo multi-́ındice α.

Observação 1.1 É posśıvel (ver [27]) dotar C∞0 (Ω) com uma topologia de forma que a

noção de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição 1.1.

O espaço C∞0 (Ω), munido da noção de convergência acima definida será denotado por

D (Ω) e denominado de Espaço das Funções Testes sobre Ω.

Uma distribuição (escalar) sobre Ω é um funcional linear cont́ınuo sobre D (Ω) . Mais

precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D (Ω) → R satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ) , ∀ α, β ∈ R e ∀ ϕ, ψ ∈ D (Ω) ,

(ii) T é cont́ınua, isto é, se (ϕn)n∈N converge para ϕ em D (Ω) , então (T (ϕn))n∈N converge

para T (ϕ) em R.

É comum denotar o valor da distribuição T em ϕ por 〈T, ϕ〉 . O conjunto de todas as

distribuições sobre Ω com as operações usuais é um espaço vetorial, o qual representa-se por

D′ (Ω) .

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental

na teoria.

7



Exemplo 1.2 Seja u ∈ L1
loc (Ω) . O funcional Tu : D (Ω)→ R, definido por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u (x)ϕ (x) dx,

é uma distribuição sobre Ω univocamente determinada por u (ver [21]) . Por esta razão,

identifica-se u à distribuição Tu por ela definida e, desta forma, L1
loc (Ω) será identificado a

uma parte (própria) de D′ (Ω) .

Exemplo 1.3 Consideremos 0 ∈ Ω e o funcional δ0 : D (Ω)→ R, definido por

〈δ0, ϕ〉 = ϕ (0) .

δ0 é uma distribuição sobre Ω (ver [21]) . Além disso, mostra-se que δ0 não é definido por

uma função de L1
loc (Ω) , isto é, não existe f ∈ L1

loc (Ω) tal que 〈δ0, ϕ〉 =
∫
fϕ.

Definição 1.2 Diz-se que uma sequência (Tn)n∈N em D′ (Ω) converge para T em D′ (Ω) ,

quando a sequência numérica (〈Tn, ϕ〉)n∈N convergir para 〈T, ϕ〉 em R, para toda ϕ ∈ D (Ω) .

Definição 1.3 Sejam T uma distribuição sobre Ω e α um multi-́ındice. A derivada DαT

(no sentido das distribuições) de ordem |α| de T é o funcional definido em D (Ω) por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Observação 1.2 Decorre da Definição 1.3 que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas

de todas as ordens.

Observação 1.3 DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D′ (Ω) . De fato, vê-se

facilmente que DαT é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (ϕn)n∈N convergindo

para ϕ em D (Ω) . Assim, |〈DαT, ϕn〉 − 〈DαT, ϕ〉| ≤ |〈T,Dαϕn −Dαϕ〉| → 0, quando

n→∞.

Observação 1.4 A aplicação Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω) tal que T 7→ DαT é linear e cont́ınua

no sentido da convergência definida em D′ (Ω) (ver [22]) .
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Dado um número inteiro m > 0, por Wm,p (Ω) , 1 ≤ p ≤ ∞, representa-se o espaço de

Sobolev de ordem m sobre Ω, isto é, o espaço vetorial das (classes de) funções u ∈ Lp (Ω)

tais que Dαu ∈ Lp (Ω), para todo multi-́ındice α, com |α| ≤ m.

O espaço Wm,p (Ω) munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|p dx

 1
p

, quando 1 ≤ p <∞

e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup ess
x∈Ω

|Dαu (x)| , quando p =∞,

é um espaço de Banach (vide [22]) .

Observação 1.5 Quando p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é denotado por Hm (Ω) , o qual munido

do produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu (x)Dαv (x) dx

é um espaço de Hilbert.

Denotamos por V no nosso trabalho o subespaço de H1 (0, L) definido por

V =
{
u ∈ H1 (0, L) ; u(0) = 0

}
.

A norma do gradiente e a norma do H1 (0, L) são equivalentes em V . Assim,

consideraremos V munido do produto interno e norma dados respectivamente por

((u, v)) = (ux, vx) , ‖u‖2 = |ux|2 ,

onde (·, ·) e |·| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L2 (0, L) .

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p <∞, o espaço de

Banach das (classes de) funções u, definidas em ]0, T [ com valores em X, que são fortemente

mensuráveis e ‖u (t)‖pX é integrável a Lebesgue em ]0, T [ , com a norma

‖u (t)‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
) 1

p

.
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Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções u, definidas em

]0, T [ com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ‖u (t)‖X possui supremo essencial

finito em ]0, T [ , com a norma

‖u (t)‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈]0,T [

‖u (t)‖X .

Observação 1.6 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;X) é um

espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u (t) , v (t))X dt.

Se X é separável, então podemos identificar

[Lp (0, T ;X)]′ ≈ Lq (0, T ;X ′) ,

onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificação[
L1 (0, T ;X)

]′ ≈ L∞ (0, T ;X ′) .

Essas identificações encontram-se detalhadas em [13].

O espaço vetorial das aplicações lineares e cont́ınuas de D (0, T ) em X é denominado de

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre ]0, T [ com valores em X e denotado por D′ (0, T ;X) .

Definição 1.4 Dada S ∈ D′ (0, T ;X), define-se a derivada de ordem n como sendo a

distribuição vetorial sobre ]0, T [ com valores em X dada por〈
dnS

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
S,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ ϕ ∈ D (0, T ) .

Exemplo 1.4 Dadas u ∈ Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p <∞, e ϕ ∈ D (0, T ) a aplicação

Tu : D (0, T )→ X, definida por

Tu (ϕ) =

∫ T

0

u (t)ϕ (t) dt,

integral de Bochner em X, é linear e cont́ınua no sentido da convergência de D (0, T ), logo

uma distribuição vetorial. A aplicação u 7→ Tu é injetiva, de modo que podemos identificar

u com Tu e, neste sentido, temos Lp (0, T ;X) ⊂ D′ (0, T ;X) .
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Consideremos o espaço

Wm,p (0, T ;X) =
{
u ∈ Lp (0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp (0, T ;X) , j = 1, ...,m

}
,

onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Equipado

com a norma

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =

(
m∑
j=0

∥∥u(j)
∥∥p
Lp(0,T ;X)

) 1
p

,

Wm,p (0, T ;X) é um espaço de Banach (vide [1]).

Observação 1.7 Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p (0, T ;X) será

denotado por Hm (0, T ;X) , que munido do produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑
j=0

(
u(j), v(j)

)
L2(0,T ;X)

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0, T ;X) o fecho, em Hm (0, T ;X) , de D (0, T ;X)

e por H−m (0, T ;X) o dual topológico de Hm
0 (0, T ;X) .

1.2 Principais Resultados Utilizados

Lema 1.1 (Imersão de Sobolev) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ

regular.

(i) Se n > pm, então Wm,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) , onde q ∈
[
1,

np

n−mp

]
.

(ii) Se n = pm, então Wm,p (Ω) ↪→ Lq (Ω) , onde q ∈ [1,+∞) .

(iii) Se n = 1 e m ≥ 1, então Wm,p (Ω) ↪→ L∞ (Ω) .

Prova: Ver [5].

Lema 1.2 (Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado do Rn com fronteira Γ

regular.
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(i) Se n > pm, então Wm,p (Ω)
c
↪→ Lq (Ω) , onde q ∈

[
1,

2n

n− 2m

)
.

(ii) Se n = pm, então Wm,p (Ω)
c
↪→ Lq (Ω) , onde q ∈ [1,+∞) .

(iii) Se pm > n então Wm,p (Ω)
c
↪→ Ck

(
Ω
)
, onde k é um inteiro não negativo tal que

k < m− (n/p) ≤ k + 1

Prova: Ver [5].

Teorema 1.1 (Teorema do Traço) A aplicação linear

u 7−→ (γ0u, γ1u, ..., γm−1u) =

(
u|Γ ,

∂u

∂νA

∣∣∣∣
Γ

, ...,
∂m−1u

∂νm−1
A

∣∣∣∣
Γ

)

de D
(
Ω
)

em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p (Γ), prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação linear,

cont́ınua e sobrejetiva de Wm,p (Ω) em
m−1∏
j=0

Wm−j− 1
p
,p (Γ) .

Prova: Ver [13].

Observação 1.8 Note que para o caso unidimensional, isto é, Ω = (α, β) , se u ∈ Hm (α, β) ,

então pelo Lema 1.2, u ∈ Cm−1 ([α, β]) . Logo faz sentido definir a função u e suas derivadas

na fronteira, que no caso será Γ = {α, β} .

Agora, enunciaremos um teorema de traço não muito usado na literatura, por isso

seremos fiéis a demonstração feita em [24].

Teorema 1.2 (Teorema do Traço) Sejam p e p′ números reais tais que

p = 2 se n = 1, 2, 3 e p >
n

2
se n ≥ 4 com

1

p
+

1

p′
= 1.

Então a aplicação

u 7−→ (γ0u, γ1u) =

(
u|Γ ,

∂u

∂νA

∣∣∣∣
Γ

)
de D

(
Ω
)

em W
1
p
−1,p′ (Γ) × W

1
p
−2,p′ (Γ) , prolonga-se, por continuidade, a uma aplicação

linear, cont́ınua e sobrejetiva de E =
{
v ∈ Lp′(Ω); ∆v ∈ L1(Ω)

}
em W

1
p
−1,p′ (Γ) ×

W
1
p
−2,p′ (Γ) .
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Prova: Usaremos a seguinte notação: X = W 2− 1
p
,p(Γ) e Y = W 1− 1

p
,p(Γ), fazendo Z = X×Y.

Pelo teorema 1.1 para cada (ξ, η) ∈ Z, existe uma função w ∈ W 2, p(Ω) tal que γ0w = ξ e

γ1w = η. Pelas hipóteses sobre p, temos que W 2, p(Ω) é imerso continuamente em C
(
Ω
)
.

Para cada v ∈ E, definiremos o funcional Tv em Z por

Tv ((ξ, η)) = (v,∆w)− (∆v, w) ,

que claramente está bem definido. Temos também

|Tv ((ξ, η))| ≤ C
(
‖v‖Lp′ (Ω) + ‖∆v‖L1(Ω)

)
· (‖ξ‖X + ‖η‖Y ) = C ‖v‖E ‖(ξ, η)‖Z .

Então

Tv ∈ Z ′ e ‖Tv‖Z′ ≤ C ‖v‖E . (1.1)

Seja ϕ ∈ D(Ω). Pela definição de Tv e pela fórmula de Green, obtemos

Tϕ ((ξ, η)) = 〈γ0ϕ, η〉 − 〈γ1ϕ, ξ〉 = 〈(−γ1ϕ, γ0ϕ) , (ξ, η)〉 . (1.2)

Por (1.1) e (1.2) podemos estabelecer uma aplicação σ : D(Ω)→ X ′ × Y ′ dada por

σ (ϕ) = (−γ1ϕ, γ0ϕ) ,

linear e cont́ınua, onde D(Ω) está equipado com a topologia induzida de E.

Consideremos a aplicação τ : Z ′ → Z ′ dada por

τ ((−γ1ϕ, γ0ϕ)) = (γ0v, γ1v) .

Como D(Ω) é denso em E (ver [24], Lema 3.1), a extensão γ = τ ◦ σ : E → Z ′ satisfaz as

condições da proposição, como queŕıamos demonstrar.

Teorema 1.3 (Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja E um espaço de Banach. O conjunto

BE′ = {f ∈ E ′; ‖f‖ ≤ 1} é compacto com respeito a topologia fraca * σ (E ′, E).

Prova: Ver [5].
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Lema 1.3 (Lema de Lions) Sejam O um aberto limitado de Rn, (gm)m e g funções de

Lq (O), 1 < q <∞, tais que:

‖gm‖Lq(O) ≤ C e gm → g q.s. em O.

Então gm → g fracamente em Lq (O) .

Prova: Ver [12].

Lema 1.4 (Desigualdade de Gronwall) Seja z (t) uma função real absolutamente

cont́ınua em [0, a[ tal que para todo t ∈ [0, a[ tem-se

z (t) = C +

∫ t

0

z (s) ds.

Então z (t) ≤ Cet, ∀ t ∈ [0, a[ .

Prova: Ver [21].

Teorema 1.4 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma

sequência de funções de L1 (Ω) . Suponha que

a) fn (x)→ f (x) quase sempre em (Ω) ,

b) Existe uma função g ∈ L1 (Ω) tal que para todo n, |fn (x)| ≤ g (x) q.s em Ω.

Então f ∈ L1 (Ω) e ‖fn − f‖L1 = 0.

Prova: Ver [5].

Lema 1.5 (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sequência de funções de L1 (Ω) tal que

a) para todo n, fn (x) ≥ 0 quase sempre em Ω,

b) sup
n

∫
fn <∞.

Para todo x ∈ Ω temos f (x) = lim
n→∞

inf fn(x). Então f ∈ L1(Ω) e∫
f ≤ lim

n→∞
inf

∫
fn.

Prova: Ver [5].
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Teorema 1.5 (W. A. Strauss [28]) Seja Ω um aberto limitado do Rn, (uν)ν∈N uma

sequência de funções reais mensuráveis em Ω. Vamos considerar a sequência (Fν)ν∈N ,

(Gν)ν∈N funções de R em R tal que Fν ◦ uν , Gν ◦ uν são mensuráveis em Ω para ν ∈ N.

Suponha

a) Fν ◦ uν converge para u quase sempre em Ω,

b)

∫
Ω

|Fν (uν (x))Gν (uν (x))| dx < C, onde C é constante independente de ν ∈ N,

c) Gν →∞ então Fν →∞.

Então, temos

d) u ∈ L1 (Ω) ,

e) Fν ◦ uν converge para u fortemente em L1 (Ω) .

Prova: Ver [19, Teorema 4, pag. 30].

Lema 1.6 Seja F : R→ R cont́ınua e sF (s) ≥ 0, ∀s ∈ R. Então existe uma sequência

(Fk)k∈N tal que sFk (s) ≥ 0 e

a) |Fk (ξ)− Fk (η)| ≤ ck |ξ − η| , ∀ ξ, η ∈ R (i,e Lipschitz),

b) (Fk)k∈N converge uniformemente para F em limitado de R.

Prova: Ver [19, Lema 5, pag. 40].

Lema 1.7 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ ϕ ∈ D(Ω),

se,e somente se, u = 0 quase sempre em Ω.

Prova: Ver [22].

Teorema 1.6 (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam E e F dois espaços de Banach e

seja T um operador linear continuo e bijetivo de E em F. Então existe uma constante c > 0

tal que

BF (0, c) ⊂ T (BE(0, 1)).
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Prova: Ver [5].

Lema 1.8 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Banach e a (u, v) uma forma bilinear,

cont́ınua e coerciva. Para toda ϕ ∈ H ′ existe um único u ∈ H tal que

a (u, v) = 〈ϕ, v〉 , para toda v ∈ H

Além disso, se a é simétrica, u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a (u, u)− 〈ϕ, u〉 = Min

v∈H

{
1

2
a (v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Prova: Ver [5].

Vamos agora estabelecer alguns resultados de regularidade eĺıptica essenciais ao nosso

trabalho.

Proposição 1.1 Dada f ∈ L2 (0, L) , existe uma única solução u do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−uxx = f em (0, L)

u (0) = 0

ux (L) = 0

tal que u ∈ V ∩H2 (0, L) e, além disso, existe C > 0 tal que ‖u‖H2(0,L) ≤ C |f | .

Prova: Consideremos a forma bilinear ((·, ·)) e a forma linear Γ : V → R definida por

〈Γ, v〉 = (f, v) .

Observemos que

• ((·, ·)) é cont́ınua, pois ((u, v)) ≤ ‖u‖ · ‖v‖ ,

• ((·, ·)) é coerciva. De fato, ((u, u)) ≥ ‖v‖2 ≥ 1
L2 |v|2 , onde L > 0 é constante tal que

|·| ≤ L ‖·‖ ,

• Γ é continua. Com efeito, |〈Γ, v〉| = |(f, v)| < |f | · |v| ≤ L |f | ·‖v‖ e como f ∈ L2 (0, L) ,

temos |〈L, v〉| ≤ C ‖v‖ .
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Assim, usando o Lema 1.8 existe uma única função u ∈ V satisfazendo

((u, v)) = 〈Γ, v〉 = (f, v) , ∀v ∈ V. (1.3)

Usando integração por partes, obtemos por (1.3),

(−uxx, v) + ux (L) v (L) = (f, v), ∀v ∈ V. (1.4)

Como D(0, L) ⊂ V, temos

(−uxx, v) + ux (L) v (L) = (f, v), ∀v ∈ D(0, L).

Logo,

(−uxx, v) = (f, v), ∀v ∈ D(0, L),

ou seja,

(−uxx − f, v) = 0, ∀v ∈ D(0, L),

o que implica

−uxx = f em D′(0, L).

Como f ∈ L2 (0, L) , temos que u ∈ H2(0, L) e

−uxx = f em L2 (0, L) ,

o que segue

−uxx = f q.s em (0, L) . (1.5)

Agora por (1.4) e (1.5), obtemos

ux (L) v (L) = 0, ∀v ∈ V,

isto é, ux (L) = 0.

Como o operador
∂

∂x2
: V ∩H2(0, L)→ L2(0, L) é linear, cont́ınuo e bijetivo, segue do

Teorema 1.6 que ‖u‖H2 ≤ C |−uxx| = C |f | . �
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Proposição 1.2 Dados f ∈ L2 (0, L) e β ∈ R, existe uma única solução u do problema de

valor de fronteira ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−uxx = f em (0, L) ,

u (0) = 0,

ux (L) = β,

(1.6)

pertecente a V ∩H2 (0, L) .Além disso, existe C > 0, tal que ‖u‖H2(0,L) ≤ C [|f |+ |β|] .

Prova: Consideremos a função h : [0, L]→ R, definida por h (x) = βx. Temos

‖h‖2
H2(0,L) = |h|2L2(0,L) + |hx|2L2(0,L) + |hxx|2L2(0,L) =

β2L3

3
+ β2L,

ou seja,

‖h‖H2(0,L) = C1 |β| , (1.7)

onde C1 =
√

(L3/3) + L.

Seja w solução do seguinte problema de valores de fronteira∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−wxx = f em (0, L) ,

w (0) = 0,

wx (L) = 0.

Como f ∈ L2(0, L), pela Proposição 1.1 temos a existência de w, com w ∈ V ∩H2 (0, L) e

constante C2 > 0 tal que

‖w‖H2(0,L) ≤ C2 |f | . (1.8)

Tomemos u = w+h. Assim u ∈ V ∩H2 (0, L) é solução de (1.6). Por (1.7) e (1.8) segue

‖u‖H2(0,L) = ‖w + h‖H2(0,L) ≤ ‖w‖H2(0,L)+‖h‖H2(0,L) ≤ C2 |f |+C1 |β| ≤ C3 (|f |+ |β|) (1.9)

onde C3 > 0 é tal que C3 ≥ C1 + C2. �

Mostraremos agora a existência e unicidade de solução para o problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−uxx = f em (0, L) , com f ∈ L1 (0, L) ,

u (0) = 0,

ux (L) = 0.

(1.10)
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Formalmente, obtemos de (1.10)1 que∫ L

0

(−uxx) vdx =

∫ L

0

u(−vxx)dx+ ux (0) v (0)− ux (L) v (L)

+u (L) vx (L)− u (0) vx (0) =

∫ L

0

fvdx

(1.11)

Tomando em (1.11) v ∈ D = {ϕ ∈ V ∩H2 (0, L) ; ϕx (L) = 0} , obtemos∫ L

0

u(−vxx)dx =

∫ L

0

fvdx, ∀v ∈ D. (1.12)

Adotaremos (1.12) como definição de solução de (1.10). Para garantir a existência e unicidade

de soluções de(1.10) consideraremos o seguinte resultado:

Proposição 1.3 Se f ∈ L1 (0, L) , então existe uma única função u ∈ L2 (0, L) satisfazendo

(1.12). A aplicação T : L1 (0, L)→ L2 (0, L) tal que Tf = u é linear, cont́ınua e −uxx = f.

Prova: Seja g ∈ L2 (0, L) e v a solução do problema∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−vxx = g em (0, L) ,

v (0) = 0,

vx (L) = 0.

(1.13)

Pela Proposição 1.1, temos v ∈ D.

Vamos considerar a aplicação S : L2 (0, L)→ C0 ([0, L]) tal que Sg = v, onde v é solução

de (1.13).

Afirmação: S é linear e cont́ınua. A linearidade de S é de fácil verificação. Quanto a

continuidade, como Sg = v, v ∈ D e H2 (0, L) está imerso continuamente em C0 ([0, L]) ,

temos

‖Sg‖C0([0,L]) ≤ C ‖Sg‖H2(0,L) = C ‖v‖H2(0,L).

Pela Proposição 1.1, temos a existência de uma constante C > 0 tal que ‖v‖H2(0,L) ≤

C ‖g‖L2(0,L) . Logo

‖Sg‖C0([0,L]) ≤ C ‖g‖L2(0,L),

onde C > 0 depende somente de (0, L) , o que mostra a continuidade de S.
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Seja S∗ a transposta de S, tal que

S∗ :
[
C0 ([0, L])

]′ → L2 (0, L) ; 〈S∗θ, φ〉 = 〈θ, Sφ〉 ,

para toda φ ∈ L2 ( 0, L) , onde 〈·, ·〉 representa diferentes pares de dualidades.

A função u = S∗f satisfaz (1.12). De fato, temos 〈S∗f, g〉 = 〈f, Sg〉 , o que implica∫ L

0

u(−vxx)dx =

∫ L

0

fvdx.

Para a unicidade, seja u1, u2 ∈ L2 (0, L) satisfazendo (1.12). Então∫ L

0

(u1 − u2) (−vxx) dx = 0, ∀v ∈ D. (1.14)

Considerando g ∈ L2 (0, L) e v solução de (1.13), temos por (1.14)∫ L

0

(u1 − u2) gdx = 0, ∀g ∈ L2 (0, L) .

Logo, pelo Lema 1.7 u1 = u2, o que prova a unicidade. Fazendo T = S∗ e sabendo que é

linear e cont́ınua, temos T com as mesmas propriedades e o resultado segue. �

Proposição 1.4 Se f ∈ L1 (0, L) e β ∈ R, então existe uma única solução u ∈ L2(0, L)

satisfazendo ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−uxx = f em (0, L) ,

u (0) = 0,

ux (L) = β.

(1.15)

Prova: Consideremos a função ξ : [0, L]→ R, definida por ξ(x) = βx. Seja w a solução do

problema ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−wxx = f em (0, L) ,

w (0) = 0,

wx (L) = 0.

Como f ∈ L1 (0, L) , pela Proposição (1.3) temos w ∈ L2 (0, L) . Tomando u = w + ξ, temos

u ∈ L2 (0, L) , solução de (1.15).
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Para a unicidade, sejam u1 e u2 soluções de (1.15). Então v = u1 − u2 é solução de∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−vxx = 0 em (0, L) ,

v (0) = 0,

vx(L) = 0.

Logo, pela Proposição 1.3, temos v = 0, o que implica que u1 = u2. �

Proposição 1.5 Em V ∩H2 (0, L) a norma do H2 (0, L) e a norma

u 7→
[
|−uxx|2 + |ux (L)|2

] 1
2 ,

são equivalentes.

Prova: Seja u ∈ V ∩H2 (0, L) . Então−uxx ∈ L2 ( 0, L) e ux (L) ∈ R. Assim, pela Proposição

1.2

‖u‖H2(0,L) ≤ C
[
|−uxx|2 + |ux (L)|2

] 1
2 .

Por outro lado, temos

|ux (L)| ≤ sup
x∈[0,L]

|ux| ≤ ‖u‖C1([0,L]) ≤ C ‖u‖H2(0,L) , (1.16)

onde C > 0 é a constante de imersão de H2 (0, L) em C1 ([0, L]) . Como

u ∈ V ∩H2 (0, L) , temos também

|−uxx|2 ≤ C ‖u‖H2(0,L) .

Logo (
|−uxx|2 + |ux (L)|2

)1
2 ≤ C ‖u‖H2(0,L) ,

onde C é uma constante positiva. �

Proposição 1.6 Sejam u0 ∈ V ∩H2 (0, L) , u1 ∈ V e u0
x (L) + u1 (L) = 0. Então, para cada

ε > 0, existem w(1) e z(1) pertencentes a V ∩H2 (0, L) , tais que∥∥w(1) − u0
∥∥
V ∩H2(0,L)

< ε e
∥∥z(1) − u1

∥∥
V
< ε,

com w
(1)
x (L) + z(1) (L) = 0.
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Prova: Como V ∩H2 (0, L) é denso em V , para cada ε > 0 existe z(1) ∈ V ∩H2 (0, L) tal

que
∥∥z(1) − u1

∥∥
V
< ε.

Consideremos o problema ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−w(1)

xx = −u0
xx em (0, L) ,

w(1) (0) = 0,

w
(1)
x (L) = −z(1) (L) .

Pelas Proposições 1.2 e 1.5, segue que w(1) ∈ V ∩H2 (0, L) e∥∥w(1) − u0
∥∥2

V ∩H2(0,L)
=
∣∣∣−w(1)

xx + u0
xx

∣∣∣2 +
∣∣∣w(1)

x (L)− u0
x (L)

∣∣∣2 =
∣∣−z(1) (L) + u1 (L)

∣∣2
≤ C

∥∥z(1) − u1
∥∥2

V
< Cε2. �

Proposição 1.7 Sejam u0, v0 ∈ V ∩H2 (0, L) , v1 ∈ V e u0 (L) + v0
x (L) + v1 (L) = 0. Para

cada ε > 0, existem w(2) e z(2) pertencentes a V ∩H2 (0, L) tais que

∥∥w(2) − v0
∥∥
V ∩H2(0,L)

< ε e
∥∥z(2) − v1

∥∥
V
< ε,

com u0 (L) + w
(2)
x (L) + z(2) (L) = 0.

Prova: Como V ∩H2 (0, L) é denso em V , para cada ε > 0, existe z(2) ∈ V ∩H2 (0, L) tal

que
∥∥z(2) − v1

∥∥
V
< ε.

Consideremos o problema:∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−w(2)

xx = −v0
xx em (0, L) ,

w(2) (0) = 0,

w
(2)
x (L) = −u0 (L)− z(2) (L) .

Pelas Proposições 1.2 e 1.5, segue que w(2) ∈V ∩H2 (0, L) e∥∥w(2) − v0
∥∥2

V ∩H2(0,L)
=
∣∣∣−w(2)

xx + v0
xx

∣∣∣2 +
∣∣∣w(2)

x (L)− v0
x (L)

∣∣∣2
=
∣∣−u0(L)− z(2) (L)− (−u0(L)− v1 (L))

∣∣2 =
∣∣−z(2) (L) + v1 (L)

∣∣2
≤ C

∥∥z(2) − v1
∥∥2

V
= Cε2. �
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Caṕıtulo 2

Solução Forte

Nosso objetivo neste caṕıtulo é provar a existência e unicidade de soluções para o

problema (2) − (4), quando u0, v0, u1 e v1 são dados suficientemente regulares. Usaremos

para isso o método de Faedo-Galerkin.

Sejam Q como na introdução, a, b funções definidas em Q, u0, v0, u1, v1 funções definidas

em (0, L) e f, g funções definidas em R satisfazendo

f, g : R→ R funções Lipschitzianas com constantes cf e cg, respectivamente,

e sf (s) ≥ 0, sg (s) ≥ 0, ∀s ∈ R,
(2.1)

(
u0, u1

)
∈
[
V ∩H2 (0, L)

]
× V, (2.2)(

v0, v1
)
∈
[
V ∩H2 (0, L)

]
× V, (2.3)

u0
x (L) + u1 (L) = 0, (2.4)

u0 (L) + v0
x (L) + v1 (L) = 0, (2.5)

e

a, b ∈ H1
(
0, T, L2 (0, L)

)
. (2.6)

Teorema 2.1 Sejam f, g, u0, v0, u1, v1, a e b satisfazendo as hipóteses (2.1)− (2.6). Então

existem únicas funções u, v : Q→ R, tais que

u, v ∈ L∞ (0, T, V ) ∩ L2
(
0, T,H2 (0, L)

)
, (2.7)
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ut, vt ∈ L∞ (0, T, V ) , (2.8)

utt, vtt ∈ L2(Q), (2.9)

ρh3

12
utt − uxx +K (u+ vx) + f(u) = a em L2 (Q) , (2.10)

ρhvtt −K (u+ vx)x + g(v) = b em L2 (Q) , (2.11)

ux (L, ·) + ut (L, ·) = 0 em (0, T ) , (2.12)

u (L, ·) + vx (L, ·) + vt (L, ·) = 0 em (0, T ) , (2.13)

u(0) = u0, ut(0) = u1, v(0) = v0, vt(0) = v1 em (0, L) . (2.14)

Prova. Para a existência de solução forte, usaremos o método de Faedo-Galerkin com uma

base especial em V ∩ H2 (0, L) . Esse método consiste em três etapas. Na primeira etapa,

encontraremos soluções aproximadas em um espaço de dimensão finita. Na segunda etapa,

faremos estimativas para essa solução aproximada e na terceira etapa faremos a passagem

ao limite.

• Existência.

Soluções Aproximadas.

Primeiramente contruiremos uma base adequada para as soluções aproximadas.

Como os dados u0, v0 ∈ V ∩H2 (0, L) e u1, v1 ∈ V , satisfazem (2.4) e (2.5), segue pelas

Proposições 1.6 e 1.7 a existência de quatro sequências (u0k)k∈N, (u1k)k∈N, (v0k)k∈N e (v1k)k∈N

de vetores em V ∩H2 (0, L) tais que

u0k → u0 fortemente em V ∩H2 (0, L) , (2.15)

v0k → v0 fortemente em V ∩H2 (0, L) , (2.16)

u1k → u1 fortemente em V, (2.17)

v1k → v1 fortemente em V, (2.18)

u0k
x (L) + u1k(L) = 0, ∀k ∈ N, (2.19)
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u0k(L) + v0k
x (L) + v1k(L) = 0, ∀ k ∈ N. (2.20)

Fixando k ∈ N, para u0k, v0k, u1k e v1k linearmente independentes tomaremos

wk1 =
u0k

‖u0k‖V ∩H2(0,L)

, wk2 =
u1k

‖u1k‖V ∩H2(0,L)

, wk3 =
v1k

‖v1k‖V ∩H2(0,L)

e wk4 =
v0k

‖v0k‖V ∩H2(0,L)

como os quatro primeiros termos da base. Pelo processo de ortogonalização

de Gram-Schimidt constrúıremos uma base em V ∩ H2 (0, L) representada por{
wk1 , w

k
2 , w

k
3 , w

k
4 , ...w

k
n, ...

}
para cada k ∈ N.

Se para cada k ∈ N fixado, os vetores não forem linearmente independentes, é suficiente

tomar o número máximo de vetores linearmente independentes dos quatro e continuar o

processo. Agora, para cada m ∈ N, consideramos V k
m =

[
wk1 , w

k
2 , w

k
3 , w

k
4 , ...w

k
m

]
o subespaço

de V ∩ H2 (0, L) gerado pelos m primeiros vetores da base obtida. Iremos então encontrar

soluções aproximadas ukm, vkm ∈ V k
m do tipo

ukm (x, t) =
m∑
j=1

µjkm (t)wkj (x),

vkm (x, t) =
m∑
j=1

hjkm (t)wkj (x),

onde µjkm(t) e hjkm(t) são soluções do problema inicial para o seguinte sistema de equações

diferenciais ordinárias∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
+ ρh

(
vkmtt (t) , ϕ

)
+K

(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ + ϕx

)
+
((
ukm (t) , ψ

))
+ ukmt (L, t)ψ (L, t) + vkmt (L, t)ϕ (L, t) +

(
f(ukm (t)

)
, ψ)

+
(
g(vkm (t)

)
, ϕ) = (a (t) , ψ) + (b (t) , ϕ) , ∀ψ, ϕ ∈ V k

m,

ukm(0) = u0km → u0 fortemente em V ∩H2 (0, L) ,

vkm(0) = v0km → v0 fortemente em V ∩H2 (0, L) ,

ukmt (0) = u1km → u1 fortemente em V,

vkmt (0) = v1km → v1 fortemnete em V.

(2.21)

O sistema acima tem solução no intervalo [0, tkm] , com tkm < T (ver Apêndice, Corolários

A.1) e essa solução pode ser estendida a todo o intervalo [0, T ] como consequência das

estimativas a priori que faremos a seguir.

25



Estimativas I. Fazendo ψ = 2ukmt (t) e ϕ = 2vkmt (t) em (2.21)1 obtemos

ρh3

12
2
(
ukmtt (t) , ukmt (t)

)
+ 2ρh

(
vkmtt (t) , vkmt (t)

)
+ 2K

(
(ukm + vkmx ) (t) ,

(
(ukm + vkmx ) (t)

)
t

)
+2
((
ukm (t) , ukmt (t)

))
+ 2ukmt (L, t)ukmt (L, t) + 2vkmt (L, t)vkmt (L, t) + 2

(
f(ukm (t)), ukmt (t)

)
+2
(
g(vkm (t)), vkmt (t)

)
= 2

(
a (t) , ukmt (t)

)
+ 2

(
b (t) , vkmt (t)

)
,

o que implica

ρh3

12

d

dt

∣∣ukmt (t)
∣∣2 + ρh

d

dt

∣∣vkmt (t)
∣∣2 +K

d

dt

∣∣(ukm + vkmx ) (t)
∣∣2 +

d

dt

∥∥ukm (t)
∥∥2

+2
d

dt

∫ L

0

F (ukm (x, t))dx+ 2
d

dt

∫ L

0

G(vkm (x, t))dx+ 2
∣∣ukmt (L, t)

∣∣2 + 2
∣∣vkmt (L, t)

∣∣2
= 2

(
a (t) , ukmt (t)

)
+ 2

(
b (t) , vkmt (t)

)
,

(2.22)

onde F (t) =
∫ t

0
f(s)ds e G(t) =

∫ t
0
g(s)ds.

Integrando (2.22) de 0 a t ≤ tkm, obtemos

ρh3

12

∣∣ukmt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vkmt (t)
∣∣2 +K

∣∣(ukm + vkmx )(t)
∣∣2 +

∥∥ukm (t)
∥∥2

+ 2

∫ t

0

∣∣ukmt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vkmt (L, s)
∣∣2 ds+ 2

∫ L

0

F (ukm (x, t))dx+ 2

∫ L

0

G(vkm (x, t))dx =
ρh3

12

∣∣u1km
∣∣2

+ρh
∣∣v1km

∣∣2 +K
∣∣u0km + v0km

x

∣∣2 +
∥∥u0km

∥∥2
+ 2

∫ L

0

F (u0km)dx+ 2

∫ L

0

G(v0km)dx

+2

∫ t

0

(
a (s) , ukmt (s)

)
ds+ 2

∫ t

0

(
b (s) , vkmt (s)

)
ds.

Usando a desigualdade de Young, (2.6), (2.21)2, (2.21)3 na última igualdade obtemos

ρh3

12

∣∣ukmt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vkmt (t)
∣∣2 +K

∣∣(ukm + vkmx ) (t)
∣∣2 +

∥∥ukm(t)
∥∥2

+ 2

∫ t

0

∣∣ukmt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vkmt (L, s)
∣∣2 dt+ 2

∫ L

0

F (ukm (x, t))dx+ 2

∫ L

0

G(vkm (x, t))dx ≤ C1 + 2

∫ L

0

F (u0km)dx

+2

∫ L

0

G(v0km)dx+

∫ t

0

∣∣ukmt (s)
∣∣2 ds+

∫ t

0

∣∣vkmt (s)
∣∣2 ds,

(2.23)

onde a constante C1 > 0, independente de m, k e t, é tal que

C1 ≥
ρh3

12

∣∣u1km
∣∣2 + ρh

∣∣v1km
∣∣2 +K

∣∣u0km + v0km
x

∣∣2 +
∥∥u0km

∥∥2
+

∫ T

0

|a (t)|2 dt+

∫ T

0

|b (t)|2 dt.
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Obteremos agora estimativa para os termos 2
∫ L

0
F (u0km)dx e 2

∫ L
0
G(v0km)dx. Como

f(s)s ≥ 0 e g(s)s ≥ 0, temos que F (t) ≥ 0 e G(t) ≥ 0, para todo t ∈ [0, T ] e f(0) = g(0) = 0.

Logo obtemos por (2.1) que∫ L

0

F (u0km)dx ≤ cf
∣∣u0km

∣∣2 e

∫ L

0

G(v0km)dx ≤ cg
∣∣v0km

∣∣2 . (2.24)

Por (2.21)2, (2.21)3 e (2.24), a desigualdade (2.23) tranforma-se em

ρh3

12

∣∣ukmt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vkmt (t)
∣∣2 +K

∣∣(ukm + vkmx )(t)
∣∣2 +

∥∥ukm(t)
∥∥2

+2

∫ t

0

∣∣ukmt (L, s)
∣∣2 ds+ 2

∫ t

0

∣∣vkmt (L, s)
∣∣2 ds+ 2

∫ L

0

F (ukm (x, t))dx

+2

∫ L

0

G(vkm (x, t))dx ≤ C2 +

∫ t

0

(∣∣ukmt (s)
∣∣2 +

∣∣vkmt (s)
∣∣2) ds,

(2.25)

onde a constante C2 > 0, independente de m, k e t, é tal que C2 ≥ C1+cf
∣∣u0km

∣∣2+cg
∣∣v0km

∣∣2 .
Usando o lema 1.4(Desigualdade de Gronwall) em (2.25), podemos concluir que∣∣ukmt (t)

∣∣2 +
∣∣vkmt (t)

∣∣2 +
∣∣(ukm + vkmx )(t)

∣∣2 +
∥∥ukm(t)

∥∥2
+ 2

∫ t

0

∣∣ukmt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vkmt (L, s)
∣∣2 ds ≤ C3,

(2.26)

onde C3 > 0 é uma constante que independe de m, k e t. Desta forma podemos estender a

solução para todo o intervalo [0, T ] (Ver Apêndice, Corolário A.2).

Estimativas II. Derivando (2.21)1 em relação a t obtemos

ρh3

12

(
ukmttt (t) , ψ

)
+ ρh

(
vkmttt (t) , ϕ

)
+K

((
(ukm + vkmx ) (t)

)
t
, ψ + ϕx

)
+
((
ukmt (t) , ψ

))
+ukmtt (L, t)ψ (L, t) + vkmtt (L, t)ϕ (L, t) +

(
ft(u

km (t)
)
ukmt , ϕ) +

(
gt(v

km (t)
)
vkmt (t) , ϕ)

= (at (t) , ψ) + (bt (t) , ϕ)

(2.27)

Fazendo ψ = 2ukmtt (t) e ϕ = 2vkmtt (t) em (2.27), obtemos

ρh3

12
2
(
ukmttt (t) , ukmtt (t)

)
+ ρh2

(
vkmttt (t) , vkmtt (t)

)
+ 2K((ukmt + vkmxt ) (t) , (ukmtt + vkmtt ) (t))

+2
((
ukmt (t) , ukmtt (t)

))
+ 2

∣∣ukmtt (L, t)
∣∣2 + 2

∣∣vkmtt (L, t)
∣∣2 + 2

(
ft(u

km (t))ukmt (t) , ukmtt (t)
)

+2
(
gt(v

km (t)
)
vkmt (t) , vkmtt (t)) = 2

(
at (t) , ukmtt (t)

)
+ 2

(
bt (t) , vkmtt (t)

)
,
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o que implica

ρh3

12

d

dt

∣∣ukmtt (t)
∣∣2 + ρh

d

dt

∣∣vkmtt (t)
∣∣2 +K

d

dt

∣∣((ukm + vkmx ) (t)
)
t

∣∣2 +
d

dt

∥∥ukmt (t)
∥∥2

+2
∣∣ukmtt (L, t)

∣∣2 + 2
∣∣vkmtt (L, t)

∣∣2 + 2
(
ft(u

km (t))ukmt (t) , ukmtt (t)
)

+2
(
gt(v

km (t)
)
vkmt (t) , vkmtt (t)) = 2

(
at (t) , ukmtt (t)

)
+ 2

(
bt (t) , vkmtt (t)

)
.

(2.28)

Integrando (2.28) de 0 a t ≤ T , obtemos

ρh3

12

∣∣ukmtt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vkmtt (t)
∣∣2 +K

∣∣(ukm + vkmx
)
t
(t)
∣∣2 +

∥∥ukmt (t)
∥∥2

+ 2

∫ t

0

∣∣ukmtt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vkmtt (L, s)
∣∣2 ds =

ρh3

12

∣∣ukmtt (0)
∣∣2 + ρh

∣∣vkmtt (0)
∣∣2 +K

∣∣u1km + v1km
x

∣∣2 +
∥∥u1km

∥∥2

+2

∫ t

0

(
at (s) , ukmtt (s)

)
ds+ 2

∫ t

0

(
bt (s) , vkmtt (s)

)
dt− 2

∫ t

0

(
ft(u

km (s))ukmt (s) , ukmtt (s)
)
ds

−2

∫ t

0

(
gt(v

km (s)
)
vkmt (s) , vkmtt (s))ds.

(2.29)

Observação 2.1 Por (2.1)1 e usando as desigualdades de Schwarz e de Young, obtemos

−2

∫ t

0

(
ft(u

km (s))ukmt (s) , ukmtt (s)
)
dt ≤

∫ t

0

∣∣(ft(ukm (s))ukmt (s) , ukmtt (s)
)∣∣ dt

≤ cf

∫ t

0

∣∣ukmt (s)
∣∣ ∣∣ukmtt (s)

∣∣ ds ≤ cf
2

∫ t

0

∣∣ukmt (s)
∣∣2 ds+

cf
2

∫ t

0

∣∣ukmtt (s)
∣∣2 ds

e, de modo análogo,

−2

∫ t

0

(
gt(v

km (s)
)
vkmt (s) , vkmtt (s))ds ≤

∫ t

0

∣∣(gt(vkm (s)
)
vkmt (s) , vkmtt (s))

∣∣ ds
≤ cg

∫ t

0

∣∣vkmt (s)
∣∣ ∣∣vkmtt (s)

∣∣ ds ≤ cg
2

∫ t

0

∣∣vkmt (s)
∣∣2 ds+

cg
2

∫ t

0

∣∣vkmtt (s)
∣∣2 ds.

Observação 2.2 Iremos agora obter estimativas para os termos
∣∣ukmtt (0)

∣∣ e
∣∣vkmtt (0)

∣∣. Para

isso consideremos as seguintes equações

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
−
(
ukmxx (t) , ψ

)
+K

(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
+
(
f(ukm (t)), ψ

)
= (a (t) , ψ) ,

(2.30)
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e

ρh
(
vkmtt (t) , ϕ

)
−K

(
(
(
ukm + vkmx

)
(t))x, ϕ

)
+
(
g(vkm (t)), ϕ

)
= (b (t) , ϕ) , (2.31)

para todo ψ, ϕ ∈ V k
m.

Fazendo t = 0 e ψ = ukmtt (0) na equação (2.30), obtemos

ρh3

12

(
ukmtt (0), ukmtt (0)

)
−
(
u0km
xx , ukmtt (0)

)
+K

(
u0km + v0km

x , ukmtt (0)
)

+
(
f(u0km), ukmtt (0)

)
=
(
a (0) , u0km

tt

)
,

o que implica

ρh3

12

∣∣ukmtt (0)
∣∣2 =

(
u0km
xx , ukmtt (0)

)
−K

(
u0km + v0km

x , ukmtt (0)
)
−
(
f(u0km), ukmtt (0)

)
+
(
a (0) , ukmtt (0)

)
.

(2.32)

Usando em (2.32) a desigualdade de Schwarz, obtemos

ρh3

12

∣∣ukmtt (0)
∣∣2 ≤ ∣∣u0km

xx

∣∣ · ∣∣ukmtt (0)
∣∣+K

∣∣u0km + v0km
x

∣∣ · ∣∣ukmtt (0)
∣∣+
∣∣f(u0km)

∣∣ · ∣∣ukmtt (0)
∣∣

+ |a (0)|
∣∣ukmtt (0)

∣∣ ,
o que implica

ρh3

12

∣∣ukmtt (0)
∣∣ ≤ ∣∣u0km

xx

∣∣+K
∣∣u0km + v0km

x

∣∣+
∣∣f(u0km)

∣∣+ |a (0)| . (2.33)

Usando (2.1), (2.6), (2.21)2 e (2.21)3, em (2.33), obtemos que

∣∣ukmtt (0)
∣∣ ≤ C4,

onde C4 > 0 é uma constante que independe de m, k e t.

Agora fazendo t = 0 e ϕ = vkmtt (0) na equação (2.31) obtemos

ρh
(
vkmtt (0) , vkmtt (0)

)
−K

(
u0km
x + v0km

xx , vkmtt (0)
)

+
(
g(v0km), vkmtt (0)

)
=
(
b (0) , vkmtt (0)

)
,

o que implica

ρh
∣∣vkmtt (0)

∣∣2 = K
(
u0km
x + v0km

xx , vkmtt (0)
)
−
(
g(v0km), vkmtt (0)

)
+
(
b (0) , vkmtt (0)

)
. (2.34)
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Usando a desigualdade de Schwarz em (2.34), obtemos

ρh
∣∣vkmtt (0)

∣∣2 ≤ K
∣∣u0km
x + v0km

xx

∣∣ · ∣∣vkmtt (0)
∣∣+
∣∣g (v0km

)∣∣ · ∣∣vkmtt (0)
∣∣+ |b (0)| ·

∣∣vkmtt (0)
∣∣ ,

o que implica

ρh
∣∣vkmtt (0)

∣∣ ≤ K
∣∣u0km
x + v0km

xx

∣∣+
∣∣g (v0km

)∣∣+ |b (0)| . (2.35)

Usando (2.1), (2.6), (2.21)2 e (2.21)3 em (2.35), temos

∣∣vkmtt (0)
∣∣ ≤ C5,

onde C5 > 0 é uma constante que independe de m, k e t.

Assim, usando a desigualdade de Young em (2.29), as observações 2.1 e 2.2 e por (2.6) ,

(2.21)2 e (2.21)3 obtemos

ρh3

12

∣∣ukmtt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vkmtt (t)
∣∣2 +K

∣∣(ukm + vkmx
)
t
(t)
∣∣2 +

∥∥ukmt (t)
∥∥2

+ 2

∫ t

0

∣∣ukmtt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vkmtt (L, s)
∣∣2 ds ≤ C6 + cf

∫ t

0

∣∣ukmt (s)
∣∣2 ds+ (cf + 1)

∫ t

0

∣∣ukmtt (s)
∣∣2 ds

+cg

∫ t

0

∣∣vkmt (s)
∣∣2 ds+ (cg + 1)

∫ t

0

∣∣vkmtt (s)
∣∣2 ds,

(2.36)

onde C6 > 0 é uma constante tal que

C6 ≥
ρh3

12
C2

4 + ρhC2
5 +K

∣∣u1km + v1km
x

∣∣2 +
∥∥u1km

∥∥2
+

∫ T

0

|at (t)|2 dt+

∫ T

0

|bt (t)|2 dt.

Usando o lema 1.4(Desigualdade de Gronwall) em (2.36), conclúımos que

∣∣ukmtt (t)
∣∣2 +

∣∣vkmtt (t)
∣∣2 +

∣∣(ukm + vkmx
)
t
(t)
∣∣2 +

∥∥ukmt (t)
∥∥2

+ 2

∫ t

0

∣∣ukmtt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vkmtt (L, s)
∣∣2 ds ≤ C7,

(2.37)

onde C7 é constante que independe de t, k e m.

Passagem ao limite. Por (2.26) e (2.37), temos que

(ukm) é limitado em L∞(0, T, V ), (2.38)
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(ukmt ) é limitado em L∞(0, T, V ), (2.39)

(ukmtt ) é limitado em L2(Q), (2.40)(
ukmt (L)

)
é limitado em L2(0, T ), (2.41)

(vkm) é limitado em L∞(0, T, V ), (2.42)

(vkmt ) é limitado em L∞(0, T, V ), (2.43)

(vkmtt ) é limitado em L2(Q), (2.44)(
vkmt (L)

)
é limitado em L2(0, T ), (2.45)

Por (2.1) e (2.38) obtemos

(f(ukm)) é limitado em L2(Q), (2.46)

pois ∫
Q

|f (u (x, t))|2 dxdt ≤ c2
f

∫ T

0

|u (t)|2 dt ≤ c2
fL

2

∫ T

0

‖u (t)‖2 dt <∞.

Similarmente, por (2.1) e (2.42) , temos

(g(vkm)) é limitado em L2(Q). (2.47)

Assim, pelo Teorema 1.3 e (2.38)− (2.47), existem duas sequências de (ukm) e (vkm), ainda

denotadas da mesma forma, tais que

ukm → uk fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.48)

ukmt → ukt fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.49)

ukmtt → uktt fracamente em L2(Q), (2.50)

ukmt (L)→ ukt (L) fracamente em L2(0, T ), (2.51)

vkm → vk fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.52)

vkmt → vkt fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.53)

vkmtt → vktt fracamente em L2(Q), (2.54)
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vkmt (L)→ vkt (L) fracamente em L2(0, T ), (2.55)

Por (2.38), (2.39), (2.42) e (2.43), temos que (ukm) e (vkm) são limitadas em H1(Q) e, como

H1(Q) é imerso compactamente em L2(Q), existirão sequências, ainda denotadas da mesma

forma, tais que

ukm → uk q.s. em Q,

vkm → vk q.s. em Q.

Como f e g são Lipschitzianas, segue

f(ukm)→ f(uk) q.s. em Q, (2.56)

g(vkm)→ g(vk) q.s. em Q. (2.57)

Logo, por (2.46), (2.47), (2.56), (2.57) e usando o Lema 1.3 temos

f(ukm)→ f(uk) fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.58)

e

g(vkm)→ g(vk) fraco− ∗ em L∞(0, T, V ). (2.59)

Vimos que as estimativas (2.26) e (2.37) independem de k, logo usando argumento análogo

ao usado para obter uk e vk das sequências (ukm) e (vkm), faremos agora k →∞ em uk e vk

para obter as funções u e v tais que

uk → u fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.60)

ukt → ut fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.61)

uktt → utt fracamente em L2(Q), (2.62)

ukt (L)→ ut(L) fracamente em L2(0, T ), (2.63)

vk → v fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.64)

vkt → vt fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.65)

vktt → vtt fracamente em L2(Q), (2.66)
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vkt (L)→ vt(L) fracamente em L2(0, T ), (2.67)

f(uk)→ f(u) fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (2.68)

g(vk)→ g(v) fraco− ∗ em L∞(0, T, V ). (2.69)

Nas equações (2.30) e (2.31), temos

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
−
(
ukmxx (t) , ψ

)
+K

(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
+
(
f(ukm (t)), ψ

)
= (a (t) , ψ) ,

e

ρh
(
vkmtt (t) , ϕ

)
−K

((
ukm + vkmx

)
x

(t) , ϕ
)

+
(
g(vkm (t)), ϕ

)
= (b (t) , ϕ) ,

para todo ψ, ϕ ∈ V k
m. Como V k

m é denso em V , temos que as equações acima são válidas para

toda ψ, ϕ ∈ V . Logo, em particular

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
+
((
ukm (t) , ψ

))
+ ukmt (L, t)ψ(L, t) +K

(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
+
(
f(ukm (t)), ψ

)
= (a (t) , ψ) ,

(2.70)

e

ρh
(
vkmtt (t) , ϕ

)
+K((ukm + vkmx ) (t) , ϕx) +Kvkmt (L, t)ϕ(L, t) +

(
g(vkm (t)), ϕ

)
= (b (t) , ϕ) ,

(2.71)

para toda ψ, ϕ ∈ D(0, L)

Multiplicando (2.70) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T obtemos

ρh3

12

∫ T

0

(
ukmtt (t) , ψ

)
θdt+

∫ T

0

((
ukm (t) , ψ

))
θdt+

∫ T

0

ukmt (L, t)ψ(L, t)θdt

+K

∫ T

0

(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
θdt+

∫ T

0

(
f(ukm (t)), ψ

)
θdt =

∫ T

0

(a (t) , ψ) θdt.

(2.72)

Fazendo m → ∞ e k → ∞ em (2.72) e usando (2.48), (2.50) − (2.52), (2.58), (2.60),

(2.62)− (2.64), e (2.68), segue que

ρh3

12

∫ T

0

(utt (t) , ψ) θdt+

∫ T

0

((u (t) , ψ)) θdt+

∫ T

0

ut(L, t)ψ(L, t)θdt

+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , ψ) θdt+

∫ T

0

(f(u (t)), ψ) θdt =

∫ T

0

(a (t) , ψ) θdt,

(2.73)
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o que implica〈
ρh3

12
(utt (t) , ψ)− (uxx (t) , ψ) +K ((u+ vx) (t) , ψ) + (f(u (t)), ψ)

− (a (t) , ψ) , θ〉
D′(0,T ),D(0,T )

= 0, ∀θ ∈ D(0, T ) e ∀ψ ∈ D(0, L)

Logo〈
ρh3

12
utt (t)− uxx (t) +K(u+ vx) (t) + f(u (t))− a (t) , ψ

〉
D′(0,L),D(0,L)

= 0,

para todo ψ ∈ D(0, L), no sentido de D′(0, T ).

Assim, obtemos

ρh3

12
utt − uxx +K(u+ vx) + f(u) = a em D′(Q).

Mas por (2.6), (2.60), (2.62), (2.64) e (2.68), temos

ρh3

12
utt − uxx +K(u+ vx) + f(u) = a em L2(Q). (2.74)

Multiplicando (2.71) por θ ∈ D(0, T ) e integrando de 0 a T obtemos

ρh

∫ T

0

(
vkmtt (t) , ϕ

)
θdt+K

∫ T

0

((ukm + vkmx ) (t) , ϕx)θdt+K

∫ T

0

vkmt (L, t)ϕ(L, t)θdt

+

∫ T

0

(
g(vkm (t)), ϕ

)
θdt =

∫ T

0

(b (t) , ϕ) θdt.

(2.75)

Fazendo m → ∞ e k → ∞ em (2.75) e usando (2.48), (2.52)− (2.55), (2.59), (2.60),

(2.64) e (2.66)− (2.69), segue que

ρh

∫ T

0

(vtt (t) , ϕ) θdt+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , ϕx)θdt+K

∫ T

0

vt(L, t)ϕ(L, t)θdt

+

∫ T

0

(g(v (t)), ϕ) θdt =

∫ T

0

(b (t) , ϕ) θdt, ∀ϕ ∈ D(0, L), ∀θ ∈ D(0, T ).

(2.76)

Assim

〈ρh (vtt (t) , ϕ)−K((u+ vx)x (t) , ϕ) + (g(v (t)), ϕ)− (b (t) , ϕ) , θ〉
D′(0,T ),D(0,T )

= 0,
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para todo θ ∈ D(0, T ) e todo ϕ ∈ D(0, L). Logo

〈ρhvtt (t)−K(u+ vx)x (t) + g(v (t))− b (t) , ϕ〉
D′(0,L),D(0,L)

= 0,

para toda ϕ ∈ D(0, L), no sentido de D′(0, T ).

Desta forma, obtemos

ρhvtt −K(u+ vx)x + g(v) = b em D′(Q).

Por (2.6), (2.60), (2.66) e (2.69) obtemos

ρhvtt −K(u+ vx)x + g(v) = b em L2(Q). (2.77)

Condições de Fronteira.

Temos por (2.73)

ρh3

12

∫ T

0

(utt (t) , ψ)θdt+

∫ T

0

((u (t) , ψ)) θdt+

∫ T

0

ut(L, t)ψ(L, t)θdt

+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , ψ) θdt+

∫ T

0

(f(u (t)), ψ) θdt =

∫ T

0

(a (t) , ψ) θdt.

(2.78)

Multiplicando (2.74) por ψθ, ψ ∈ V e θ ∈ D(0, T ), integrando em Q e usando integração por

partes, obtemos

ρh3

12

∫ T

0

(utt (t) , ψ) θdt+

∫ T

0

((u (t) , ψ)) θdt−
∫ T

0

ux(L, t)ψ(L, t)θdt

+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , ψ) θdt+

∫ T

0

(f(u (t)), ψ) θdt =

∫ T

0

(a (t) , ψ) θdt.

(2.79)

Comparando (2.78) e (2.79), segue que∫ T

0

[ut(L, t) + ux(L, t)]ψ(L, t)θdt = 0, ∀θ ∈ D(0, T ) e ∀ψ ∈ V,

o que implica

(ut(L) + ux(L))ψ(L) = 0, em (0, T ) e ∀ψ ∈ V.

Logo

ut(L) + ux(L) = 0 em (0, T ) . (2.80)
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Agora, temos por (2.76)

ρh

∫ T

0

(vtt (t) , ϕ) θdt+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , ϕx)θdt+K

∫ T

0

vt(L, t)ϕ(L, t)θdt

+

∫ T

0

(g(v (t)), ϕ) θdt =

∫ T

0

(b (t) , ϕ) θdt.

(2.81)

Multiplicando (2.77) por ϕθ, ϕ ∈ V e θ ∈ D(0, T ), integrando em Q e usando integração por

partes, obtemos

ρh

∫ T

0

(vtt (t) , ϕ) θdt+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , ϕx)θdt−K
∫ T

0

(u+ vx)(L, t)ϕ(L, t)θdt

+

∫ T

0

(g(v (t)), ϕ) θdt =

∫ T

0

(b (t) , ϕ) θdt.

(2.82)

Comparando (2.81) e (2.82), segue que

K

∫ T

0

(vt(L, t) + u(L, t) + vx(L, t))ϕ(L, t)θdt = 0, ∀θ ∈ D(0, T ) e ∀ϕ ∈ V.

Logo

vt(L) + u(L) + vx(L) = 0 em (0, T ) . (2.83)

Regularidade da Solução.

O próximo passo da prova do teorema é mostrar que as funções u e v pertencem a

L2(0, T,H2(0, L)). Para isso, consideremos os seguintes problemas eĺıpticos:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−uxx (t) = −ρh

3

12
utt (t)−K(u+ vx) (t)− f(u (t)) + a (t) em (0, L) ,

u(0, t) = 0,

ux(L, t) = −ut(L, t),

(2.84)

e ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−vxx (t) = −ρh
K
vtt (t) + ux (t)− 1

K
g(v (t)) +

1

K
b(t) em (0, L),

v(0, t) = 0,

vx(L, t) = −(u(L, t) + vt(L, t)).

(2.85)

Como −ρh
3

12
utt−K(u+ vx)− f(u) +a ∈ L2(Q) e −ut(L, t) ∈ R, temos, pela Proposição

1.2, que a solução u (t) de (2.84) pertence a H2(0, L) e, portanto, u ∈ L2(0, T,H2(0, L)).
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Analogamente, para o problema (2.85), como −ρh
K
vtt + ux −

1

K
g(v) +

1

K
b ∈ L2(Q) e

− (u(L, t) + vt(L, t)) ∈ R, temos v ∈ L2(0, T,H2(0, L)). Assim encontramos as soluções

u e v nos espaços L∞(0, T, V ) ∩ L2 (0, T,H2(0, L)) como queŕıamos.

Condições Iniciais.

• u(0) = u0 (Analogamente para v (0) = v0)

Como u ∈ L2(0, T, V ) e ut ∈ L2(0, T, V ), temos pelo Teorema 1.2 que u ∈ C0([0, T ] ;V ),

logo faz sentido u(·, 0).

Segue de (2.61) que ∫ T

0

(ukt (t), ψ)θ(t)dt→
∫ T

0

(ut(t), ψ)θ(t)dt,

para toda ψ ∈ V e θ ∈ C1([0, T ]), com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0 e que pode ser reescrita por∫ T

0

d

dt
(uk(t), ψ)θ(t)dt→

∫ T

0

d

dt
(u(t), ψ)θ(t)dt. (2.86)

Segue de (2.60) que ∫ T

0

(uk(t), ψ)θ′(t)dt→
∫ T

0

(u(t), ψ)θ′(t)dt, (2.87)

para todo ψ ∈ V e θ ∈ C1([0, T ]), com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0

De (2.86) e (2.87) obtemos∫ T

0

d

dt

[
(uk(t), ψ)θ(t)

]
dt→

∫ T

0

d

dt
[(u(t), ψ)θ(t)] dt,

Logo

(uk(t), ψ)θ(t)
∣∣T
0
→ (u(t), ψ)θ(t)|T0 ,

o que implica

(uk(0), ψ(0))→ (u(0), ψ(0)), ∀ψ ∈ V

Mas por (2.21)2

(u0k, ψ)→ (u0, ψ); ∀ψ ∈ V ,

Portanto, (u(0), ψ) = (u0, ψ); para todo ψ ∈ V, isto é, u(0) = u0
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• ut(0) = u1 (Analogamente para vt (0) = v1).

Como ut ∈ L2(0, T, V ) e utt ∈ L2(0, T, L2(0, L)), temos pelo Teorema 1.2 que ut ∈

C0([0, T ] , L2(0, L)), logo faz sentido ut(0).

Temos de (2.30)

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
+
((
ukm (t) , ψ

))
+ ukmt (L, t)ψ(L, t) +K

(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
+
(
f(ukm (t)), ψ

)
= (a (t) , ψ) .

(2.88)

Multiplicando (2.88) por θδ definida por

θδ =

∣∣∣∣∣∣ −
t

δ
+ 1 se 0 ≤ t ≤ δ

0 se δ ≤ t ≤ T

e integrando de 0 a T obtemos∫ T

0

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
θδdt+

∫ T

0

((
ukm (t) , ψ

))
θδdt+

∫ T

0

ukmt (L, t)ψ(L, t)θδdt

+

∫ T

0

K
(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
θδdt+

∫ T

0

(
f(ukm (t)), ψ

)
θδdt =

∫ T

0

(a (t) , ψ) θδdt.

(2.89)

Observemos que∫ T

0

ρh3

12

(
ukmtt (t) , ψ

)
θδdt =

∫ T

0

ρh3

12

d

dt

(
ukmt (t) , ψ

)
θδdt =

ρh3

12

(
ukmt (t) , ψ

)
θδ
∣∣T
0

+
1

δ

∫ T

0

ρh3

12

(
ukmt (t) , ψ

)
dt.

(2.90)

Substituindo (2.90) em (2.89), obtemos

−ρh
3

12

(
u1k, ψ

)
+

1

δ

ρh3

12

∫ δ

0

(
ukmt (t) , ψ

)
dt+

∫ δ

0

ukmt (L, t)ψ(L, t)θδdt+

∫ δ

0

((
ukm (t) , ψ

))
θδdt∫ δ

0

K
(
(ukm + vkmx ) (t) , ψ

)
θδdt+

∫ δ

0

(
f(ukm (t)), ψ

)
θδdt =

∫ δ

0

(a (t) , ψ) θδdt.

Fazendo m, k → ∞ na igualdade acima e usando as convergências (2.48) , (2.49) , (2.51) ,

(2.52) , (2.58) , (2.60) , (2.61) , (2.63) , (2.64) e (2.68), temos

−ρh
3

12
(u1, ψ) +

1

δ

ρh3

12

∫ δ

0

(ut (t) , ψ) dt+

∫ δ

0

ut(L, t)ψ(L, t)θδdt+

∫ δ

0

((u (t) , ψ)) θδdt∫ δ

0

K ((u+ vx) (t) , ψ) θδdt+

∫ δ

0

(f(u (t)), ψ) θδdt =

∫ δ

0

(a (t) , ψ) θδdt.

(2.91)
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Fazendo agora o limite em (2.91) quando δ → 0, obtemos

−
(
u1, ψ

)
+ (ut(0), ψ) = 0.

Logo, (u1, ψ) = (ut(0), ψ) , ∀ψ ∈ V e, portanto, ut(0) = u1.

• Unicidade. Suponha que os pares (u, v) e (û, v̂) sejam soluções fortes de (2) − (4).

Assim pelo Teorema 2.1 o par (w(1), w(2)), onde w(1) = u− û e w(2) = v − v̂, satisfaz

w(1), w(2) ∈ L∞ (0, T, V ) ∩ L2
(
0, T,H2 (0, L)

)
, (2.92)

w
(1)
t , w

(2)
t ∈ L∞ (0, T, V ) , (2.93)

w
(1)
tt , w

(2)
tt ∈ L2 (Q) , (2.94)

ρh3

12
w

(1)
tt − w(1)

xx +K(w(1) + w(2)
x ) + f(u)− f(û) = 0 q.s em Q (2.95)

ρhw
(2)
tt −K(w(1) + w(2)

x )x + g(v)− g(v̂) = 0 q.s em Q (2.96)

w(1)
x (L, t) + w

(1)
t (L, t) = 0 em (0, T ) (2.97)

w(1)(L, t) + w
(2)
t (L, t) + w(2)

x (L, t) = 0 em (0, T ) (2.98)

w(1)(0) = w
(1)
t (0) = w(2)(0) = w

(2)
t (0) = 0 sobre (0, L) (2.99)

Fazendo o produto interno em L2 (0, L) da equação (2.95) por ψ = 2w
(1)
t (t) e da equção

(2.96) por ϕ = 2w
(2)
t (t), integrando por partes e somando, obtemos

ρh3

12

d

dt

∣∣∣w(1)
t (t)

∣∣∣2 + ρh
d

dt

∣∣∣w(2)
t (t)

∣∣∣2 +K
d

dt

∣∣∣(w(1) + w
(2)
x ) (t)

∣∣∣2 +
d

dt

∥∥∥w(1)
t (t)

∥∥∥2

+2
∣∣∣w(1)

t (L, t)
∣∣∣2 + 2(f(u (t))− f(û (t)), w

(1)
t (t)) +K2

∣∣∣w(2)
t (L, t)

∣∣∣2
+2(g(v (t))− g(v̂ (t)), w

(2)
t ) = 0

(2.100)

Integrando a equação (2.100) de 0 a t e usando as condições (2.99) , segue

ρh3

12

∣∣∣w(1)
t (t)

∣∣∣2 + ρh
∣∣∣w(2)

t (t)
∣∣∣2 +K

∣∣∣(w(1) + w
(2)
x )(t)

∣∣∣2 +
∣∣∣∣w(1)(t)

∣∣∣∣2 + 2

∫ t

0

∣∣∣w(1)
t (L, s)

∣∣∣2 ds
+K2

∫ t

0

∣∣∣w(2)
t (L, s)

∣∣∣2 ds = 2

∫ t

0

(f(û (s))− f(u (s)), w
(1)
t )ds+ 2

∫ t

0

(g(v̂ (s))− g(v (s)), w
(2)
t )ds
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Como f e g são funções Lipschitzianas(ver (2.1)), temos

ρh3

12

∣∣∣w(1)
t (t)

∣∣∣2 + ρh
∣∣∣w(2)

t (t)
∣∣∣2 +K

∣∣∣(w(1) + w
(2)
x )(t)

∣∣∣2 +
∣∣∣∣w(1)(t)

∣∣∣∣2
≤ 2cf

∫ t

0

∣∣w(1) (s)
∣∣ · ∣∣∣w(1)

t (s)
∣∣∣ ds+ 2cg

∫ t

0

∣∣w(2) (s)
∣∣ · ∣∣∣w(2)

t (s)
∣∣∣ ds. (2.101)

Aplicando a desigualdade de Young em (2.101), obtemos

ρh3

12

∣∣∣w(1)
t (t)

∣∣∣2 + ρh
∣∣∣w(2)

t (t)
∣∣∣2 +K

∣∣∣(w(1) + w
(2)
x )(t)

∣∣∣2 +
∣∣∣∣w(1)(t)

∣∣∣∣2
≤ cf

∫ t

0

∣∣w(1) (s)
∣∣2 ds+ cf

∫ t

0

∣∣∣w(1)
t (s)

∣∣∣2 ds+ cg

∫ t

0

∣∣w(2) (s)
∣∣2 ds+ cg

∫ t

0

∣∣∣w(2)
t (s)

∣∣∣2 ds
Chamando C1 = min

{
ρh3

12
, ρh,K, 1

}
e C2 = máx {cf , cg} obtemos

∣∣∣w(1)
t (t)

∣∣∣2 +
∣∣∣w(2)

t (t)
∣∣∣2 +

∣∣∣(w(1) + w
(2)
x )(t)

∣∣∣2 +
∣∣∣∣w(1)(t)

∣∣∣∣2
≤ C2

C1

∫ t

0

[∣∣w(1) (s)
∣∣2 +

∣∣∣w(1)
t (s)

∣∣∣2 +
∣∣w(2) (s)

∣∣2 +
∣∣∣w(2)

t (s)
∣∣∣2 +

∣∣∣(w(1) + w
(2)
x )(s)

∣∣∣2 +
∣∣∣∣w(1)(s)

∣∣∣∣2] ds.
(2.102)

Usando em (2.102) o Lema 1.4(Desigualdade de Gronwall), concluimos∣∣∣w(1)
t (t)

∣∣∣2 +
∣∣∣w(2)

t (t)
∣∣∣2 +

∣∣(w(1) + w(2)
x )(t)

∣∣2 +
∣∣∣∣w(1)(t)

∣∣∣∣2 = 0.

Logo,
∣∣∣∣w(1)(t)

∣∣∣∣2 = 0, ∀t ∈ [0, T ] , o que implica w(1)(t) = 0, ou seja, u = û.

Temos também,
∣∣∣∣w(2)(t)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣(w(1)(t) + w
(2)
x (t)

∣∣∣ +
∣∣w(1)(t)

∣∣ = 0, ∀t ∈ [0, T ] . Assim,∣∣∣∣w(2)(t)
∣∣∣∣ = 0, e, portanto, v = v̂. Com isso, conclúımos a prova do teorema. �
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Caṕıtulo 3

Solução Fraca

Consideremos agora o nosso problema com menos regularidade nos dados iniciais e

supondo agora f e g cont́ınuas com f(s)s ≥ 0 e g(s)s ≥ 0, ∀s ∈ R. A solução obtida com

esses dados será denominada ”solução fraca”.

Teorema 3.1 Seja Q como na introdução e

f, g : R→ R cont́ınuas tais que f(s)s ≥ 0 e g(s)s ≥ 0, ∀s ∈ R, (3.1)

(u0, u1, a) ∈ V × L2(0, L)× L2(Q), (3.2)

(v0, v1, b) ∈ V × L2(0, L)× L2(Q), (3.3)

F (u0), G(v0) ∈ L1(0, L). (3.4)

Então existem funções u, v : Q→ R tais que

u, v ∈ L∞(0, T, V ), (3.5)

ut, vt ∈ L2(0, T, L2(0, L)), (3.6)

ρh3

12
utt − uxx +K (u+ vx) + f(u) = a em L1(0, T, V ′ + L1(0, L)), (3.7)

ρhvtt −K (u+ vx)x + g(v) = em L1(0, T, V ′ + L1(0, L)), (3.8)

ux (L, ·) + ut (L, ·) = 0 em L2(0, T ), (3.9)
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u (L, ·) + vx (L, ·) + vt (L, ·) = 0 em L2(0, T ), (3.10)

u(0) = u0, ut(0) = u1, v(0) = v0, vt(0) = v1 em (0, L) . (3.11)

Prova. Pelo Lema 1.6, existem sequências de funções (fν)ν∈N e (gν)ν∈N, tais que para

cada ν ∈ N, fν , gν : R→ R são Lipschitzianas, com constantes de Lipschitz cfν e cgν ,

respectivamente, satisfazendo sfν(s) ≥ 0 e sgν(s) ≥ 0, ∀s ∈ R. Cada sequência (fν)ν∈N e

(gν)ν∈N converge uniformemente para f e g, respectivamente, em subconjuntos limitados de

R. Como u0 e v0 não são necessariamente limitados, aproximaremos u0 e v0 por funções

limitadas de V . Para isto consideremos a função ξj(s) : R→ R definida por

ξj(s) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−j, se s < −j,

s, se |s| ≤ j,

j, se s > j,

Considerando ξj(u
0) = u0j e ξj(v

0) = v0j, temos por Kinderlehrer e Stampacchia [7] que as

sequências (u0j)j∈N e (v0j)j∈N estão contidas em V, limitadas quase sempre em [0, L] e

u0j → u0 fortemente em V, (3.12)

v0j → v0 fortemente em V. (3.13)

Tomemos as sequências de funções (u0jp)p∈N, (v0jp)p∈N em V ∩ H2(0, L), (u1p)p∈N, (v1p)p∈N

em V e (ap)p∈N , (bp)p∈N em H1(0, T, L2(0, L)) tais que, por densidade,

u0jp → u0j fortemente em V, (3.14)

v0jp → v0j fortemente em V, (3.15)

u1p → u1 fortemente em L2(0, L), (3.16)

v1p → v1 fortemente em L2(0, L), (3.17)

u0jp
x (L, ·) + u1p(L, ·) = 0 em (0, T ) , (3.18)

u0jp
x (L, ·) + v0jp

x (L, ·) + v0jp
t (L, ·) = 0 em (0, T ) , (3.19)
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ap → a fortemente em L2(Q), (3.20)

bp → b fortemente em L2(Q). (3.21)

Para cada dois ternos (u0jp, u1p, ap) , (v0jp, v1p, bp) ∈ [V ∩H2(0, L)]×V ×H1(0, L, L2(0, L)),

temos que existem únicas funções ujpν , vjpν : Q → R nas condições do Teorema 2.1. Desta

forma temos a seguinte equação

ρh3

12

(
ujpνtt (t) , ψ

)
+ ρh

(
vjpνtt (t) , ϕ

)
+K ((ujpν + vjpνx ) (t) , ψ + ϕx) + (ujpν (t) , ψ)

+ujpνt (L, t)ψ (L, t) + vjpνt (L, t)ϕ (L, t) + (fν(u
jpν (t)) , ψ) + (gν(v

jpν (t)) , ϕ)

= (ap (t) , ψ) + (bp (t) , ϕ) .

(3.22)

Estimativas. Fazendo ψ = 2ujpνt e ϕ = 2vjpνt em (3.22), obtemos

ρh3

12

d

dt

∣∣ujpνt (t)
∣∣2 + ρh

d

dt

∣∣vjpνt (t)
∣∣2 +K

d

dt
|(ujpν + vjpνx ) (t)|2 +

d

dt
||ujpν (t)||2

+2
∣∣ujpνt (L, t)

∣∣2 + 2
∣∣vjpνt (L, t)

∣∣2 + 2 (fν(u
jpν (t)) , ujpνt (t)) + 2 (gν(v

jpν (t)) , vjpνt (t))

= 2
(
ap (t) , ujpνt (t)

)
+ 2

(
bp (t) , vjpνt (t)

)
.

(3.23)

Integrando a equação (3.23) de 0 a t ≤ T , temos

ρh3

12

∣∣ujpνt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vjpνt (t)
∣∣2 +K |(ujpν + vjpνx )(t)|2 + ||ujpν(t)||2 + 2

∫ t

0

∣∣ujpνt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vjpνt (L, s)
∣∣2 ds+ 2

∫ t

0

(fν(u
jpν) , ujpνt (s))ds+ 2

∫ t

0

(gν(v
jpν) , vjpνt (s))ds =

ρh3

12

∣∣u1p
t

∣∣2
+ρh

∣∣v1p
t

∣∣2 +K |u0jp + v0pν
x |

2
+ ||u0jp||2 + 2

∫ t

0

(
ap (s) , ujpνt (s)

)
ds+ 2

∫ t

0

(
bp (s) , vjpνt (s)

)
ds.

(3.24)
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Usando a desigualdade de Young em (3.24) segue que

ρh3

12

∣∣ujpνt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vjpνt (t)
∣∣2 +K |(ujpν + vjpνx )(t)|2 + ‖ujpν(t)‖2

+ 2

∫ t

0

∣∣ujpνt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vjpνt (L, s)
∣∣2 ds+ 2

∫ L

0

Fν (ujpν(x, t)) dx+ 2

∫ L

0

Gν (vjpν(x, t)) dx ≤ ρh3

12

∣∣u1p
t

∣∣2
+ρh

∣∣v1p
t

∣∣2 +K |u0jp + v0pν
x |

2
+ ||u0jp||2 + 2

∫ L

0

Fν(u
0jp)dx+ 2

∫ L

0

Gν(v
0jp)dx

+

∫ T

0

|ap(x, t)|2 dt+

∫ T

0

∣∣ujpνt (t)
∣∣2 dt+

∫ T

0

|bp(x, t)|2 dt+

∫ T

0

∣∣vjpνt (t)
∣∣2 dt.

(3.25)

onde Fν(t) =
∫ t

0
fν(s)ds e Gν(t) =

∫ t
0
gν(s)ds.

Observação 3.1 Obteremos estimativas para os termos
∫ L

0
Fν (u0jp(x)) dx e∫ L

0
Gν (v0jp(x)) dx. Como u0j e v0j são limitadas quase sempre em [0, L], ∀j ∈ N, temos

que

fν(u
0j)→ f

(
u0j
)

uniformemente em (0, L) ,

gν(v
0j)→ g

(
v0j
)

uniformemente em (0, L) .

Logo ∫ L

0

Fν
(
u0j(x)

)
dx→

∫ L

0

F
(
u0j(x)

)
dx uniformemente em R, (3.26)∫ L

0

Gν

(
v0j(x)

)
dx→

∫ L

0

G
(
v0j(x, t)

)
dx uniformemente em R. (3.27)

Por (3.12) e (3.13), existem subsequências de (u0j)j∈N e (v0j)j∈N ainda denotadas por (u0j)j∈N

e (v0j)j∈N, tais que

u0j → u0 q.s em (0, L) ,

v0j → v0 q.s em (0, L) .

Então, como F e G são cont́ınuas, temos que F (u0j) → F (u0) e G(v0j) → G(v0) q.s em

[0, L]. Temos também que F (u0j) ≤ F (u0) e G(v0j) ≤ G(v0). Assim por (3.4) e o Teorema

1.4, obtemos

F (u0j)→ F (u0) fortemente em L1(0, L), (3.28)
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G(v0j)→ G(v0) fortemente em L1(0, L). (3.29)

Fazendo o mesmo racioćınio para Fν e Gν, segue que

Fν(u
0jp)→ Fν(u

0j) fortemente em L1(0, L), (3.30)

Gν(v
0jp)→ Gν(v

0j) fortemente em L1(0, L). (3.31)

Por (3.26)− (3.31), temos∫ L

0

Fν(u
0jp (x))dx→

∫ L

0

F
(
u0(x)

)
dx fortemente em R, (3.32)

e ∫ L

0

Gν(v
0jp(x))dx→

∫ L

0

G(v0(x))dx fortemente em R. (3.33)

Então ∫ L

0

Fν(u
0jp(x)dx ≤ C e

∫ L

0

Gν(v
0jp(x)dx ≤ C, (3.34)

onde a constante C > 0 independe de j, p e ν.

Assim, usando (3.12)− (3.17), (3.20) , (3.21), e (3.34) em (3.25), obtemos

ρh3

12

∣∣ujpνt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vjpνt (t)
∣∣2 +K |(ujpν + vjpνx )(t)|2 + ||ujpν(t)||2 + 2

∫ t

0

∣∣ujpνt (L, s)
∣∣2 ds

+2

∫ t

0

∣∣vjpνt (L, s)
∣∣2 ds ≤ C1 +

∫ t

0

∣∣ujpνt ∣∣2 dt+

∫ t

0

∣∣vjpνt

∣∣2 dt,
(3.35)

com C1 > 0 tal que

C1 ≥
ρh3

12
|u1p|2 + ρh |v1p|2 +K |u0jp + v0pν

x |
2

+ ||u0jp||2 + 2

∫ L

0

Fν(u
0jp)dx

+2

∫ L

0

Gν(v
0jp)dx+

∫ T

0

|ap(x, t)|2 dt+

∫ T

0

|bp(x, t)|2 dt.

Usando o Lema 1.4(Desigualdade de Gronwall) em (3.35), segue que

ρh3

12

∣∣ujpνt (t)
∣∣2 + ρh

∣∣vjpνt (t)
∣∣2 +K |(ujpν + vjpνx )(t)|2 + ||ujpν(t)||2

+2

∫ t

0

∣∣ujpνt (L, s)
∣∣2 ds+ 2

∫ t

0

∣∣vjpνt (L, s)
∣∣2 ds ≤ C2,

(3.36)
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onde C2 > 0 independe de j, p, ν e t.

Passagem ao limite. Por (3.36), obtemos

(ujpν) é limitada em L∞(0, T, V ), (3.37)

(vjpν) é limitada em L∞(0, T, V ), (3.38)

(ujpνt ) é limitada em L2(Q), (3.39)

(vjpνt ) é limitada em L2(Q), (3.40)

(ujpνt (L, ·)) é limitada em L2(0, T ), (3.41)

(vjpνt (L, ·)) é limitada em L2(0, T ), (3.42)

Por (2.12) e (2.13) temos

ujpνx (L, ·) + ujpνt (L, ·) = 0 em (0, T ) , (3.43)

e

ujpν (L, ·) + vjpνx (L, ·) + vjpνt (L, ·) = 0 em (0, T ) , (3.44)

que juntamente com (3.37), (3.41) e (3.42), garante-nos

ujpνx (L, ·) é limitado em L2(0, T ), (3.45)

vjpνx (L, ·) é limitado em L2(0, T ). (3.46)

Como as limitações acima são válidas para todo terno (j, p, ν) ∈ N3, em particular

tomaremos para o terno (p, p, p) ∈ N3. Assim, existem duas subsequências (uppp)p∈N e

(vppp)p∈N,que denotaremos por (up)p∈N e (vp)p∈N satisfazendo as mesmas limitações. Pelo

Teorema 1.3, existem funções u, v : Q→ R e χ,Σ : ]0, T [→ R tais que

up → u fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (3.47)

vp → v fraco− ∗ em L∞(0, T, V ), (3.48)

upt → ut fracamente em L2(Q), (3.49)
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vpt → vt fracamente em L2(Q), (3.50)

upx(L, ·)→ χ fracamente em L2(0, T ), (3.51)

vpx(L, ·)→ Σ fracamente em L2(0, T ), (3.52)

upt (L, ·)→ ut(L, ·) fracamente em L2(0, T ), (3.53)

vpt (L, ·)→ vt(L, ·) fracamente em L2(0, T ), (3.54)

Pelo Teorema 2.1, temos que

ρh3

12
uptt − upxx +K(up + vpx) + fp(u

p) = ap em L2(Q), (3.55)

ρhvptt −K (up + vpx)x + gp(v
p) = bp em L2(Q) (3.56)

upx (L, ·) + upt (L, ·) = 0 em (0, T ) , (3.57)

up (L, ·) + vpx (L, ·) + vpt (L, ·) = 0 em (0, T ) . (3.58)

De (3.47)− (3.50), temos que up e vp pertencem a H1(Q), que é imerso compactamente

em L2(Q)(ver Teorema 1.2), logo existem subsequências de (up) e (vp), que denotaremos da

mesma forma, tais que

up → u q.s em Q, (3.59)

vp → v q.s em Q. (3.60)

Como f, g são cont́ınuas, segue

f(up)→ f(u) q.s em Q,

g(vp)→ g(v) q.s em Q.

Como up(x, t) e vp(x, t) são limitados em R,

fp(u
p)→ f(up) q.s em Q,

gp(v
p)→ g(vp) q.s em Q.
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Portanto

fp(u
p)→ f(u) q.s em Q, (3.61)

gp(v
p)→ g(v) q.s em Q. (3.62)

Fazendo o produto interno em L2 (Q) da equação (3.55) com up (t), temos

ρh3

12

∫ T

0

(uptt (t) , up (t))dt+

∫ T

0

((up (t) , up (t)))dt+

∫ T

0

upt (L, T )up(L, T )dt

+K

∫ T

0

((up + vpx) (t) , up (t))dt+

∫ T

0

(fp(u
p (t)), up (t))dt =

∫ T

0

(ap (t) , up (t))dt.

(3.63)

Mas

(uptt, u
p) =

d

dt
(upt , u

p)− |upt |
2 . (3.64)

Logo, substituindo a identidade (3.64) na equação (3.63), segue que∫ T

0

(fp(u
p (t)), up (t)) =

∫ T

0

(ap (t) , up (t)) +
ρh3

12

∫ T

0

|upt (t)|2 dt− ρh3

12

∫ T

0

d

dt
(upt (t) , up (t))dt

−
∫ T

0

upt (L, T )up(L, T )dt−
∫ T

0

((up (t) , up (t)))dt−K
∫ T

0

((up + vpx) (t) , up (t))dt,

o que implica∫ T

0

(fp(u
p (t)), up (t)) =

∫ T

0

(ap (t) , up (t)) +
ρh3

12

∫ T

0

|upt (t)|2 dt− ρh3

12
(upt (T ), up(T ))

+
ρh3

12
(upt (0), up(0))−

∫ T

0

upt (L, T )up(L, T )dt−
∫ T

0

((up (t) , up (t)))dt

−K
∫ T

0

((up + vpx) (t) , up (t))dt.

(3.65)

Aplicando as desigualdades de Schwarz e Young em (3.65), obtemos∫ T

0

(fp(u
p (t)), up (t)) ≤ 1

2

∫ T

0

|ap (t)|2 dt+
1

2

∫ T

0

|up (t)|2 dt+
ρh3

12

∫ T

0

|upt (t)|2 dt

+
ρh3

12
|(upt (T ), up(T ))|+ ρh3

12
|(upt (0), up(0))|+ 1

2

∫ T

0

|upt (L, t)|
2 dt+

1

2

∫ T

0

|up(L, t)|2 dt

+

∫ T

0

||up (t)|| dt+
K

2

∫ T

0

|(up + vpx) (t)|2 dt+
K

2

∫ T

0

|up (t)|2 dt.
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Usando as estimativas (3.37), (3.39), (3.41), sabendo que ap ∈ H1(0, T, L2(0, L)) e (up + vpx)

é limitado em L∞(0, T, L2(0, L)), temos∫ T

0

(fp(u
p (t)), up (t)) ≤ C3, (3.66)

onde C3 > 0 independe de p.

Dos resultados (3.61), (3.66) e pelo Teorema 1.5, segue que

fp(u
p)→ f(u) fortemente em L1(Q). (3.67)

Fazendo o produto interno em L2 (Q) de (3.56) com vp (t), obtemos

ρh

∫ T

0

(vptt (t) , vp (t))dt+K

∫ T

0

((up + vpx) (t) , vpx (t))dt+

∫ T

0

Kvpt (L, t)v
p(L, t)dt

+

∫ T

0

(gp(v
p (t)), vp (t))dt =

∫ T

0

(bp (t) , vp (t))dt.

(3.68)

Mas

ρh(vptt (t) , vp (t)) =
d

dt
(vpt (t) , vp (t))− |vpt (t)|2 . (3.69)

Logo, substituindo a igualdade (3.69) em (3.68), temos∫ T

0

(gp(v
p (t)), vp (t))dt =

∫ T

0

(bp (t) , vp (t))dt+ ρh

∫ T

0

|vpt (t)|2 dt− ρh(vpt (T ), vp(T ))

+ρh(vpt (0), vp(0))−K
∫ T

0

((up + vpx) (t) , vpx (t))dt−K
∫ T

0

vpt (L, t)v
p(L, t)dt.

(3.70)

Aplicando em (3.70) as desigualdades de Schwarz e Young, segue que∫ T

0

(gp(v
p (t)), vp (t))dt ≤ 1

2

∫ T

0

|bp (t)|2 dt+
1

2

∫ T

0

|vp (t)|2 dt+ ρh

∫ T

0

|vpt (t)|2 dt

+ρh |(vpt (T ), vp(T ))|+ ρh |(vpt (0), vp(0))|+ K

2

∫ T

0

|(up + vpx) (t)|2 dt+
K

2

∫ T

0

|vpx (t)|2 dt

+
K

2

∫ T

0

|vpt (L, t)|
2 dt+

K

2

∫ T

0

|vp(L, t)|2 dt.

Usando (3.38), (3.40), (3.42) e sabendo que bp(x, t) ∈ H1(0, T, L2(0, L)) e (up + vpx) é limitado

em L∞(0, T, L2(0, L)), temos ∫ T

0

(gp(v
p), vp)dt ≤ C4, (3.71)
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onde C4 > 0 independe de p.

Por (3.62), (3.71) e pelo Teorema 1.5

gp(v
p)→ g(v) fortemente em L1(Q). (3.72)

Multiplicando (3.55) por γθ, com γ ∈ D(0, L) e θ ∈ D(0, T ) e integrando em Q, obtemos

−ρh
3

12

∫ T

0

(upt (t) , γ)θ′dt+ +

∫ T

0

((up (t) , γ))θdt+

∫ T

0

upt (L, T )γ(L, T )θdt

+K

∫ T

0

((up + vpx) (t) , γ)θdt+

∫ T

0

(fp(u
p (t)), γ)θdt =

∫ T

0

(ap (t) , γ)θdt.

(3.73)

Aplicando as convergências (3.20), (3.47)− (3.49), (3.53) e (3.67) em (3.73), temos

−ρh
3

12

∫ T

0

(ut (t) , γ)θ′dt+ +

∫ T

0

((u (t) , γ))θdt+

∫ T

0

ut(L, T )γ(L, T )θdt

+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , γ)θdt+

∫ T

0

(f(u (t)), γ)θdt =

∫ T

0

(a (t) , γ)θdt,

o que implica

ρh3

12

∫ T

0

〈utt (t) , γ〉D′(0,L),D(0,L) θdt−
∫ T

0

〈uxx (t) , γ〉D′(0,L),D(0,L) θdt+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , γ)θdt

+

∫ T

0

(f(u (t)), γ)θdt =

∫ T

0

(a (t) , γ)θdt,

ou seja〈
ρh3

12
〈utt (t) , γ〉D′(0,L),D(0,L) − 〈uxx (t) , γ〉D′(0,L),D(0,L) +K((u+ vx) (t) , γ) + (f(u (t)), γ)

−(a (t) , γ), θ〉D′(0,T ),D(0,T ) = 0, ∀γ ∈ D (0, L) e ∀θ ∈ D (0, T ) .

Assim 〈
ρh3

12
utt (t)− uxx (t) +K(u+ vx) (t) + f(u (t))− a (t) , γ

〉
D′(0,L),D(0,L)

= 0,

para todo γ ∈ D (0, L) , no sentido de D′ (0, T ) . Portanto

ρh3

12
utt − uxx +K(u+ vx) + f(u) = a em D′(Q).
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Como u ∈ L∞(0, T, V ) então uxx ∈ L∞(0, T, V ′). Por este fato, (3.20), (3.48) e (3.67),

obtemos
ρh3

12
utt − uxx +K(u+ vx) + f(u) = a em L1(0, T, V ′ + L1(0, L)). (3.74)

Multiplicando (3.56) por γθ, com γ ∈ D(0, L) e θ ∈ D(0, T ) e integrando em Q, obtemos

−ρh
∫ T

0

(vpt (t) , γ)θ′dt+K

∫ T

0

((up + vpx) (t) , γx)θdt−K
∫ T

0

vpt (L, t)γ(L, t)dt

+

∫ T

0

(gp(v
p (t)), γ)θdt =

∫ T

0

(bp (t) , γ)θdt.

(3.75)

Aplicando as convergências (3.21), (3.47), (3.48) , (3.50), (3.54) e (3.72) em (3.75), temos

que

−ρh
∫ T

0

(vt (t) , γ)θ′dt+K

∫ T

0

((u+ vx) (t) , γx)θdt−K
∫ T

0

vt(L, t)γ(L, t)dt

+

∫ T

0

(g(v (t)), γ)θdt =

∫ T

0

(b (t) , γ)θdt,

o que implica

ρh

∫ T

0

〈vtt (t) , γ〉D′(0,L),D(0,L) θdt−K
∫ T

0

((u+vx)x (t) , γ)θdt+

∫ T

0

(g(v (t)), γ)θdt =

∫ T

0

(b (t) , γ)θdt,

ou seja〈
ρh 〈vtt (t) , γ〉D′(0,L),D(0,L) −K((u+ vx)x (t) , γ) + (g(v (t)), γ)− (b (t) , γ), θ

〉
D′(0,T ),D(0,T )

= 0,

para todo γ ∈ D (0, L) e para todo θ ∈ D (0, T ) . Assim, segue que

〈ρhvtt (t)−K(u+ vx)x (t) + g(v (t))− b (t) , γ〉
D′(0,L),D(0,L)

= 0,

para todo γ ∈ D (0, L) no sentido de D′ (0, T ) . Portanto

ρhvtt −K(u+ vx)x + g(v) = b em D′(Q).

Como v ∈ L∞(0, T, V ) então vxx ∈ L∞(0, T, V ′). Por (3.21), (3.47) e (3.72), obtemos

ρhvtt −K(u+ vx)x + g(v) = b em L1(0, T, V ′ + L1(0, L)). (3.76)
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Aplicando agora as convergências (3.47), (3.49)− (3.52) em (3.57) e (3.58), obtemos

χ+ ut (L, ·) = 0 em L2(0, T ), (3.77)

e

u (L, ·) + Σ + vt (L, ·) = 0 em L2(0, T ). (3.78)

Provemos agora que ux (L, ·) = χ e vx (L, ·) = Σ.

• ux(L, ·) = χ

Por (3.74) e (3.76), temos que

−uxx = a (x, t)− ρh3

12
utt −K(u+ vx)− f(u), (3.79)

−vxx = b (x, t) +Kux − ρhvtt − g(v). (3.80)

Como em (3.79), a(x, t), ut, (u + vx) ∈ L2(Q) e f(u) ∈ L1(Q), pelas Proposições 1.2 e 1.4

concluimos que existem funções y, z, w ∈ L2(0, T, V ∩H2(0, L)) e η ∈ L1(0, T, L2(0, L)) tais

que −yxx = a(x, t), −zxx = ut, −wxx = u+ vx e −ηxx = f(u). Consequentemente.

−uxx = −yxx +
ρh3

12
(zxx)t +Kwxx + ηxx. (3.81)

Multiplicando (3.81) por θ ∈ D(0, T ) e integrando por partes de 0 a T , obtemos

−
∫ T

0

uxxθdt+

∫ T

0

yxxθdt+
ρh3

12

∫ T

0

zxxθ
′dt−K

∫ T

0

wxxθdt =

∫ T

0

ηxxθdt,

Logo

−
[∫ T

0

uθdt−
∫ T

0

yθdt− ρh3

12

∫ T

0

zθ′dt+K

∫ T

0

wθdt

]
xx

= −
[∫ T

0

−ηθdt
]
xx

.

Pela unicidade do problema dado na Proposição 1.4, obtemos∫ T

0

(
u− y +

ρh3

12
zt +Kw + η

)
θdt = 0, ∀θ ∈ D(0, T ),

ou seja,

u = y − ρh3

12
zt −Kw − η. (3.82)
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Temos que zxt(L, ·) = (zx(L, ·))t (ver [24], Lema 3.2). Portanto aplicando o traço de ordem

1 (Teoremas 1.1 e 1.2) em (3.82) temos que

ux(L, ·) = yx(L, ·)−
ρh3

12
(zx(L, ·))t −Kwx(L, ·)− ηx(L, ·) ∈ H−1 (0, T ) + L1(0, T ).

Sabemos por (3.55) que

−upxx = ap −
ρh3

12
uptt −K(up + vpx)− fp(up).

Como ap(x, t), u
p
t , (up + vpx), fp(u

p) ∈ L2(Q), e pela Proposição 1.2, existem únicas funções

yp, zp, wp, ηp ∈ L2(0, T, V ∩H2(0, L)) tais que −ypxx = ap(x, t), −zpxx = upt , −wpxx = up + vpx

e −ηpxx = fp(u
p). Assim, como foi feito anteriormente,

−upxx = −ypxx +
ρh3

12
(zpxx) +Kwpxx + ηpxx

e

up = yp − ρh3

12
zpt −Kwp − ηp. (3.83)

Por (3.20), (3.47)− (3.49), e (3.67), obtemos

yp → y fracamente em L2(0, T, V ∩H2(0, L)), (3.84)

zp → z fracamente em L2(0, T, V ∩H2(0, L)), (3.85)

wp → w fracamente em L2(0, T, V ∩H2(0, L)), (3.86)

ηp → η fortemente em L1(0, T, E). (3.87)

De (3.85), conclúımos de acordo com os resultados obtidos por Milla Miranda em [23], que

zpt → zt fracamente em H−1(0, T, V ∩H2(0, L)). (3.88)

De (3.84)− (3.88) e pela continuidade do traço, obtemos

ypx(L, ·)→ yx(L, ·) fracamente em L2(0, T ), (3.89)

ηpx(L, ·)→ ηx(L, ·) fortemente em L1(0, T ), (3.90)
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zpxt(L, ·)→ zxt(L, ·) fracamente em H−1(0, T ), (3.91)

wpx(L, ·)→ wx(L, ·) fracamente em L2(0, T ). (3.92)

Observando as convergências (3.89)− (3.92), segue de (3.82) e (3.83) que

upx(L, ·)→ ux(L, ·) fracamente em
[
H1(0, T ) ∩ L∞(0, T )

]′
. (3.93)

Desta forma, comparando (3.51) e (3.93), podemos concluir

χ = ux (L, ·) em L2(0, T ). (3.94)

• vx (L, ·) = Σ.

Como em (3.80), b(x, t), ux, vt ∈ L2(Q) e g(v) ∈ L1(Q), pelas Proposições 1.2 e 1.4,

existem únicas funções α, β, φ ∈ L2(0, T, V ∩ H2(0, L)) e ζ ∈ L1(0, T, L2(0, L)) tais que

−αxx = b(x, t), −βxx = ux, −φxx = vt e −ζxx = g(v). Consequentemente

−Kvxx = −αxx −Kβxx + ρh(φxx) + ζxx. (3.95)

Multiplicando (3.95) por θ ∈ D(0, T ) e integrando por partes de 0 a T, obtemos

−K
∫ T

0

vxxθdt+

∫ T

0

αxxθdt+

∫ T

0

Kβxxθdt+ ρh

∫ T

0

φxxθ
′dt =

∫ T

0

ζxxθdt,

Logo

−
[
K

∫ T

0

vθdt−
∫ T

0

αθdt−
∫ T

0

Kβθdt− ρh
∫ T

0

φθ′dt

]
xx

= −
[∫ T

0

−ζθdt
]
xx

.

Pela unicidade do problema na Proposição 1.4, obtemos∫ T

0

(Kv − α−Kβ − ρhφt + ζ) θdt = 0, ∀θ ∈ D(0, T )

ou seja

Kv = α +Kβ − ρhφt − ζ. (3.96)

Temos que φxt(L, ·) = (φx(L, ·))t (ver [24], Lemma 3.2). Portanto aplicando o traço de ordem

1(Teoremas 1.1 e 1.2) em (3.96), temos

Kvx(L, ·) = αx(L, ·) +Kβx(L, ·)− ρh(φx(L, ·))t − ζx(L, ·) ∈ H−1 (0, T ) + L1(0, T ).
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Sabemos por (3.56) que

−Kvpxx = bp +Kupx − ρhv
p
tt − gp(vp).

Como bp(x, t), upx, vpt , gp(v
p) ∈ L2(Q), e pela Proposição 1.2, existem únicas funções

αp, βp, φp, ζp ∈ L2(0, T, V ∩ H2(0, L)) tais que −αpxx = bp(x, t), −βpxx = upx, −φpxx = vpt e

−ζpxx = gp(v
p). Assim, de modo análogo ao feito anteriormente, obtemos

−Kvxx = −αpxx −Kβpxx + ρh(φpxx)t + ζpxx

e

Kvp = αp +Kβp − ρhφpt − ζp (3.97)

Por (3.21), (3.47), (3.50) e (3.72), obtemos

αp → α fracamente em L2(0, T, V ∩H2(0, L)), (3.98)

βp → β fracamente em L2(0, T, V ∩H2(0, L)), (3.99)

φp → φ fracamente em L2(0, T, V ∩H2(0, L)), (3.100)

ζp → ζ fortemente em L1(0, T, E) (3.101)

e de (3.100) temos pelos resultados de [23], que

φpt → φt fracamente em H−1(0, T, V ∩H2(0, L)). (3.102)

De (3.98)− (3.102) e pela continuidade do traço, segue que

αpx(L, ·)→ α(L, ·) fracamente em L2(0, T ), (3.103)

βpx(L, ·)→ β(L, ·) fracamente em L2(0, T ), (3.104)

ζpx(L, ·)→ ζ(L, ·) fortemente em L1(0, T ), (3.105)

φpx(L, ·)→ φ(L, ·) fracamente em H−1(0, T ). (3.106)

Observando as convergências (3.103)− (3.106) , segue de (3.96) e (3.97) que

vpx(L, ·)→ vx(L, ·) fracamente em
[
H1(0, T ) ∩ L∞(0, T )

]′
. (3.107)

55



Por (3.52), (3.107) e pela unicidade do limite, concluimos

Σ = vx(L, ·) em L2(0, T ).

Condições Iniciais

Como u, v ∈ L2(0, T, V ), ut, vt ∈ L2(0, T, L2(0, L)) e utt, vtt ∈ L1(0, T, L1(0, L) + V ′)

temos pelo Teorema 1.2 que u, v ∈ C0 ([0, T ] ;L2(0, L))∩C1 ([0, T ] ;L1(0, L) + V ′) . Logo faz

sentido u (0) , v (0) , ut (0) e vt (0) . Assim, de modo análogo ao feito no Caṕıtulo 2, obteremos

as condições iniciais do Teorema 3.1. �

Observação 3.2 A unicidade deste problema para o caso geral ainda está em aberto.

Porém, para algumas não linearidades particulares podemos obter a unicidade de solução.

Por exemplo, para o caso em que f e g sejam do tipo

f(s) = |s|ρ s e g(y) = |y|ρ y, ρ > 0, (3.108)

podemos usar um método devido a Visik e Ladyzenscaja (ver [12], pag. 15).

Para efeito ilustrativo faremos a unicidade mencionada na última observação.

• Unicidade (Caso Particular)

Consideremos p = ρ + 2 e p′ seu conjugado [(1/p) + (1/p′) = 1] e suponhamos (u1, v1)

e (u2, v2) nas condições do Teorema 3.1 (No caso particular (3.108)). Então o par (w1, w2),

onde w1 = u1 − u2 e w2 = v1 − v2, satisfaz

w1, w2 ∈ L∞ (0, T, V ∩ Lp (0, L)) , (3.109)

w1
t , w

2
t ∈ L2 (Q) , (3.110)

ρh3

12
w1
tt−w1

xx +K
(
w1 + w2

x

)
+
∣∣u1
∣∣ρ u1−

∣∣u2
∣∣ρ u2 = 0 em L1

(
0, T, V ′ + Lp

′
(0, L)

)
, (3.111)

ρhw2
tt −K

(
w1 + w2

x

)
x

+
∣∣v1
∣∣ρ v1 −

∣∣v2
∣∣ρ v2 = 0 em L1

(
0, T, V ′ + Lp

′
(0, L)

)
, (3.112)

w1
x (L, ·) + w1

t (L, ·) = 0 em L2 (0, T ) , (3.113)
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w1 (L, ·) + w2
x (L, ·) + w2

t (L, ·) = 0 em L2 (0, T ) , (3.114)

w1(0) = w1
t (0) = w2(0) = w2

t (0) = 0 em (0, L) . (3.115)

Notemos que não faz sentido as dualidades 〈w1
tt, w

1
t 〉 e 〈w2

tt, w
2
t 〉. Então definamos as funções

zi (t) =

 −
∫ s

t

wi (ξ) dξ, se 0 ≤ t ≤ s,

0, se s ≤ t ≤ T.

(i = 1, 2)

Temos então que zi ∈ L∞ (0, T, V ∩ Lp (0, L)) e zit (t) = wi (t) . Fazendo wi1 (t) =
∫ t

0
wi (ξ) dξ,

podemos concluir que zi (t) = wi1 (t)− wi1 (s) .

Como V ′+Lp
′
(0, L) está continuamente imerso em (V ∩ Lp (0, L))′ , faz sentido as dualidades

〈·, ·〉X′,X de (3.111) com z1 e de (3.112) com z2, onde X = L∞ (0, T, V ∩ Lp (0, L)) .

Multiplicando (3.111) por z1 e (3.112) por z2 e integrando de 0 a s, obtemos

ρh3

12

∫ s

0

〈w1
tt (t) , z1 (t)〉E′,E dt+ ρh

∫ s

0

〈w2
tt (t) , z2 (t)〉E′,E dt+

∫ s

0

((w1 (t) , z1 (t))) dt

+

∫ s

0

〈
|u1 (t)|ρ u1 (t)− |u2 (t)|ρ u2 (t) , z1 (t)

〉
E′,E

dt+K

∫ s

0

((w1 + w2
x) (t) , z1 (t) + z2

x (t)) dt

+

∫ s

0

〈
|v1 (t)|ρ v1 (t)− |v2 (t)|ρ v2 (t) , z2 (t)

〉
E′,E

dt = 0,

(3.116)

onde E = V ∩ Lp (0, L) .

Analisemos alguns termos de (3.116).

•
∫ s

0

〈witt (t) , zi (t)〉E′,E dt (i = 1, 2)

Temos que

d

dt

(
wit (t) , zi (t)

)
=
〈
witt (t) , zi (t)

〉
E′,E

+
(
wit (t) , zit (t)

)
.

Logo∫ s

0

〈witt (t) , zi (t)〉E′,E dt =

∫ s

0

d

dt
(wit (t) , zi (t)) dt−

∫ s

0

(wit (t) , zit (t)) dt

= (wit (t) , zi (t))|s0 −
1

2

∫ s

0

d

dt
|wi (t)|2 dt = −1

2
|wi (s)|2 +

1

2
|wi (0)|2 = −1

2
|wi (s)|2 .

(3.117)
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•
∫ s

0

((w1 (t) , z1 (t))) dt

Observemos que∫ s

0

((w1 (t) , z1 (t))) dt =

∫ s

0

((z1
t (t) , z1 (t))) dt =

1

2

∫ s

0

d

dt
‖z1 (t)‖2

dt

=
1

2
‖z1 (s)‖2 − 1

2
‖z1 (0)‖2

= −1

2
‖w1

1 (s)‖2
.

(3.118)

•
∫ s

0

((w1 + w2
x) (t) , z1 (t) + z2

x (t)) dt

Temos que∫ s

0

((w1 + w2
x) (t) , z1 (t) + z2

x (t)) dt =

∫ s

0

((z1 + z2
x)t (t) , z1 (t) + z2

x (t)) dt

=
1

2

∫ s

0

d

dt
|z1 (t) + z2

x (t)|2 dt =
1

2
|z1 (s) + z2

x (s)|2 − 1

2
|z1 (0) + z2

x (0)|2

= −1

2
|w1

1 (s) + w2
1x (s)|2 .

(3.119)

Substituindo (3.117)− (3.119) em (3.116), obtemos

ρh3

24
|w1 (s)|2 +

ρh

2
|w2 (s)|2 +

1

2
‖w1

1 (s)‖2
+

1

2
|w1

1 (s) + w2
1x (s)|2

=

∫ s

0

〈
|u2 (t)|ρ u2 (t)− |u1 (t)|ρ u1 (t) , z1 (t)

〉
E′,E

dt

+

∫ s

0

〈
|v2 (t)|ρ v2 (t)− |v1 (t)|ρ v1 (t) , z2 (t)

〉
E′,E

dt.

(3.120)

Analisaremos agora o segundo membro de (3.120). Para isto é suficiente avaliar o primeiro

termo, já que o segundo pode ser tratado de maneira análoga. Desta forma,∫ s

0

〈
|u1 (t)|ρ u1 (t)− |u2 (t)|ρ u2 (t) , z1 (t)

〉
E′,E

dt

≤
∫ s

0

∫ L

0

∣∣|u1 (x, t)|ρ u1 (x, t)− |u2 (x, t)|ρ u2 (x, t)
∣∣ |z1 (x, t)| dxdt.

(3.121)

Observação 3.3 Como a função f(s) = |s|ρ s de classe C1, temos, peloTeorema do Valor

Médio, que

58



|g (a)− g (b)| = |g′ (θ)| |a− b| , onde θ ∈ (a, b) . Sendo g′ (θ) = (ρ+ 1) |θ|ρ e θ = (1− λ) a +

λb, para algum λ ∈ (0, 1) , então

|g (a)− g (b)| = (ρ+ 1) |(1− λ) a+ λb|ρ |a− b| ≤ (ρ+ 1) (|a|+ |b|)ρ |a− b|

≤ (ρ+ 1) 2ρmáx {|a|ρ , |b|ρ} |a− b| ≤ (ρ+ 1) 2ρ (|a|ρ + |b|ρ) |a− b| .

Pela Observação 3.3, a desigualdade (3.121) transforma-se em∫ L

0

∣∣|u1 (x, t)|ρ u1 (x, t)− |u2 (x, t)|ρ u2 (x, t)
∣∣ |z1 (x, t)| dx

≤ (ρ+ 1) 2ρ
[∫ L

0

(
|u1 (x, t)|ρ + |u2 (x, t)|ρ

)
|w1 (x, t)| |z1 (x, t)| dx

]
.

(3.122)

Como V está imerso continuamente em L∞ (0, L) (Lema 1.1), segue∫ L

0

∣∣|u1 (x, t)|ρ u1 (x, t)− |u2 (x, t)|ρ u2 (x, t)
∣∣ |z1 (x, t)| dx

≤ C

∫ L

0

|w1 (x, t)| |z1 (x, t)| dx = C

∫ L

0

|w1 (x, t)| |w1
1 (x, t)− w1

1 (x, s)| dx,
(3.123)

onde C > 0, com C ≥ (ρ+ 1) 2ρ
(
‖u1‖ρL∞(Q) + ‖u2‖ρL∞(Q)

)
.

Usando a Desigualdade de Hölder em (3.123) e o Lema 1.1, obtemos∫ L

0

∣∣|u1 (x, t)|ρ u1 (x, t)− |u2 (x, t)|ρ u2 (x, t)
∣∣ |z1 (x, t)| dx

≤ C |w1 (t)| |w1
1 (t)− w1

1 (s)| ≤ CL |w1 (t)| ‖w1
1 (t)− w1

1 (s)‖

≤ CL |w1 (t)| (‖w1
1 (t)‖+ ‖w1

1 (s)‖) ,

(3.124)

Usando a Desiguladade de Young em (3.124), temos que∫ L

0

∣∣|u1 (x, t)|ρ u1 (x, t)− |u2 (x, t)|ρ u2 (x, t)
∣∣ |z1 (x, t)| dx

≤
(

1

2
+ 2sCL

)
CL |w1 (t)|2 +

CL

2
‖w1

1 (t)‖2
+

1

8s
‖w1

1 (s)‖2
.

(3.125)

Por analogia dos cálculos, obtemos∫ L

0

∣∣|v1 (x, t)|ρ v1 (x, t)− |v2 (x, t)|ρ v2 (x, t)
∣∣ |z2 (x, t)| dx

≤
(

1

2
+
L

2
+ sCL+ 2sCL3

)
CL |w2 (t)|2 +

CL2

2
‖w1

1 (t)‖2

+
CL

2
|w1

1 (t) + w2
1x (t)|2 +

1

4s
|w1

1 (s) + w2
1x (s)|2 +

1

8s
‖w1

1 (s)‖2
.

(3.126)
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Substituindo (3.125) e (3.126) em (3.120), conclúımos

ρh3

24
|w1 (s)|2 +

ρh

2
|w2 (s)|2 +

1

4
‖w1

1 (s)‖2
+

1

4
|w1

1 (s) + w2
1x (s)|2

≤ C1

∫ s

0

(
|w1 (t)|2 + |w2 (t)|2 + ‖w1

1 (t)‖2
+ |w1

1 (t) + w2
1x (t)|2

)
dt,

(3.127)

onde C1 > 0 é tal que C1 ≥ (2 + L+ 3sCL+ 2sCL3)CL.

Aplicando o Lema 1.4(Desigulade de Gronwall) em (3.127), segue

∣∣w1 (s)
∣∣2 +

∣∣w2 (s)
∣∣2 +

∥∥w1
1 (s)

∥∥2
+
∣∣w1

1 (s) + w2
1x (s)

∣∣2 = 0,

ou seja, |w1 (s)| = |w2 (s)| = 0. Portanto w1 (s) = w2 (s) = 0, para todo s ∈ [0, T ] , o que

implica u1 = u2 e v1 = v2. �
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Caṕıtulo 4

Comportamento Assintótico

Neste caṕıtulo estudaremos o decaimento da energia E(t) associada a solução fraca do

problema (2)− (4). Como foi dito na introdução, esta é definida por

E(t) =
1

2

[
ρh3

12
|ut (t)|2 + ρh |vt (t)|2 +K |(u+ vx) (t)|2 + ‖u (t)‖2

+2

∫ L

0

F (u(x, t))dx+ 2

∫ L

0

G(v(x, t))dx

]
.

(4.1)

Consideremos as seguintes hipóteses adicionais

∃ δ1 tal que f(s)s ≥ (2 + δ1)F (s), ∀s ∈ R, (4.2)

e

∃ δ2 tal que g(s)s ≥ (2 + δ2)G(s), ∀s ∈ R. (4.3)

Teorema 4.1 Sejam L < min {2, 2/k} e f, g, u0, v0, u1, v1 nas condições do Teorema 3.1

(com a = b = 0) e, além disso, f, g satisfazendo (4.2), (4.3). Então existe uma constante

κ > 0 tal que a energia E(t) satisfaz

E(t) ≤ 4E(0)e−κt, ∀t ≥ 0. (4.4)

Prova: Fazendo o produto interno em L2(0, L) de (3.55) e (3.56) com upt (t) e vpt (t) ,

respectivamente, obtemos

E ′p(t) = − |up(L, ·)|2 − |vp(L, ·)|2 , (4.5)
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onde Ep(t) é a energia similar a E(t) associada a solução forte (up, vp) obtida no Caṕıtulo 3.

Logo, Ep(t) é não crescente.

Para um ε > 0 arbitrário, definamos

Epε(t) = Ep(t) + εΨ(t), (4.6)

com

Ψ(t) = α(
ρh3

12
upt (t), xu

p
x(t)) + α(ρhvpt (t), xv

p
x(t))

+β(
ρh3

12
upt (t), u

p(t)) + β(ρhvpt (t), v
p(t)),

(4.7)

onde α > 0 e β > 0 são tais que

α + 2β > max {αkL, αL, 4β} , (4.8)

∃ γ1 tal que βf(s)s ≥ (α + γ1)F (s), ∀s ∈ R, (4.9)

e

∃ γ2 tal que βg(s)s ≥ (α + γ2)G(s), ∀s ∈ R. (4.10)

A escolha de β é posśıvel, pois

(α + γ1)

(2 + δ1)
f(s)s ≥ (α + γ1)F (s),

(α + γ2)

(2 + δ2)
g(s)s ≥ (α + γ2)G(s)

e

0 <
(α + γi)

(2 + δi)
<
α

2
, para 0 < γi <

αδi
2

(i = 1, 2) .

Usando a desigualdade de Schwarz e o fato de H1
0 (0, L) estar continuamente imerso em

L2 (0, L) em (4.7), obtemos

|Ψ(t)| ≤ α
ρh3

12
L |upt (t)| |upx (t)|+ αρhL |vpt (t)| |vpx (t)|+ βρh3L

12
|upt (t)| ||up (t)||

+βρhL |vpt (t)| |vpx (t)| ≤ α
ρh3

12
L |upt (t)| ‖up (t)‖+ αρhL |vpt (t)| (|(up + vpx) (t)|+ L ||up (t)||)

+
βρh3L

12
|upt (t)| ‖up (t)‖+ βρhL |vpt (t)| (|(up + vpx) (t)|+ L ||up (t)||) .

(4.11)
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Aplicando a desigualdade de Young em (4.11), segue

|Ψ(t)| ≤ αρh3L

24
|upt (t)|2 +

αρh3L

24
‖up (t)‖2 +

αρhL

2
|vpt (t)|2 +

αρhL

2
|(up + vpx) (t)|

+
αρhL

2
|vpt (t)|2 +

αρhL3

2
‖up (t)‖2 +

βρh3L

24
|upt (t)|2 +

βρh3L

24
‖up (t)‖2

+
βρhL

2
|vpt (t)|2 +

βρhL

2
|(up + vpx) (t)|2 +

βρhL

2
|vpt (t)|2 +

βρhL3

2
‖up (t)‖2 .

Logo

|Ψ(t)| ≤
(
αL+ βL

2

)
ρh3

12
|upt (t)|2 + (αL+ βL)ρh |vpt (t)|2

+

(
αρhL+ βρhL

2K

)
K |(up + vpx) (t)|+

[
ρh3L(α + β) + 12ρhL3(α + β)

24

]
‖up (t)‖2 .

Assim,

|Ψ(t)| ≤ C1Ep(t), (4.12)

onde C1 = [3 + (ρh/k) + (ρh3/12) + ρhL2]L(α + β). Pela equação (4.6) e a desigualdade

(4.12), obtemos

|Epε(t)− Ep(t)| = ε |Ψ(t)| ≤ εC1Ep(t),

isto é,

(1− εC1)Ep(t) ≤ c ≤ (1 + εC1)Ep(t).

Tomando 0 ≤ ε ≤ ε0 = 1/2C1, temos

Ep(t)

2
≤ Epε(t) ≤ 2Ep(t). (4.13)

Derivando a função (4.7), segue que

Ψ′(t) = α

(
ρh3

12
uptt (t) , xupx (t)

)
+ α

(
ρh3

12
upt (t) , xupxt (t)

)
+ α(ρhvptt (t) , xvpx (t))

+α(ρhvpt (t) , xvpxt (t)) + β

(
ρh3

12
uptt (t) , up (t)

)
+ β

(
ρh3

12
upt (t) , upt (t)

)
+β(ρhvptt (t) , vp (t)) + β(ρhvpt (t) , vpt (t)).
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Usando as equações (3.55) e (3.56) na igualdade anterior

Ψ′(t) = α(upxx (t) , xupx (t))− αK((up + vpx) (t) , xupx (t))− α(fp(u
p (t)), xupx (t))

+α

(
ρh3

12
upt (t) , xupxt (t)

)
+ αK((up + vpx)x (t) , xvpx (t))− α(gp(v

p (t)), xvpx (t))

+α(ρhvpt (t) , xvpxt (t)) + β(upxx (t) , up (t))− βK((up + vpx) (t) , up (t))

−β(fp(u
p (t)), up (t)) + β

(
ρh3

12
upt (t) , upt (t)

)
+ βK((up + vpx)x (t) , vp (t))

−β(gp(v
p (t)), vp (t)) + β(ρhvpt (t) , vpt (t)).

(4.14)

Fazendo integração por partes em (4.14), segue

Ψ′(t) = α(upxx (t) , xupx (t))− αK((up + vpx) (t) , xupx (t))− α(fp(u
p (t)), xupx (t))

+α

(
ρh3

12
upt (t) , xupxt (t)

)
+ αK((up + vpx)x (t) , xvpx (t))− α(gp(v

p (t)), xvpx (t))

+α(ρhvpt (t) , xvpxt (t))− β ‖up (t)‖2 − βup(L, t)upt (L, t)− βK((up + vpx) (t) , up (t))

−β(fp(u
p (t)), up (t)) + β

(
ρh3

12
upt (t) , upt (t)

)
− βKvp(L, t)vpt (L, t)

−βK((up + vpx) (t) , vpx (t))− β(gp(v
p (t)), vp (t)) + βρh(vpt (t) , vpt (t)).

(4.15)

Mas

−αK((up + vpx) (t) , xupx (t)) = −αK(x(up + vpx) (t) , upx (t))

= αK((up + vpx) (t) , up (t)) + αK(x(up + vpx)x (t) , up (t))− LαKup(L)(up + vpx)(L)

= αK((up + vpx) (t) , up (t)) + αK((up + vpx)x (t) , xup (t)) + αKLup(L, t)vpt (L, t).

(4.16)
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Substituindo (4.16) em (4.15), obtemos

Ψ′(t) = α(upxx (t) , xupx (t)) + αK((up + vpx)x (t) , x(up + vpx) (t)) + αK((up + vpx) (t) , up (t)

+αKLup(L, t)vpt (L, t)− α(fp(u
p (t)), xupx (t)) + α(

ρh3

12
upt (t) , xupxt (t))

−α(gp(v
p (t)), xvpx (t)) + α(ρhvpt (t) , xvpxt (t))− β ‖up (t)‖2 − βup(L, t)upt (L, t)

−βK |(up + vpx) (t)|2 − β(fp(u
p (t)), up (t)) + β

ρh3

12
|upt (t)|2 − βKvp(L, t)vpt (L, t)

−β(gp(v
p (t)), vp (t)) + βρh |vpt (t)|2 .

(4.17)

Agora, analisaremos alguns termos do lado direito de (4.17).

• Análise de (upxx (t) , xupx (t)).

(upxx (t) , xupx (t)) =
1

2

∫ L

0

x
d

dx
|upx (t)|2 dx =

1

2
x |upx(x, t)|

2
∣∣L
0
− 1

2

∫ L

0

|upx (t)|2 dx

=
L

2
|upx(L, t)|

2 − 1

2

∫ L

0

|upx (t)|2 dx.

(4.18)

• Análise de (upt (t) , xuptx (t))

(upt (t) , xuptx (t)) =
1

2

∫ L

0

x
d

dx
|upt (t)|2 dx =

1

2
x |upt (x, t)|

2
∣∣∣L
0
− 1

2

∫ L

0

|upt (t)|2 dx

=
L

2
|upt (L, t)|

2 − 1

2

∫ L

0

|upt (t)|2 dx.

(4.19)

• Análise de (vpt (t) , xvptx (t))

(vpt (t) , xvptx (t)) =
1

2

∫ L

0

x
d

dx
|vpt (t)|2 dx =

1

2
x |vpt (x, t)|

2
∣∣∣L
0
− 1

2

∫ L

0

|vpt (t)|2 dx

=
L

2
|vpt (L, t)|

2 − 1

2

∫ L

0

|vpt (t)|2 dx.
(4.20)

• Análise de −βup(L, t)upt (L, t)

−βup(L, t)upt (L, t) ≤ β |up(L, t)| · |upt (L, t)| ≤ βc0 |upt (L, t)| · ‖up(t)‖

=
βc0√
ξ
|upt (L, t)| ·

√
ξ ‖up(t)‖ ≤ C2 |upt (L, t)|

2 + ξ ‖up(t)‖2 ,
(4.21)
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onde C2 = β2c2
0/4ξ, c0 > 0 tal que |up(L, t)| ≤ c0 ‖up(t)‖ e ξ > 0, um número real, a ser

escolhido.

• Análise de −βKvp(L, t)vpt (L, t)

−βKvp(L, t)vpt (L, t) ≤ βK |vp(L, t)| · |vpt (L, t)|

≤ βKc0 |vpt (L, t)| · |vpx(t)| ≤ βKc0 |vpt (L, t)| (|(up + vpx) (t)|+ |up (t)|)

≤ β2Kc2
0

4ξ
|vpt (L, t)|

2 + ξK |(up + vpx) (t)|2 +
β2K2c2

0L
2

4ξ
|vpt (L, t)|

2 + ξ ‖up (t)‖2

≤ C3 |vpt (L, t)|
2 + ξK |(up + vpx) (t)|2 + ξ ‖up (t)‖2 ,

(4.22)

onde C3 = (1 +KL2) β2Kc2
0/4ξ.

• Análise de (fp(u
p (t)), xupx (t))

Observe que F é de classe C1(R) e F (0) = 0, logo

(fp(u
p (t)), xupx (t)) =

∫ L

0

xfp(u
p (t))upx (t) dx =

∫ L

0

x
d

dx
Fp(u

p (t))dx

= xF (up(x, t))|L0 −
∫ L

0

Fp(u
p (t))dx = LF (up(L, t))−

∫ L

0

Fp(u
p (t))dx.

(4.23)

• Análise de (gp(v
p (t)), xvpx (t))

Sabemos que G é de classe C1(R) e G(0) = 0, assim

(gp(v
p (t)), xvpx (t)) =

∫ L

0

xgp(v
p (t))vpx (t) dx =

∫ L

0

x
d

dx
Gp(v

p (t))dx

= xG(vp(x, t))|L0 −
∫ L

0

Gp(v
p (t))dx = LG(vp(L, t))−

∫ L

0

Gp(v
p (t))dx.

(4.24)

• Análise de ((up + vpx)x (t) , x(up + vpx) (t))

((up + vpx)x (t) , x(up + vpx) (t)) =
1

2

∫ L

0

x
d

dx
|(up + vpx) (t)|2 dx

= x |(up + vpx) (t)|2
∣∣L
0
− 1

2

∫ L

0

|(up + vpx) (t)|2 dx =
L

2
|vt(L, t)| −

1

2

∫ L

0

|(up + vpx) (t)|2 dx.

(4.25)
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• Análise de αK((up + vpx) (t) , up (t))

αK((up + vpx) (t) , up (t)) ≤ αK |(up + vpx) (t)| |up (t)| ≤ αKL |(up + vpx) (t)| ‖up (t)‖

≤ αL

2
K |(up + vpx) (t)|2 +

αKL

2
‖up (t)‖2 .

(4.26)

• Análise de αKLvt(L, t)u
p(L, t)

αKLvt(L, t)u
p(L, t) ≤ c0αKL√

ξ
|vt(L, t)| ·

√
ξ ‖up (t)‖

≤ C4 |vt(L, t)|2 + ξ ‖up (t)‖2 ,

(4.27)

onde C4 = c2
0α

2K2L2/4ξ.

• Análise de β(fp(u
p (t)), up (t))

Segue de (4.9) que

β(fp(u
p (t)), up (t)) =

∫ L

0

βfp(u
p (t))up (t) dx ≥

∫ L

0

(α + γ1)Fp(u
p (t))dx. (4.28)

• Análise de β(gp(v
p (t)), vp (t))

Por (4.10), temos que

β(gp(v
p (t)), vp (t)) =

∫ L

0

βgp(v
p (t))vp (t) dx ≥

∫ L

0

(α + γ2)Gp(v
p (t))dx. (4.29)

Substituindo (4.18)− (4.29) em (4.17), obtemos

Ψ′(t) ≤ αL

2
|upt (L, t)|

2 − α

2
‖up (t)‖2 +

αkL

2
|vt(L, t)| −

α

2
k |(up + vpx) (t)|2 +

αL

2
k |(up + vpx) (t)|2

+
αkL

2
‖up (t)‖2 + C4 |vt(L, t)|2 + ξ ‖up (t)‖2 − αLFp(up(L, t)) +

αρh3L

24
|upt (L, t)|

2

−αρh
3

24
|upt (t)|2 − αLGp(v

p(L, t)) +
αρhL

2
|vpt (L, t)|

2 − αρh

2
|vpt (t)|2 − β ‖up (t)‖2

+C2 |upt (L, t)|
2 + ξ ‖up(t)‖2 − βk |(up + vpx) (t)|2 − γ1

∫ L

0

Fp(u
p (x, t))dx+

βρh3

12
|upt (t)|2

+C3 |vpt (L, t)|
2 + ξk |(up + vpx) (t)|2 + ξ ‖up (t)‖2 − γ2

∫ L

0

Gp(v
p (x, t))dx+ βρh |vpt (t)|2 ,

(4.30)
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Usando as condições de fronteira (3.57) , (3.58) e sabendo que Fp(u
p(L, t)) ≥ 0 e

Gp(v
p(L, t)) ≥ 0 em (4.30), temos

Ψ′(t) ≤

(
α
√
KL

2
− β

)
‖up (t)‖2 +

(
α
√
KL

2
− β

)
K |(up + vpx) (t)|2

(
β − α

2

) ρh3

12
|upt (t)|+

(
β − α

2

)
ρh |vpt (t)| − γ1

∫ L

0

Fp(u
p (t))dx

−γ2

∫ L

0

Gp(v
p (t))dx+

(
αL

2
+
αρh3

24
+ C2

)
|up(L, t)|2

+

(
αKL

2
+
αρhL

2
+ C3 + C4

)
|vp(L, t)|2 + ξ(1 + c2

0) ‖up (t)‖2 ,

(4.31)

qual podemos reescrever por

Ψ′(t) ≤ − (C5 − 2ξ)Ep(t) + C6 |upt (L, t)|
2 + C7 |vpt (L, t)|

2 , (4.32)

onde C5, C6 e C7 são as constantes positivas

C5 = min {α + 2β − αkL, α + 2β − αL, α− 2β, γ1, γ2} ,

C6 =
αL

2
+
αρh3

24
+ C2 e C7 =

αkL

2
+
αρhL

2
+ C3 + C4.

A positividade de C5 é garantida por (4.8)− (4.10).

Agora, derivando (4.6) e, em seguida, usando (4.5) e (4.32), obtemos

E ′pε(t) ≤ −ε (C5 − 2ξ)Ep(t)− (1− εC6) |upt (L, t)|
2 − (1− εC7) |vpt (L, t)|

2 .

Tomando 0 < ε ≤ ε1 = min {1/C6, 1/C7} e 0 < ξ < C5/2, obtemos

E ′pε(t) + κEpε ≤ 0,

com κ = min {ε0, ε1} (C5 − 2ξ) > 0. Dessa forma

Epε(t) ≤ Epε(0)e−κt, ∀t ≥ 0.

Combinando a desigualdade anterior com (4.13), segue

Ep(t) ≤ 4Ep(0)e−κt, ∀t ≥ 0. (4.33)
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Como Fp e Gp são cont́ınuas, segue por (3.59) e (3.60) que

Fp(u
p(·, t))→ Fp(u(·, t)) q.s em (0, L) , ∀t ≥ 0, (4.34)

Gp(v
p(·, t))→ Gp(v(·, t)) q.s em (0, L) , ∀t ≥ 0. (4.35)

Por outro lado, como fp → f e gp → g uniformemente em limitados de R, segue

Fp(u(·, t))→ F (u(·, t)) q.s em (0, L) , ∀t ≥ 0, (4.36)

Gp(v(·, t))→ G(v(·, t)) q.s em (0, L) , ∀t ≥ 0. (4.37)

De acordo com (4.34)− (4.37), temos

Fp(u
p(·, t))→ F (u(·, t)) q.s em (0, L) , ∀t ≥ 0, (4.38)

Gp(v
p(·, t))→ G(v(·, t)) q.s em (0, L) , ∀t ≥ 0. (4.39)

Por (4.33), obtemos que ∫ L

0

Fp(u
p(x, t))dx ≤ 4Ep(0),∫ L

0

Gp(v
p(x, t))dx ≤ 4Ep(0).

Assim, usando as convergências (3.12)− (3.17), (3.33) e (3.34), temos que

lim
p→∞

inf

∫ L

0

Fp(u
p (x, t))dx ≤ 4E(0), (4.40)

lim
p→∞

inf

∫ L

0

Gp(v
p (x, t))dx ≤ 4E(0). (4.41)

Por (4.38)− (4.41) e pelo Lema (1.5), conclúımos que∫ L

0

F (u (x, t))dx ≤ lim
p→∞

inf

∫ L

0

Fp(u
p (x, t))dx,

e ∫ L

0

G(v (x, t))dx ≤ lim
p→∞

inf

∫ L

0

Gp(v
p (x, t))dx.

Então, passando o limite inferior em (4.33), obtemos

E(t) ≤ lim
p→∞

inf Ep(t) ≤ 4 lim
p→∞

inf Ep(0)e−κt = 4E(0)e−κt,

o que prova o Teorema 4.1. �
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Apêndice A

Existência e Prolongamento de

Soluções Aproximadas

O nosso objetivo neste Apêndice é justificar a existência de µjkm (t) e hjkm (t) , soluções

do sistema (2.21).

Sejam G ⊂ Rn+1 um aberto e f : G → Rn uma função não necessariamente cont́ınua.

Dizemos que uma função absolutamente cont́ınua x (t) definida em algum intervalo da reta

I tal que (x (t) , t) ∈ G, ∀ t ∈ I, é uma solução para o problema

x′ = f (x, t) (A.1)

se x (t) satisfaz (A.1) q.s. em (x, t) . Seja (x0, t0) ∈ G. Associado a (A.1) e a (x0, t0) tem o

problema de valor inicial ∣∣∣∣∣∣ x
′ = f (x, t) ,

x (t0) = x0.
(A.2)

Dizemos que uma função f : G→ Rn está nas Condições de Carathéodory sobre G

se

(i) f (x, t) é mensurável em t para cada x fixado,

(ii) f (x, t) é cont́ınua em x para cada t fixado,
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(iii) para cada compacto K de G existe uma função real integrável mK (t) tal que

|f (x, t)| ≤ mK (t) , ∀ (x, t) ∈ K.

Consideremos o retângulo

R =
{

(x, t) ∈ Rn+1; |x− x0| ≤ b, |t− t0| ≤ a, b > 0, a > 0
}
.

Teorema A.1 (Carathéodory) Seja f : R → Rn nas Condições de Carathéodory sobre

R, então existe uma solução x (t) de (A.2) sobre algum intervalo |t− t0| ≤ α, α > 0.

Corolário A.1 Sejam G ⊂ Rn+1 um aberto e f satisfazendo as Condições de Carathéodory

sobre G, então o problema (A.2) tem solução para qualquer (x0, t0) ∈ G.

Seja ϕ (t) uma solução de (A.1) sobre I e I ⊂ I1.Diz-se que ϕ (t) tem um

prolongamento até I1, se existe ϕ1 (t) solução de (A.1) sobre I1 e ϕ1 (t) = ϕ (t) , ∀ t ∈ I.

Teorema A.2 (Prolongamento) Sejam G ⊂ Rn+1 aberto e limitado e f : G → Rn

satisfazendo as duas primeiras Condições de Carathéodory sobre G e existe uma uma função

integrável m (t) tal que

|f (x, t)| ≤ m (t) , ∀ (x, t) ∈ G. Seja ϕ uma solução da equação (A.1) sobre o intervalo

]a, b[ , então

(i) existem ϕ (a+) , ϕ (b−) ,

(ii) se (ϕ (b−) , b) ∈ G então ϕ pode ser prolongado até ]a, b+ δ[ para algum δ > 0.

Resultado análogo para a,

(iii) ϕ (t) pode ser prolongada até um intervalo (γ, ω) tal que (ϕ (γ+) , γ) , (ϕ (ω−) , ω) ∈ ∂G

(∂G é a fronteira de G).

Corolário A.2 Sejam G = U × [0, T ] , T > 0, U = {x ∈ Rn; |x| ≤ b} , b > 0 e f nas

condições do Teorema A.2. Seja ϕ (t) uma solução de∣∣∣∣∣∣ x
′ = f (x, t) ,

x (t0) = x0, |x0| ≤ b.
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Suponhamos que em qualquer intervalo I onde ϕ (t) está definida tem-se |ϕ (t)| ≤M, ∀ t ∈ I,

M independente de I e M < b. Então ϕ pode ser prolongada até [0, T ] .

As demonstrações dos teoremas e dos corolários deste Apêndice podem ser encontradas

em [6] e [22]

Voltemos agora ao nosso problema. Fazendo ψ = ϕ = wki em (2.21)1 , temos∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m∑
j=1

ρh3

12

(
wkj (x) , wki (x)

)
µjkmtt (t) +

m∑
j=1

ρh
(
wkj (x) , wki (x)

)
hjkmtt (t)

+
m∑
j=1

K
(
wkj (x) + wkjx (x) , wkj (x) + wkjx (x)

) (
µjkm + hjkm

)
(t) +

m∑
j=1

(
wkj (L) , wki (L)

)
µjkm (t)

+
m∑
j=1

((
wkj (x) , wki (x)

))
µjkm (t) +

m∑
j=1

(
wkj (L) , wki (L)

)
hjkm (t)

+
m∑
j=1

(
f(ukm) + g(vkm), wki

)
= (a(x, t) + b(x, t), wki )

µjkm (0) = φjk, µ
jkm
t (0) = βjk,

hjkm (0) = αjk, h
jkm
t (0) = θjk.

(A.3)

Considere as seguintes matrizes

A1 =


ρh3

12
0

ρh3

12

. . .

0 ρh3

12


m×m

, A2 =


ρh 0

ρh
. . .

0 ρh


m×m

,

A =

 A1 A2

A1 A2


2m×2m

, B1 =
[(
wkj (L) , wki (L)

)]
1≤i, j≤m , B =

 B1 B1

B1 B1


2m×2m

,

C1 =
[
K
(
wkj (x) + wkjx (x) , wki (x) + wkjx (x)

)
+ I
]

1≤i, j≤m ,

onde I é a matriz identidade m×m,

C2 =
[(
wkj (x) + wkjx (x) , wki (x) + wkjx (x)

)]
1≤i, j≤m ,
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C =

 C1 C2

C1 C2


2m×2m

,

X =



µ1km (t)

µ2km (t)
...

µmkm (t)

h1km (t)

h2km (t)
...

hmkm (t)


2m×1

, D =



(
f(ukm) + g(vkm), wk1

)(
f(ukm) + g(vkm), wk2

)
...(

f(ukm) + g(vkm), wkm
)(

f(ukm) + g(vkm), wk1
)(

f(ukm) + g(vkm), wk2
)

...(
f(ukm) + g(vkm), wkm

)


2m×1

, X0 =



φ1k

φ2k

...

φmk

α1k

α2k

...

αmk


2m×1

E =



(
a (t) + b (t) , wk1

)(
a (t) + b (t) , wk2

)
...(

a (t) + b (t) , wkm
)(

a (t) + b (t) , wk1
)(

a (t) + b (t) , wk2
)

...(
a (t) + b (t) , wkm

)


2m×1

, X1 =



β1k

β2k

...

βmk

θ1k

θ2k

...

θmk


2m×1

.

Assim em termos das matrizes acima, o sistema (A.3) pode ser escrito como∣∣∣∣∣∣ AXtt +BXt + CX +D = E,

X (0) = X0, Xt (0) = X1.
(A.4)

Como ρh3/12 > 0 e ρh > 0, segue que o detA 6= 0. Assim A é inverśıvel. Portanto,

multiplicando (A.4)1 por A−1 a esquerda, temos∣∣∣∣∣∣ Xtt = −A−1BXt − A−1CX − A−1D + A−1E,

X (0) = X0, Xt (0) = X1.
(A.5)
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Fazendo Z = Xt no sistema (A.5) obtemos∣∣∣∣∣∣ Zt = −A−1BZ − A−1CX − A−1D + A−1E,

X (0) = X0, Xt (0) = X1.
(A.6)

Consideremos I a matriz identidade 2m × 2m, 0 a matriz nula 2m × 2m, 0 a matriz nula

2m× 1 e

Y (t) =

 X (t)

Z (t)

 e Y0 =

 X0

X1

 .
Obtemos por (A.6)∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Yt =

 0 I

−A−1C −A−1B

Y +

 0

−A−1D

+

 0

A−1E

 ,
Y (0) = Y0.

(A.7)

Chamando

F1 (Y, t) =

 0 I

−A−1C −A−1B

Y, F2 (Y, t) =

 0

−A−1D


e

F3 (Y, t) =

 0

A−1E

 ,
segue de (A.7) que ∣∣∣∣∣∣ Yt = F1 (Y, t) + F2 (Y, t) + F3 (Y, t) ,

Y (0) = Y0.
(A.8)

Agora mostraremos que F (Y, t) = F1 (Y, t) + F2 (Y, t) + F3 (Y, t) está nas condições de

Carathéodory. Seja G = U × [0, T ] , onde U = {Y ∈ R4m; ‖Y ‖R4m ≤ b} . Então

• Fixado Y , F1 (Y, t), F2 (Y, t) e F3 (Y, t) são mensuráveis em t, pelas hipóteses (2.1) e

(2.6).

• Fixado t, a função F3 (Y, t) não depende de Y, portanto, F3 (Y, t) é cont́ınua. A função

F1 (Y, t) é cont́ınua em Y , pois é produto de uma matriz de entradas reais pala matriz

Y, ou seja, F1 (Y, t) é linear em Y. A função F2 (Y, t) é cont́ınua, pois a matriz A−1 é

constante e E é formada por funções Lipschitzianas.
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• Como Y varia em U e por (2.1), temos que todas as entradas de F1 (Y, t) e de F2 (Y, t)

são limitadas por uma constante mU . As entradas de F3 (Y, t) são integráveis em [0, T ],

pois as 2m primeiras coordenadas são nulas e as 2m últimas são, em valor absoluto,

iguais a
∣∣(a (t) + b (t) , wkj

)∣∣, j = 1, 2,...m.

Logo

‖F (Y, t)‖R4m ≤MU (t) = 2mu + C [|a (t)|+ |b (t)|] ,

com MU (t) integrável em [0, T ] . Assim, pelo Corolário (A.1), o sistema (A.8) possui solução

em [0, tkm] , com tkm < T. �
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[14] LIONS, J. L., Control des Systèmes Distribuées Singuliers, Gauthier Villars, Paris,

(1983) .
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