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Escolha 5 das questoes abaixo.

1. Seja H um espago de Hilbert sobre o corpo ' =(R ou C).

(a) Sejam x,y € H. Prove que = L y se, e somente se, ||x+ty|| > ||z| para todo t € F.

(b) Enuncie e prove o Teorema da Proje¢ao Ortogonal.
. Sejam H um espago de Hilbert e T' € L(H).

(a) Prove que T' é normal se, e somente se, ||Tz| = ||T*z|| para todo x € H.
(b) Se T'é normal e A € C é tal que [[(T"— \)z|| > C||z| para algum C' > 0 e para todo
xr € H entao A € p(T).
. Sejam ¢ : [0,1] — C uma funcdo continua e M, : L?*[0,1] — L?0,1] o operador de
multiplicacao por g, My(v)(t) = g(t)y(t).
(a) Compute M , € prove que M, ¢ um operador normal.

(b) Mostre que o espectro de M, coincide com a imagem de g.
. Sejam H um espaco de Hilbert e T': H — H um operador linear de posto finito.

(a) Prove que existem um conjunto ortonormal finito {ey, ..., ex} e vetores linearmente
independentes y1,...,yr € H tais que Tx = Z?Zl(yj,x>ej. Verifique ainda que
T*x = Z§:1<ej,x)y]~.

(b) Mostre que T é auto-adjunto se, e somente se, [{e1,...,ex}] = {y1,...,ux}] e a

matriz A = ({e;,y;))kxr € hermitiana (isto é, (e;,y;) = (e;, vi)).

. Suponha que {e, }°°, é uma base ortonormal do espaco de Hilbert H e seja P, a projegao

ortogonal sobre M,, = [{e1,...,e,}].

(a) SejaT € L(H) e considere, para cadan € N, a,, = sup{||Tz| : * € M} e ||z|| = 1}.
Prove que T' é compacto se, e somente se, a,, — 0.
(b) Prove que para todo T' € Lo(H), T,, = P,TP, — T.

. Seja K : [0,1] x [0,1] — C uma fungao continua e seja Tx : L*[0,1] <> o operador
compacto dado por Txv(t) = fol K(t,s)u(s) ds.

(a) Mostre que Ty é auto-adjunto se, e somente se, K(s,t) = K(t, s), para todo t,s €
[0, 1].
(b) Calcule a norma de Ty para K(s,t) = s* + 2.



