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Lista 9: Teoria Espectral para Operadores Limitados

. Sejam S, T € L(X) onde X é um espaco de Banach. Mostre que se S comuta com

Ry := (T — X\)7! para algum X € p(T) entdao S comuta com T e com R, para qualquer
€ p(T).

Sejam X um espago de Banach, 7,5 € L(X) e A € p(T) N p(S). Demonstre a segunda

identidade do resolvente

RA(T) = Ra(S) = RA(T)(S = T)RA(S) = BA(S)(S — T)Ba(T).

. Seja T : C[0,1] — C0,1] o operador de Volterra definido por (T%)(t) = fotw(s) ds.

Usando a série de Neumann, mostre que para A # 0 tem-se

@0 ="+ 5 [ Ko

Se T € L(X) ¢ invertivel, com T—! € L(X), mostre que o(T~') = {A\"t: X € p(T)}.
Se T' € L(X), mostre que limy—,oo AR\(T) = —1.

Sejam X, Y espacos de Banach, V' : X — Y um isomorfismo (operador linear isométrico
e sobrejetor), T € L(X) e S = VTV~!. Mostre que S € L(Y) e 0;(T) = 0,(S), para
j = p? T7 C'

(a) Se T € L(X) é idempotente, ou seja, T? = T, mostre que o(T) C {0,1}. Analise

0 que ocorre com o espectro se T é idempotente mas distinto da identidade e do

operador nulo.

(b) Mostre que se T" = 0 para algum n, entao o(7) = {0}. Analise o espectro de
T:I°P(N) = P(N), 1 <p<oo, T(x1,29,...) = (0,21,29,...,2,,0,0,...).

. Verifique que se T' é normal e o(T') = {Ao} entao T = A\o1.

Mostre que se H é um espaco de Hilbert e T € L(H) entdo o(T*) = {\: A € o(T)}.

Se para certo T' € L(X) tem-se lim,_, [|7"] = 0, mostre que o raio espectral r,(7") < 1
e conclua que > 2 [ T" = (1-T)"' € L(X).

Mostre que se T' € L(H) é normal, entao ||T"| = ||T||", para todo n € N.



12. Se 0 # ¢ € Cla,b], mostre que A € C é um autovalor do operador de multiplicagao
M, : Cla,b] — Cla,b], (Mu)(t) = ¢(t)¢(t), ¥ € Cla,b], se, e somente se, 0 conjunto

¢~ *(\) possui interior nao-vazio.
13. Considere T' € L(H) auto-adjunto.
(a) Mostre que A € o(T) se, e somente se, existe uma sequéncia (h,,), de vetores
unitarios em H tal que T)h, — O.
(b) Mostre que A € o(T') se, e somente se, infj, =1 || Thh| =0

(c) As caracterizagdes em a) e b) acima nao valem para todo operador (embora valha
para operadores normais). Verifique isto ao considerar o shift & esquerda em [*(N),
mostrar que zero pertence ao seu espectro, mas como esse operador é uma isometria

a) e b) nao valem para A = 0.

14. Se Pg ¢é o operador de projecao ortogonal sobre o subespaco fechado préprio £ C H,
determine m = infyp =1 (Pgh, h) e M = sup, _(Peh, h).

15. Mostre que se T' € L(H) é auto-adjunto e T™ = 0 para algum n, entdao T = 0. Ese T

for um operador normal?

16. Encontre o espectro do operador compacto Tk : C[0, 1] — C[0, 1], dado por (Tkx)(t) =
fol K(t,s)u(s)ds, com K(t,s) =t—s.

17. Seja T' € L(H), com dimH = oco. Mostre que se existe C' > 0 com ||Tz|| > C|z| para

todo x € H, entao T nao é compacto.

18. Se T' € Lo(H) ¢ auto-adjunto, mostre que m = infyp=1(T'h, h) e M = sup,—1(Th, h)

sao o menor e o maior autovalor de 7', respectivamente.

19. Fixe n € H com ||n|| = 1. Seja T,, : H — H definido por T,z = (n,z)n. determine o

espectro e o raio espectral de T,,.

20. Seja T : I*(Z) — 1*(Z) dado por (Tx),, = (—i)(Xps1—Tn_1),sendoz = (..., x_1,Tg, Ty, . .. ).

Mostre que T' é limitado, que seu espectro € real e calcule seu raio espectral.



