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UFPB/CCEN/Departamento de Matematica
Introducao a Anélise Funcional

Lista 7: Espacos de Hilbert, Projecao Ortogonal e Representacao de Riesz

(a) Se para todo z num espago com produto interno tem-se (x, z) = (y, z), mostre que
T =uy.
(b) Mostre que a condic¢ao ||z|| = ||y|| num espago com produto interno real implica

que (z +y,z —y) =0, ou seja, = + y e x — y sao ortogonais.

Sejam X um espago vetorial normado e H um espago de Hilbert. Mostre que se T :

X — H é uma isometria linear sobrejetora entao X é um espaco de Hilbert.

Sejam x1,x9, r3 vetores num espaco com produto interno. Mostre que estes vetores
formam um conjunto linearmente independente se, e somente se, o determinante da

matriz ((x;,;)) nao é nulo.

Se F ¢ um subespaco de um espaco com produto interno, mostre que y € E* se, e

somente se, |y — z|| > ||y||, Vo € E.
Seja (z;) uma sequéncia ortogonal, ou seja, z; L g, Vj # k.

(a) Verifique a relagao de Pitagoras
IS0l =Y ol e
j=1 j=1

(b) Sea = 3", ajx; (soma convergente na norma), mostre que [[z[|* = 7%, |a; |*||z;||*.

Sejam E um subespago fechado do espago de Hilbert H e x € H. Assim de decomposic¢ao
H=FEQE+ tem-sex =y+z,y € Fezec EL. Mostre que y e z sdo os tinicos elementos

de E e E-+. respectivamente, cujas distancias a r sio minimais.
) b

Em L?0,00) considere E = [{e7,te™}] e ¥(t) = (1 + t*)e~*. Encontre a decomposigao
w:wE+wEl> coim wE € EewEl € Bt

. Seja E = {¢ € L*[-1,1] : fjl Y(t)dt = 0}. Determine E-*.

Mostre que se C' é um conjunto convexo e fechado de um espaco de Hilbert H e xqg € H
entdo existe um tnico yo € C tal que ||xg — yol|| = infyec ||zo — y||, isto é, yo é o tnico

elemento de C' que realiza a distancia de xg a C.

Sejam F, F' subconjuntos de H. Mostre que:
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(a) Se E C F, entao F+ C E+ e B+ = F+

(b) E++ ¢ o menor subespaco vetorial fechado que contém o subconjunto E. Conclua

que se E for subespaco vetorial, entdo E = E+*.
(c) E é subespaco fechado de H se, e somente se, £ = E++.
Mostre que, no caso de espaco de Hilbert real, todo operador S : H — H que preserva

distancia entre vetores, ou seja, ||S(x) — S(y)|| = ||x — y||, para todos x,y € H, possui
a forma S(x) = S(0) + V(x), para alguma isometria linear V € L(H).

Se E é um subespago fechado do espago de Hilbert H e T' € L(H), diz-se que E é
invariante por T' se T(E) C E. Mostre que E é invariante por T se, e somente se,

T Pr = PgT Pg, sendo Pg o projetor ortogonal sobre FE.
Sejam H; e Hy espagos de Hilbert. Mostre que se T, S € L(Hy, Hy) e o € TF, entao:
(@) (T+S8)*=T"+S5"e(aT) =al*

(b) Se T~! € L(Hy, Hy) entao (T~1)* = (T*)7!

(c) Se Hy = Hy entao (ST)* = T*S*, e portanto (1T™)* = (T*)" para todo n € N.

Se H é um espaco de Hilbert e T € L(H), mostre que NucT = (ImgT*)*, e também
que NucT* = (ImgT)*.

Sejam S e T" operadores auto-adjuntos em um espaco de Hilbert. Mostre que o produto

ST é auto-adjunto se, e somente se, esses operadores comutam entre si.
Seja H um espaco de Hilbert. Verifique:
(a) O conjunto dos operadores unitarios em H forma um grupo em relac¢ao a operagao

de multiplicagao de operadores.

(b) Dados um subespaco F C H e um operador unitério U : H — H, entdo vale a

relacao U(E+) = (U(E))*.

(c) Se U : H — H ¢ unitdrio e U? = 1, entao ele é auto adjunto. Além disso, todo
operador V' € L(H) que é unitdrio e auto-adjunto satisfaz V2 = 1. (Obs: 1 é o
operador identidade.)



