10.

UFPB/CCEN/Departamento de Matematica
Introducao a Anélise Funcional

Lista 5: Adjunto de Banach, convergécia fraca e topologias fracas

. Se f € X*, determine seu adjunto de Banach, f¢.

. Seja T : X — Y uma transformacao linear limitada entre os espagos normados X e Y.

Mostre que:
(a) Nucl =+(ImgT?)
(b) NucT® = (ImgT)*
(c) ImgT C +(NucT®). Em particular, se T' é sobrejetora entao T é injetora.

Conclua de (a) que T é injetor se, e somente se T%(Y™*) separa pontos de X.

Seja T' € L(X,Y) defina T identifique X e Y com Xe Y, respectivamente, e mostre
que T%|x =T. Se X é reflexivo, entao T°* = T.

Mostre que se X ¢é um espaco reflexivo e M é um subespago fechado de X entao
M =+(M*1).

Sejam X um espago de Banach e T' € L(X, X). Mostre que, se ImgT é fechada, entao
ImgT* = (NucT)*.

Sejam X e Y espagos de Banach e T' € L(X,Y). Suponha que T* é sobrejetor, por
Aplicagdo Aberta, mostre que existe r > 0 de modo que 7*B(0,1) D B(0,r); conclua
que ||[Tz|| > r||z||, para todo x € X. Com tais resultados, mostre que 7" é invertivel se,

e somente se, T é invertivel.

. Verifique que ¢o(N)* = [*(N) e conclua que ¢y nao é reflexivo.

Sejam X e Y espacos de Banach.

(a) Mostre que se X e Y sao isomorfos entao X* e Y* sao isomorfos.

(b) Se para algum 7" € L(X,Y), T® é um isomorfismo entre Y* e X* (sobrejetor),

mostre que X e Y sao isomorfos.

Seja M um subespago de um espaco normado X e i : M — X a inclusao canodnica.
Confira que ¢ é um operador linear limitado, e mostre que seu adjunto de Banach % :
X* — M* é o operador i*(f) = f|M, para todo f € X*.

SejaT € L(X,(*(N)), onde X é um espago de Banach. Mostre que existe uma sequéncia
limitada (f;) C X*, de modo que Tx = (fi(x), fo(z),...) para todo z € X.
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Mostre que L(X,Y') é um espaco de Banach se, e somente se, Y é um espago de Banach.

Sejam X um espaco de Banach e Y um espago vetorial normado. Mostre que se (7},), é
uma sequéncia em L(X,Y') que converge fortemente paraT : X — Y, entao T € L(X,Y)
e ||T|| = liminf, ||T,]-

Seja X um espago vetorial normado. Mostre que uma sequéncia (x,,), converge fraca-
mente para x € X se, e somente se, f(x,) — f(x), para todo f num conjunto denso de

X* e ([[zn]])n é limitada.

Suponha que 1), converge fracamente para ¢ em Cfa,b]. Mostre que 1, converge pon-

tualmente para 1.

Sejam X espago de Banach e Y um espago vetorial normado. Uma sequencia (y,), é
dita fracamente limitada se (f(y,)), é limitada para todo f € Y*. Mostre que toda
sequéncia fracamente limitada em Y ¢é limitada e que se (75,),, converge fracamente em
L(X,Y), entao (||T||). ¢ limitada.

Mostre que se x, — = entao x € |x1,xs,...]|.
) )

Seja X um espaco de Banach. Mostre que:

(a) SeT,, =T e S, — S em L(X) entdo S,T,, — ST.
() Se T, =T eS, S em L(X) entdo S,T;, — ST.
(c) Dé um exemplo para mostrar que as conclusoes do item (b) nao valem se con-

vergencia forte for substituida por convergéncia fraca.

Sejam X e Y espacos de Banach, mostre que uma transformagao linear T : X —
Y é (fortemente) continua se, e somente se, T' é fracamente continua (isto é, T :
(X,0(X,X*)) = (Y,o(Y,Y™)) é continua).

Mostre que se X é um espago vetorial e f, f1, fo, ..., fr sao funcionais lineares tais que
N Nucf; C Nucf entdao f = a1 fi + -+ + apfr para algum ay,...,a; € F.

[Dica: Use a transformagao linear ® : X — F*, &(z) = (f(z), fi(z),. .., fu(z))]

Mostre que se Y é um subespaco de X* entao os tnicos funcionais lineares f : X — F
continuos na topologia o(X,Y’) sao os funcionais pertencentes a Y.

[Dica: Mostre que dado f continuo na topologia o(X,Y), existem fi, fa,..., fr € Y tais

que N*_, Nucf; C Nucf e use o exercicio anterior.]

Mostre que todo subespago fechado de um espaco reflexivo é reflexivo.



22. Seja X um espaco de Banach. Mostre que X é reflexivo se, e somente se, X* é reflexivo.

23. Seja (Y;)ie; uma familia de espagos topoldgicos e seja (¢; : X — Y;) uma familia de
aplicagoes. Considere em X a menor topologia que faz com que todas as aplicacoes
; sejam continuas. Mostre que se Z é um espago topoldgico entao uma aplicacao

Y Z — X é continua se, e somente se, 1 o ¢; é continua para todo ¢ € I.

24. Mostre que se X é reflexivo, entao a aplicagao canénica”: (X, o(X, X*)) — (X**, o(X*, X))
dada por z(f) = f(z) para f € X* tem inversa limitada. Conclua que se X é reflexivo

entdo a bola unitaria fechada, Bx(0,1) é compacta na topologia fraca.



