UFPB/CCEN/Departamento de Matematica
Introducao a Anélise Funcional

Lista 2: Operadores limitados, dualidade, transformacoes lineares

. Sejam X um espago de Banach e T' € L(X). Mostre que, para todo t € F, o operador
exp(tT’) definido por

exp(tT) = Z (ﬂ,;)j

J=0 J

pertence a L(X) e || exp(tT)|| < exp(|t|||T]).

. Mostre que se X; e X5 sdo espacos normados e T' € L(X7, X5) entao seu nicleo N(T') é

um subespago vetorial fechado. Verifique que S : I(N) — [*(N), (Sz), = I ¢ limitado
n

mas sua imagem img(S) nao é fechado, e que seu operador inverso S~ : img(S) — [*(N)

existe e nao é limitado.
. Seja f um funcional linear sobre o espaco vetorial normado X.
(a) Mostre que f € X* se, e somente se, existe C' > 0 com |f(z)| < C para todo = em

alguma bola B(y,d). Generalize para operadores lineares entre espagos normados.

(b) Mostre que f € X* se, e somente se, N(f) é fechado. Dé um exemplo para mostrar
que isso nem sempre vale para operadores lineares.

(c*) Mostre que se f é ilimitado entao seu nicleo é denso.

. Discuta se o niicleo do funcional f : (I'(N),|.||«c) — F, definido por f(zy,zs,...) =

> 2y xj, é fechado.

. Seja X um espago vetorial normado de dimensao infinita. Contrua um funcional linear

f X — R descontinuo.

. Mostre que o operador [ (t) = fat Y(s) ds pertence a L(Cla,b]). Mostre também que ele

nao possui autovalores, isto é, nao existem \ € F e ¢ # 0 continua tais que [ = .

. Para cada a € R considere o funcional em C[—1, 1] dado por

1
fult) = [ (o)t + av(o
—1
Mostre que f, é um elemento do dual e que || f,|| = 2 + |a].

. Mostre que nao existem operadores S,T" € L(X) tais que 'S — ST = 1.

Dica: Supondo que existem tais operadores, mostre que T'S™ — S"T' = nS™~! para todo

2(TNISS™

n € N, e portanto [|S™ 7| <
n

, de forma que SV = 0 para todo N




suficientemente grande. Com isso, chegue a uma contradicdao, mostrando que 0 = SV =
SNl —...=6=680=1,

9. Seja ¢ : X — R um funcional continuo com a propriedade

Y(x+y) =) +(y),

para todos z,y € X. mostre que ¥ (ax) = arp(z) para todo a € R.



