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Notacao

R - Anel

AR - Anel das fracoes de R

R|x] - Anel dos polindmios na variavel x

R, - Anel de valorizagao v de K

C - Classe de dominio de Mori R tal que R[[x]] também o é

R][z]] - Conjunto das séries de poténcias formais sobre R
U(R) - Conjunto das unidades de R

F(R) - Conjunto dos ideais fraciondrios nao nulos de R
Max(R) - Conjunto dos ideais maximais de R

Spec(R) - Conjunto dos ideais primos de R
Z - Conjunto dos nimeros inteiros

N - Conjunto dos nimeros naturais

Q@ - Conjunto dos niimeros racionais

R - Conjunto dos nimeros reais

K((R)) - Corpo das fracoes de R

K - Corpo quociente

K(S) - Corpo residual

I[[z]] - Ideal de R[[x]]

I'=(R:(R:1I)) - Ideal divisorial de R

M - Ideal maximal

M, - Ideal maximal de R,

M - Ideal maximal de R[[x]] vy

P - Ideal primo de R

Rz = xR = (x) - Ideal principal gerado por z, x € R
Rp - Localizacaode R em P

ker - Nicleo do homomorfismo

(J : I) - Quociente de J por [

J(R) - Radical de Jacobson

A - Sistema multiplicativo de R
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Introducao

Nesta dissertagao, estudaremos os dominios de Mori, isto é, dominios em que toda
seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais é estaciondria (cf. [12]). E bem conhecido
os seguintes resultados:

Se R ¢ um anel Noetheriano (Krull), entao

e R[x] é um anel Noetheriano (Krull);

e R[[z]] € um anel Noetheriano (Krull).

Assim, verificaremos se algumas propriedades existentes dos dominios de Mori valem

em outros dominios. Por exemplo, se R é um dominio de Mori:

1. R[z] é um dominio de Mori?

2. R][z]] ¢ um dominio de Mori?

A resposta do item 1. é positiva se R é integralmente fechado. Por outro lado, se R
¢ um dominio Noetheriano ou Krull, entao R[[z]] ¢ um dominio de Mori. Em geral, a
resposta para 2. é negativa. O estudo dos dominios de Mori é de grande importancia, pois
eles nos permitem estudar simultaneamente os dominios Noetheriano e de Krull.

Nosso objetivo principal é determinar exemplos de dominios de Mori R tal que R[[z]]
também o é. Nao obstante, conjectura-se que existem dominios de Mori R tal que R[[x]]
nao sao dominios de Mori

No capitulo 1, comecamos relembrando alguns resultados bésicos sobre anéis e mo-
dulos que sao necessdrios para os desenvolvimentos posteriores. Em seguida, definimos
anéis Noetheriano, anéis de valorizacoes, dominios de Krull, série de poténcias formais,
dependéncia inteira e estudamos algumas de suas propriedades mais elementares. E por

iltimo estudaremos alguns resultados sobre ideais e anéis com os mesmos ideais primos.
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No capitulo 2, estudaremos os dominios de Mori. Os dois resultados principais sobre
dominios de Mori sdo: Primeiro, dados R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S5)
e K seu corpo quociente. Entao R é um dominio de Mori se, e somente se, S é de
Mori. Segundo, neste caso é fundamental que os anéis tenham os mesmos ideais primos,

a importancia deste fato ¢ dado pelo diagrama

R=DxS — D

! Lo
S = k(S),
onde S ¢ um dominio local, k(S) = 2 o corpo residual, ¢ : S — k(S) o homomorfismo

candnico, ¢ : D — k(S) um homomorfismo de anéis, R é o pull-back de D e S sobre k(.5),
isto é,
R={(d,s) € DxS:¢(d)=p(s)} = ¢ (D)

e D é um subcorpo de k(S). Entao R é de Mori se, e somente se, S ¢ um de Mori e D é
um corpo. Se nas condigoes acima S é dominio de valorizacao, obtemos o Corolério 2.5,
que generaliza a Proposicao 2, de [10].

No capitulo 3, apresentaremos a classe C de dominio de Mori S tal que S|[[z]] também o
é, e provaremos o seguinte resultado. Sejam R e S dominios locais com R C S e M # {0}
seu ideal maximal. Se S € C, entao R € C. Finalmente, apresentaremos exemplos de

dominios de Mori R tal que R[[z]] também o é.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

Neste capitulo apresentaremos os pré-requisitos de Algebra Comutativa que serao
necessarios para a compreensao dos capitulos subsequentes e também a familiarizacao com

a notagao aqui adotada. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [1, 8, 11].

1.1 Anéis

Nesta secao nosso objetivo ¢ apresentar alguns resultados sobre anéis, que serao
necessarios para a compreensao deste trabalho.
Um anel é um conjunto nao vazio R equipado com duas operagoes bindrias adi¢ao

(z,y) — = + y e multiplicagao (x,y) — zy tal que as seguintes propriedades valem:

. x4+ (y+2) = (r+y) + z, para todos z,y, z € R;

2. Existe 0 € R tal que 0 +x = x + 0 = x, para todo x € R, 0 é o elemento neutro da

adicao;

3. Para todo z € Rexiste y € Rtal quex +y =y + 2 =0, y é o elemento inverso da

adicao e vamos denoté-lo por —uz;
4. x +y =y + x, para todos z,y € R;
5. z(yz) = (xy)z, para todos z,y, z € R;

6. z(y+ 2) =2y + x2, (x + y)z = xz + yz, para todos z,y, z € R.

Se um anel R satisfaz as propriedades:



7. Existe 1 € R tal que 21 = 1z = z, para todo x € R, dizemos que R é um anel com

identidade;
8. xy = yx, para quaisquer z,y € R, dizemos que R é um anel comutativo.
Se um anel R satisfaz a propriedade:

9. Para todos z,y € R, 2y = 0 = z = 0 ou y = 0, dizemos que R é um anel sem

divisores de zero.

Dizemos que um elemento x € R é um divisor de zero se existir y € R, y # 0 tal que
xy = 0. Caso contrério = é regular.

Se R é um anel comutativo, com identidade e sem divisores de zero, dizemos que
R & um dominio. Um elemento x € R é dito uma unidade de R se existir y € R tal
que zy = yr = 1. Denotaremos por U(R) o conjunto de todas as unidades de R. Se
U(R) = R* = R — {0}, dizemos que R é um corpo.

Nesta dissertacao, todo anel R, salvo mencao explicita em contrario, serd anel comu-
tativo com unidade.

Sejam R e S dois anéis. Um homomorfismo de anéis ¢ uma funcao ¢ de R em S tal

que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. ¢(x +y) = o(x) + ¢(y), para todos z,y € R;
2. ¢(ay) = ¢(x)¢(y)> para todos .,y € R;
3. ¢(1) =1.

Um subconjunto nao vazio S de um anel R é um subanel de R se as seguintes condicoes

sao satisfeitas:

1. para todos x,y € S, tem-se x —y € 5
2. para todos z,y € S, tem-se xy € 5,

3.1e€85.

Um subconjunto nao vazio I de um anel R é um ideal de R se as seguintes condi¢oes

sao satisfeitas:



1. para todos x,y € I, tem-se x —y € [;
2. Paratodox € I er € R, tem-se rx € I.

Um ideal I de R ¢é dito finitamente gerado se existir um subconjunto finito S =

{z1,29,...,2,} de R tal que
I = (S)=Rx1+ Rxa+---+ Rz,
= {ZTZ'TZ ;e R}
i=1

O ideal I = Rz = xR = (x) é chamado ideal principal gerado por x € R. Um dominio R
é um dominio de ideais principais se todo ideal de R é principal.

Sejam [ e J dois ideais de R. Entao
I+J={x+y:zel, yeJ}

é¢ um ideal de R e

1J = {ZI'ZyZI'Z el, y € J}
=1
é um ideal de R.

Um ideal P de um anel R ¢é um ideal primo de R se P # R e para todo x,y € R e
xy € P, tem-se x € Pouy € P.

Um ideal M de um anel R ¢ ideal maximal de R se M # R e J é um ideal de R tal
que M C J C R, entao M = J ou J = R. Dizemos que R é um anel local se R tem um
tnico ideal maximal. Neste caso, U(R) = R — M. Um ideal M de um anel R ¢ um ideal
minimal de R se M # {0} e J ¢ um ideal de R tal que {0} C J C M, entao J = {0} ou
J =M.

Observacao 1.1 Todo ideal maximal é primo.

Proposigao 1.1 Seja R um anel. Entdo M é um ideal maximal de R se, e somente se,

para todo x ¢ M existe r € R tal que 1 + xr € M. Neste caso, x € U(R).

Prova. Para cada x ¢ M temos que M C M + (x). Logo, por hipétese, M + (z) = R.
Como 1 € R temos que 1 € M + (z), isto &, existe r € R tal que 1+ zr € M.
Reciprocamente, seja J é um ideal de R tal que M C J C R. Suponhamos que M # J.
Entao existe x € J tal que = ¢ M. Assim, por hipétese, existe r € R tal que 1+ xr € M.
Logo,
l=—ar+1+rz)eJ
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e J = R. Portanto, M é um ideal maximal de R. |

Seja R um anel, dizemos que I é um ideal proprio de R se [ # R.

1.2 Mobdulos

Nesta secao enuciaremos e provaremos alguns resultados cldssicos de anéis de fracoes
e anéis Noetherianos que serao necessdrios para a compreensao deste trabalho.

Seja R um anel. um R-mddulo V' sobre R é um grupo comutativo aditivo junto com
uma aplicacao

RxV =V, (x,v) — av,
tal que as seguintes propriedades valem:
1. z(yv) = (zy)v, para todos z,y € Rev € V;
2. z(u+v) = xu+ zv, para todo x € R e u,v € V;
3. (z+y)v=1av+yv, para todos x,y € Rev € V;

4. lv = v, paratodo v € V.

Note que, se R é um corpo, entao um R-médulo é espago vetorial sobre R.
Um subconjunto nao vazio W de um R-médulo V' é um R-submddulo de V' se as

seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. para todos w,v € W, tem-se w — v € W
2. Paratodor € Rew € W, tem-se xw € W.
Seja V um R-médulo. Uma seqiiéncia crescente
Wich,c---CW,C---
de R-submdédulos de V' é uma cadeia crescente. Uma seqiiéncia crescente

Wwicw,c---cW,cC---



de R-submédulos de V' é uma cadeia estritamente crescente. De modo inteiramente andl-
ogo, define-se uma cadeia decrescente e cadeia estritamente decrescente. Dizemos que

uma cadeia crescente

Wy CWyC---CW, C--

de R-submdédulos de V' é estaciondria se existir ng € N tal que
W, = W,,,Vn > ng.

Um subconjunto A de um anel R é um sistema multiplicativo de R se as seguintes

condicgoes sao satisfeitas:
1. 1€ A;
2. ab € A para todos a,b € A.
Consideremos em R x A a seguinte relagao de equivaléncia:
(x,a) ~ (y,b) < (za — yb)c = 0 para algum c € A.

A classe de equivaléncia de (z,a) serd denotado por £ e

Rx A

~J

= A'R.

Assim, podemos definir em A~'R as seguintes operacoes bindrias:

r oy  brtay
a+b N ab
Ty oy

a b ab’

E facil verificar que estas operacoes estdo bem definidas e AR é um anel comutativo

com unidade, chamado de anel de fragoes de R, onde % e % é o elemento zero e o elemento

identidade de A~ R, respectivamente. Neste caso, temos também um homomorfismo de

anéis
0:R— AR
definido por
x
p(z) = 1

Assim,

kero = {zr € R:xb=0 para algum b € A}.
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De fato,

r € kery
o z 0
1 1

< (1 —=01)b =0 para algum b€ A

< b =0 para algum b € A.
Note que, este homomorfismo nao é, em geral, injetor, pois
kero ={0} < 2b=0=2=0.

Observacao 1.2 Se R é um dominio e A = R*, entdo K = A™'R ¢é chamado o corpo

quociente de R.

Proposigao 1.2 Seja 0 : R — S um homomorfismo de anéis tal que o(a) € U(S),
para todo a € A onde, A é um sistema multiplicativo de R. Entao existe um tunico

homomorfismo ¢ : A'R — S tal que 0 = ¢ o .

Prova. Seja ¢ : A~'R — S dada por

entdo existe ¢ € A tal que (xb — ya)c = 0. Assim, temos que

[o(2)a(b) — a(y)o(a)lo(c) = 0.

Como o(c) € U(S) temos que

isto &,

Agora, ¢é fécil verificar que ¢ ¢ um homomorfismo de anéis e que 0 = ¢ o ¢. Finalmente,

H(3) = olp(@) = o(x). Vi € R



Logo, se a € A, entao

1 a._ a., _ _
¢(5) = ¢((T) )= ¢(I) t=o(a)™
Portanto,
T rz, 1 _
H(2) = 6(3)0(=) = olw)ola) !,
de modo que ¢ é unicamente determinada por o. |

O anel A™'R e o homomorfismo ¢ : R — A™'R tém as seguintes propriedades:
1. Se a € A, entao p(a) € U(A™'R);

2. kerp={x € R:xb=0 para algum b € A};

3. Cada elemento de AR ¢ da forma ¢(z)p(a)™! para algum z € Re a € A.

Proposigao 1.3 (Unicidade de A™'R) Sejao : R — S um homomorfismo de anéis tal

que
1. Sea € A, entao o(a) € U(S);
2. kero ={z € R:2b=0 para algum b € A};
3. Cada elemento de S ¢ da forma o(x)o(a)™, para algum x € R e a € A.
Entao existe um tinico isomorfismo ¢ : A'R — S tal que 0 = ¢ o .

Prova. Pelo item 1., temos que ¢ : A~'R — S definida por

¢ um homomorfismo de anéis. Assim, pelo item 3., segue-se que ¢ é sobrejetor. Final-
mente,

g € ker¢ = o(x) =0.

Logo, pelo item 2., temos que xb = 0, para algum b € A. Portanto,

isto ¢, £ =0em A'R. [ |



Proposigao 1.4 Sejam I um ideal de R e A um sistema multiplicativo de R. Entao

AR # A7 se, e somente se, I N A= {.

Prova. E claro que A~ ¢ um ideal de A~*R. Suponhamos, por absurdo, que I N A # 0.
Entéo existe z € N A. Logo, £ =1 =1¢€ A ¢, assim, A 'R = A™'I, 0 que ¢ uma
contradigao.

Reciprocamente, suponhamos, por absurdo, que A™'R = A~'[. Entdo 1 € A7'1, isto

é, % =L, onder € [ ea € A Assim, existe ¢ € A tal que (a —r)c = 0. Portanto,

ac=rc € I N A, o que é uma contradicao. [ |

Exemplo 1.1 Seja R um anel. Entao é facil verificar que A = R — P é um sistema
multiplicativo se, e somente se, P é um ideal primo de R. Neste caso, AR = Rp ¢

chamado a localizagao de R em P. O conjunto
x
Mp={-:2€eM ea¢ P}
a

¢ o 1nico ideal maximal de Rp. De fato, é claro que Mp é um ideal de Rp. Assim, se

Y€ Rp— Mp, entaoy ¢ P, isto ¢, y € A. Logo, pela Proposi¢io 1.2, ¥ € U(Rp).

Portanto, U(Rp) = Rp — Mp. Neste caso, Rp é um anel local.
Um anel R é Noetheriano se todo ideal de R ¢é finitamente gerado.
Proposicao 1.5 Seja R anel. Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
1. R é um anel Noetheriano;
2. Toda seqiiéncia crescente de ideais de R é estaciondria;
3. Todo conjunto nao vazio de ideais de R tem um elemento maximal.

Prova. (1. = 2.) Seja
LTLC---CL,C---

uma seqiiéncia crescente de ideais de R. E facil verificar que

o
I=Jn
n=1
¢ um ideal de R. Por hipétese, existem aq,...,a; € R tal que
I ={ay,...,a).
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Como ay, ..., a; € I temos que existem n;,,...,n;, € N tais que a; € I, ,...,a; € In,, .
Tomando ng = max{n;,...,n; } temos que ay,...,a; € I,,. Logo, I C I, assim,
I = I,,,. Portanto, I,, = I,,,, Vn > ny.
(2. = 3.) Seja
F ={I;: I; umideal de R,I; # {0},i € N}

uma familia nao vazia de ideais de R. Seja I; € F. Entao, se I; € um elemento maximal
acabou, caso contrério, existe I, € F tal que I; C I,. Se I é um elemento maximal
acabou, caso contrario, existe Is € F tal que I; C I, C I3. Proceguindo assim e pela
hipétese, F contém um elemento maximal, digamos M = Ij.

(3. = 1.) Seja I um ideal de R. Seja
F ={J:J éum ideal finitamente geradode R e J C I}.

Como {0} € F temos que F # (). Logo, pela hipétese, F contém um elemento maximal
M.

Afirmacao: M = 1.
De fato, suponhamos, por absurdo, que M ¢ I. Entdo, existe z € [ e x ¢ M. Se
L=M+(z) CI,entdo L € F, com M G L, o que é uma contradigao. [ |

Exemplo 1.2 Todo dominio de ideais principais é um dominio Noetheriano.

Proposigao 1.6 Sejam R um anel Noetheriano e A é um sistema multiplicativo de R.

Entao A™'R é um anel Noetheriano.
Prova. Seja J um ideal de A~!'R. Entao é facil verificar que
Ii:{xEszeJ para algum a € A}
a

para i = 1,2 sdo ideais de R. Agora, sejam J; e J, dois ideais de A™'R, com J; C .J.
Afirmacgao: I; ¢ I,

De fato, suponhamos, por absurdo, que I; = I, e escolhendo £ € J, com Z ¢ J;. Entao

x € Iy = I. Assim, existe a; € A tal que ail € J;. Logo,

r a1 x
== ey,
a a a;

o que é uma contradicao. Assim, qualquer cadeia crescente de ideais de A~ R dar origem

a uma cadeia crescente de ideais de R. Portanto, A~'R é um anel Noetheriano. |
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1.3 Anéis de Valorizacoes

Nesta secao estudaremos os anéis de valorizagoes e os dominios de Krull e algumas de
suas propriedades que serao necessarios para a compreensao deste trabalho.
Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Dizemos que R é um anel de valoriza¢do

de K se para cada x € K*, entao * € R ou z7! € R (ou ambos).
Exemplo 1.3 Z nao é anel de valorizacao de Q, pois % € Q, com % ¢7 e % ¢ 7.
Sejam K um corpo e co um simbolo. Por convengao temos que
00+ 00 =00,+00 =00 € a < 00,Va € Z.

Uma wvalorizagdo discreta de K ¢ uma fungao v : K — Z U {oco} sobrejetora tal que as

seguintes propriedades valem:
L. v(z) =002 =0;
2. v(zy) = v(@) +v(y);
3. v(z +y) > min{v(x),v(y)}.

Seja
R,={r € K :v(z) > 0}.

Entao R, é um anel de valorizacao v de K. De fato, dado z € K* — R,, temos que

v(x) < 0. Como v(1) = 0, pois
v(l) =v(1.1) =v(1) +v(l) = v(1) =0,
temos que
0=v(1)=v(zz™")=v(@)+v@@!)=v(@")=—-v(x) > 0.
Logo, 27! € R, e R, & o anel de valorizacao v de K.
Exemplo 1.4 Sejam R um dominio de ideais principais, K seu corpo quociente e

A={p € R:p é um elemento primo}.
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Para cada p € A fizxado, definimos
vy K — Z U {oo} por v,(z) =n,

onde
a nC
r=5=p'"5pfeeptd

Entao v, é uma valorizagao discreta de K. De fato, dados

/

r=p E,Mc epfd ey=p J,MC’ eptd,

obtemos que:

1. vp(xy) = v,(P"TL) = m+n = v,(z) + v,(y), poisptec e ptdd.

2. vz +y) = vp(pm(W) =m = v,(x), pois p { cdp”™ +d ep{dd e

Cdl+Cldp7n_n )

vp(x +y) = v (P (F=5F—) = n=1,(y), pois pfed + dp™™" e ptdd. Logo,

Up(x + y) > min{m, n} = min{vp(x), Up(y)}-
Finalmente,
a
R, = {EEKZ?JP(z)ZO}
= {% € K : mdc(p,b) = 1}.

Além disso,

R=()R,

pEA

De fato, como R C R, para todo p € A temos que

RC ()R,
pEA
Reciprocamente, se x = ¢ € Ry, para todo p € A, entio b= £1, pois, para b # &1
existe p' € A tal que p’ | b e mde(p',b) = p', o que é uma contradi¢io. Logo, x € R.

Finalmente, x € U(R,) se, e somente se, v,(x) = 0.

Proposicao 1.7 Sejam R um dominio de valorizacio e K seu corpo quociente. Entao

as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. R é um anel de valorizacao discreta;
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2. R é um dominio de ideais principais;
3. R é um anel Noetheriano.

Prova (1. = 2.) Sejam v : K — Z U {oo} a valorizagdo discreta associada a R e M
o0 ideal maximal de R. Como 1 € Z temos que existe t € M tal que v(t) = 1. Para 0

# v € M temos que v(x) =n > 0. Assim,

WE) = vz
= v(@) + ()

Agora, tomando = = t"u, obtemos que u € U(R). Seja {0} # I C R um ideal qualquer
de R. Entao o conjunto

J={v(a):0#£a€l} CN

é nao vazio. Logo, pelo Principio da Boa Ordenacao, J contém um menor elemento,
digamos n. Se n = 0, entao existe 0 # a € [ tal que v(a) =0e I = R. Sen > 0, entdo
existe 0 # a € I tal que v(a) = n. Entao I = (a) = (t"). Portanto, R ¢ um dominio de
ideais principais. Neste caso, todo ideal nao nulo de R é uma poténcia do ideal M = (t).

(2. = 1.) Como R é um dominio de ideais principais temos que existe = € R tal que

M = (z). Se

[e.9]

n=1

entdo existe y € R tal que I = (y). Se y € M, entdo existe z € R tal que y = xz.
Como y € (z"), para todo n € N, temos que z € (2"~ 1), para todo n € N. Logo, existe

u € U(R) tal que z = yu. Assim,
y=xz=zxyu =1y =0,

poisse y # 0, entao 1 = zu € M, isto é, [ = (0. Portanto, para todo a € R*, existe n € Z
tal que a € (z™) com a ¢ (z"*). Logo, a funcio p : R* — Z, definida por p(a) = n. E

facil verificar que

para todos a,b,c,d € R*, com



Assim, v : K — Z U {oo} definida por v(z) = p(a) — u(b), para todo v = § € K*, e
v(0) = oo é uma valorizacao discreta, de modo que, R é um anel de valorizacao discreta.
(2. = 3.) Nada h4 a provar.

(3. = 2.) Seja I um ideal de R. Entao, por hipétese, existem aq, ..., a; € R tais que

I'={(a,...,a).

Entre os ideais principais (a;) existe um maximal, digamos (a1). Assim, I C (a;) C I.
Portanto, I = (ay). [ |
Sejam R dominio e K seu corpo quociente. Dizemos que R é um dominio de Krull se
existir uma familia (vy)xep de valorizagoes de K, onde A é um conjunto de indices, tal

que as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1. As valorizacoes vy sao discretas;

2. Nyea Br = R, onde
Ry ={z € K :vy\(z) > 0};

3. Para cada x € K*, o conjunto dos indices A € A tais que vy(z) # 0 é finito;
4. Para cada A € A, existe um ideal primo P, de R tal que R) = Rp,.

Exemplo 1.5 Todo dominio de ideais principais é um dominio de Krull.

1.4 Séries de Poténcias

Nesta secao definimos o conjunto das séries de poténcias formais em seguida apre-
sentaremos algumas propriedades que serao necessdrias para a compreensao dos capitulos
subsequentes. O leitor interessado em mais detalhes pode consultar [3].

Sejam R um anel e

R = {f = (a;)icz, : @i € R}
o conjunto das séries de poténcias formais sobre R. Dados f = (a;)icz,,9 = (bi)icz, €
Rs€1. dizemos que

f=g9a,=b,Viel,.

Definimos em R*“? duas operagoes bindrias adi¢ao e multiplicagao por

f_|_g:(a0—|—bo,a1—|—b1,...) € fg:(c[)vclu"')7
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onde

Cr = Z CLibj.

i+j=k
Note que, somente um nimero finito de termos aparece nesta soma, pois se i + j = k,

entao 0 < 4,7 < k. Com estas operagoes R**? é um anel comutativo com identidade.
Seja
S ={(a,0,0,...):a € R}.
Entao, S é um subanel de R**? isomorfo a R. Assim, podemos identificar (a,0,0,...) com

a. Vamos denotar ax por

(0,a,0,...).
Mais geralmente, o sfmbolo az™ denotaremos por
(0,0,...,0,a,0,...),
onde a estd na (n + 1)-ésima posigao. Usando esta notagao cada série de poténcia

f = (ao,al,...,an,...)
pode ser escrita de modo tinico na forma

f = (ap,0,0,...)4+(0,a1,0,...) +---4+(0,...,0,a,,0,...) 4+
= atar+--Fa "+
= Zaixi.
i=0
Para identificar a indeterminada x vamos denotar R*? por R|[[z]]. Seja R[x] o conjunto
de todos os elementos f = > ° a;x" tais que a; # 0 somente para um nimero finito de
indices. Podemos supor, sem perda de generalidade, que f = "7 , a;x', onde a, # 0. B
facil verificar que R[z] é¢ um subanel de R[[z]] chamado de anel dos polinémios na varigvel
x.
Se f =3, a;x" € R[[z]]*, entdo a ordem de f, em simbolo o(f), ¢ o menor inteiro

n tal que a, # 0. Assim, se R é um dominio, entdo R[[z]] também o é. Logo, o corpo
de fragdes associado a R[[z]] é o conjunto dos elementos da forma % com f,g € R|[z]] e
g # 0. Em particular, f e g podem ser constantes, assim, o corpo das fragoes de R|[[x]]
contém o corpo quociente de R. Se K é um corpo, entdo o corpo das fragoes de K|[[z]]

serd denotado por

K((x)) = {ng,gem[xn e g%o}.
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Proposicao 1.8 [ =57 a;a' € U(R[[z]]) se, e somente se, ag € U(R).

Prova. Se f = >, a;x" € U(R|[[z]]), entdo existe g = > ooy bz’ € R[[z]] tal que fg = 1.
Em particular, agby = 1. Logo, ag € U(R).

Reciprocamente, se ag € U(R), entao aplicando o Algoritmo da Divisdo a 1 e f obtemos
g= Zbixi € R[x]]
i=0
tal que by = ag ' e
b, = —aal(albi,l + -+ aibo),Vi > 1.

Portanto, fg =1, isto é, f = >_° a;a* € U(R[[z]]). [ |

Corolario 1.1 Se K é um corpo, entdao

L:{f:iaixi:aiEK 6k§0<f)}

i>k

é corpo. |

Note que, se I ¢ um ideal de R, entdo I 4 (x) denotard o ideal de R[[z]] consistindo

de todas as séries de poténcias cujo termo constante pertence a I. Assim,
(0.0]
I+ (z)={f= Zaix” € R[[z]] : ao € T}.
i=0

Proposigao 1.9 Todo ideal mazimal de R[[x]] é da forma M + (x), onde M é um ideal

maximal de R.

Prova. Seja ¢ : R[[z]] — R definida por ¢(f) = ap = f(0). Entao ¢ fécil verificar que ¢

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor. Se M é um ideal maximal de R, entao
¢~ (M) = M + (z)
¢ um ideal maximal de R[[z]]. Por outro lado, se N um ideal maximal de R[[z]], entao

M ={f(0): f € N}

é um ideal de R e M’ # R pois, caso contrério, pela Proposicao 1.8, N contém uma
unidade. Além disso, se r € R — M’, entdo (N,r) = R[[z]]. Assim, existem f € N e
g € R[[z]] tais que

l=gr+f.
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Logo, 1 = ¢g(0)r+ f(0) € (M’,r), isto &, M’ ¢ maximal de R. Como N C M'+ (x) temos
que N = M’ + (x). [

Se I é um ideal de R, entao

I[[z]] = {Z axt:a; € I}

¢ um ideal de R[[z]]. Seja

0 homomorfismo canénico. Entao

definida por
o (Z aixz) = Za(ai)xi
i=0 =0

é¢ um homomorfismo sobrejetor tal que
kero = I[[x]].

Note que, I[[z]] ¢ diferente do ideal I R[[z]] de R[[z]] gerado pelo conjunto I, isto &,
k
IR[z]] ={D a;f;: a; € L, f; € Rl[a]] e k € N}.
j=1

Pois temos sempre que I R[[z]] C I[[z]].

Proposicao 1.10 Seja P um ideal primo de R. Entdo P[[z]] é um ideal primo de R|[z]].
|

Proposigao 1.11 Seja K qualquer corpo. Entdo K|[x]] é um dominio de ideais princi-

pais. Neste caso, os ideais nao nulos de K|[[z]] sio da forma (™), onden € Z,.

Prova. Seja I um ideal de K|[[z]]. Se I = {0} nada h4 a provar. Suponhamos que
I # {0}. Entao o conjunto

S={ne€Zy:n=o(f)e fel}
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¢ nao vazio. Assim, pelo Principio da Boa Ordenagao, S contém um menor elemento,

digamos k£ € S. Seja

k ket kt2
f = apa” + ap 2"+ apgex” T4 -

= 2(ap + ap12 + apyor® + ) € L
Como ay, # 0 temos, pela Proposigao 1.8, que existe g € U(K|[[z]]) tal que
f=aFg=at=fglel
Assim, (2*) C I. Por outro lado, se 0 # h € I com ordem n > k, entdo
h = 2" (a, 2™ " 4 app1 2™ 4 o™ TR ),
isto ¢, h € (z¥). Portanto (z*) = I. [
Coroldrio 1.2 O dominio K[[z]] é local com (x) como seu ideal mazimal. [

Dado f € K((x)), existem g = > 2 bz’ h = > oo cia' € K[[z]] com h # 0 tal que
f =4%. Como h # 0 temos que existe um primeiro inteiro positico n € N tal que ¢, # 0.

Assim, ¢, +c¢, 10+ € U(K|[[z]]). Logo, existe k € K[[z]] tal que (¢,+cpi1z+---)k = 1.

Portanto,
-4
_ g
2™(Cn + Cpp1T + o)
(e + ez + -0 )k
_ gk
= =
isto é,
K((x)) = { = Zaixi ca;, € K en< o(f)} :
i>n
Além disso,
1
K((2)) = K{l2]][~],

pois x7" € K((x)), para todo n € N.

n

Coroldrio 1.3 Qualquer f(x) € K[[z]]* pode ser escrito na forma f(x) = g(z)x™, onde

g(x) e UK]|[z]]) en € Z,. [ |
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Teorema 1.1 Se R é um anel Noetheriano, entdo R|[[x]] é um anel Noetheriano.
Prova. Sejam J um ideal nao nulo de R[[z]] e
I ={a € R:az" + aj 12" + -+ € J para algum k € Z, } U {0}.

Entao é facil verificar que I é um ideal de R e I, C I;,1. Logo,

I=JIL
k=0
¢ um ideal de R. Como R é um anel Noetheriano temos que
I={(b,ba,...,bm).

Para cada i € {1,...,m}, obtemos que

assim, tomando

temos que

fz‘ :bi$k+ak+1l’k+1+"' € J,VZ: 1,2,...,771.

Seja
L= <f17f27"'7fm> g‘]

e considerando R|[[z]] como R-médulo temos que J e L sdao R-submédulo de R[[x]].
Definindo N como R-submédulo de R[[z]] constituido de todas as seqiiéncias de ordem
no méaximo k — 1.

Afirmacgao:

J=(JNN)+L.
De fato, é claro que (JNN)+ L C J, pois JNN,L C J. Seja
g=cx' + et F a4 e

Entao ¢; € I e, assim,

e =11by + -+ T by,
onde r1,...,7, € R. Set < k, entao
geJNNC(JNN)+ L.
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Se t > k, entao
g—g=aq €1,
onde g} = riat  fi 4+ +r,2""*f, € L. Logo, por aplicagio sucessiva deste argumento,
obtemos g; € I e g, € L tal que gs_1 = gs+ ¢, com s < k—1. Assim, g; € JAN e g, € L.
Portanto, g € (J N N) + L.
Finalmente, como N é finitamente gerado temos que J N N é finitamente gerado e,

assim, J = (J N N) + L ¢é finitamente gerado. |

Proposigao 1.12 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Se R é um anel de
valorizagao discreta (de posto um), entao

$ = R[[a]|[~]

X

é um dominio Fuclidiano.

Prova. Seja v : K — Z U {oo} a valorizagao discreta associada a R. Note que, cada

elemento nao nulo de S pode ser escrito de modo tnico na forma z"(ag + a1z + - - - ), para

algum n € Z, onde ag # 0. Seja ¢ : S — {0} — N definida por ¢(f) = v(ap).
Afirmagao: ¢ é um algoritmo Euclidiano em S.

De fato, sejam f = a™(ap + a1z +---) e g = ™(by + byx + - - - ) elementos nao nulos de

S, entao

p(fg) = v(aobo) = v(ao) +v(bo) = v(ao) = ().

Para produzir elementos s, t em S tais que
f=sg+t, onde t =0 ou p(t) < p(g),

podemos supor, sem perda de generalidade, que ¢(t) > ¢(g). Assim, Z—g e Se f—

(Z—S)xn—mg = 0 ou é da forma " (co+c1z+---),onde r > necy # 0. Se f_(z_g)xn—mg —0

ou v(cg) < v(by), entdo podemos tomar s = (32)z""" et = f — (§2)2""g. Se v(co) >
v(bo), entdo podemos repetir o processo acima subtraindo ({2)z™ ™g de f — (32)z" g e
obtemos

@ n—m @ ni—m
D (a7 g,

Por inducgao concluimos que existe um inteiro ¢ para o qual obtemos

=
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_ B0y nem (Coyymem Ly 0y e
s-(bo)x —l—(bo):v + —l—(bo)x
et:f—sgougdividefemS.Assim,s:iet:O. |

Teorema 1.2 Se R é um dominio de Krull, entao R|[x]|] é um dominio de Krull.

Prova. Sejam K o corpo quociente de R e (V))rea uma familia de anéis de valorizagao
discreta de K para R.

Afirmagéo: R[[z]] = K[[2]] ) (Myea Va((2))) -
De fato. Como R C V), para todo A € A, temos que

R[[z]) € K[«]]( (ﬂ VA((JJ))> :

A€A

Por outro lado, seja f € K[[z]]( (Nyea Va((2))) . Entdo f € K[[z]] e f € VA((z)), para
todo A € A. Logo, [ = Y Syaia’, com a; € Vi ek < o(f), e f =37, 22", com
ri,8i € Res; # 0. Como ;—z € V) ou i—z € V), para todo A € A, temos que k£ = 0.
Logo, > 7=, o' = 227, ‘;—ﬁ Vien € N. Assim, §* = ¢;1, € R Vi e n € N. Portanto,
[ =70 Cirnt' € R[[x]).

Como K[[z]] é um dominio de valorizagao discreta de (posto um) e Vy((x)) é um

dominio Euclidiano temos que R[[z]] € um dominio de Krull.. [

1.5 Dependéncia Inteira

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades de fecho inteiro e fecho completo
inteiro que serao necessdarias para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.
Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Dizemos que o € K é inteiro sobre R,

se existir um polindmio moénico f(z) € R[x] tal que f(a) = 0.
Exemplo 1.6 Se R=Q e K =R, entdo v/2 é inteiro sobre R.

Proposicao 1.13 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. FEntdao as sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. a € K ¢ inteiro sobre R;

2. Rla] é um R-mddulo finitamente gerado de K;
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3. FExiste um subdominio () de K tal que QQ é R-mddulo finitamente gerado e o € Q).

4. Existe um R-mddulo finitamente gerado M tal que aM C M e M # {0}.

Prova. (1. = 2.) Seja a € K inteiro sobre R. Entao existem rg,ry,...,r,—1 € R, nado
todos nulos, tais que

Q"+ rp "t a4y = 0.

Afirmacgao: Se S = (1,q,...,a" 1), entao R[a] = S.

De fato, ¢ claro que S C R|a]. Como
Q" = —(rp_10" 4 ra+ 1)

temos que " € S. Suponhamos que k£ > n e que o resultado seja vélido para k — 1, isto
¢,

" = —(rp_a" T o ria ) €S

Entao

of = aat?

= —a(rp_1a™ P+ ra+rg)

1 2
= —(rp1a” + 1 Q™ 4+ a4 o)

Assim, o € S, para todo k € Z,. Portanto, R[a] C S.

(2. = 3.) Basta tomar ) = R]a].

(3. = 4.) Fazendo M = @, obtemos que oM C M e M # {0}, pois 5 =5 -1 € M,
para todo € R[a| — {0}.

(4. = 1.) Seja oy, ..., q, um sistema de geradores de M, isto &, M = (aq,...,ap).

Como aM C M temos que existemm a;; € R tais que

n
oy = E aj;oy, ] =1,2,...,n.
i=1

Assim, podemos ver ag, .. ., a, como a solu¢ao do sistema homogéneo em K nas varidveis

T1yeeoy Tyt
n

Z(%‘Oé —aij)r;=0,7=1,...,n.

=1

Portanto,

det(éija - Clij) =0.
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Logo, este determinante é exatamente um polindmio ménico em « com coeficientes em R,

isto é, a é inteiro sobre R. |

Dizemos que S é uma extensao inteira de R se cada elemento de S é inteiro sobre R.
O conjunto

R ={a € K : a éinteiro sobre R}

¢ chamado de fecho inteiro de R, onde K ¢é o corpo quociente de R. E facil ver que R é

um subanel de K que contém R. Se R = R, entdo dizemos que R é integralmente fechado.
Proposigao 1.14 Sejam R C S dois anéis e
C={se€S:s éinteiro sobre R}.
Se A é um sistema multiplicativo de R, entdo A—'C' = A=1R, onde
A-IR={ac A7'S:a ¢ inteiro sobre A"'R}.

Prova. Dado & € A71C. Como a € C temos que existem rg, 71, ...,7,—1 € R, nao todos
nulos, tais que

Q"+ 1, 0" a1 = 0.

" obtemos que

a\"  Tp_1 fo\"1 r o T
&)+ 22 () e () e
a a a a a a

onde 2+t € A7'S,i=0,1,...,n — 1. Portanto, 2 € A~1R.

Assim, multiplicanto esta equacgao por a~

Reciprocamente, seja 2 € A~'R. Entao existem o2, =l ¢ A-'R, nao todos

7 an—1

o\ Tp_q foa\"1 T [ T
(&) (@) e 2 () 2
a Ap_1 \Q a; \a Qo

Tomando b = apa; - - - a,—1 € A e multiplicando a equagao por (ab)™, obtemos que

nulos, tais que

(ba)™ + b1 (ba)" " + - + by (bar) + by = 0,
onde b; € R,1=0,1,...,n— 1. Logo, ba € C. Portanto,

= —cAlC

a bo
a ba
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Coroldrio 1.4 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Entao as sequintes condi¢oes

sao equivalentes:

1. R é integralmente fechado
2. Rp é integralmente fechado, para cada ideal primo P de R;

3. Ry é integralmente fechado para cada ideal maximal M de R.

Prova Seja f : R — R a aplicacdo inclusdo. Entdo, R ¢ integralmente fechado se, e
somente se, f sobrejetiva. Como f é sobrejetiva se, e somente se, fp : Rp — Rp, para
todo ideal primo P de R e f & sobrejetiva se, e somente se, fy; : Ry — R ¢ sobrejetiva
para todo ideal maximal M de R. Como Rp respectivamente R,; é o fecho inteiro de Rp
respectivamente de Ry, em K. |

Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Um elemento o € K é dito quase-

inteiro sobre R se existir r € R* tal que or € R, para todo n € N.

Proposicao 1.15 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Entao o € K é quase-

inteiro sobre R se, e somente se, R[] é um ideal fraciondrio de R. |

O conjunto

R~ ={a € K : a é quase-inteiro sobre R}

é chamado de fecho completo inteiro de R. Se R = R™, entao dizemos que R é comple-
tamente integralmente fechado. E claro que um elemento de K inteiro sobre R é quase
inteiro sobre R, mas a reciproca é, em geral, falsa. A reciproca vale, porém, se R é um
dominio Noetheriano. Pois, seja o« € K quase inteiro sobre R. Entao R[a] esta contido
em um R-submddulo V' finitamente gerado de K. Como R é Noetheriano temos que V'
é Noetheriano e, portanto, R[a] é um R-submdédulo finitamente gerado de K, isto é, o é

inteiro sobre R.

Exemplo 1.7 Se R = Z + x2Qlx], entdo R = R e R~ = Q[z]. De fato, seja w € Q(x)
quase inteiro sobre R. Entao, existe f € R* tal que w"f € R , para todo n € N. Como

em Q(x) podemos escrever w = £ com mdc(g, h) = 1, temos que

%6R<=)h"|g"f em Qz] < h" | f.
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Em particular, se p é um fator irredutivel de h, entdao p" | f, para todo n € N, isto ¢,
p € UQ[z]) e h € Q. Portanto, R~ C Q[z]. Reciprocamente, seja g € Q[x]. Entdo
g"x € R para todo n € N. Como x € R* temos que Q[x] C R~. Agora, seja u € Q(x)

inteiro sobre R. Entao
" o™t o +an,=0, a; €R
Como u € R~ = Q[z] temos que
u="by+bx+--+byx™, b €Q.
Tomando, a; = ¢; + xf; comc; € Z e f; € Q[x] temos que

0 = u"+ (o +af)u™ +- 4 (cm +2fm)
= by +eby e emibo e+

& b taby ot emoibo e =0, ...
Portanto, by € Q é inteiro sobre Z, isto é, by € Z = 7. Assim, u € R.

Proposigao 1.16 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Se R é um dominio

de Krull, entao R é completamente integralmente fechado.. |

1.6 Operacoes com Ideais

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades de ideais: fraciondrio, invertivel e
divisorial que serao necessdrias para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes.

Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Um subconjunto nao vazio I de K
é um 1deal fraciondrio de R se I é um R-submédulo de K tal que I C R para algum
x € R*,isto ¢, o conjunto J = o/ ¢ um ideal de R e I = x~1J, assim, os ideais fraciondrios
de R sdo subconjuntos de K da forma x~1.J, onde J é um ideal de R e z € R*. Quando
x = 1, dizemos que I é um ideal integral de R. Denotaremos por F (R) o conjunto de
todos os ideais fracionarios nao nulos de R. Note que, se I,J € F (R), entao [ + J, 1.J,
InJeF(R).

Exemplos 1.1 1. Sejam R um dominio de ideais principais e K seu corpo quociente.
Entao todo ideal de F (R) é principal. De fato, como R um dominio de ideais
principais temos que qualquer ideal de R é da forma J = (m). Assim, dadon € R*,

I =n~"'J é um ideal fraciondrio de R, isto é, I = (x), onde x =2 € K.
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2. Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Entao, todo R-submddulo I de K

finitamente gerado é um elemento de F (R). De fato, como I é um R-submddulo

finitamente gerado de K temos que existem x4, ...,x, € K tal que
I={z1,...,2,).
Sabemos que x; = 3+, com a;, b; € R eb; # 0, para todoi = 1,...,n, assim, tomando

b="b;---b, € R,
obtemos bl C R.

3. Se R é um dominio Noetheriano, entao todo ideal de F (R) é um R-mddulo finita-

mente gerado de K.

Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Se I,J € F (R), entdo definimos o

quociente de J por I como sendo o conjunto
(J:I)={zxe K:2l CJ}.

Vamos mostrar que (J : I) € F (R). De fato, se z,y € (J : I), entao z(x—y) = zx—zy € J,
para todo z € I, isto é,x —y € (J:I). Ser € Rex € (J:I), entao (rx)z = z(rz) € J,
para todo z € I, isto é, rx € (J : I). Logo, (J : I) é um R-submédulo de K. Finalmente,
como I € F (R) temos que existe r € R* tal que rz € R, paratodo z € I. Sejaw € J*NR.
Entao rw € R e (rw)z € R, para todo x € (J : I), poisse x € (J : I), entdao I C J e
(rw)x = r(wx) € rJ C R. Em particular, (I : I) é a maior extensao de R na qual / é um
ideal.

Note que R C (R : R) e quando I e J sao ideais integrais de R, seu quociente (J : I),

nao necessita ser um ideal integral. Além disso, se 7 € K* com r € I, entao r € R*.

Proposigao 1.17 Se J € F (R), entdo existe um ideal I de R tal que
J=(:(r)

para algum r € R*.

Prova. Se J € F(R), entao existe r € R* tal que rz € R, para todo z € J ou,

equivalentemente, I = (r)J é um ideal integral de R.
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Afirmacao:

J=(I:(r)).
De fato, dado = € J, temos que (r)x C I. Logo,
JC(I:(r)).

Reciprocamente, dado

z e (I:(r)),

temos que rx € I, isto é, rz = srz para algum s € Re z € J. Como R é um dominio

integral e r # 0 temos que x = sz € J. Logo,
(I:(r)) CJ
[ |

Coroldrio 1.5 Se R é um dominio de ideais principais, entdo cada ideal de F (R) é

principal

Prova. Pela Proposicao 1.17, cada elemento F (R) tem a forma J = ((r) : (s)), onde

r,s € R, com s # 0. Agora, basta mostrar que

De fato, dado = € (rs™') temos que x = rs~'y, para algum y € R. Logo, zs = ry € (r).

Portanto, x(s) C (r), isto é, x € ((r) : (s)). A reciproca prova-se de modo andlogo. = W

Exemplo 1.8 Sejam R=7 ,K =Q e I,J € F (R) tais que J = (3) e I = (%). Entdo

(7:D=0).

Proposigao 1.18 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Sejam I, J, L € F (R).

Entao:
1. 1CJ=(L:J)C(L:1I)
2. (J: DI CJ;
8. (Mia Ji 1) = iy (i = 1);

26



4. (J:1):L)y=(J:IL)=((J:L): 1)
5. (J: i B) = i (J < s
6. RC(J: )= ICJ.

Prova. Vamos provar apenas os itens 4 e 5.

(J:I): L) = {zeK:2LC(J:1)}
= {zeK:zLI CJ}

= (J:IL).
Como
I; C ZL‘
i=1
temos que

(J:) L)C(J:L)Vi=1,...n
=1

Portanto, (J : >, ;) € (—,(J : I;). Reciprocamente, dado = € (;_,(J : I;), temos

que z € (J : I;) para cada i =1,...,n. Logo,

x[; CJIVi=1,...,n.

Assim,
Y L CJ,
i=1
isto &, x € (J: Y i, I;). Portanto, (_,(J : I;) C (J : > i L). |

Proposigao 1.19 Sejam R um dominio, K o seu corpo quociente e I, J € F (R). Entao:
1. IC(J:(J:1));
2. I =(J:(J:1)) se, e somente se, existe L € F (R) tal que I = (J : L).
Prova. 1. Seja = € I temos que z(J : I) C J, pois xy € J, Yy € (J : I). Portanto,
IC(J:(J:1)).
2. Suponhamos que [ = (J : (J : I)). Entao, tomando L = (J : I) € F (R), obtemos
I=(J:L).
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Reciprocamente, dado = € (J : (J : I)), temos que z(J : I) C J, isto &, xy € J, para todo
y € (J:I). Logo,
xyl CxJ C J

Assim, tomando L = yI € F (R), obtemos que = € (J : L) = I. Portanto, (J: (J: 1)) C
I. ]

Proposicao 1.20 Se I € F (R), entdo
(R:(R:1))= () (x).
IC(z)

Prova. Seja

F={{z) € F(R): 1 C (x)}.

Seye (R:(R:1))e (x)€ F, entdo
IC@y=2 ' ICR=2"€(R:I).
Logo, yx~! € R, isto &, y € (x). Portanto,

(R:(R:1)C () ().
I(z)

Reciprocamente, suponhamos que y ¢ (R : (R:I)). Entdao y(R: I) € R. Logo, =y ¢ R,
para algum = € (R : I). Assim, y ¢ (z!). Agora, note que

r€(R: )=zl CR=1C (z7").

Portanto,

Consequentemente,

() (&) S (R:(R:1)).
IC(z)

Um elemento I € F (R) ¢é invertivel se existir J € F (R) tal que
IJ=(1)=R.
Proposigao 1.21 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Entao:

28



1. Se I € F(R) é invertivel, entao I é finitamente gerado. Além disso, se R é local,

entao I é principal,

2. Sel,J e F(R), comI C J e J invertivel, entio existe um ideal L de R tal que

[=JL;

3. Se I € F(R) ¢ finitamente gerado, entio (R: [)A'R=(A"'R:TA7'R) e

(A'R:(A'R:(R: (R:1)A'R)) = (A'R: (A'R: IA'R)),

onde A é um sistema multiplicativo de R.

Prova. 1. Se I € F (R) é invertivel, entao existe J € F (R) tal que

IJ=R.

Como 1 € R = 1J temos que existem ay,...,a, € [ e by, ..

i=1

Sex € l,entao zb; € R,i=1,...,n, pois xb; € 1.J. Logo,

n

r=xl= Z(xbi)ai,

i=1
isto é,
I C{ay,...,an).

Portanto, I é um ideal finitamente gerado.

., b, € J tais que

Finalmente, seja M o ideal maximal de R. Como IM ¢ I temos que existe x € [

tal que 2 ¢ IM. E facil verificar que existe J € F (R)

J = I"'{x) ¢ um ideal integral, pois

J=1"z) C{(z7'z) =R

tal que IJ = (z). Note que,

Suponhamos, por absurdo, que J C M. Entao, I-(z) C M e, assim, () C IM, donde

x € IM, o que é uma contradi¢ao. Assim, M C J e J = R. Portanto, I = (x).
2. Sejam J' € F(R) talque JJ'=Re L=J1. Entao LC Re

JL=JJI=1,
pois I C J.
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3. Por hipétese existem z1,...,z, € R tal que [ = (x1,...,2,). Assim,
(R:1) = (R:> zR)
i=1

=

D=1 D:
&\
=

~

Portanto,

3

(R:A'R = lﬂ xilR] A7'R
i=1
= Na;'A'R
i=1
= N(A'R:x;A'R)

i=1
— (A'R: Y mA'R)
i=1i
— (A'R:IA'R).
E claro que I C (R : (R: 1)) e dai, temos que JA™'R C (R: (R : I))A~'R. Logo,
(AR (A'R:TAT'R) C(A'R: (A'R: (R: R: )A™'R)).

Reciprocamente, como I ¢ finitamente gerado, temos que (R: ) AR = (A'R: IA™'R)

Assim,
(A'R:TA'R) = (A'R:(R:1)A7'R)
D (A'R:(A'R:(R:(R:1))A'R)).
Portanto, (A™'R: (A'R:(R:(R:1))A'R))=(A'R: (A'R:TAT'R)). |

Proposigao 1.22 Sejam I € F (R) invertivel e J € F (R) tal que IJ = R. Entao
J=(R:1I).

Prova. Seja I € F (R) invertivel. Entao existe J € F (R) tal que IJ = R. Como I.J = R
temos que J C (R : I), pois (z)I C R, para todo = € J. Reciprocamente, como (R: 1) e

J sao R-submddulos de K temos que
(R:)=RR:I)=UJI)(R:I)=JUI(R:1))CJRC J
Portanto, (R:I)=J =11 [ ]

Note que, todo ideal fraciondrio niao nulo e principal I = (z) é invertivel e (z)~! =

(z~1). Também, ¢ facil verificar que, se I, J € F (R) sdo invertiveis, entao I.J ¢ invertivel

e (IJ) ' =111,
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Proposigao 1.23 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Sejam I,J € F (R).

Entio
(J:I)=({Ja") el #{0}}.
Prova. Sejay € (J: I). Entao yI C J e xy € J,Vx € I # {0}. Logo, y € J(z71),Va €
I # {0}. Assim,
ye({J@™) wel+#{0}}.
Portanto,
(J: DS {Ja ) xel#{0}}.
Reciprocamente, se
ye({J@") rxel#{0}},

entdo y € J{z71),Vo € I # {0}, isto é, 2y € J, Vo € I # {0}. Logo, y € (J : I).

Portanto,

ﬂ{J(x_1>:x€I%{0}} C(J:I).
]

Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. Dizemos que um ideal I € F (R) é
divisorial de R se

I=(R:(R:1Q)).

Exemplo 1.9 Sejam R um dominio de ideais principais e K seu corpo quociente. Entao

todo I € F (R) é divisorial. De fato, sabemos que

==

—) onde m,n € R*.
n

Como I é invertivel temos que

(R:(R:1))=(R: 1Y) = (R: (=) = (

n
m m

yl=1.
Mais geralmente, se R um dominio, entdo todo ideal invertivel de F(R) é divisorial.

Proposicao 1.24 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. FEntdao as sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. I € F(R) é divisorial;
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2. Eziste L € F (R) tal que I = (R : L);

8. I =Nicmx), comz € K. [ |

Proposigao 1.25 Sejam R um dominio, K seu corpo quociente e I,J € F (R), com J

divisorial. Entao (J : I) é divisorial.

Prova. Suponhamos que I, J € F (R), com J divisorial. Entao existe L € F (R) tal que
J = (R:L). Logo,
(J:I)=(R:L):1I).

Assim, pela Proposicao 1.18, temos que
(R:L):1I)=(R:LI).
Logo, existe N = LI € F (R) tal que (J : I) = (R : N). Portanto, (J : I) ¢ divisorial. W

Proposicao 1.26 Seja (Ry)aen uma familia de subdominios de S tal que R = (1,5 R
Entao

(R:1)=((Rx:IRy\),VI € F(R).

Em particular,

(R:(R:1))=((Rx:(R:I)Ry).

Prova. Sejam K, K e L os corpos quocientes de (R))xea, S € R, respectivamente. Entao

LC ﬂKAgK.
AEA

Seja x € [ ea (R : TR)). Entao
rIR)y C Ry, onde z € K,,V\ € A.

Assim,

I C IR, V)€ A.

Portanto,

2l CxlRy C R\,VA€ A=zl C ﬂR,\:R, onde = € ﬂK,\.
AEA AEA
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Resta provar que x € L. Seja 0 # y € I. Entaoy € K* e xy € Ry C R. Logo, existe

r € R tal que z = ry~! € K. Portanto,

((Rx:IRy) C (R:1).

AEA
Por outro lado, dado z € (R : I), temos que x/R) C Ry,VA € Aex € L C (), K.

Portanto,

T E ﬂ(R,\ :IR)).
AEA

1.7 Anéis com os mesmos Ideais Primos

Nesta secao estamos interessados em dominios R e .S com um ideal comum / e R C S.

O conjunto dos ideais primos de R serd denotado por
Spec(R)

e o conjunto de todos os ideais maximais de R serd denotado por
Max(R).

O radical de Jacobson de um anel R, serd denotado por J(R), e dado por

JR)= () M.

MeMax(R)

Dizemos que dois ideais I e J de um anel R sao relativamente primos se [ + J = R.

Lema 1.1 Sejam R e S dominios, com R C S. Sex € R* ex € I, entao S C K e S

C(I:1), onde K é o corpo quociente de R.

Prova. Sex € R* ex € I, entao y = sx € I, para todo s € S, pois I é um ideal de S.
Logo, s = yz~! € K. Portanto, S C K.

Finalmente, como sz € I temos que s/ C I. Portanto, S C (I : I). [ |

Lema 1.2 Sejam R e S dominios, com R C S. Se R # S, entio R e S tém no mdzrimo

um ideal maximal em comum.
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Prova. Suponhamos, por absurdo que M e N sao dois ideais maximais comuns a R e S
com M # N. Como M # N temos que M + N = Re M + N = S. Portanto, R =S, o

que é uma contradigao. |

Proposigao 1.27 Sejam R e S dominios, com R C S. Se Spec(R) = Spec(S) e R & S,
entdo R e S sao locais. Além disto, se R é um dominio que ndao é corpo, entdo S C (M :

M) onde, M é um ideal mazimal de R e S.

Prova. Como Spec(R) = Spec(S) e R & S pelo Lema 1.2, temos que R ¢ local. Final-
mente, se M é um ideal maximal de R, entao, pelo Lema 1.1, temos que S C (M : M).

Lema 1.3 Sejam R e S dominios, com R C S. Se J(R) é um ideal de S, entao J(R) C
J(S).

Prova. Basta mostrar que J(R) C M, para cada M € Max(S). Suponhamos, por
absurdo, que J(R) ¢ M, para algum M € Max(S). Logo, J(R) + M = S. Como
1 € S temos que existem r € J(R) e m € M. Assim, m = 1—r € 1+ J(R), isto &,

m € U(R) CU(S), o que é uma contradigao. [ |

Corolario 1.6 Sejam R e S dominios, com R C S, R local e M seu ideal mazximal

contido S. Entio M C J(S). [

Proposigao 1.28 Sejam R e S dominios, com R C S, R local e M seu ideal mazximal.

Entao Spec(R) = Spec(S) se, e somente se, M € Max(5).

Prova. Se Spec(R) = Spec(S5), entdo ¢ claro que M € Max(S). Reciprocamente, supon-
hamos que M € Max(S). Entao, pelo Corolario 1.6, M C J(S). Assim, M ¢é o unico ideal
maximal de S. Logo, Spec(S) C Spec(R). Por outro lado, se P € Spec(R), entdo, para
todo s € S e p € P, temos que

(sp)? = ps’p € MSP = MP C P,

pois sp € SM = M C R. Como P é um ideal primo de R temos que sp € P e assim, P
¢ um ideal de S. Finalmente, dados s,t € S, com st € P. Se s,t € M, entao s,t € R e,
assim, s € P out € P, pois P € Spec(R). Logo, sem perda de generalidade, podemos
supor que s € S— M. Entao s € U(S). Logo, existe u € S tal que su = us = 1. Portanto,
t=1tl=(ts)ue PS C P. [
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Proposigao 1.29 Sejam R e S dominios, com R C S. Entao as sequintes condi¢oes sao

equivalentes:

1. Spec(R) = Spec(95);

3. Max(R) = Max(S);
4. Max(R) C Max(S);
5. Max(S) C Max(R).

Prova. (1. = 2.) Como todo ideal maximal M de R ¢é primo temos que J(R) = J(.5).

(2. = 3.) M € Max(R) se, e somente se, J(S) = J(R) C M se, e somente se,
M € Max(5S).

(3. = 4.) Nada hd a provar. (4. = 1.) Suponhamos que R # S. Entao, pelo Lema 1.2,
R e S tém um tnico ideal maximal M e, por hipétese, R é local. Logo, pela Proposi¢cao
1.28, temos que Spec(R) = Spec(S).

Finalmente, vamos mostrar que (3. < 5.). Neste caso, basta mostrar que (5. = 3.).
Suponhamos que R # S. Entao, pelo Lema 1.2, R e S tém um unico ideal maximal M e,
por hipétese, S é local. Suponhamos, por absurdo, que exista um ideal maximal N de R
tal que N # M. Sejax € M —Neye N—M. Comoy € S— M temos que y € U(S) e
xy~t € MS = M. Portanto,

= (xy H)ye MN C N,
o que é uma contradicao. |

Exemplo 1.10 Sejam L um corpo, K = L(z) e T = K|[y|]] = K + M, onde M = (y) =
yT. Entio R =L+ M e S = L[x] + M sdo dominios, onde R C S e R local com ideal
maximal M. Neste caso, M € Spec(S) e Spec(R) # Spec(S5).

E claro que Spec(R) C Spec(S). Como, Max(S) ¢ Max(R) pela Proposiciol.29, temos
que Spec(R) # Spec(S5).

Coroldrio 1.7 Se qualquer uma das condi¢oes da Proposi¢ao 1.29, valem e R # S, entao

R ¢ local.
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[ |
Sejam R um dominio local e K seu corpo quociente. Sejam M o ideal maximal de R,

A=(M:M),L=4% B=4 en:A— B o homomorfismo canonico.
Sejam

F={S:SCRouRCS e Spec(R) = Spec(S5)},

onde S C K é um dominio e
Fr={F:FCLouLCF eFCB}
onde F' é um corpo. Entao temos a seguinte proposicao.

Proposigao 1.30 A funcio ¢ : F*— F dada por ¢(F) = n=Y(F) ¢é bijetiva. Além disto,

7 1(F) C R se, e somente se, F C L.

Prova. Para mostrar que ¢ estd bem definida. Seja F' € F* qualquer. Entao S =
7 Y(F) € F. De fato, ¢ claro que S C K, S C Rou R C S. Como ¢ : S — F definida

por o(s) = m(s) é um homomorfismo sobrejetivo temos que

S
—~ I
M

Logo, M € Max(S). Portanto, pela Proposi¢ao 1.29, Spec(R) = Spec(S).

Para provar que ¢ é sobrejetiva. Seja S € F com R C S. Como Spec(R) = Spec(S5)
pela Proposigao 1.29, temos que M é um ideal maximal de S e S C A. Logo, 7(5) = %
Assim, existe F' = £ € F* tal que p(F) = S, pois é claro que 7'(F) = S, F C Be
L CF.

Finalmente, ¢ é injetiva, pois dados F, Fy € F*, se o(F) = ¢(F3), entdo
F1 = W(?Til(Fl)) = 7T(7T71(F2)) = FQ.

Portanto, ¢ é bijetiva. ]
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Capitulo 2

Dominios de Mori

Neste capitulo os dois resultados principais sobre dominios de Mori sao: Primeiro,
dados R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S) e K seu corpo quociente. Entao R
¢ um dominio de Mori se, e somente se, S é de Mori. Segundo, neste caso é fundamental

que os anéis tenham os mesmos ideais primos, a importancia deste fato é dado pelo

diagrama
R=SxD — D
! Lo
S —= k(S),
onde S é um dominio local, k(S) = % o corpo residual, ¢ : S — k(S) o homomorfismo

canonico, ¢ : D — k(S) um homomorfismo de anéis, R é o pull-back de D e S sobre k(S),
isto ¢, R={(d,s) € Dx S: ¢(d) =¢(s)} = ¢ 1(D) e D é um subcorpo de k(S). Entao

R é de Mori se, e somente se, S € um de Mori e D é um corpo.

2.1 Ideais Divisoriais

Nosso objetivo nesta secao é estudar pares de dominios R e S com os mesmos ideais
primos e R C S. Assim, pela Proposicao 1.27, temos que se R # S, entao R e S sao
locais. Agora, enuciaremos e provaremos alguns resutados que serao necessarios para a

)

compreensao deste trabalho.

Lema 2.1 Sejam R um dominio local, M # {0} seu ideal mazimal e K seu corpo quo-

ciente. Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. (M:M)=(R: M)

37



2. (R: M) éum anel
3. M nao é principal.

Prova. (1. = 2.) Nada h4d a provar.
(2. = 3.) Suponhamos por absurdo que M seja principal isto é, M = (r), para algum
r € R. Entao

(R @ M)={xe K:zM C R}
= {ze€eK:areR}
= {zeK:xe R '} = ({1
nao ¢ um anel o que é uma contradicgao.
(3. = 1.) Suponhamos, por absurdo, que (M : M) C (R : M). Assim, tomando

re€(R:M)ex¢ (M: M), obtemos que M C RexM ¢ M. Logo, tM = R, isto é,
M = (1), 0 que é uma contradigao. Portanto, (M : M) = (R : M). [

Lema 2.2 Sejam R um dominio local, M # {0} seu ideal mazximal e K seu corpo quo-

ciente. Entao M ¢é divisorial se, e somente se, R C (R : M).
Prova. Suponhamos, por absurdo, que R = (R : M). Entao,
MCR=(R:R)=(R:(R:M)).

o que é uma contradicao.

Reciprocamente, pela Proposicao 1.18, temos que
MC(R:(R:M))C(R:R)=R.
Portanto, (R: (R: M)) = M, pois M é maximal. [

Proposigao 2.1 Sejam R um dominio local, M # {0} seu ideal maximal e K seu corpo

quociente. Entdao M é um ideal divisorial nao principal de R se, e somente se, R C (M :

M).

Prova. Suponhamos que M seja um ideal divisorial nao principal de R, pelo Lema 2.1,
temos que (M : M) = (R : M). Portanto, pelo Lema 2.2, temos que R C (M : M).
Reciprocamente, se R C (M : M) entdao, M é nao principal. Como, em geral (M :
M) C (R : M). Portanto, R C (R : M) e pelo Lema 2.2, temos que M ¢é um ideal
divisorial de R. |
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Proposigao 2.2 Sejam R e S dominios locais com R C S, M # {0} seu ideal mazimal
e Spec(R) = Spec(S). Entao:

1. R, S eT = (M : M) possuem o mesmo corpo quociente;
2. M ¢é divisorial nao principal de R e T = (R : M);
3. (R:S)=(R:T)= M.

Prova. 1. Pela Proposicao 1.27, temos que S C T e pelo Lema 1.2, S e T' tém o mesmo
ideal maximal M. Assim, se K é o corpo quociente de R, entao T" é um subanel de K.
Portanto, K é o corpo quociente de R, S e T.

2. Como, R C S C T pela Proposicao 1.27, temos que R C (M : M). Portanto, pela
Proposicao 2.1, temos que M ¢é um ideal divisorial nao principal de R. Pelo Lema 2.1,

temos que

(R: M)=(M:M)=T.
3.S5e M =(R:(R: M))eT = (R: M) entao, M = (R : T). Além disto, como
R C S CT temos que
M=R:T)C(R:S)CR

Portanto, M = (R : 5). [

Proposigao 2.3 Sejam R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S), M # {0} é o
tdeal maximal de R e K o corpo quociente de R. Entao cada ideal divisorial nao principal

de S é um ideal divisorial de R.

Prova. Se M = {0} nada hd a provar. Suponhamos que M # {0}. Seja I um ideal
divisorial nao principal de S. Assim, pela Proposicao 1.24, temos que
I= () (),
IC(z)
onde (z) ¢ um ideal de S. Como I é um ideal nao principal de S temos que I C (z).
Afirmagao: Se I C (z) para todo z € S, entdao [ C zM.
De fato, suponhamos, por absurdo, que [ Q xM. Assim, existe a € I tal que a ¢ =M.

Logo, x7ta ¢ M C S, isto é, a ¢ (x), o que é uma contradigao. Portanto,
I:m{:rM:xGK,ngM}.
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Pela Proposicao 2.2, temos que M é um ideal divisorial de R. Assim, xM é um ideal

divisorial de R. Portanto, I é um ideal divisorial de R. |

Coroldrio 2.1 Sejam R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S), M # {0} ¢ o ideal
maximal de R e K o corpo quociente de R. Entao um ideal principal de S é divisorial de

R se, e somente se, S = (M : M).

Prova. Seja I um ideal divisorial principal de S, digamos I = (x), x € S*. Entao
zS=R:(R:29)=a2(R:(R:9)=2(R:M)=2(M: M) ==aT.

Portanto, S = T'. A reciproca prova-se de modo anslogo. |

Proposigao 2.4 Sejam R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S), M # {0} é o
tdeal maximal de R , S e K o corpo quociente de R e S. Entao cada ideal divisorial nao

principal de R é um ideal fraciondrio de S pelo menos um dos sequintes tipos:

1. M, com z € K*;

2. Divisorial como ideal de S.

Prova. Suponhamos que M # {0} e R # S. Seja I um ideal divisorial ndo principal de
R.
Afirmacgao: [ =15.
De fato, basta provar que IS C I = (R: (R:1)),istoé, IS(R: 1) C R. Dadoy € (R : I),
temos que yI C R. Assim, yI C M, pois I é um ideal nao principal de R. Portanto, para
cada y € (R : I) temos que
ISy C MS CR.

Suponhamos que I seja um ideal divisorial nao principal de R e [ # xM, onde x € K*.
Afirmacao: [ = (S :(5:1)).
De fato, como I C (S : (S : I)) basta mostrar que (S : (S : 1)) C I. Dado

z€(S:(5:1))
Como RC Se(R:1I)C(S:1I) temos que
Z(R:I)C2(S:1)CS.
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Além disto,
I=(R:(R:1))#z2M=2R:5)=(R:27'9)

Logo, pela Proposigao 2.2, temos que (R : I) # 2~1S. Portanto,
z2(R:1)CS.

Por hipétese, (R : I) e z(R : I) sdo ideais divisoriais ndo principais de R. Como z(R :

I) C S temos que z(R : I) & um ideal fraciondrio de S. Assim,
2(R:1)=2(R:1)S C M.
Portanto, z(R: I) C R. [ |

Coroldrio 2.2 Sejam R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S), M # {0} é o
tdeal maximal de R , S e K o corpo quociente de R e S. Os ideais divisoriais da forma
xM de R, onde x € K* sao divisoriais como ideais de S se, e somente se, M é divisorial

como ideal de S. Além disto, pela Proposi¢do 2.1, temos que:

1. Se S C T, entao M e cada ideal da forma xM, onde v € K*, é um ideal divisorial

nao principal de S}

2. Se S =T, entao M e cada ideal da forma xM, onde v € K*, é divisorial como

ideal de S se, e somente se, é principal como ideal de S.
Prova. Seja [ = xM, x € K* divisorial de S. Entao
aM = (S:(S:xM))
= z(S:(S:M)).

Logo, M = (S : (S : M)), isto &, M ¢é um ideal divisorial de S. A reciproca, prova-se de

modo andlogo. n

2.2 Dominios de Mori

Nesta secao definimos dominios de Mori, em seguida apresentaremos algumas carac-
terizagoes serao necessdrias para compreencao deste trabalho.
Um dominio R é de Mori se toda seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais de

R é estaciondria.
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Exemplo 2.1 Todo dominio Noetheriano é de Mori.

Proposicao 2.5 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. FEntao as sequintes

condicoes sao equivalentes:
1. R é de Morti;

2. Para toda seqiéncia estritamente decrescente (I,)nen de ideais divisoriais de R

temos que

3. Toda familia ndo vazia de ideais divisoriais de R contendo um ideal integral nao

nulo de R admite um elemento minimal;

4. Toda familia nao vazia de ideais divisoriais integrais de R admite um elemento

maximal,

5. Para todo ideal integral I (fraciondrio) de R, existe um ideal integral J (fraciondrio)

finitamente gerado de R tal que J C I e (R:1)=(R:/J).

Prova. (1. = 2.) Suponhamos, por absurdo, que

(1. # {0}.
n=1
Assim, existe © € K* tal que = € I,,,vn € N. Logo,
(xy C I,,¥Yn € N,
isto é,
RCaz'I, VneN.

Logo,
RCaz',=J,=(R:27'I,) C R, Vn € N.

Assim, é facil verificar que a seqiiéncia de ideais divisoriais integrais (J,,)nen € crescente.

Logo, por hipétese, existe ny € N tal que J,, = J,,, para todo n > ny. Assim,
xillno = (R : Jno) = (R : Jn0+1)) = x71[n0+1'

Portanto,

Ino = xil(xlno) = lﬁl]ﬂo = x71[n0+1 = xil(xjno+l) = In0+17
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o que é uma contradicao.

(2. = 3.) Sejam [ um ideal integral ndo nulo de R e
F ={J:J éum ideal divisorial de R ,I C J}.

Como I € F temos que F # (). Seja I; € F. Entao, se I; é um elemento minimal acabou,
caso contrario, existe Iy € F tal que Iy C I;. Se I, ¢ um elemento minimal acabou, caso
contrdrio, existe I3 € F tal que Is C I, C I;. Proceguindo assim e pela hipétese, F
contém um elemento minimal, digamos N = [}, .

(3. = 4.) Seja
F ={J:J éum ideal divisorial integral de R}.
Como R € F temos que F # (). Assim, existe I € F tal que I # {0}. Portanto,
F'={J:J ¢ um ideal divisorial de R, C J}

é nao vazio. Logo, por hipotese, F' contém um elemento minimal, digamos N € F'. E

claro que

M = (R:N)

é um elemento maximal de F.

(4. = 5.) Sejam [ um ideal integral de R e
F ={J :J é&um ideal finitamente geradode R e J C I}.

Como {0} € F temos que F # (. Logo, pela hipétese, F contém um elemento maximal,
digamos M € F.
Afirmacao:

(R:M)=(R:1I).

De fato, é claro que

(R:I)C(R:M).
Por outro lado, suponhamos, por absurdo, que
(R:I)C (R:M).

Entao, existe x € (R: M)ex ¢ (R:1). Se L=M+ (z) CI,entdo L € F,com M C L,

o que é uma contradicao.
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(5. = 1.)Seja Iy C I, C--- C I, C--- uma seqiiéncia crescente de ideais divisoriais

integrais. Entao
e}
I=\J I,
n=1

é um ideal integral de R. Logo, por hipétese, existe um ideal integral
J = <bla"'abk>

de Rtalque J C Ie
(R:1)=(R:J).

Como J C I temos que b; € I, paratodo j € {1,...,k}. Tomandom = max{n,,...,ns},

obtemos que J C I, e
IC(R:(R:1)C(R:(R: 1)) = In,
pois
(R:1)=(R:J).
Logo, I,, = I,,,¥n > m. Portanto, R é de Mori. |
Sejam S um dominio, (R))xep uma familia de subanéis de S, R = (., Br e K o
corpo quociente de R. A famila (Ry)xea € dita de cardter finito se para todo x € R*, o

conjunto

{NeA:x¢ U(R)}

¢é finito.

Proposigao 2.6 Sejam S um dominio e K o seu corpo quociente. Seja (R))aepa uma

familia de cardter finito de subdominios de S tal que Ry é de Mori. Entao

R:ﬂRA

¢ de Mori. Em particular, se (R))xea € uma familia finita de dominios de Mori, entdo

R:ﬂRA

AEA

é um dominio de Mori.
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Prova. Seja I € F(R). Entao, pela Proposicao 1.26, temos que

(R:(R:1))=[)(Rx: (R:)Ry).

Considerando agora I como um ideal integral de R. Se x € I, entao, por hipétese, existe

um subconjunto finito A’ de A tal que Ry = R,, para todo A € A— A’. E claro que
(Ryn: (R:1)Ry) = R\,VAe A— A"

Seja (I )ken uma seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais de R. Entao
((Ra: (R: L) Ry))ren, VA € A= N

¢ uma seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais de Ry. Além disto, (Ry : (R :

It)Ry) = Ry, para todo A € A— A’. Portanto,
(Rx: (R: I,)Ry\) = R\,Ym > k.
Como R, ¢ de Mori temos que existe n, € N, para todo A € A’, tal que
(Ry:(R:1,,)R\) = (Ry: (R: I,)Ry),Ym > n,.
Tomando n = max{n, : A € A'}, obtemos que
(Ry:(R:1,)R\) = (Rx: (R:I,)R)),Ym >n.

Assim,

(Ry: (R:1,)R\) = (Rx: (R: I,)R)),Ym > n.

e para todo m > n

I, = (R:(R:1,)
= [\(Ra:(R:1,)R))

A€A

= [(Rx: (R: In)R))
= (R:(R:1I,))=Ip.

Portanto, a seqiiéncia (I,,),en € estaciondria. [ |
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Exemplo 2.2 Todo dominio de Krull é de Mori. De fato, se R é um dominio de Krull,

entao

R= ()R,

AEA

onde

Ry ={x € K :v)(x) > 0}.

Como para cada x € K*, vy(x) # 0, somente para um nimero finito de indices, temos
que

(Rx)aea

é uma familia de cardter finito. Assim, pela Proposicao 2.6, cada Ry é um dominio de

Mori. Portanto, R é um dominio de Mori.

Proposicao 2.7 Sejam R um dominio de Mori e I um ideal integral de R. Entdo r—' €

(I:1) se, e somente se, r~* € U(R), para todo r € R.

Prova. Suponhamos ' € (I :1). Entdao r~™ € (I : I), para todo n € N. Tomando
t € I*, obtemos que ((r~"t))nen ¢ uma seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais
de R. Por hipdétese, existe ng € N tal que (r~"t) = (r~"°t), para todo n > ny. Como
r="t € (r~"t) temos que existe x € R tal que r~"°t = r~"tx. Logo, " "x = 1, para
todo n > ny. Em particular, escolhendo n = ng + 1 temos que 7'z = 1. Portanto,

r~t € U(R). A reciproca é trivial. [ |

Coroldrio 2.3 Sejam R dominio, K o seu corpo quociente e RC S C K. Se R e S tém
um ideal integral em comum I # {0} e R é um dominio de Mori, entdo U(S)NR = U(R).

Prova. Dado r € U(S) N R temos que r € Rer € U(S). Como r~* € U(S) temos, pela
Proposicao 2.7, que 7~ € (I : I). Logo, r € U(R). A reciproca é trivial. [ |

Teorema 2.1 Sejam R C S dominios locais com Spec(R) = Spec(S) e K seu corpo

quociente. Entao R é um dominio de Mori se, e somente se, S é um dominio de Mori.

Prova. Suponhamos que R seja um dominio de Mori com M # {0} ideal integral maximal
de R e R # S. Entao, pela Proposi¢ao 2.3, basta tomar seqiiéncia crescente de ideais
divisoriais integrais principais de S. Seja (z,S)n,eny uma seqiiéncia crescente de ideais

divisoriais integrais de S, onde z,, € M, Vn € Ne x,, = z,11a,, coma, € SeT = (M :
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M). Como T = (R : M) temos, pela Proposigao 2.2, que T'= (R : (R : 1)), isto ¢, T ¢ um
ideal divisorial de R. Assim, z,7 C MT = M C R e (z,T)nen € uma seqiiéncia crescente
de ideais divisoriais integrais de R. Por hipétese, existe ng € N tal que z,T = x,,7T,
para todo n > ny. Como z,, € x, 1T temos que existe t € T tal que x,, = z,.1t. Logo,

ap = a:;}rlxn € T, para todo n > ng. Pela Proposicao 2.7, a,, = a:,;lrlxn e U(T). Assim,
4, € U(T)NS = (T —M)NS =8~ M=U(S).

Portanto, (z,S5),en € uma seqiiéncia estaciondria.

Reciprocamente, suponhamos que S seja um dominio de Mori. Entao, pela Proposi¢cao
2.4, basta tomar seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais principais de R da forma
xM, onde x € K*. Seja (r,R),eny uma seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais
de R, onde z,, € M, Vn € N e z, = x,.1a,, com a, € R. Entdo, (2,5),cy € uma
seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais de S. Por hipétese, existe ng € N tal

que z,5 = z,,5, para todo n > ny. Logo,
an =22, EUS)NR=(S—M)NR=R—-M=U(R).

Portanto, (z,R)nen € estaciondria. Seja (z,M),eny uma seqiiéncia crescente de ideais

divisoriais integrais de R, onde z,, € K*, para todo n € N. Podemos supor, sem perda de

generalidade, que S = T, pois se S # T, entao, pelo Coroldrio 2.2, cada ideal divisorial

x,M & um ideal de S. Além disto, podemos supor que 0 # x,, € M, para todo n € N,

pois podemos assumir que x, M é um ideal integral distinto de M.

Afirmagao: Se z,M C x,,1M, com 0 # x,,x,,1 € M entao, x,5 C x,.15.

De fato, suponhamos que z,m; = x,,1ms, com 0 # my, my € M. Tomando h = mgmfl,

obtemos z,, = z,41h. Note que h € S, poisse h € K — S, onde S =T = (M : M),

entdo existe m € M tal que hm ¢ M. Logo, x,m = z,1hm ¢ x,.1M, o que é uma

contradi¢ao. Assim, x, M # x,.1M e h ¢ U(S). Portanto, h € S —U(S) e ©,5 C x,115.
[ |

Coroldrio 2.4 Sejam S um dominio de Mori local com corpo quociente K e M # {0}

seu ideal mazimal. Sejam T = (M : M), k(S) = £ e B=L. Sep : T — B ¢
o homomorfismo canénico, entao para cada corpo L que é compardvel com k(S) e estd

contido em B, o anel R = ¢ '(L) é um dominio de Mori.
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Prova. Sejam
F={R:SCRouRCS e Spec(R) = Spec(S)},
onde R C K é um dominio e
F*={L:LCk(S) ouk(S)CLelLCB}

onde L é um corpo. Pela Proposi¢ao 1.30, a fungao 6 : F* — F dada por §(L) = 7~ *(L)
é bijetiva. Além disto, o' (L) C S se, e somente se, L C k(S). Como, R = ¢~ (L) temos
que w : R — L dada por w(r) = ¢(r) ¢ um homomorfismo sobrejetivo. Assim,

—~ L.
M

Como L é corpo temos que M € Max(R). Portanto, pela Proposigao 1.29, Spec(R) =
Spec(S). Assim, R e S tém os mesmos ideais primos e R = ¢ *(L) C S, onde S é um

dominio de Mori. Logo, pelo Teorema 2.1, R é um dominio de Mori. [ ]

Proposigao 2.8 Sejam S um dominio local com corpo quociente K e M # {0} seu ideal
mazimal. Sejam k(S) = £, ¢ : S — k(S) o homomorfismo canénico, D é um subanel de
k(S) e R = ¢ Y(D). Entio R é um dominio de Mori se, e somente se, S é um dominio

de Mori e D um corpo.

Prova. Suponhamos que R seja de Mori. Como R e S sdao dominios com um ideal

comum M # {0} e o mesmo corpo quociente K temos, pelo Coroldrio 2.3, temos que

U(R) = U(S) N R. Nao obstante,
UR)=US)NR=(S—M)NR=R— M,

de modo que, R é um dominio local com ideal maximal M # {0} e D ~ & & corpo. Resta
provar que S é um dominio de Mori. Pela Proposicao 1.28, R e S tém os mesmos ideais
primos. Como

R=yp (D) CS,

pelo Teorema 2.1, S é um dominio de Mori.
Reciprocamente, seja S um dominio de Mori e D um subcorpo de k(S). Entao
Max(R) C Max(S). Logo, pela Proposi¢ao 1.29, R e S tém os mesmos ideais primos.

Assim, pelo Teorema 2.1, R é um dominio de Mori. |
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Coroldrio 2.5 Seja V' um dominio de valorizagao com ideal maximal M # {0}. Sejam
k(V) =1, ¢:V — k(V) 0 homomorfismo canénico, D é um subanel k(V) e R = ¢~*(D).
Entao R é um dominio de Mori se, e somente se, V' é um dominio de valorizacao discreta

e D um corpo.

Prova. Suponhamos que V' seja um dominio de valorizacao discreta e D um corpo. Entao,
pela Proposigao 1.7, temos que V' é um dominio de Mori. Logo, pela Proposicao 2.8, R é
um dominio de Mori.

Reciprocamente, suponhamos que R seja um dominio de Mori. Entao pela Proposi¢cao
2.3, basta tomar seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais principais de V. Seja
(,V)nen uma seqiiéncia crescente de ideais divisoriais integrais de V. Como, R é de
Mori, temos que (x,V),en € estaciondria. Assim, pela Proposicao 1.7, V' é um anel de
valorizagao discreta. Pelo Coroldrio 2.3, temos que D C U(V) N R = U(R). Portanto, D

€ um corpo. [ ]

Teorema 2.2 [4] Sejam S um anel local com corpo quociente K e M # {0} seu ideal
mazimal. Sejam k(S) = 2, ¢ : S — k(S) o homomorfismo canénico, D é um subanel
de k(S) e R = ¢ Y(D). Entdao R é um anel Noetheriano se, e somente se, S é um anel

Noetheriano e D é um corpo com [k(S) : D] < oo. [ |

Teorema 2.3 [6] Sejam S um anel local com corpo quociente K e M # {0} seu ideal
mazimal. Sejam k(S) = £, ¢ : S — k(S) o homomorfismo canénico, D é um subanel de
k(S) e R = (D). Se D é o fecho inteiro de D em k(S), entdo R = D x S ¢é o fecho
inteiro de R em S. [ |

Exemplos 2.1 Sejam S um dominio de Mori local com corpo quociente K e M # {0}
seu ideal mazimal. Sejam k(S) = 2, ¢ : S — k(S) o homomorfismo canénico, k um

subcorpo préprio de k(S) e R = o~ (k). Entao:

1. R é um dominio de Mori nao completamente integralmente fechado. Em particular,
R é um dominio de Mori que nao é de Krull. Com efeito, pela Proposicdo 2.2,
temos que R e S tém o mesmo corpo quociente K. Assim, o fecho completo inteiro

de R é o mesmo de S, isto é, R~ = 5.

Afirmacao: R é um dominio nao completamente integralmente. De fato, supon-

hamos, por absurdo, que R = R~. Assim, R = S, o que é uma contradi¢do.
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Portanto, pela Proposicao 2.8, temos que R é um dominio de Mori nao completa-
mente integralmente fechado. Em particular, pela Proposi¢ao 1.16, temos que R é

um dominio de Mori que nao é de Krull.

. Se S ¢é integralmente fechado e k é fecho inteiro de k em k(S) tal que k C k C k(S),
entao S nao é Noetheriano e pela Proposi¢do 2.8 e os Teoremas 2.2 e 2.3, temos
que R é um dominio de Mori, nao Noetheriano e.nao integralmente fechado. Além
disso, como S ¢ integralmente fechado, temos que R = k x S = p~'(k) é o fecho
inteiro de R. Assim, pela Proposicdo 2.8 e os Teoremas 2.2 e 2.3 temos que R é um
dominio de Mori, nio Noetheriano e integralmente fechado. Mas, por 1., R ndo é
completamente integralmente fechado. Consequentemente, R ndo é um dominio de

Krull. Por exemplos, sejam S = C[[x1,z2,...,2,])] e M = (21,29, ..., 2,). Entdo:

(a) R = Q+M ¢é um dominio de Mori, ndo Noetheriano e ndo integralmente

fechado;

(b) R=Q+ M é um dominio de Mori, nido Noetheriano, integralmente fechado e
nio de Krull, onde Q é fecho inteiro de Q em C.
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Capitulo 3

Séries de Poténcias sobre Dominios

de Mori

Neste capitulo apresentaremos a classe C de dominio de Mori S tal que S[[z]] também
0 é, e provaremos a seguinte proposicao: sejam R e S dominios locais com R C S e
M +# {0} seu ideal maximal. Se S € C, entdao R € C. Finalmente, mostraremos exemplos

de dominios de Mori R tal que R[[x]] também o é.

3.1 Anéis de Fracoes

Nesta secao apresentaremos mais alguns resultados sobre dominios de Mori, que serao

necessarios para a compreensao deste trabalho.

Proposigao 3.1 Sejam R um dominio de Mori e A um sistema multiplicativo de R.
Entio A™'R é um dominio de Mori. Se I é um ideal divisorial de R. Entdo I(A™'R) ¢
um ideal divisorial de A~*R. Em particular, se M ¢é um ideal divisorial integral mazimal

de R, entao Ry; também é um dominio de Mori.
Prova. Seja J um ideal divisorial integral de A~'R. Entao ¢ facil verificar que

I = {xeR:%eraraalgum ac A}

= JNR

¢ um ideal integral de R. Como R ¢é de Mori temos que existe um ideal L € F(R)
finitamente gerado tal que L C I e (R: 1) = (R: L). Logo, pelas Proposigoes 1.18 e 1.21,
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temos que
(R:(R:1)) C (R:I)(A'R)NR

= (R:L)(A'R)NR
= (A'R:LA'R)NR
= (A'R:(A'R:L)NR
C (A'R:(A'R:J)NR
= JNR

1.

Logo, I ¢ um ideal divisorial de A~'R. Agora, sejam J; e J, dois ideais divisoriais de
AR, com J; C J,. Entao I; C I,. De fato. Suponhamos, por absurdo, que I; = I e
escolhendo £ € Jp, com ¢ Ji. Entao x € I, = I;. Assim, existe a; € A tal que 5—1 € Ji.
Logo,

T ax

- — J17
a a aq

o que é uma contradi¢ao. Assim, qualquer cadeia crescente de ideais divisoriais integral
de A7'R dar origem a uma cadeia crescente de ideais divisoriais integral de R. Portanto,
AR é Mori.

Finalmente, se I ¢ um ideal divisorial de R, entdo L = (R : I) € F(R). Logo, pela
Proposicao 2.5, temos que existe um ideal J finitamente gerado de R tal que J C L e

(R:L)=(R:J). Logo, pela Proposicao 1.21, temos que

I(A7'R) = (R:))A™'R
= (A7'R: J(AT'R))
2 (AT'R: L(AT'R))
= (A'R:(R:)A'R)
D (A'R:(A'R:(R:(R:1)A™'R))
(

AR (AT'R: I(AT'R))).

Assim, (A7'R: (AR : I(A7'R))) C I(A"'R). Portanto, I[(A"'R) ¢ um ideal divisorial
de A7'R. [ |

Proposigao 3.2 Sejam R um dominio e K seu corpo quociente. FEntdo as sequintes

condicoes sao equivalentes:

1. R é um dominio de Morti;
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2. A familia

F = (RM)MEMax(R)>

tem cardter finito, cada Ry é um dominio de Mori e

R= ﬂ Rur:

MeF
3. Existe uma familia (Rp) PeSpec(R) de cardter finito tal que Rp é um dominio de Mori
e
R= () Re

PeSpec(R)

Prova. (1. = 2.) Suponhamos que R seja um dominio de Mori e M € F. Pela Proposigao
3.1, Ry; € um dominio de Mori.

Afirmacao: R =) Ry
De fato, seja « € (| Ry com = # 0. Entao, por hipdtese, como

M= () (z)=Rn ().
MC(z)

Assim, I,

RN (z7') ¢ um ideal divisorial de R. Se I, C R, entdo existe My € F
tal que I, C M,.

Como x € Ry, para todo M € F temos que xRy, C Ry, isto é,
Ry, € 271 Ry, Logo,

Rusy € Ry, Nz 'Ry, = (RO (2 YY) Ry = LRy
Assim,

Ry € I: Ry © MoRyg, C Ry
o que é uma contradi¢do. Logo, I, = R, isto é, RN (x7!) = R. Assim, 1 € (z7').
Portanto, z € R.

Provaremos agora que F tem cardter finito. Seja x € R*, Entao

X={MeF:zxeM}

é finito. De fato, suponhamos, por absurdo, que X seja infinito. Entao

z€-- C(MyN---NM)C--- C(Myn M) C M

para cada M; € F. Como R é um dominio de Mori temos que

...Q(Mkm...li)g...g(Mzli)ng
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¢ uma sequéncia estaciondria, pois
o0 o0
ve(VIn= ()1 # {0},
k=1 k=1

onde [, = ﬂle M;. Logo, existe ng € N tal que
Myn---NM,=MnN---NM,,Vn > nyg.

Note que,
ManngﬂﬂMn:MlﬂﬂMnH

Assim, My -+ M, C M, ;. Como M; sao ideais primos temos que existe i € {1,...,n}
tal que M; C M,.1, o que é uma contradicao.

(2. = 3.) Nada h4d a provar.

(3. = 1.) Segue-se da Proposigao 2.6. [ |

3.2 Quando S|[z]] ¢ um Dominio de Mori

Nesta se¢ao denotaremos por C a classe de dominio de Mori S tal que S[[z]] também
¢ um dominio de Mori.
Afirmagao:C # ()

De fato, se R é Noetheriano entao R[[z]] ¢ Noetheriano.

Proposigao 3.3 Sejam T um dominio de Mori e (Ry),c, uma familia de subanéis de T .

Se esta familia possui cardter finito e cada Ry € C, entao R = (., Rx € C.

Prova. Seja K o corpo quociente de R. Sabemos, pela Proposicao 2.6, temos que R é um
dominio de Mori. Assim, resta mostrar que R[[z]] ¢ um dominio de Mori. Por hipétese,
cada dominio Ry[[z]] ¢ um dominio de Mori. Como P = (z) ¢ um ideal primo de R,[[x]]

temos que

Rallalle = Ralle][]

e pela Proposicao 3.1, Ry[[z]]p é um dominio de Mori. Além disto,
Rlla]lp = () Ralla]] -

Afirmagao: A familia (R)([[z]]p),c, tem cardter finito.
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De fato, seja f € R[[z]]p, digamos f = 27™g com m > 0, g = > a;x" € R[[z]] e
ag # 0. Se f ¢ U(R\[[z]]p), entao g ¢ U( Ry[[z]]). Assim, ap ¢ U(R)). Portanto,

ANe{NeA:a ¢ URy)}

¢ finito, pois (Ry),., tem cardter finito. Logo, pela Proposi¢ao 2.6, temos que R[[z]]p
¢ um dominio de Mori. Assim, pela Proposi¢ao 1.11 K[[z]] é um dominio Noetheriano,

temos que K|[z]] ¢ um dominio de Mori. Portanto,
Rl[z]] = K[[=]] 0 R[[«]]p
¢ um dominio de Mori. |

Corolario 3.1 Se existe um dominio de Mori nao pertencente a classe C. Entao existe

um dominio de Mori local R ¢ C tal que o ideal maximal de R é divisorial.
Prova. Seja R um dominio de Mori tal que R ¢ C e
M ={M ¢é um ideal divisorial integral maximal de R}.

E claro que M # 0. Logo, pela Proposicio 3.2, temos que Ry ¢ um dominio de Mori, a

familia (Ras) e tem cardter finito e

R= ﬂ Ry

Se cada R); € C, entao, pela Proposicao 3.3, R € C, o que é uma contradi¢ao. Assim,

existe M € M tal que Ry ¢ C. Note que,

RyM = {Zl’jyjiijMel’jERM}

j=1

= {zn:xjyj:yjeMeszg, rj,sjER,sjgéM}
=1 !

= {E:TEMesgéM}

— My

¢ um tnico ideal maximal de R,;. Logo, pela Proposicao 3.1, M), é um ideal divisorial

de RM [ |
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Corolario 3.2 Sejam Rq,..., R, subdominios de um dominio S. Se R; € C, para cada
1=1,...,n, entao

R=Rn---NR, €C.
[

Proposigao 3.4 Sejam R e S dominios locais com R C S e M # {0} seu ideal maximal.
Se S e€C, entao R € C.

Prova. Como S é um dominio de Mori, pelo Teorema 2.1, temos que R também o é.
Assim, basta mostrar que R[[z]] ¢ de Mori. E claro que M{[[z]] ¢ um ideal primo de R][[z]]

e S[[z]]. Entao R[[x]]me) tem um tnico ideal maximal

—~

M = Rl[&]lay M][z]

ijgj L fi € M[[z]] e g; € RHJJ]]M[@H}

7

= {Z figj+ I; € M[[z]] e g; = %J%’,Ti € R[[z]],r; ¢ MWH}

Além disso, R[[x]]az) € um subdominio de S[[x]]a € M & um ideal de S]] M-
Afirmagdo: M é um ideal maximal de S ERGESE

De fato. Seja @) ¢ um ideal primo de S[[z]]umy tal que M C Q. Entao Q = Py,

onde P é um ideal primo de S[[z]] com P N (R[[z]] — M[[z]]) = 0 e M][z]] € P. Se

M][z]] C P, entdo existe f € P tal que f ¢ M|[[z]]. Assim, f = g+ 2™h, com n > 0,

g € M[z] C M[[z]], 8g < n, h = > 2 ax" € S[[x]] e ag ¢ M. Entao h € U(S[[z]]), isto

é, h™! € S[z]]. Logo,

" =h"'f —htg € S[[z]]P + S[[z]|M][z]] C P.

Como 2" € R[[z]] — M[[z]] temos que =™ € P N (R[[z]] — M][z]]) = 0, o que é uma
contradi¢ao. Portanto, P = M|[z]] e @ = M & um ideal maximal de S [[x]] a2y~ Logo, pela
Proposigao 1.27, temos que R[[x]| ) € S{[]]m)) s80 dominios locais. Como S{[z]] ]

¢ um dominio de Mori, pelo Teorema 2.1, temos que R[[z]]p) ¢ um dominio de Mori.

Afirmagao: S[[z]] N R[[z]]m = Rl[=]].
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De fato, seja f € S[[z]] N R[[z]]amey. Entao f € S[lz]] e f = £, com g, h € R[[z]] e
h ¢ M|[z]]. Suponhamos, por absurdo, que f ¢ R[[z]]. Entao f = g+ 2™t, com q € R[z],
m>0,t=>72ba' € S|[z]] eby ¢ R. Assim, ha™t = g — hq € R[[z]] e by ¢ R. Seja
h = hi+a"s, com n >0, hy € M[z] C M[z]], 0hy <n,s=> ~,cz' € Rl[z]] ecy ¢ M.
Como hz™t € R[[z]] e hy € M[[z]] temos que

" s = (a"s)(z™t)
= (h—=h)(z")
= ha™t — hyz™t € R][[x]].

Assim, bycg € R. Como, ¢y € U(R) temos que by € R, o que é uma contradi¢ao. Portanto,

R[[z]] ¢ um dominio de Mori. [ |

Exemplo 3.1 Sejam K um corpo e D um subcorpo de K. Entao, pela Proposi¢ao 1.11,
S = DI[z]] é dominio de ideais principais e, pelo Coroldrio 1.2, S é um local com ideal
mazimal M = zS = (z). Sejam K = £, ¢ : S — K o homomorfismo candnico e
R=¢ Y (D)= K+ M. Como R é um dominio local com ideal maximal M temos, pela
Proposicio 2.8, que R é um dominio de Mori. E claro que S[[z]] é um dominio de Mori.
Assim, pela Proposicao 3.4, R[[z]] é um dominio de Mori. Mais geralmente, temos o

sequinte coroldrio.
Coroldrio 3.3 Se R=¢ ' (D) e S €C, entio ReC.

Prova. Seja ¢ : S — Ek(5) = %, onde M ¢ o tnico ideal maximal de S. Seja D um
subcorpo de k(S). Portanto, pela Proposicao 2.8, R = ¢! (D) ¢ um dominio de Mori e

M o tnico ideal maximal. Como S € C, pela Proposicao 3.4, R € C. [ |
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