
UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARÁIBA
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i



Caṕıtulo 1

Vetores

1.1 Introdução

O estudo devetoresiniciou-se no final do śeculo XIX. Eles constituem os instrumentos
ideais para o desenvolvimento de muitos conceitos importantes da Fı́sica e da Mateḿatica.

Existem basicamente três maneiras de se introduzir o estudo de vetores: geometricamente,
analiticamente e axiomaticamente.

No método geoḿetrico, os vetores são representados por segmentos de reta orientados (se-
tas) e as operações com eles são definidas geometricamente.

No método analı́tico, os vetores e correspondentes operações s̃ao descritos em termos de
números, chamadoscomponentesdos vetores. A descrição anaĺıtica resulta naturalmente da
descriç̃ao geoḿetrica, desde que seja introduzido um sistema de coordenadas.

No método axioḿatico ñao se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as
operaç̃oes alǵebricas com vetores. Neste caso, vetores e operações vetoriais s̃ao considera-
dos conceitos ñao definidos, relativamente aos quais sabe-se apenas que eles satisfazem um
certo conjunto de axiomas. Um tal sistema algébrico, com axiomas apropriados, chama-se
espaço vetorial. Em todos os ramos da Matemática se encontram espaços vetoriais e eles são
apresentados em cursos deÁlgebra Linear.

Neste texto, inicialmente introduzimos vetores geometricamente. Depois, utilizamos o
método analı́tico para introduzir outros conceitos.

1.2 Segmentos orientados e vetores

Nesta seç̃ao s̃ao definidos geometricamente segmentos orientados e vetores. Tentamos de-
finir formalmente todos os conceitos envolvidos, algo que nem sempreé fácil de ser colocado
em pŕatica mantendo-se a simplicidade do texto.

1.2.1 Definiç̃ao de segmento orientado

A reta suportede dois pontos dadosA e B, é aúnica reta que passa por eles. O conjunto de
pontos formado porA, B e os pontos da reta suporte que estejam entre eles chama-sesegmento
AB, denotado porAB. Neste caso,A e B chamam-se osextremosdo segmento. A figura1.1
mostra um segmento de extremosA eB, com reta suporter.

Um segmento orientado
−→
AB é definido por um segmentoAB mais a escolha de um dos seus

extremos. O extremo escolhido chama-seponto inicial(ou origem) do segmento orientado e o
outro extremo chama-seponto final.

1
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Figura 1.1:SegmentoAB Figura 1.2:Segmento orientado Figura 1.3:Segmentos colineares

Graficamente, um segmento orientado
−→
AB costuma ser representado como sendo uma seta

deA paraB (figura1.2). Formalmente, um segmento orientado
−→
ABpode ser definido como um

par(AB,A) formado pelo segmentoABe um ponto inicialA.

A reta suporte de um segmento orientado
−→
AB é a mesma reta suporte do segmentoAB.

Dizemos que dois segmentos orientados sãocolinearesquando eles têm a mesma reta suporte
(figura1.3).

1.2.2 Módulo, direção e sentido

O módulo ( ou comprimentoou norma) de
−→
AB, denotado por‖−→AB‖ (ou |−→AB|) é o compri-

mento do segmentoAB, ou seja,́e a dist̂ancia entre os pontosA eB.
Dizemos que dois segmentos orientados têm a mesmadireçãoquando eles têm retas supor-

tes coincidentes ou paralelas.

Figura 1.4:Diversos sentidos e direções

Exemplo 1.1 Todos os segmentos da figura1.4, com exceç̃ao de
−→
EF, têm a mesma direção.

Figura 1.5:Mesmos sentidos Figura 1.6:Sentidos contŕarios
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Se
−→
AB e

−→
CD tiverem a mesma direção e ñao forem colineares, dizemos que

−→
AB e

−→
CD têm o

mesmo sentidoquandoAC∩BD = /0. (figura1.5). CasoAC∩BD 6= /0 dizemos que
−→
AB e

−→
CD

têmsentidos contŕarios. (figura1.6).

Se
−→
AB e

−→
CD forem colineares, então comparamos os sentidos de

−→
AB com

−−→
C′D′, onde

−−→
C′D′

é eq̈uivalente a
−→
CD situado em outra reta suporte e, neste caso, dizemos que

−→
AB e

−→
CD têm os

mesmos sentidos se e somente se
−→
ABe

−−→
C′D′ tamb́em tiverem.

Observaç̃oes:

• Sob um ponto de vista formal, a direção do segmento orientadoé o conjunto de retas
formado pela reta suporte e todas as suas paralelas.

• Dados dois pontosA e B, podemos definir a partir deles dois segmentos orientados
−→
AB e−→

BA. Neste caso dizemos que eles um delesé o opostodo outro e que eles têm sentidos
contrários.

• Não faz sentido comparar sentidos de segmentos orientados de direções diferentes. Por
exemplo, na figura1.4nada podemos afirmar se

−→
AB e

−→
EF têm o mesmo sentido ou não –

simplesmente seus sentidos não se comparam.

QuandoA = B o segmentoAB reduz-se ao pontoA e, neste caso, o segmento orientado
−→
AA

é chamadosegmento orientado nulo. Neste caso, o sentido e a direção s̃ao indefinidos.

1.2.3 Eq̈uivalência de segmentos orientados

Dizemos que dois segmentos orientados
−→
ABe

−→
CDsãoeq̈uivalentes(oueq̈uipolentes) quando

eles t̂em o mesmo ḿodulo, mesma direç̃ao e o mesmo sentido.

Outra maneira de definir segmentos eqüivalentes: os segmentos
−→
AB e

−→
CD são eq̈uivalentes

quando o ponto ḿedio do segmentoAD coincidir com o ponto ḿedio do segmentoBC.

Segue da definiç̃ao de eq̈uivalência que o segmento
−→
AB é eq̈uivalente a si pŕoprio e que−→

AB eq̈uivalente a
−→
CD implica

−→
CD eq̈uivalente a

−→
AB. Além disso,

−→
AB eq̈uivalente a

−→
CD e

−→
CD

eq̈uivalente a
−→
EF implica

−→
ABeq̈uivalente a

−→
EF (figura1.7).

Figura 1.7:Segmentos orientados eqüivalentes

Exemplo 1.2 Todos os segmentos orientados da figura1.7 têm o mesmo ḿodulo, a mesma
direção e o mesmo sentido; logo, são eq̈uivalentes.



4 CAPÍTULO 1. VETORES

1.2.4 Vetores

O vetordefinido pelo segmento orientado
−→
AB é o conjunto de todos os segmentos orientados

que s̃ao eq̈uivalentes a
−→
AB. Qualquer um dos segmentos orientados desse conjuntoé chamado

representantedo vetor.

Exemplo 1.3 Na figura1.7os nove segmentos orientados mostrados são distintos. Mas, como
eles s̃ao eq̈uivalentes, podem ser considerados como sendo representantes do mesmo vetor

−→
AB.

Usaremos a mesma notação
−→
AB para representar tanto o segmento orientado quanto o vetor

determinado por ele. Aqui há o que se chamaabuso de notaç̃ao: dois conceitos distintos
denotados da mesma maneira.

Vetores tamb́em s̃ao denotados por letras latinas minúsculas encimadas por uma setinha (~a,
~b,~c. . . ) ou por letras latinas em negrito (a, b, c, . . . ).

Dizemos que dois vetores são iguaisquando os segmentos orientados
−→
AB e

−→
CD que os re-

presentam s̃ao eq̈uivalentes. Neste caso escrevemos
−→
AB =

−→
CD para denotar a igualdade de

vetores.

Figura 1.8:Hexágono regular e paralelepı́pedo ret̂angulo

Exemplo 1.4 Considerando o hex́agono regular da figura1.8, temos as seguintes igualdades
de vetores:

• −→AF =
−→
OE =

−→
BO=

−→
CD

• −→FE =
−→
AO=

−→
OD =

−→
BC

• −→ED =
−→
FO =

−→
OC=

−→
AB

Considerando agora o paralelepı́pedo ret̂angulo da mesma figura, temos as seguintes igualda-
des:

• −−→A′B′ =
−−→
D′C′ =

−−→
H ′G′ =

−−→
E′F ′

• −−→A′E′ =
−−→
B′F ′ =

−−→
D′H ′ =

−−→
C′G′

• −−→A′D′ =
−−→
B′C′ =

−−→
E′H ′ =

−−→
F ′G′

O vetor nulo, denotado por~0, é definido como sendo aquele que tem por representante um
segmento orientado nulo.

Se~a for um vetor representado por
−→
AB, definimos ovetor oposto a~a como sendo o vetor−~a

cujo representantée
−→
BA.

Observaç̃ao:
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• Os conceitos de vetor e segmento orientado costumam ser confundidos. Vetoré um
conjunto, enquanto que segmento orientadoé apenas um dos elementos desse conjunto.
Costuma-se escrever“vetor

−→
AB” quando o correto seria“vetor do qual

−→
AB é um repre-

sentante”.

• O que estamos definindo como vetor costuma ser chamado por alguns autores devetor
livre. Um segmento orientado também costuma ser chamado devetor ligado.

1.3 Operaç̃oes com vetores

Definimos agora tr̂es operaç̃oes com vetores: produto por escalar, adição e subtraç̃ao.

1.3.1 Produto de um escalar por um vetor

Algumas grandezas fı́sicas como massa, densidade, temperatura, volume, energia se defi-
nem sem a necessidade de uma direção ou um sentido. Essas grandezas são chamadasescala-
res. Neste texto, usaremos a palavraescalarcomo sendo um ńumero real.

Figura 1.9:Produto por um escalar

Dadosk 6= 0 e
−→
AB 6=~0, denotaremos pork

−→
AB o novo vetor que tem a mesma direção que−→

AB, tem comprimento igual a|k|‖−→AB‖, tem o mesmo sentido que
−→
AB sek > 0 e tem sentido

contŕario a
−→
ABsek < 0 (figura1.9). Além disso, definimos0

−→
AB=~0 ek~0 =~0.

Note que, por definiç̃ao, os vetores~v ek~v são sempre colineares, para qualquer escalark∈R
e qualquer vetor~v.

1.3.2 Adiç̃ao e subtraç̃ao de vetores

Figura 1.10:Soma e diferença de dois vetores

A somade~a e~b, denotada por~a+~b, é um novo vetor~c que satisfaz uma das seguintes
alternativas:
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• Se~a e~b forem colineares de mesmo sentido, então~c tem comprimento igual̀a soma dos
comprimentos de~a e~b, mesma direç̃ao e mesmo sentido que eles.

• Se~a e~b forem colineares e de sentidos contrários, ent̃ao~c tem comprimento igual ao
maior menos o menor comprimento de~a e~b, mesma direç̃ao e o mesmo sentido do vetor
de maior comprimento.

• ~c é dado pela diagonal do paralelogramo cujos lados são~a e~b (figura1.10).

A diferença~a−~b dos vetores~a e~b é definida como sendo a soma de~a com o vetor oposto
a~b (figura1.10), isto é,

~a−~b =~a+(−~b).

Figura 1.11:Soma de v́arios vetores

A soma de v́arios vetores (digamos,~a,~b, ~c, e ~d) pode ser feita arrumando-se representantes
dos vetores colocados de tal forma que o ponto final de um corresponda ao ponto inicial de
outro (figura1.11); com isso, a soma~a+~b+~c+ ~d é o vetor cujo ponto iniciaĺe o ponto inicial
do primeiro vetor~a e cujo ponto finaĺe o ponto final dóultimo vetor~d.

Observaç̃oes:

• Em um paralelogramo cujos lados estão relacionados com~a e~b, uma diagonal corres-
pondeà soma e a outra correspondeà diferença entre~a e~b.

• Tamb́em é posśıvel definir a soma da seguinte maneira: considerando o triânguloABC
com lados

−→
ABe ~BC, o terceiro lado do triânguloé a soma

−→
AB+

−→
BC. Isto eq̈uivale a definir−→

AC=
−→
AB+

−→
BC.

Se~a,~b e~c são vetores,men são escalares, então s̃ao v́alidas as seguintes propriedades:

1.~a+~b =~b+~a 2.~a+(~b+~c) = (~a+~b)+~c
3.~a+~0 =~a 4.~a+(−~a) =~0
5. 1~a =~a 6. m(n~a) = (mn)~a = n(m~a)
7. (m+n)~a = m~a+n~a 8. m(~a+~b) = m~a+n~b

Graças a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com vetores como se estivéssemos
trabalhando com ńumero reais. Por exemplo,~a+~b =~c =⇒ ~a =~c−~b e tamb́em 3~x = ~a =⇒
~x = 1

3~a.
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Figura 1.12:Comutatividade Figura 1.13:Associatividade

As demonstraç̃oes dessas propriedades são conseq̈uências imediatas das definições. A co-
mutatividade e a associatividade da adição (propriedades 1 e 2) estão ilustradas nas figuras1.12
e1.13, respectivamente.

1.4 Sistema de coordenadas

Tendo em vista o estudo analı́tico de vetores, vamos agora introduzir sistemas de coordena-
das.

1.4.1 Coordenadas no plano

Em um plano, podemos considerar duas retas que se cruzem em umúnico ponto, definir um
lado positivo e um lado negativo para cada reta, uma escala de unidades nessas retas e chamar
o ponto de encontro dessas retas deorigem. Neste caso, chamamos cada uma dessas retas de
eixos.

Figura 1.14:Sistema de eixos no plano

O usualé considerar os eixos perpendiculares e identificar o ponto de encontro deles por
O = (0,0).

Dado qualquer ponto do plano, as projeções desse ponto nos eixos escolhidos chamam-se
coordenadasdo ponto. A projeç̃ao de cada pontoP é obtida atrav́es da interseç̃ao de um eixo
com uma reta que passe porP e que seja paralela ao outro eixo. Assim,é posśıvel associar
a cada ponto do plano um par ordenado de coordenadas(a,b). Reciprocamente, podemos
associar a cada par de coordenadas um pontoP do plano (figura1.14). Vamos fazer algo
parecido com isso no espaço tridimensional.
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Figura 1.15:Sistema de eixos ortogonais Figura 1.16:Planos coordenados

1.4.2 Coordenadas no espaço

Consideremos no espaço euclidiano tridimensional, umsistema de eixos ortogonaisque
consista em tr̂es eixosOx, OyeOzdois a dois ortogonais e com uma origem comumO (figura
1.15). Esses eixos são chamadoseixos coordenados.

Nesse sistema, os planos que contém os pares de eixos(Ox,Oy), (Ox,Oz) e (Oy,Oz) são
denotados porxOy, xOz e yOz, respectivamente (figura1.16). Esses planos são chamados
planos coordenados.

Para cada pontoPdo espaço tridimensional, podemos associar um conjunto ordenado(a,b,c)
formado por tr̂es ńumero reais (chamadoterno de ńumero reais) da seguinte forma:a, b e c
são as projeç̃oes deP nos eixosOx, Oy e Oz, respectivamente. Cada projeção pode ser obtida
atrav́es da interseç̃ao com o eixo com um plano paralelo a um dos planos coordenados que
passe porP (figura1.17).

O conjunto de todos os ternos ordenadosé denotado porR3. Simbolicamente,

R3 = {(x,y,z) | x,y,z∈ R}
Cada terno(a,b,c) ∈ R3 pode ser associado a um pontoP no espaço tridimensional da

seguinte forma: identificamos no eixoOx o ponto de coordenadaa e no eixoOy o ponto de
coordenadab. Considerando as retas paralelas a esses eixos que passam por esses pontos,
o ponto de encontro delaśe um pontoP′ = (a,b,0). Finalmente, “subimos” (sec > 0) ou
“descemos” (sec < 0) tantas unidades quanto for o valor dec (figura1.17).

Exemplo 1.5 Para marcar o pontoP=(−1,−2,4), inicialmente identificamos o ponto(−1,−2,0);
depois, “subimos”4 unidades. Veja figura1.18.

Analogamente, para desenharmos o pontoQ = (1,3,−2), marcamos(1,3,0) no planoxOy
e, depois, “descemos”2 unidades (fig.1.19).

1.4.3 Vetores unit́arios

Dizemos que~v é unitário 1 quando seu comprimento for igual a 1. Denotam-se os vetores
unitários nas direç̃oes e sentidos positivos dos eixosx, y, z por~i, ~j e~k, respectivamente. Ou
seja, considerando os pontosO = (0,0,0), A = (1,0,0), B = (0,1,0) e C = (0,0,1) (figura
1.20) temos~i =

−→
OA, ~j =

−→
OBe~k =

−→
OC.

1Tamb́em chamadoversor
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Figura 1.17:Ponto no espaço Figura 1.18:P = (−1,−2,4) Figura 1.19:Q = (1,3,−2)

Figura 1.20:Vetores i, j, k

Dado qualquer pontoP do espaço, podemos associar a esse ponto um vetor que tenha como
representante o segmento orientado que vai da origemO a P. Reciprocamente, para cada
vetor, considerando um representante

−→
OPque inicie na origem podemos associá-lo ao seu ponto

terminalP. Dessa forma, as coordenadas(x,y,z) do ponto P podem seridentificadascom o
vetor~v = x~i + y~j + z~k com x,y,z∈ R. Temos aqui mais um abuso de notação: costuma-se
escrever

~v = x~i +y~j +z~k = (x,y,z).

SejamA = (a1,a2,a3) e B = (b1,b2,b3) dois pontos dados. Como
−→
OA+

−→
AB=

−→
OB, temos−→

AB=
−→
OB−−→OA. Portanto,

−→
AB= (b1−a1)~i +(b2−a2)~j +(b3−a3)~k.

1.4.4 Definiç̃ao anaĺıtica das operaç̃oes com vetores

Podemos dar uma definição anaĺıtica das operaç̃oes com vetores: sejam~v = v1~i +v2~j +v3~k,
~w = w1~i +w2~j +w3~k ek∈ R, ent̃ao definimos:

k~v = (kv1)~i +(kv2)~j +(kv3)~k

~v+~w = (v1 +w1)~i +(v2 +w2)~j +(v3 +w3)~k.

Eqüivalentemente, podemos denotar as expressões acima por:~v= (v1,v2,v3), ~w= (w1,w2,w3)
e definir

k~v = (kv1,kv2,kv3)

~v+~w = (v1 +w1,v2 +w2,v3 +w3).

Definimos tamb́em−~v =−v1~i−v2~j−v3~k = (−v1,−v2,−v3).
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Exemplo 1.6 Sejam~v = 2~i +~j + 3~k e ~w = 4~i− 5~j − 2~k. Ent̃ao 5~v = 10~i + 5~j + 15~k, −~w =
−4~i +5~j +2~k,~v−4~w =−14~i +21~j +11~k.

1.5 Comprimento de um vetor

Seja~v = a~i + b~j. Usando o Teorema de Pitágoras no trîangulo ret̂angulo da figura1.21,
temos:‖~v‖2 = a2 +b2 e dáı

‖~v‖=
√

a2 +b2.

Figura 1.21:Vetor no plano Figura 1.22:Vetor no espaço tridimensional

Consideremos agora~v = a~i + b~j + c~k. No triângulo ret̂anguloORQda figura1.22, temos
‖−→OQ‖2 = ‖−→OR‖2 + ‖−→RQ‖2. Como‖−→OR‖ = a e ‖−→RQ‖ = b, temos‖−→OQ‖2 = a2 + b2. Usando
tamb́em o Teorema de Pitágoras no trîanguloOQP, temos‖−→OP‖2 = ‖−→OQ‖2 + ‖−→QP‖2, e dáı
‖−→OP‖2 = a2 +b2 +c2, ou seja,

‖~v‖=
√

a2 +b2 +c2.

Exemplo 1.7 O comprimento de~v= 2~i−3~j +5~k é‖~v‖=
√

22 +(−3)2 +52 =
√

38. Um vetor
unitário com mesma direç̃ao e mesmo sentido que~v é dado por~u= ~v

‖~v‖ = 2√
38
~i− 3√

38
~j + 5√

38
~k.

1.6 Ponto ḿedio de um segmento de reta

SejamA = (a1,a2,a3) e B = (b1,b2,b3) dois pontos noR3. SejaM = (m1,m2,m3) o ponto
médio deAB. Ent̃ao

−→
AM =

−→
MB, ou seja,(m1−a1,m2−a2,m3−a3) = (b1−m1,b2−m2,b3−

m3). Comparando cada coordenada, obtemos

m1−a1 = b1−m1 =⇒m1 =
a1 +b1

2

m2−a2 = b2−m2 =⇒m2 =
a2 +b2

2

m3−a3 = b3−m3 =⇒m3 =
a3 +b3

2
Assim as coordenadas do ponto médio é a ḿedia aritḿetica das coordenadas dos pontos

extremos do segmento. Por exemplo, o ponto médioM do segmentoAB ondeA = (−1,3,7) e
B = (5,4,1) é dado porM = (−1+5

2 , 3+4
2 , 7+1

2 ) = (2,7/2,4).
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1.7 Depend̂encia e independ̂encia linear

Umacombinaç̃ao linearden vetores~v1,~v2, · · · ,~vn dados,́e um vetor da forma

~u = a1~v1 +a2~v2 + · · ·+an~vn

ondeai ∈ R são escalares quaisquer.
Em particular, uma combinação linear de dois vetores~a e~b é um vetor da forma~v= x~a+y~b,

ondex,y ∈ R e uma combinaç̃ao linear de tr̂es vetores~a,~b e~c é um vetor~w = x~a+ y~b+ z~c,
x,y,z∈ R.

Exemplo 1.8 Sejam~a = 3~i +2~j e~b =~i−4~j . S̃ao exemplos de combinações lineares de~a e~b
os vetores~u = 5~a−2~b = 13~i +18~j e~v =−~a+7~b = 4~i−30~j .

Dizemos quen vetores~v1, ~v2, · · · , ~vn dados s̃ao linearmente independentes (LI)quando a
única soluç̃ao da equaç̃ao

a1~v1 +a2~v2 + · · ·+an~vn =~0

for a1 = a2 = · · ·= an = 0. Se a equaç̃ao vetorial anterior admitir pelo menos umai 6= 0 como
soluç̃ao, ent̃ao os vetores~v1, · · · ,~vn chamam-selinearmente dependentes (LD).

Em particular, dois vetores~a e~b são linearmente independentes quando

x~a+y~b = 0 =⇒ x = y = 0.

Se existiremx 6= 0 ou y 6= 0 que satisfaçam a equaçãox~a+y~b =~0 ent̃ao~a e~b são linearmente
dependentes.

Três vetores~a,~b e~c são linearmente independentes quando

x~a+y~b+z~c = 0 =⇒ x = y = z= 0.

Se existiremx 6= 0 ou y 6= 0 ou z 6= 0 que satisfaçam a equaçãox~a+y~b+z~c =~0 ent̃ao~a,~b e~c
são linearmente dependentes.

Exemplo 1.9 Os vetores~a =~i +2~j ,~b = 3~i−~k e~c = 5~i +4~j−~k são linearmente dependentes
porque podemos observar que~c = 2~a+~b, ou seja,2~a+~b−~c =~0 de onde conclúımos que a
equaç̃aox~a+y~b+z~c =~0 admite a soluç̃aox = 2, y = 1 ez=−1. Logo, os vetores são LD.

Se~a e~b forem LD, ent̃ao, por definiç̃ao, existemx 6= 0 ou y 6= 0 tais quex~a+ y~b =~0. Se
x 6= 0, ent̃ao podemos obter que~a= (−y/x)~b. Dáı,~a e~b são colineares. Sey 6= 0 obtemos algo
semelhante. Reciprocamente, se~a e~b forem colineares, existek ∈ R tal que~a = k~b e, neste
caso, temos~a−k~b =~0 de onde podemos concluir que~a e~b são LD.

Suponhamos agora que~a,~b e~c são LD. Ent̃ao, por definiç̃ao, existex 6= 0 ouy 6= 0 ouz 6= 0
tais quex~a+y~b+z~c=~0. Sex 6= 0, ent̃ao podemos obter que~a= (−y/x)~b+(−z/x)~c. Dáı,~a,~b
e~c são coplanares. Sey 6= 0 ouz 6= 0 obtemos algo ańalogo. Reciprocamente, se~a,~b e~c forem
coplanares, existemk1∈R ek2∈R tais que~a= k1~b+k2~c e neste caso temos~a−k1~b−k2~c=~0
de onde podemos concluir que~a e~b são LD.

Mostramos assim que dois vetores são LD se e somente se forem colineares e que três
vetores s̃ao LD se e somente se forem coplanares.

Se um conjunto de vetores contém o vetor nulo, então esse conjunto de vetores será ne-
cessariamente LD. Por exemplo, os vetores~a =~0, ~b e~c são LD porque1~a+ 0~b+ 0~c =~0.
conseq̈uentemente, se um conjunto de vetores for LI, então nenhum desses vetores pode ser
nulo.
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Figura 1.23:Combinaç̃ao linear dos vetores~a
e~b

Figura 1.24:Combinaç̃ao linear dos vetores
~a,~b e~c

Se~a e~b forem LI, ent̃ao consideremos uma combinação linear deles~v = x~a+ y~b (figura
1.23). Variando os valores dos escalaresx,y no conjunto dos ńumeros reais podemos obter
todos os vetores do plano. Dessa forma, qualquer vetor~v do plano pode ser escrito como
combinaç̃ao linear de~a e~b.

Analogamente, se~a, ~b e~c forem LI (por exemplo,~a =~i, ~b = ~j e~c =~k) consideremos
~v = x~a+y~b+z~c (figura1.24). Podemos assim obter todos os vetores do espaço tridimensional
se atribuirmos ax,y,zvalores reais.

No espaço tridimensional, qualquer conjunto de três vetores LÍe chamado umabase.

Exemplo 1.10Os vetores{~i,~j,~k} não s̃ao coplanares. Logo, são LI, e, conseq̈uentemente,
formam uma base do espaço tridimensional. Neste caso dizemos que eles são abase can̂onica
do espaço tridimensional.

Se{~a,~b,~c} for uma base, então qualquer vetor~v do espaço tridimensional se escreve de
modoúnico na forma

~v = x~a+y~b+z~c

(veja exerćıcio R7 a seguir). Neste caso, dizemos quex,y,z são ascoordenadasde~v na base
{~a,~b,~c}.

Uma base deve ser considerada como sendo um conjunto ordenado, onde não se deve trocar
a ordem dos vetores. Por exemplo, as basesβ1 = {~a,~b,~c} e β2 = {~c,~b,~a} são consideradas
distintas.

1.8 Exerćıcios resolvidos

R 1 Dados~u =~i−2~j +~k e~v = 2~i−5~k, determine o vetor~w tal que

2~u+3~w =
1
2
~w−~v.

Soluç̃ao: Com relaç̃ao às operaç̃oes de adiç̃ao, subtraç̃ao e produto por escalar, podemos
operar com vetores como se estivéssemos operando com números reais. Por exemplo,“passar
um termo para o outro membro da equação trocando o sinal do mesmo”.Dessa forma a
equaç̃ao dadáe eq̈uivalente a3~w− 1

2~w = −2~u−~v, ou seja,52~w = −2(~i− 2~j +~k)− (2~i− 5~k)
=⇒ ~w = 2

5(−4~i +4~j +3~k) =−8
5
~i + 8

5
~j + 6

5
~k.

R 2 Sejam~u = 1
4
~i−~j + 1

2
~k e~v = n~i +m2~j−m~k. Determinemen de modo que~v tenha sentido

contŕario a~u e seja 4 vezes maior do que~u.
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Soluç̃ao: Devemos ter neste caso que~v = −4~u, ou seja,n~i + m2~j −m~k = −4(1
4
~i−~j + 1

2
~k)

=−~i +4~j−2~k. Comparando os coeficientes de~i, ~j e~k nos dois membros obtemos as seguintes
igualdades:n =−1, m2 = 4, −m=−2, ou seja,m= 2,n =−1.

R 3 Consideremos os vetores~a = a1~i + a2~j + a3~k,~b = b1~i + b2~j + b3~k, ~c = c1~i + c2~j + c2~k e
seja

D =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
.

Mostre que seD = 0 ent̃ao~a,~b e~c são LD e seD 6= 0 ent̃ao~a,~b e~c são LI.

Soluç̃ao: Sejamx,y,z∈R tais quex~a+y~b+z~c=~0. Ent̃ao,x(a1~i +a2~j +a3~k)+y(b1~i +b2~j +
b3~k)+z(c1~i+c2~j +c2~k) =~0 queé eq̈uivalente a(a1x+b1y+c1z)~i+(a2x+b2y+c2z)~j +(a3x+
b3y+c3z)~k =~0 de onde obtemos quex,y,z devem ser soluç̃ao do sistema





a1x+b1y+c1z = 0
a2x+b2y+c2z = 0
a3x+b3y+c3z = 0

É claro quex = y = z= 0 é soluç̃ao desse sistema. Além disso, seD 6= 0 essa soluç̃aoé única
e, portanto, os vetores dados são LI. SeD = 0 o sistemáe indeterminado, istóe, admite uma
infinidade de soluç̃oes e conseq̈uentemente os vetores dados são LD.

R 4 Sejam~u = 2~i−~j,~v = ~j +2~k e~w =~i +2~j−~k.
a) O conjuntoβ = {~u,~v,~w} é uma base deR3?
b) Escreva o vetor~a = 4~i +2~j−4~k como combinaç̃ao linear de~u, ~v e~w.

Soluç̃ao: a) SejaD =

∣∣∣∣∣∣

2 −1 0
0 1 2
1 2 −1

∣∣∣∣∣∣
. Desenvolvendo este determinante obtemosD =−12 6=

0. Logo, os vetores são LI e portanto formam uma base doR3.
b) Sejamx,y,z∈R tais que~a= x~u+y~v+z~w=⇒ 4~i +2~j−4~k = x(2~i−~j)+y(~j +2~k)+z(~i +

2~j−~k) =⇒ 4~i +2~j−4~k = (2x+ z)~i +(−x+ y+2z)~j +(2y− z)~k. Portanto,(x,y,z) é soluç̃ao
do sistema 




2x + z = 4
−x + y + 2z = 2

2y − z = −4

Resolvendo este sistema obtemosx = 1,y =−1,z= 2 e dáı conclúımos que~a =~u−~v+2~w.

R 5 SejamA(1,2,4), B(2,3,2) eC(2,1,−1).
a) Os pontosA, B eC são v́ertices de um trîangulo?
b) DetermineD de modo queABCDseja um paralelogramo.

Soluç̃ao: a) Os pontos dados são v́ertices de um trîangulo se os vetores
−→
AB e

−→
AC não forem

colineares. Como
−→
AB = B−A = (1,1,−2) e

−→
AC = C−A = (1,−1,−5) devemos verificar

se existek ∈ R tal que
−→
AB = k

−→
AC =⇒ (1,1,−2) = (k,−k,−5k) =⇒ k = 1 e k = −1 e k =

2/5, o queé absurdo – ñao existe talk. Logo, os vetores
−→
AB e

−→
AC não s̃ao colineares e,

conseq̈uentemente, os pontos dados formam um triângulo.
b) Basta determinarD = (x,y,z) tal que

−→
AD =

−→
AB+

−→
AC. Temos ent̃ao queD−A = (B−

A)+ (C−A) ou seja(x−1,y−2,z−4) = (1,1,−2)+ (1,−1,−5) =⇒ (x−1,y−2,z−4) =
(2,0,−7) de onde obtemosx= 3,y= 2,z=−3. Portanto o pontoD procuradóeD = (3,2,−3).
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R 6 Se{~u,~v,~w} for uma base doR3, mostre que{~u+~v,~u−2~w,~u+ 3~v−~w} tamb́em é uma
base do mesmo espaço.

Soluç̃ao: Sejamx,y,z∈ R tais quex(~u+~v)+ y(~u−2~w)+ z(~u+ 3~v−~w) =~0. Efetuando os
produtos pelos escalares indicados, obtemos:x~u+ x~v+ y~u− 2y~w+ z~u+ 3z~v− z~w =~0 queé
eq̈uivalente ax~u+y~u+z~u+x~v+3z~v−2y~w−z~w=~0, ou seja,(x+y+z)~u+(x+3z)~v+(−2y−
z)~w =~0. Como~u, ~v e~w são LI, devemos ter:





x + y + z = 0
x + 3z = 0
− 2y − z = 0

O determinante dos coeficientes dex,y,znesse sistemáe:
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
1 0 3
0 −2 −1

∣∣∣∣∣∣
= 5 6= 0.

Portanto, o sistema linear anterior só possui a soluç̃ao trivialx= y= z= 0 e, conseq̈uentemente,
os tr̂es vetores~u+~v,~u−2~w,~u+3~v−~w são LI, logo, formam uma base doR3.

R 7 Sejam~u, ~v e~w vetores LI e~a um vetor tal que~a = x1~u+y1~v+z1~w e~a = x2~u+y2~v+z2~w
ondex1,x2,y1,y2,z1,z2 ∈ R. Mostre que neste casox1 = x2, y1 = y2 ez1 = z2.

Soluç̃ao: Se~a = x1~u+ y1~v+ z1~w e~a = x2~u+ y2~v+ z2~w ent̃ao subtraindo as duas equações
membro a membro obtemos:~0 = (x1− x2)~u+(y1− y2)~v+(z1− z2)~w. Como~u,~v e ~w são LI,
devemos terx1− x2 = y1− y2 = z1− z2 = 0, ou seja,x1 = x2, y1 = y2 e z1 = z2. Mostramos
assim que śo existe uma maneira de escrever um vetor~a como combinaç̃ao linear de outros
vetores LI.

R 8 Mostre que as diagonais de um paralelogramo interceptam-se ao meio.

Soluç̃ao: Na figura1.25, sejaP o ponto de encontro das duas diagonais do paralelogramo
ABCD. Sejam~a =

−→
AD =

−→
BC,~b =

−→
AB =

−→
DC, ~c =

−→
AP, ~d =

−→
PC, ~e =

−→
DP e ~f =

−→
PB. Devemos

mostrar que~c = ~d e que~e= ~f . Nos trîangulosAPBe DPC temos as seguintes igualdades de
vetores:~b =~c+~f e~b =~e+ ~d. Dáı,~c+~f =~e+ ~d.

Como~c e ~d são colineares, temos que existek1 ∈ R tal que~d = k1~c. Analogamente, existe
k2 ∈R tal que~f = k2~e. Substituindo na igualdade~c+~f =~e+ ~d, obtemos~c+k2~e=~e+k1~c, ou
seja,(1− k1)~c+(k2−1)~e=~0. Como~c e~e são LI, temos que1− k1 = 0 e k2−1 = 0. Logo,
k1 = k2 = 1 o que implica~c = ~d e~e= ~f .

R 9 SejaABCDum quadriĺatero qualquer eP, Q, R e S os pontos ḿedios dos ladosAB, BC,
CD eDA, respectivamente. Mostre quePQRSé um paralelogramo (figura1.26).

Soluç̃ao: Na figura1.26, sejam~a =
−→
DS=

−→
SA,~b =

−→
AP=

−→
PB,~c =

−→
BQ=

−→
QC e ~d =

−→
CR=

−→
RD.

Estamos usando aqui o fato de que os pontosP, Q, R e S são pontos ḿedios dos lados do
quadriĺatero. Como

−→
SP= ~a+~b e

−→
QR= ~c+ ~d, temos

−→
SP+

−→
QR= ~a+~b+~c+ ~d. Por outro

lado,
−→
AB+

−→
BC+

−→
CD+

−→
DA =~0, ou seja,2~a+ 2~b+ 2~c+ 2~d =~0 =⇒ ~a+~b+~c+ ~d =~0. Logo,−→

SP+
−→
QR=~0 =⇒−→

SP=−−→QR=⇒−→
SP=

−→
RQ. Pela definiç̃ao de igualdade de vetores, temos que

PQRSé um paralelogramo.

R 10 No triângulo eq̈uiláteroABCsejamM e N os pontos ḿedios dos ladosAB e BC, respec-
tivamente. Mostre queMBN tamb́emé um trîangulo eq̈uilátero (figura1.27).
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Figura 1.25:Exerćıcio R8 Figura 1.26:Exerćıcio R9 Figura 1.27:Exerćıcio R10

Soluç̃ao: Na figura1.27 temos‖−→AB‖ = ‖−→BC‖ = ‖−→CA‖ = l e ‖−→MB‖ = ‖−→BN‖ = l/2. Resta
mostrar apenas que‖−−→MN‖= l/2. Como

−−→
MN =

−→
MB+

−→
BN= 1

2
−→
AB+ 1

2
−→
BC= 1

2
−→
AC, temos‖−−→MN‖=

1
2‖
−→
AC‖= l/2. Portanto, o trîanguloMBN é eq̈uilátero pois tem seus três lados medindol/2.

1.9 Exerćıcios propostos

A 1 Em uma part́ıcula est̃ao atuando as forças~F1 =~i +~k, ~F2 = 3~i − 4~j +~k e ~F3 = 3~j + 4~k.
Determine o ḿodulo da resultante das forças que atuam nessa partı́cula(OBS.: a resultantée a
soma de todas as forças que atuam na partı́cula).

A 2 No hex́agono regularABCDEFde centroO da figura1.28calcule as seguintes somas dos
vetores:

a)
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC+

−→
OD+

−→
OE+

−→
OF b)

−→
AE+

−→
AC+

−→
DO

c)
−→
AO+

−→
FO d)

−→
AF +

−→
AB+

−→
DF +

−→
DB

Figura 1.28:Exerćıcio A2 Figura 1.29:Exerćıcio A3

A 3 No cubo da figura1.29, calcule as somas de vetores
−→
AE+

−→
AB+

−→
FG+

−→
FA e

−→
CM+

−−→
MG+−→

AB+
−→
AD

A 4 Verifique se os pontosA(3,4,1), B(−1,0,2) eC(0,1,1) são v́ertices de um trîangulo. Se
forem, determine um pontoD de tal forma queABCD seja um paralelogramo e o ponto de
interseç̃ao das diagonais desse paralelogramo.

A 5 Dê exemplo de dois vetores unitários que tenham a mesma direção que~v =−3~i +~j−4~k.

A 6 Determinem para que os pontosA(3,1,0), B(1,0,1) eC(−1,m,2) sejam colineares.
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A 7 Sejam~u =~i−2~j +~k e~v = 2~i +~j. Dê exemplo de dois vetores cujas normas sejam o triplo
da norma de~u+~v.

Figura 1.30:Exerćıcio A8 Figura 1.31:Exerćıcio A9

A 8 No paralelogramoABCDda figura1.30, os pontosM e N são, respectivamente, os pontos
médios dos ladosABeAD. Mostre que

−→
CN+

−→
CM =

3
2
−→
CA.

A 9 Na figura1.31, M é o ponto ḿedio dos segmentosAC e deDB. Mostre queABCD é um
paralelogramo. (Sugestão: basta mostrar que

−→
AD =

−→
BC ou que

−→
AB=

−→
DC.)

A 10 Considere os vetores~u=~i +~j−~k,~v= ~j +~k e~w= 2~i−~j +~k. Mostre que{~u,~v,~w} é uma
base do espaço tridimensional e obtenha as coordenadas de~a = 4~i−2~k nessa base.

A 11 Mostre que para quaisquer vetores~a,~b,~c os vetores~a+~b,~a+~c e~c−~a são coplanares.

A 12 Considere a base{~a,~b,~c}. Mostre que os vetores~a+2~b−~c, 3~a−~b+~c e−~a+5~b−3~c
são LD.

A 13 Dados vetores~a, ~b e~c não coplanares, determine escalaresλ e µ para que os vetores
λ~a+µ~b+~c e~a+λ~b+µ~c sejam colineares.

A 14 Determine vetores~x e~y que satisfaçam o sistema de equações
{

~x+2~y = 3~i
2~x+~y = ~j−3~k

A 15 Verifique se os pontosA(2,2,1), B(3,1,2), C(2,3,0) eD(2,3,2) são coplanares.

B 1 Em um trîanguloABC considere um pontoE no ladoAB e um pontoD no ladoAC que
satisfazem

−→
AD = 1

3
−→
AC e

−→
AE = 2

3
−→
AB. Escreva o vetor

−→
DE como combinaç̃ao linear de

−→
BAe

−→
BC.

B 2 Mostre que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um triânguloé
paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

B 3 SejaABCDum paralelogramo eG o ponto de encontro de suas diagonais. Determine os
vérticesC eD conhecendo as coordenadas deA(1,2,3), B(0,2,5) eG(1,0,1).

B 4 No cubo da figura1.29, sabendo queM é o ponto ḿedio do segmentoBF, escreva o vetor−−→
HM como combinaç̃ao linear dos vetores

−→
AB,

−→
AD e

−→
AE.
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B 5 Em um trîanguloABCsejamM, N eP os pontos ḿedios dos ladosAB, AC eBC, respecti-
vamente. Mostre que −→

AP+
−→
CM+

−→
BN =~0.

C 1 Em um hex́agono regularABCDEF temos
−→
AB=~u e

−→
BC=~v. Escreva os vetores

−→
CD,

−→
DE,−→

EF,
−→
FA,

−→
AC,

−→
AD e

−→
AE em termos de~u e~v.

C 2 Dizemos que uma base{~a = a1~i + a2~j + a3~k,~b = b1~i + b2~j + b3~k,~c = c1~i + c2~j + c3~k} é
positiva(respectivamente,negativa) quando o determinante

D =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣

for positivo (respectivamente, negativo). Baseado nesta definição, mostre que as basesβ1 =
{~i,~j,~k} eβ2 = {3~i,−~j−~k,−2~i−5~k} são positivas, enquanto queβ3 = {~j,~i,~k} eβ4 = {~i +~j +
~k,~j +~k,~j} são bases negativas.

C 3 Sejam~a e~b vetores LI tais que
−→
AB=~a+2~b,

−→
BC=−4~a−~b e

−→
CD=−5~a−3~b. Mostre que

ABCD é um traṕezio.

C 4 a) Mostre que os vetores~a=~i +2~j,~b=−2~i +~k e~c= 4~j +~k não formam uma base doR3.
b) Mostre que ñaoé posśıvel escrever~v =~i−~k como combinaç̃ao linear de~a,~b e~c. Inter-

prete geometricamente esta situação.
c) Mostre quée posśıvel escrever~w = 3~i + 2~j −~k como combinaç̃ao linear de~a,~b e~c de

uma infinidade de maneiras.

C 5 O segmento de extremidadesA(x1,y1,z1) e B(x2,y2,z2) é dividido pelo pontoC(x,y,z) na

raz̃ao de 1 paraλ (isto é, ‖
−→
AC‖
‖−→CB‖ = 1

λ). Mostre que

x =
x1 +λx2

1+λ
, y =

y1 +λy2

1+λ
, z=

z1 +λz2

1+λ
.

Usando este resultado, determine pontosC e D que dividem o segmento de extremidades
A(0,1,2) eB(4,−2,1) em tr̂es partes de mesmo comprimento.
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Caṕıtulo 2

Produtos de vetores

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo introduzimos diversos tipos de produtos vetoriais. Essas idéias s̃ao inspiradas
em conceitos fı́sicos e t̂em aplicaç̃oes a diferenteśareas da Mateḿatica. Em particular, nos
exemplos e nos exercı́cios resolvidos usamos produtos vetoriais para demonstrar resultados de
Geometria Plana ou de Trigonometria bastante conhecidos tais como Teorema de Pitágoras,
Lei dos Senos para um triângulo qualquer, cosseno e seno da diferença de doisângulos, entre
outros.

2.2 Produto interno

A motivaç̃ao para a definiç̃ao de produto interno vem da Mecânica. Consideremos uma
força representada pelo vetor~F atuando sobre um corpo de tal forma que lhe provoque um
deslocamento representado pelo vetor~d (Figura2.1). Ent̃ao define-se otrabalhoW realizado
pela força~F como sendo o ńumero real dado por

W = ‖~F‖‖~d‖cosα

ondeα é oângulo entre os vetores~F e ~d.

Figura 2.1:Trabalho realizado pela força~F Figura 2.2:Ângulo entre vetores

Sejam~a e~b vetores ñao nulos. Denotemos ôangulo1 entre eles por̂(~a,~b). No ćalculo da
medida dôangulo, podemos considerar representantes para esses vetores que tenham o mesmo
ponto inicial (Figura2.2). O produto internodos vetores~a e~b é denotado por~a·~b e é definido
por

~a·~b = ‖~a‖‖~b‖cos(̂~a,~b).

Se~a =~0 ou~b =~0, ent̃ao definimos~a·~b =~0.

1 Estamos nos referindo aomenorângulode0 a π radianos (de0 a180graus).

19
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Exemplo 2.1 Os vetores~i, ~j e~k são unit́arios e tais que(̂~i,~j) = (̂~i,~k) = (̂~j,~k) = π
2 Logo,

~i ·~j = ‖~i‖‖~j‖cos
π
2

= 1·1·0 = 0

~i ·~k = ‖~i‖‖~k‖cos
π
2

= 1·1·0 = 0

~j ·~k = ‖~j‖‖~k‖cos
π
2

= 1·1·0 = 0.

Além disso, comô(~i,~i) = (̂~j,~j) = (̂~k,~k) = 0, temos

~i ·~i = ‖~i‖‖~i‖cos0= 1·1·1 = 1

~j ·~j = ‖~j‖‖~j‖cos0= 1·1·1 = 1
~k ·~k = ‖~k‖‖~k‖cos0= 1·1·1 = 1.

Observaç̃oes:

• Observe o produto assim definido envolve dois vetores como fatores mas tem como resul-
tado um ńumero real, ou seja, um escalar. Por isso, tal produto tambémé conhecido pelo
nome deproduto escalar.

• O produto interno dos vetores~a e~b tamb́em costuma ser denotado por〈~a, ~b〉.

2.2.1 Projeç̃oes ortogonais

Dados dois vetores~a e ~u 6=~0, consideremos a reta suporter de um representante de~u
2. Chamamosprojeç̃ao ortogonalde~a na direç̃ao de~u ao vetor representado pelo segmento

orientado
−−→
A′B′ onde

−→
AB é um representante de~a e os pontosA′ eB′ são os pontos de interseção

de retas perpendiculares ar que passam porA e B, respectivamente (Figura2.3). Neste caso,

denotamos
−−→
A′B′ por proj~u~a.

Observe que nessa definição interessa apenas a direção do vetor~u. Conseq̈uentemente,
proj~u~a = proj~v~a se~v 6=~0 for um vetor paralelo a~u.

Suponhamos~u unitário, α = (̂~a,~u) e 0≤ α < π
2. Na Figura2.3 temos‖

−−→
A′B′‖
‖−→AB‖ = cosα =⇒

‖−−→A′B′‖= ‖−→AB‖cosα. Portanto,proj~u~a = (‖~a‖cosα)~u = (‖~a‖‖~u‖cosα)~u, e dáı

proj~u~a = (~a·~u)~u.

De maneira ańaloga podemos obter esse mesmo resultado se tivermosπ
2 ≤α≤ π. Dáı, podemos

deduzir que|~a·~u|= ‖~a‖‖~u‖|cosα|= ‖proj~u~a‖. Geometricamente, isso significa que o módulo
do produto interno de um vetor~a por um vetor unit́ario ~u corresponde ao comprimento da
projeç̃ao de~a sobre~u.

Se~v for um vetor ñao nulo ent̃ao~u = ~v
‖~v‖ é unit́ario e, usando o que foi visto anteriormente,

temos proj~v~a = proj~u~a = (~a·~u)~u =
(
~a· ~v

‖~v‖
)

~v
‖~v‖ , ou seja,

proj~v~a =
~a·~v
‖~v‖2~v.

Destaquemos a seguinte propriedade das projeções ortogonais:

proj~u(~a+~b) = proj~u~a+proj~u~b.

Essa propriedadée uma conseq̈uência imediata da igualdade
−−→
A′C′ =

−−→
A′B′+

−−→
B′C′ na Figura2.4.

2 Dois vetores quaisquer~a e~u possuem representantes que são segmentos orientados coplanares
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Figura 2.3:Projeç̃ao de~a na direç̃ao de~u Figura 2.4:Projeç̃ao de~a+~b na direç̃ao de~u

2.2.2 Propriedades do produto interno

Para quaisquer vetores~a,~b, ~c e qualquer escalarx são v́alidas as propriedades mostradas a
seguir, com suas respectivas demonstrações.

[I1] ~a·~b =~b·~a (comutatividade)

~a·~b = ‖~a‖‖~b‖cos(̂~a,~b) = ‖~b‖‖~a‖cos(̂~b,~a) =~b·~a.

[I2] (x~a) ·~b = x(~a·~b) =~a· (x~b)

Figura 2.5:Ângulo entrex~a e~b comx > 0 Figura 2.6:Ângulo entrex~a e~b comx < 0

Sex > 0, o ângulo entre~a e~b é o mesmôangulo quex~a e~b (Figura2.5). Logo,(x~a) ·~b =

‖x~a‖‖~b‖cos(̂x~a,~b) = |x|‖~a‖‖~b‖cos(̂~a,~b) = x(~a·~b).

Sex < 0 ent̃ao (̂x~a,~b) = π− (̂~a,~b) (Figura2.6). Logo, (x~a) ·~b = ‖x~a‖‖~b‖cos(̂x~a,~b) =

|x|‖~a‖‖~b‖cos

(
π− (̂~a,~b)

)
=−x‖~a‖‖~b‖

(
−cos(̂~a,~b)

)
= x(~a·~b).

Al ém disso,~a· (x~b) = (x~b) ·~a = x(~b·~a) = x(~a·~b).

[I3] (~a+~b) ·~c =~a·~c+~b·~c (distributividade com relaç̃aoà soma de vetores)

Se~c =~0 a igualdadée imediata pois reduz-se a~0 =~0+~0.

Suponhamos~c 6=~0. Ent̃ao temosproj~c(~a+~b)= proj~c~a+proj~c~be dáı obtemos
(

(~a+~b)·~c
‖~c‖2

)
~c=

~a·~c
‖~c‖2~c+ ~b·~c

‖~c‖2~c, que multiplicando por‖~c‖2 fornece:((~a+~b) ·~c)~c = (~a ·~c)~c+(~b ·~c)~c, ou

seja,((~a+~b) ·~c−~a ·~c−~b ·~c)~c =~0. Como~c 6= 0, temos(~a+~b) ·~c−~a ·~c−~b ·~c =~0 queé
equivalente a(~a+~b) ·~c =~a·~c+~b·~c.
Usando a comutatividade do produto interno, temos também que
~a· (~b+~c) = (~b+~c) ·~a =~b·~a+~c·~a =~a·~b+~a·~c. Logo,

~a· (~b+~c) =~a·~b+~a·~c.
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[I4] Dois vetores ñao nulos~a e~b são ortogonais se, e somente se,~a·~b = 0

Se~a e~b forem ortogonais, então (̂~a,~b) = π
2 e dáı~a·~b = ‖~a‖‖~b‖cosπ

2 = ‖~a‖‖~b‖ ·0 = 0.

Reciprocamente, se~a ·~b = 0, ent̃ao ‖~a‖‖~b‖cos(̂~a,~b) = 0. Como‖~a‖ 6= 0 e ‖~b‖ 6= 0,

devemos tercos(̂~a,~b) = 0. Logo, (̂~a,~b) = π
2, isto é,~a e~b são ortogonais.

Convencionamos que o vetor nuloé ortogonal a qualquer outro vetor. Com isso esta
propriedade pode ser estendida com o seguinte enunciado:“Dois vetores s̃ao ortogonais
se e somente se seu produto internoé nulo.”

[I5] ‖~a‖2 =~a·~a (ou ‖~a‖=
√

~a·~a)

É claro que~0 ·~0 = ‖~0‖2. Se~a 6=~0, ent̃ao, como(̂~a,~a) = 0 temos~a ·~a = ‖~a‖‖~a‖cos0, ou
seja,~a·~a = ‖~a‖2.

[I6] |~a·~b| ≤ ‖~a‖‖~b‖
Esta desigualdadée conhecida com o nome deDesigualdade de Schwarz3 . Basta usar a
definiç̃ao de produto interno e que o módulo do cosseno de um̂anguloé menor do que ou

igual a 1:|~a·~b|= ‖~a‖‖~b‖|cos(̂~a,~b)| ≤ ‖~a‖‖~b‖.

2.2.3 Produto interno em coordenadas

Consideremos os vetores~a = a1~i +a2~j +a3~k e~b = b1~i +b2~j +b3~k. Vamos determinar uma
maneira simples de calcular~a·~b usando apenas as coodenadas de~a e de~b.

Usando as propriedades[I1] , [I2] , [I3] 4 e os resultados obtidos no exemplo2.1 podemos
obter uma f́ormula muitoútil para o ćalculo de produto interno:
~a ·~b = (a1~i +a2~j +a3~k) · (b1~i +b2~j +b3~k) = a1~i · (b1~i +b2~j +b3~k)+a2~j · (b1~i +b2~j +b3~k)+
a3~k · (b1~i +b2~j +b3~k) = a1b1(~i ·~i)+a1b2(~i ·~j)+a1b3(~i ·~k)+a2b1(~j ·~i)+a2b2(~j ·~j)+a2b3(~j ·
~k)+a3b1(~k ·~i)+a3b2(~k ·~j)+a3b3(~k ·~k) = a1b1 ·1+a1b2 ·0+a1b3 ·0a2b1 ·0+a2b2 ·1+a2b3 ·
0a3b1 ·0+a3b2 ·0+a3b3 ·1. Portanto,

~a·~b = a1b1 +a2b2 +a3b3.

Exemplo 2.2 Sejam~a = 2~i +3~j +4~k e~b =−5~i−2~j +2~k. Então o produto interno entre~a e~b
pode ser rapidamente efetuado da seguinte maneira:

~a·~b = 2· (−5)+3· (−2)+4·2 =−10−6+8 =−8.

Exemplo 2.3 Dados~u = 8~i−2~j + 2~k e~v = 3~i + 13~j +~k. Para verificar se esses vetores são
ortogonais, basta verificar se o produto interno delesé nulo. Como~u·~v= 8·3+(−2) ·13+2·
1 = 24−26+2 = 0 temos que~u e~v são ortogonais.

Exemplo 2.4 Dados dois vetores~a= a1~i+a2~j +a3~k e~b= b1~i+b2~j +b3~k, podemos determinar
o ângulo entre eles usando a definição

cos(̂~a,~b) =
~a·~b
‖~a‖‖~b‖

3 Hermann Schwarz (1843 – 1921), matemático alem̃ao
4 Graças a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com produtos internos de vetores como se estivéssemos operando com

produtos de ńumeros reais.
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e as f́ormulas~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3, ‖~a‖ =
√

a2
1 +a2

2 +a2
3 e ‖~b‖ =

√
b2

1 +b2
2 +b2

3. Por

exemplo, sejam~a = 5~i −~j +~k e~b = 2~i + 3~j + 3~k. Temos:~a ·~b = 10− 3+ 3 = 10, ‖~a‖ =
√

25+1+1 =
√

27e‖~b‖=
√

4+9+9 =
√

22. Portanto, seα = (̂~a,~b), ent̃ao

cosα =
10√

27
√

22
=

10√
594

,

ou seja,α = arccos 10√
594

. Em geral, deve-se deixar esse tipo de resposta da maneira como
est́a, usando a funç̃ao arco-cosseno. A tı́tulo de curiosidade informamos que usando uma
calculadora ou um computador, pode-se obter uma boa aproximação paraângulos desse tipo.
Neste exemplo, temosα≈ 65o46′34′′.

2.2.4 Bases ortogonais e ortonormais

Uma base{~a,~b,~c} do espaço tridimensionalé chamadabase ortogonalquando seus vetores
forem dois a dois ortogonais, ou seja, quando~a ·~b =~a ·~c =~b ·~c = 0. Se aĺem de ortogonais os
vetores forem unit́arios ent̃ao a base chama-sebase ortonormal.

Exemplo 2.5 A base can̂onica doR3, {~i,~j,~k}, é uma base ortonormal pois~i ·~j =~i ·~k=~j ·~k= 0
e‖~i‖= ‖~j‖= ‖~k‖= 1.

Exemplo 2.6 A baseβ1 = {~a =~i − 2~j − 2~k,~b = 2~i + 2~j +~k,~c = −2~i +~j + 2~k} é ortogonal
porque~a ·~b = ~a ·~c =~b ·~c = 0, mas ñao é ortonormal porque‖~a‖ =

√
1+4+4 = 3, ‖~b‖ =√

4+4+1 = 3 e ‖~c‖ =
√

4+1+4 = 3. A partir de β1, podemos construir facilmente uma
outra base que seja ortonormal: basta dividir cada vetor deβ1 pela sua norma. Obtemos
assim a seguinte base ortonormal:

β2 =

{
~a
‖~a‖ ,

~b

‖~b‖
,

~c
‖~c‖

}
=

{
1
3
~i− 2

3
~j +

2
3
~k,

2
3
~i +

2
3
~j +

1
3
~k,−2

3
~i +

1
3
~j +

2
3
~k

}
.

A vantagem em se ter uma base ortogonal ou ortonormalé a facilidade com que escrevemos
um vetor dado como combinação linear dos vetores da base.

Seja{~a,~b,~c} uma base ortogonal,~v um vetor doR3 e x,y,z∈ R tais que~v = x~a+ y~b+ z~c.
Fazendo o produto interno de~v com~a, depois com~b e com~c, obtemos:

~v·~a = x~a·~a+y~b·~a+z~c·~a = x‖~a‖2 +0+0 =⇒ x =
~v·~a
‖~a‖2 ,

~v·~b = x~a·~b+y~b·~b+z~c·~b = 0+y‖~b‖2 +0 =⇒ y =
~v·~b
‖~b‖2

,

~v·~c = x~a·~c+y~b·~c+z~c·~c = 0+0+z‖~c‖2 =⇒ z=
~v·~c
‖~c‖2 .

Em particular, se{~a,~b,~c} for ortonormal, ent̃aox =~v·~a,y =~v·~b,z=~v·~c.
Exemplo 2.7 Vamos calcular as coordenadas do vetor~v = 4~i−3~j +2~k na base{~a,~b,~c} onde
~a = 1

3
~i − 2

3
~j + 2

3
~k, ~b = 2

3
~i + 2

3
~j + 1

3
~k, ~c = −2

3
~i + 1

3
~j + 2

3
~k. Note que essa basée ortonormal

(veja exemplo2.6). Dáı, se~v = x~a+ y~b+ z~c, ent̃ao x =~v ·~a = 4 · (1
3)−3(−2

3)+ 2 · (2
3) = 14

3 ,

y =~v ·~b = 4 · (2
3)−3(2

3)+2 · (1
3) = 4

3, z=~v ·~c = 4 · (−2
3)−3(1

3)+2 · (2
3) = −7

3. Portanto, as
coordenadas de~v na base dada s̃ao 14

3 , 4
3 e−7

3.
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2.3 Produto vetorial

Definiremos agora outro tipo de produto com vetores: o produto vetorial. A motivação para
sua definiç̃ao tamb́em vem da F́ısica. Nas definiç̃oes domomento de uma força, velocidade
angulare decampo magńeticoocorrem vetores que são ortogonais a dois outros vetores.

Antes de dar uma definição formal vamos fazer alguns cálculos que justifiquem nossa
definiç̃ao. Dados dois vetores~a = a1~i +a2~j +a3~k e~b = b1~i +b2~j +b3~k, queremos determinar
um vetor~v = x~i + y~j + z~k que seja simultaneamente ortogonal a~a e a~b. Ent̃ao devemos ter
~v·~a = 0 e~v·~b = 0, ou seja, {

a1x+a2y+a3z = 0
b1x+b2y+b3z = 0

queé equivalente a {
a1x+a2y = −a3z
b1x+b2y = −b3z

de onde podemos obter os valores dex ey em funç̃ao dez:

x =
a2b3−a3b2

a1b2−a2b1
z, y =

a3b1−a1b3

a1b2−a2b1
z.

Para cada valor dez∈R obtemos uma solução para o sistema. Em particular, podemos escolher
z= a1b2−a2b1 (para “eliminar” o denominador das frações) e dáı temos a seguinte solução
para o sistema:

x = a2b3 − a3b2

y = a3b1 − a1b3

z = a1b2 − a2b1

Obtivemos dessa forma o vetor~v = (a2b3− a3b2)~i + (a3b1− a1b3)~j + (a1b2− a2b1)~k que é
simultaneamente ortogonal a~a e~b. Chamamos o vetor~v assim obtido deproduto vetorialde~a
por~b e denotamos5 por~v =~a×~b.

Note que nessa definição~v for escrito usando determinantes:

~a×~b =
∣∣∣∣

a2 a3
b2 b3

∣∣∣∣~i +
∣∣∣∣

a3 a1
b3 b1

∣∣∣∣~j +
∣∣∣∣

a1 a2
b1 b2

∣∣∣∣~k

Entretanto,́e mais conveniente memorizar a definição de produto vetorial como sendo o se-
guinte determinante:

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
.

Nem todas as propriedades de determinantes são v́alidas neste caso. Por exemplo, não faz
sentido somar a primeira linha com a segunda6 porque uma linháe formada por vetores e a
outra por escalares.

Exemplo 2.8 Calcular o produto vetorial dos vetores~a = 5~i + 4~j + 3~j e~b =~i +~k. Temos

~v = ~a×~b =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
5 4 3
1 0 1

∣∣∣∣∣∣
= 4~i− 2~j − 4~k. Observe que~v é ortogonal a~a e a~b porque~a ·~v =

5·4+4· (−2)+3· (−4) = 0 e~b·~v = 1·4+0· (−2)+1· (−4) = 0.

5O produto vetorial tamb́em costuma ser denotado por~v =~a∧~b
6 Esse determinante3×3 é apenas um determinantesimb́olico, é um artif́ıcio útil para lembrar da definição de produto vetorial.
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Exemplo 2.9 Vamos calcular~i×~j ,~j×~k e~k×~i. Usando a definiç̃ao, temos:~i×~j =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣
=

~k, ~j×~k =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
=~i,~k×~i =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
0 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
= ~j.

É útil memorizar esses resultados para usá-los posteriormente. A Figura2.7 ajuda nessa
memorizaç̃ao.

Figura 2.7:~i ×~j =~k, ~j ×~k =~i,
~k×~i = ~j Figura 2.8:Regra da m̃ao direita Figura 2.9:~a×~b =−~b×~a

Do cálculo de um produto vetorial sempre resulta um vetor ortogonal a cada um dos fatores
envolvidos. Aĺem disso, se~a,~b e~a×~b não forem nulos, o sentido do produto vetorial pode
ser determinado pela seguinte regra: se~a×~b apontar para o observador e~a for girado para
ocupar a posiç̃ao de~b, ent̃ao o sentido de rotação deveŕa ser anti-hoŕario. Esse fato costuma ser
ilustrado com o nome deRegra da M̃ao Direita: colocando-se tr̂es dedos da m̃ao direita como
na Figura2.8, se o dedo indicador representar o vetor~a e o dedo ḿedio representar~b, ent̃ao o
polegar aponta para~a×~b.

2.3.1 Propriedades do produto vetorial

Para quaisquer vetores~a,~b, ~c e qualquer escalarx são v́alidas as propriedades mostradas a
seguir (com suas respectivas demonstrações):

[V1] ~a×~a =~0

De acordo com a definição~a×~a =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣
=~0, porque neste caso temos um de-

terminante com duas linhas iguais.

Em particular~i×~i = ~j×~j =~k×~k =~0.

[V2] ~a×~b =−~b×~a (Figura2.9)

Quando trocamos duas linhas de um determinante, seu sinal também fica trocado. Devido

a isso:~a×~b =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
=−

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
b1 b2 b3
a1 a2 a3

∣∣∣∣∣∣
=−~b×~a.

Usando essa propriedade e o que foi obtido no exemplo2.9 temos~j×~i =−~k,~k×~j =−~i
e~i×~k =−~j.
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[V3] ~a× (~b+~c) =~a×~b+~a×~c

Como~b+~c = (b1 +c1)~i +(b2 +c2)~j +(b3 +c3)~k, temos:

~a×(~b+~c)=

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3

b1 +c1 b2 +c2 b3 +c3

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
=~a×~b+~a×~c.

[V4] (x~a)×~b = x(~a×~b) =~a× (x~b)

x~a×~b = x

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
, (x~a)×~b =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
xa1 xa2 xa3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
,

~a× (x~b) =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
xb1 xb2 xb3

∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
.

Nos tr̂es casos obtivemos a mesma expressão nos segundos membros das igualdades.

[V5] ‖~a×~b‖2 = ‖~a‖2‖~b‖2− (~a·~b)2

Esta igualdadée conhecida pelo nomeIdentidade de Lagrange.7 Como~a×~b = (a2b3−
a3b2)~i + (a3b1− a1b3)~j + (a1b2− a2b1)~k temos‖~a×~b‖2 = (a2b3− a3b2)2 + (a3b1−
a1b3)2 +(a1b2−a2b1)2.

Por outro lado,‖~a‖2‖~b‖2 = (a2
1+a2

2+a2
3)(b

2
1+b2

2+b2
3) e(~a·~b)2 = (a1b1+a2b2+a3b3)2.

Desenvolvendo os quadrados indicados obtemos a identidade desejada.

[V6] ~a×~b = ‖~a‖‖~b‖senα, ondeα = (̂~a,~b)
Usando a Identidade de Lagrange e a definição de produto interno, temos:

‖~a×~b‖2 = ‖~a‖2‖~b‖2− (~a·~b)2 = ‖~a‖2‖~b‖2− (‖~a‖‖~b‖cosα)2 = ‖~a‖2‖~b‖2(1−cos2α) =
‖~a‖2‖~b‖2sen2α. Como0≤ α≤ π, temossenα≥ 0 e dáı, ‖~a×~b‖= ‖~a‖‖~b‖senα.

[V7] ~a×~b =~0 se e somente se~a e~b forem paralelos.

Convencionamos que~0 é paralelo a qualquer vetor. Logo, se~a =~0 ou~b =~0 ent̃ao essa
propriedadée óbvia e ñao h́a o que mostrar.

Suponhamos~a 6=~0 e~b 6=~0. Ent̃ao:~a e~b são paralelos⇐⇒ α = (̂~a,~b) = 0 ou π radianos
⇐⇒ senα = 0⇐⇒ ‖~a×~b‖= ‖~a‖‖~b‖senα = 0⇐⇒~a×~b =~0.

O produto vetorial ñao possui a propriedade associativa, ou seja,(~a×~b)×~c em geral ñaoé
igual a~a× (~b×~c). Por exemplo,(~i×~i)×~j =~0×~j =~0 e~i× (~i×~j) =~i×~k =−~j.

2.3.2 Interpretação geoḿetrica do módulo do produto vetorial

Consideremos o paralegramoABCDda Figura2.10. Sejam~a =
−→
AB,~b =

−→
AD e α = (̂~a,~b).

A área de um paralelogramoé dada pelo produto da medida da base pela altura, ou seja,é
igual a‖~a‖ ·h = ‖~a‖‖~b‖senα = ‖~a×~b‖.

Mostramos assim que o ḿodulo do produto vetorial de~a por~b é numericamente igualà área
do paralelogramo determinado por eles.

7Joseph Louis Lagrange (1736 – 1813), matemático italiano



2.4. PRODUTO MISTO 27

Figura 2.10:Área do paralelogramoABCD

Exemplo 2.10Calcular a área do paralelogramo de vérticesA = (1,−2,1), B = (2,−1,4),
C = (0,−2,6) e D = (−1,−3,3). Como

−→
AB= B−A = (1,1,3) e

−→
AD = D−A = (−2,−1,2),

temos
−→
AB×−→AD =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
1 1 3
−2 −1 2

∣∣∣∣∣∣
= 5~i−8~j +~k. Portanto aárea deABCDé dada por‖−→AB×

−→
AD‖=

√
25+64+1 = 3

√
10.

2.4 Produto misto

Nesta seç̃ao definimos mais um produto de vetores. Assim como o produto interno, o resul-
tado obtido nesse produto tambémé um escalar.

Dados os vetores~a = a1~i +a2~j +a3~k,~b = b1~i +b2~j +b3~k e~c = c1~i +c2~j +c3~k chamamos
produto mistode~a,~b e~c (considerados nessa ordem) ao número real8 ~a×~b ·~c. Denotamos o
produto misto de~a,~b e~c por [~a,~b,~c].

Considerando a definição de produto vetorial, temos~a×~b =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
a1 a2 a3
b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣
= (a2b3−

a3b2)~i +(a3b1−a1b3)~j +(a1b2−a2b1)~k. Fazendo o produto interno com~c obtemos:

~a×~b·~c = a1b2c3 +a2b3c1 +a3b1c2−a1b3c2−a2b1c3−a3b2c1.

Como

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
= a1b2c3 +a2b3c1 +a3b1c2−a1b3c2−a2b1c3−a3b2c1, obtemos

[~a,~b,~c] =

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣
.

Exemplo 2.11Calcular o produto misto dos vetores~a = 2~i + 3~j + 5~k, ~b = −~i + 3~j + 3~k e
~c = 4~i−3~j +2~k.

[~a,~b,~c] =

∣∣∣∣∣∣

2 3 5
−1 3 3
4 −3 2

∣∣∣∣∣∣
= 27.

2.4.1 Interpretação geoḿetrica

Consideremos o paralelepı́pedoABCDEFGH definido pelos vetores~a =
−→
AB, ~b =

−→
AD e

~c =
−→
AE (Figura2.11). O volumeV desse paralelepı́pedoé o produto dáarea da base (quée

8 Não h́a necessidade do uso de parênteses nessa definição: como~a× (~b·~c) não faz sentido, áunica possibilidadée considerar(~a×~b) ·~c.



28 CAPÍTULO 2. PRODUTOS DE VETORES

igual a‖~a×~b‖) pela alturah.

Figura 2.11:Volume do paraleleṕıpedoABCDEFGH

Sendoα = (̂~b,~c), temosh = ‖~c‖|cosα| e dáı V = ‖~a×~b‖h = ‖~a×~b‖‖~c‖|cosα| = ‖(~a×
~b) ·~c‖.

2.4.2 Propriedades do produto misto

Sejam~a,~b,~c, ~d vetores quaiquer ex,y∈ R. Ent̃ao s̃ao v́alidas as seguintes propriedades:

[M1] O produto misto troca se sinal se trocarmos a ordem de dois dos vetores

Esta propriedadée uma conseq̈uência da propriedade de determinantes que diz que“ao
trocarmos duas linhas, o determinante muda de sinal”.

[M2] O produto mistóe nulo se pelo menos dois vetores forem iguais.

Um determinante que tenha duas linhas iguaisé nulo. Portanto,[~a,~a,~a] = 0, [~a,~a,~b] = 0,
[~a,~b,~b] = 0, etc.

[M3] [~a,~b,~c] = 0 se e somente se~a,~b e~c forem LD;

Se os vetores forem LD, então um deleśe combinaç̃ao linear dos outros. Suponhamos~a=
x~b+ y~c. Ent̃ao [~a,~b,~c] = [x~b+ y~c,~b,~c] = 0 porque temos um determinante cuja primeira
linha é uma combinaç̃ao linear da segunda e da terceira linhas.

Se os vetores forem LI, então eles ñao s̃ao coplanares e daı́ o volume do paralelepı́pedo
definido por eleśe diferente de 0 e, neste caso,[~a,~b,~c] 6= 0.

[M4] O produto misto independe da ordem circular dos vetores, istoé [~a,~b,~c] = [~b,~c,~a] =
[~c,~a,~b].

Usando a propriedade[M1] , temos:[~a,~b,~c] = −[~b,~a,~c] = [~b,~c,~a] = −[~a,~c,~b] = [~c,~a,~b].

[M5] ~a·~b×~c=~a×~b·~c, ou seja, podemos permutar as operações “·” e “×” sem alterar o produto
misto.

Basta observar que~a·~b×~c =~b×~c·~a = [~b,~c,~a] = [~a,~b,~c]9.

[M6] [x~a+y~b,~c, ~d] = x[~a,~c, ~d]+y[~b,~c, ~d], [~a,x~b+y~c, ~d] = x[~a,~b, ~d]+y[~a,~c, ~d], [~a,~b,x~c+y~d] =
x[~a,~b,~c]+y[~a,~b, ~d].

9Foi usada náultima igualdade a propriedade[M4]
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Tamb́emé conseq̈uência imediata de propriedades de determinantes. Por exemplo,[x~a+

y~b,~c, ~d] =

∣∣∣∣∣∣

xa1 +yb1 xa2 +yb2 xa3 +yb3
c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
= x

∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3
c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
+ y

∣∣∣∣∣∣

b1 b2 b3
c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
=

x[~a,~c, ~d]+y[~b,~c, ~d].

Observaç̃oes:

Sejam~a,~b e~c vetores. Ent̃ao:

• ~a·~b = 0 se e somente se~a e~b forem ortogonais;

• ~a×~b =~0 se e somente se~a e~b forem paralelos;

• [~a,~b,~c] = 0 se e somente se~a,~b e~c forem coplanares.

2.5 Exerćıcios resolvidos

R 11 Mostre que:
a) ‖~a+~b‖2 = ‖~a‖2 +2~a·~b+‖~b‖2

b) (~a+~b) · (~a−~b) = ‖~a‖2−‖~b‖2

Soluç̃ao:
a) ‖~a+~b‖2 = (~a+~b) · (~a+~b) =~a·~a+~a·~b+~b·~a+~b·~b = ‖~a‖2 +2~a·~b+‖~b‖2.

Da mesma forma podemos obter também que‖~a−~b‖2 = ‖~a‖2−2~a·~b+‖~b‖2.

b) (~a+~b) · (~a−~b) =~a·~a+~a·~b−~b·~a−~b·~b = ‖~a‖2−‖~b‖2.

R 12 Sejam~u e~v vetores tais que~u·~v = 4, ‖~v‖= 3
√

3 e (̂~u,~v) = π/6. Calcule‖~u‖ e‖~u+~v‖.

Soluç̃ao: Como~u ·~v = ‖~u‖‖~v‖cos(̂~u,~v), temos4 = ‖~u‖ ·3√3 · cos(π/6) =⇒ 4 = 9
2‖~u‖ =⇒

‖~u‖= 8
9.

UsandoR 1, temos:‖~u+~v‖2 = ‖~u‖2 +2~u ·~v+‖~v‖2 = (8/9)2 +2 ·4+(3
√

3)2 = 64/81+
35= 2899/81=⇒‖~u+~v‖=

√
2899/81.

R 13 Mostre que‖~a+~b‖ ≤ ‖~a‖+‖~b‖.

Soluç̃ao: Como‖~a+~b‖2 = ‖~a‖2+2~a·~b+‖~b‖2, e~a·~b≤ |~a·~b| ≤ ‖~a‖‖~b‖, temos:‖~a+~b‖2≤
‖~a‖2 +2‖~a‖‖~b‖+‖~b‖2 = (‖~a‖+‖~b‖)2. Portanto,‖~a+~b‖ ≤ ‖~a‖+‖~b‖.

Esse resultadóe conhecido comoDesigualdade Triangulare pode ser interpretado geo-
metricamente da seguinte maneira: o comprimento do lado de um triângulo (o‖~a+~b‖) não
ultrapassa a soma dos comprimentos dos outros dois lados (‖~a‖+‖~b‖).

R 14 Seja{~a,~b,~c} uma base ortonormal. Calcule‖~a+~b+~c‖.

Soluç̃ao: Para evitar raiz quadrada,́e mais conveniente iniciar com o quadrado da norma.
‖~a+~b+~c‖2 = (~a+~b+~c) ·(~a+~b+~c) =~a·~a+~a·~b+~a·~c+~b·~a+~b·~b+~b·~c+~c·~a+~c·~b+~c·~c=
‖~a‖2+‖~b‖2+‖~c‖2+2(~a·~b+~a·~c+~b·~c) = 1+1+1+2(0+0+0) = 3. Logo,‖~a+~b+~c‖=

√
3.

Geometricamente, calculamos a diagonal de um cubo de aresta 1.
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R 15 Mostre que se os vetores não nulos~a,~b e~c forem dois a dois ortogonais, então eles s̃ao LI.

Soluç̃ao: Sejamx,y,z∈ R tais quex~a+ y~b+ z~c =~0. Fazendo o produto interno com~a,
obtemos:~a· (a~a+y~b+z~c) = x~a·~a+y~a·~b+z~a·~c =~a·~0 = 0. Logo,x‖~a‖2 = 0 =⇒ x = 0.

Analogamente, fazendo o produto interno com~b e com~c obtemosy = 0 ez= 0, respectiva-
mente.

R 16 Considere os vetores~u = 3~i−7~j +~k e~v =−~i +3~k.
a) Mostre que~u e~v são ortogonais e determine um vetor~w de modo que{~u,~v,~w} seja uma

base ortogonal doR3.
b) Dê exemplo de uma base ortonormal{~a,~b,~c} tais que~a,~b e~c sejam paralelos a~u,~v e~w,

respectivamente.

Soluç̃ao: a)~u ·~v = −3+ 0+ 3 = 0, logo,~u e~v são ortogonais. Para encontrar~w que seja
simultaneamente ortogonal a~u e a~v, uma boa opç̃ao é considerar~w =~u×~v.

~w =

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
3 −7 1
−1 0 3

∣∣∣∣∣∣
=−21~i−10~j−7~k.

b) Como~u,~v e~w são ortogonais, basta considerar os vetores unitários~a= ~u
‖~u‖ ,~b= ~v

‖~v‖ e~c=
~w
‖~w‖ . Obtemos assim,~a= 3√

59
~i− 7√

59
~j + 1√

59
~k,~b=− 1√

10
~i + 3√

10
~k,~c=− 21√

590
~i− 10√

590
~j− 7√

590
~k.

Figura 2.12:Teorema de Pitágoras Figura 2.13:Triângulo inscrito em semicı́rculo

R 17 Considere o trîangulo ret̂anguloABCda Figura2.12. Demonstre o Teorema de Pitágoras:
‖~a+~b‖2 = ‖~a‖2 +‖~b‖2.

Soluç̃ao: Como~a·~b = 0, temos que‖~a+~b‖2 = ‖~a‖+2~a·~b+‖~b‖2 = ‖~a‖2 +‖~b‖2.

R 18 Mostre que todo trîangulo inscrito em um semicı́rculo é um trîangulo ret̂angulo.

Soluç̃ao: Consideremos um triânguloABCinscrito em um semicı́rculo de raioR e centroO
(Figura 2.13). Queremos mostrar que os vetores

−→
CA e

−→
CB são ortogonais. Para isso, basta

calcular seu produto interno. Como
−→
CA =

−→
CO+

−→
OA,

−→
CB =

−→
CO+

−→
OB e

−→
OA = −−→OB, temos−→

CA·−→CB= (
−→
CO+

−→
OA) · (−→CO−−→OA) = ‖−→CO‖2−‖−→OA‖2 = R2−R2 = 0.

R 19 Consideremos um triângulo ABC com lados definidos pelos vetores~a =
−→
AB, ~b =

−→
BC,

~c =
−→
CA e ângulos internosα = ÂCB, β = B̂ACe γ = ÂBC(Figura 2.14).

a) Mostre que~a×~b =~b×~c =~c×~a.
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Figura 2.14:Lei dos senos Figura 2.15:Cosseno e seno deβ−α

c) Demonstre a Lei dos Senos:

senα
‖~a‖ =

senβ
‖~b‖

=
senγ
‖~c‖ .

Soluç̃ao:
a)~a+~b+~c =

−→
AB+

−→
BC+

−→
CA=

−→
AA=~0.

Fazendo o produto vetorial deveca+~b+~c com~a obtemos(~a+~b+~c)×~a = ~a×~0 =⇒
~b×~a+~c×~a =~0 =⇒~c×~a =−~b×~a =⇒~c×~a =~a×~b

Analogamente, fazendo o produto vetorial com~b obtemos~a×~b+~c×~b=~0, ou seja,~a×~b=
~b×~c.

c) Usando a propriedade[V6] do produto vetorial para calcular as normas de~a×~b e de
~c×~a temos‖~a‖‖~b‖sen(π− γ) = ‖~c‖‖~a‖sen(π−β), ou seja,‖~b‖senγ = ‖~c‖senβ =⇒ senβ

‖~b‖ =
senγ
‖~c‖ .

Analogamente, de~b×~c =~c×~a, obtemos‖~b‖‖~c‖sen(π−α) = ‖~c‖‖~a‖sen(π−β), ou seja,
‖~b‖senα = ‖~a‖senβ =⇒ senα

‖~a‖ = senβ
‖β‖ .

Pode-se tamb́em obter que‖~a×~b‖= ‖~b×~c‖= ‖~c×~a‖ calculando-se áarea do trîangulo
ABC.

R 20 Na Figura2.15temos uma circunferência de centro na origemO = (0,0) e raio 1 e os
pontosA, B eU = (1,0) nessa circunfer̂encia de tal forma que as medidas dosângulosÛOAe
ÛOB sejamα e β respectivamente. Determine expressões para~a =

−→
OA e~b =

−→
OB e o cosseno

do ângulo entre~a e~b.

Soluç̃ao: De~a= cosα~i+ senα~j e~b= cosβ~i+ senβ~j , obtemos~a·~b= cosαcosβ+ senαsenβ.
Por outro lado, como~a e~b são unit́arios e a medida dôangulo entre eleśe β−α, temos
~a·~b = ‖~a‖‖~b‖cos(β−α)‖ = cos(α−β). Portanto,cos(α−β) = cosαcosβ+ senαsenβ.

R 21 Com os mesmos vetores~a e~b do exerćıcio R 10com a restriç̃ao0≤α < β < π/2, calcule
o produto vetorial~a×~b e obtenha uma fórmula parasen(β−α).

Soluç̃ao: ~a×~b=

∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k
cosα senα 0
cosβ senβ 0

∣∣∣∣∣∣
= (senβcosα− senαcosβ)~k. Como0≤ α < β < π/2,

temostgα < tgβ =⇒ senα
cosα < senβ

cosβ =⇒ senβcosα− senαcosβ > 0=⇒‖~a×~b‖= senβcosα−
senαcosβ.



32 CAPÍTULO 2. PRODUTOS DE VETORES

Por outro lado, ‖~a×~b‖ = ‖~a‖‖~b‖sen(β− α) = sen(β− α). Portanto, sen(β− α) =
senβcosα− senαcosβ.

R 22 Mostre que[~a+~b,~b+~c,~a+~c] = 2[~a,~b,~c].

Soluç̃ao: Usando as propriedades[M2] , [M4] e [M6] , temos[~a+~b,~b+~c,~a+~c] = [~a,~b+
~c,~a+~c]+[~b,~b+~c,~a+~c] = [~a,~b,~a+~c]+[~a,~c,~a+~c]+ [~b,~b,~a+~c]︸ ︷︷ ︸

0

+[~b,~c,~a+~c] = [~a,~b,~a]︸ ︷︷ ︸
0

+[~a,~b,~c]+

[~a,~c,~a]︸ ︷︷ ︸
0

+[~a,~c,~c]︸ ︷︷ ︸
0

+ [~b,~c,~a]+ [~b,~c,~c]︸ ︷︷ ︸
0

= [~a,~b,~c]+ [~a,~b,~c] = 2[~a,~b,~c].

R 23 Na moĺecula de metano (CH4), o átomo de carbono ocupa o centro de um tetraedro
regular em cujos v́ertices est̃ao osátomos de carbono (Figura2.16). Os livros de Qúımica
mencionam, sem maiores explicações, que ôangulo entre duas valências do carbonóe de
109o28′16′′. Na Figura2.17temos o tetraedroBDEGincrito no cuboABCDEFGHde aresta
2, ondeA = (2,0,0), B = (2,2,0), C = (0,2,0), D = (0,0,0), E = (2,0,2), F = (2,2,2),
G = (0,2,2), H = (0,0,2).

a) Mostre queBDEGé um tetraedro regular;
b) Mostre queP = (1,1,1) é o centro do tetraedro regularBDEG;
c) Calcule oângulo entre os vetores

−→
PE e

−→
PG, queé mencionado nos livros de Quı́mica.

Figura 2.16:Molécula de metano Figura 2.17:Tetraedro inscrito em um cubo

Soluç̃ao: a) Cada aresta do tetraedro corresponde a uma diagonal de uma face do cubo.
Logo, elas t̂em o mesmo comprimento e, conseqüentemente, o tetraedróe regular.

b) Para mostrar queP é o centro do tetraedro, devemos mostrar que eleé eq̈uidistante dos
vértices, ou seja, que‖−→PB‖ = ‖−→PD‖ = ‖−→PE‖ = ‖−→PG‖. Como

−→
PB= B−P = (1,1,−1), temos

‖−→BP‖=
√

3. Analogamente obtemos‖−→PD‖= ‖−→PE‖= ‖−→PG‖=
√

3.
c) Da definiç̃ao de produto interno, obtemos

cos
̂(
−→
PE,

−→
PG) =

−→
PE ·−→PG

‖−→PE‖‖−→PG‖
.

Como
−→
PE ·−→PG= (1,−1,1) · (−1,1,1) =−1−1+1 =−1, obtemos:

cos
̂(
−→
PE,

−→
PG) =

−1√
3
√

3
=−1

3
.

Portanto oângulo procuradóearccos(−1
3)≈ 109o28′16′′.
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R 24 As express̃oes~a× (~b×~c) e (~a×~b)×~c são conhecidas comoprodutos vetoriais triplos.
Mostre que

~a× (~b×~c) = (~a·~c)~b− (~a·~b)~c,

(~a×~b)×~c = (~a·~c)~b− (~c·~b)~a.

Soluç̃ao: Calculemos inicialmente as coordenadas dos vetores~a× (~b×~c) e (~a·~c)~b− (~a·~b)~c
na base ortonormal{~i,~j,~k}. Para isso, basta calcularmos os produtos internos desses vetores
com os vetores da base (seção2.2.4).

~i ·~a×(~b×~c) = [~i,~a,~b×~c] =

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
a1 a2 a3

b2c3−b3c2 b3c1−b1c3 b1c2−b2c1

∣∣∣∣∣∣
= a2(b1c2−b2c1)−

a3(b3c1−b1c3) = a2b1c2−a2b2c1−a3b3c1 +a3b1c3.

Por outro lado,~i · ((~a ·~c)~b− (~a ·~b)~c) = (a1c1 +a2c2 +a3c3)b1− (a1b1 +a2b2 +a3b3)c1 =
a2b1c2−a2b2c1−a3b3c1 +a3b1c3.

Analogamente,~j ·~a×(~b×~c) = [~j,~a,~b×~c] = ~j ·((~a·~c)~b−(~a·~b)~c) e~k·~a×(~b×~c) = [~k,~a,~b×
~c] =~k · ((~a·~c)~b− (~a·~b)~c).

Como os vetores~a×(~b×~c) e(~a·~c)~b−(~a·~b)~c têm as mesmas coordenadas na base canônica
{~i,~j,~k} conclúımos que eles são iguais.

A segunda igualdade pode ser demonstrada a partir da primeira:(~a×~b)×~c = −~c× (~a×
~b) = −[(~c·~b)~a− (~c·~a)~b] =~a·~c~b−~c·~b~a.

R 25 Mostre a Identidade de Jacobi10:

(~u×~v)×~w+(~w×~u)×~v+(~v×~w)×~u =~0.

Soluç̃ao: Usando tr̂es vezes a fórmula provada no exercı́cio R 14 temos: (~u×~v)× ~w =
(~u ·~w)~v− (~w ·~v)~u, (~w×~u)×~v = (~w ·~v)~u− (~v ·~u)~w, (~v×~w)×~u = (~v ·~u)~w− (~u ·~w)~v. Somando
as tr̂es equaç̃oes anteriores obtemos o resultado desejado.

2.6 Exerćıcios propostos

A 16 Determinex ∈ R de modo que os vetores~u = x~i + 2~j −~k e ~v = 3~i + x~j + 10~k sejam
ortogonais.

A 17 Calcule(̂~a,~b), onde~a = 2~i +2~j +~k e ~b = 3~i +4~j.

A 18 Encontre a projeç̃ao ortogonal do vetor~v = 2~i +~j−~k sobre o vetor~u =~i +~j.

A 19 Determine um vetor de ḿodulo igual a 5 que seja simultanemente ortogonal aos vetores
~u =~i +2~j +~k e ~v = 2~i +~j−~k.

A 20 Sejam~a =~i +~j,~b = 2~i−3~j +~k e~c = 4~j−3~k. Mostre que~a× (~b×~c) 6= (~a×~b)×~c.

A 21 Mostre que:
a)~a·~b = 1

2(‖~a+~b‖2−‖~a‖2−‖~b‖2)
b)~a·~b = 1

4(‖~a+~b‖2−‖~a−~b‖2)
c) ‖~a+~b‖2 +‖~a−~b‖2 = 2(‖~a‖2 +‖~b‖2)

10Karl Gustav Jacobi (1804 – 1851), matemático alem̃ao
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A 22 Sejam~a e~b vetores unit́arios tais quê(~a,~b) = π/6. Mostre que‖(~a−~b)× (~a+ 2~b)‖ =
1/2.

A 23 Mostre que~a e~b são vetores ortogonais se e somente se‖~a+~b‖= ‖~a−~b‖.
A 24 a) Calcule áarea (usando produto vetorial) e a medida doângulo interno oposto ao maior
lado do trîanguloPQRondeP = (0,0,0), Q = (6,0,0) eR= (3,4,0)

b) Represente o triânguloPQRem um sistema de eixos coordenados e calcule novamente a
área usando a conhecida fórmula

Área4 =
(base) · (altura)

2
.

Verifique se o resultado encontrado coincide com o que foi obtido no item (a).

A 25 Calcule aárea do trîangulo cujos v́ertices s̃ao os pontosA = (1,0,1), B = (3,2,−1) e
C = (6,−1,5). Mostre que esse triânguloé ret̂angulo.

A 26 Mostre que se~u for ortogonal a~v−~w e~v for ortogonal a~u−~v, ent̃ao~w é ortogonal a
~u−~v.

A 27 Seja~a,~b e~c uma base ortonormal. Calcule‖~a−~b−~c‖ e
(√

155
3 ~a− 2255√

7
~b

)
· (5~c) .

A 28 Sejam~u = m~i +~j−~k e~v = m~i +m~j +2~k
a) Determinem de modo que~u seja ortogonal a~v.
b) Com o valor positivo dem obtido no item (a), determine~w de modo que{~u,~v,~w} seja

uma base ortogonal deR3.
c) Obtenha as coordenadas de~a =~i +7~j +2~k na base{~u,~v,~w} do item (b).

A 29 Determinex para que os pontosA = (1,1,1), B = (0,1,2), C = (2,1,0) e D = (x,2,3)
sejam coplanares.

A 30 Determinex de modo que o volume do paralelepı́pedo com arestas definidas pelo vetores
~a =−2~i +x~j,~b = x~i−~j +~k, ~c =~i +~k seja igual a 2 unidades de volume.

A 31 Seja{~a,~b,~c} uma base ortogonal tal que‖~a‖= 2, ‖~b‖= 3 e‖~c‖= 5. Calcule|[~a,~b,~c]|.
A 32 Calcule o volume dotetraedro(pirâmide com 4 faces triangulares) cujos vértices s̃ao
os pontosA = (1,2,1), B = (7,4,3), C = (4,6,2) e D = (3,3,3), sabendo que o volume do
tetraedro definido por~a, ~b, ~c e ~d é 1/6 do volume do paralelepı́pedo definido pelos mesmos
vetores.

B 6 Sendo~a e~b vetores quaisquer, mostre que(~a+~b)× (~a−~b) = 2(~b×~a). Interprete geome-
tricamente esse resultado.

B 7 Calcule aárea de um paralelogramoABCD cujas diagonais são
−→
AC = 2~i − 3~k e

−→
BD =

2~i +5~j−~k.

B 8 Demonstre que as diagonais de um losango são perpendiculares entre si.

B 9 Determine a soluç̃ao~x do sistema
{

~x× (2~i +3~j−~k) = ~0
~x · (4~i−2~j +~k) = 2
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B 10 Sejam~a e~b vetores tais que‖~a‖ = 3, ‖~b‖ = 5, (̂~a,~b) = π/3. Determine o valor dem de
modo que:

a)~a+m~b e~a−m~b sejam ortogonais
b)~a+m~b e~a−m~b sejam paralelos

B 11 Ache~u ortogonal a~v = 4~i−~j +5~k e a~w =~i−2~j +3~k que satisfaça~u· (~i +~j +~k) = 2.

B 12 Sejam~a,~b e~c vetores unit́arios tais que~a+~b+~c =~0. Mostre que~a ·~b+~a ·~c+~b ·~c =
−3/2.

B 13 Consideremos vetores~a,~b e~c com~a 6=~0.
a) Se~a·~b =~a·~c podemos concluir que~b =~c?
b) Se~a×~b =~a×~c podemos concluir que~b =~c?

B 14 Considerando um triângulo com lados definidos por~a,~b e~c =~a−~b, mostre o resultado
conhecido comoLei dos Cossenos:

‖~c‖2 = ‖~a‖2 +‖~b‖2−2‖~a‖‖~b‖cos(̂~a,~b)

(Sugest̃ao:~c·~c = (~a−~b) · (~a−~b))

B 15 Os cossenos diretoresde um vetor~v são os cossenos dosângulosα, β e γ que~v forma
com os vetores~i, ~j e~k, respectivamente. Seja~v = x~i +y~j +z~k. Mostre que:

a) cosα =
x√

x2 +y2 +z2
, cosβ =

y√
x2 +y2 +z2

ecosγ =
z√

x2 +y2 +z2

b) cos2α+cos2β+cos2γ = 1.

C 6 Um vetor~v de comprimento 5 tem dois de seus cossenos diretores dados porcosα = 1/3

ecosβ = 1/4, ondeα = (̂~v,~i) eβ = (̂~v,~j). Determine as coordenadas de~v na base can̂onica do
R3.

C 7 Sejaθ o ângulo entre os vetores~v1 = x1~i +y1~j +z1~k e~v2 = x2~i +y2~j +z2~k. Mostre que

cosθ = cosα1 ·cosα2 +cosβ1 ·cosβ2 +cosγ1 ·cosγ2

ondecosα1, cosβ1, cosγ1, cosα2, cosβ2, cosγ2 são os cossenos diretores de~v1 e~v2, respecti-
vamente.

C 8 Sejam~u, ~v e ~w vetores ñao nulos. Mostre que|[~u,~v,~w]| ≤ ‖~u‖‖~v‖‖~w‖ e que vale a igual-
dade se e somente se os vetores são ortogonais dois a dois.

C 9 Mostre que se~a×~b+~b×~c+~c×~a =~0, ent̃ao~a,~b e~c são LD.

(Sugest̃ao: Faça o produto interno com~c.)

C 10 Mostre que

[~a,~b,~c][~u,~v,~w] =

∣∣∣∣∣∣

~a·~u ~a·~v ~a·~w
~b·~u ~b·~v ~b·~w
~c·~u ~c·~v ~c·~w

∣∣∣∣∣∣
.

(Sugest̃ao: det(A)det(B) = det(ABt))
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C 11 Seja{~a,~b,~c} uma base doR3 e~v um vetor no espaço tridimensional. Mostre que

~v =
[~v,~b,~c]

[~a,~b,~c]
~a+

[~a,~v,~c]

[~a,~b,~c]
~b+

[~a,~b,~v]

[~a,~b,~c]
~c.

(Sugest̃ao: Sendo~v = x~a+ y~b+ z~c, faça o produto vetorial por~c. Depois, faça o produto
interno por~b para obter o valor dex. )

C 12 Mostre que

(~a×~b) · (~c× ~d)+(~b×~c) · (~a× ~d)+(~c×~a) · (~b× ~d) = 0.

(Sugest̃ao: Use a propriedadeM5 e o exerćıcio R 15)

C 13 Se~b for um vetor ortogonal a~a, ent̃ao existe um vetor~c tal que~b =~a×~c.

(Sugest̃ao: Considere~c = ~b×~a
‖~a‖2 e use o exerćıcio R 14.)

C 14 Mostre que(~a×~b)× (~c× ~d) = [~a,~b, ~d]~c− [~a,~b,~c]~d.

C 15 Considere a equação~a ·~x = b, onde~a é um vetor ñao nulo eb∈ R são dados e~x é um
vetor a ser determinado.

a) Mostre que se~x1 e~x2 são duas soluç̃oes dessa equação, ent̃ao~x1 =~x2 +~c onde~c é um
vetor ortogonal a~a. Conclua a partir dáı que existe um vetor~v tal que~x1 =~x2 +~a×~v.

b) Mostre que~x = b~a
‖~a‖2 é uma soluç̃ao particular da equação dada.

c) Mostre que asoluç̃ao geralda equaç̃ao~a·~x = b é dada por

~x =
b~a
‖~a‖2 +~a×~v

onde~v é um vetor arbitŕario.

C 16 Considere a equação~a×~x =~b, onde~a é um vetor ñao nulo e~b é um vetor ortogonal a~a
são dados e~x é um vetor a ser determinado.

a) Mostre que se~x1 e~x2 são duas soluç̃oes dessa equação, ent̃ao~x1 =~x2 +~c onde~c é um
vetor paralelo a~a. Conclua a partir dáı que~x1 =~x2 +k~a ondek é um escalar.

b) Mostre que~x = ~b×~a
‖~a‖2 é uma soluç̃ao particular da equação dada.

(Sugest̃ao: useR 14.)
c) Mostre que asoluç̃ao geralda equaç̃ao~a×~x =~b é dada por

~x =
~b×~a
‖~a‖2 +k~a

ondek é um escalar.
d) Determine todas as soluções de(3~i−~j +5~k)×x =~i−2~j−~k.

C 17 Mostre que a soluç̃ao~x do sistema
{

~a×~x = ~b
~c·~x = m

com~a·~b = 0,~a·~c 6= 0 em∈ R é dada por

~x =
~b×~a
‖~a‖2 +

(
m‖~a‖2 +[~a,~b,~c]

(~a·~c)‖~a‖2

)
~a.
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Sugest̃ao: Use a primeira equação e o exerćıcio C 11para obter~x em funç̃ao de~a,~b ek∈R.
Depois, substitua na segunda equação para calcular o valor dek.
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