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Prefacio

Este texto corresponde as notas de aula da disciplina “Célculo Vetorial e Geometria Analitica”
que vem sendo ministrada na Universidade Federal da Paraiba ha 5 décadas. Essa disciplina
faz parte do curriculo minimo obrigatério das engenharias e cursos de Matematica, Fisica.
Estatistica e Computacao, sendo fundamental em aplicacoes da Matematica.

No capitulo 1, fazemos uma rapida revisao de matrizes, determinantes e sistemas lineares.
Esse € um assunto bastante explorado no Ensino Médio e, por isso, nao entraremos em muitos
detalhes aqui. Limitamo-nos apenas aquilo que é essencial para o entendimento dos capitulos
posteriores.

No capitulo 2, introduzimos o estudo geométrico e analitico dos vetores, definimos as ope-
racoes basicas de produto por escalar € adicao de vetores e introduzimos os conceitos de de-
pendéncia e independéncia linear.

No capitulo 3, apresentamos os produtos interno, vetorial e misto de vetores, bem como suas
principais propriedades. Usamos esses conceitos para dar novas demonstracoes de férmulas e
resultados de Geometria e Trigonometria, que ja devem ser bem conhecidos do Ensino Médio.

O capitulo 4 é uma continuacao natural dos assuntos introduzidos no capitulo anterior.
Trata-se do estudo das retas e planos, o inicio da Geometria Analitica tridimensional.

O capitulo 5 é sobre Geometria Analitica plana e apresenta as curvas conhecidas como
cOnicas: a parabola, a elipse e a hipérbole. O estudo dessas curvas é importantissimo, tendo
em vista que elas ocorrem em muitos fendmenos naturais e situacoes do dia-a-dia.

O capitulo 6 encerra o texto e trata do estudo das quddricas. E a versdo tridimensional
do estudo das conicas do capitulo anterior. Sao apresentados o cilindro, o cone, a esfera, o
elipsdide, dois tipos de hiperboldides e dois tipos de paraboldides.

Além disso, também no fechamento de cada parte, incluimos uma secao de “Apoio compu-
tacional”. O objetivo dessa secao é apresentar algum programa que possa ser utilizado como
auxiliar nos calculos, uma espécie de assistente matematico.

No final, apresentamos um breve apéndice com os resumos de todos os capitulos anteriores.
Essa compilacao € util para se fazer uma revisao rapida de todas as formulas apresentadas ao
longo do texto.

Apbs cada capitulo, sdo propostos varios exercicios, quase todos com resposta. Eles podem
ser classificados em trés niveis: facil (tipo A), médio (tipo B) e dificil (tipo C). Sobre sua
resolucao, recomendamos que sejam solucionados todos os exercicios classificados como fdceis
ou médios (apesar dessa classificacao ser bastante subjetiva), e que sejam considerados opcionais
os tidos por dificeis.

Este texto foi elaborado usando-se exclusivamente programas livres e gratuitos, que podem



ser facilmente encontrados a disposi¢ao na Internet: Latex (um programa que produz textos com
formulas matematicas de altissima qualidade grafica), Maxima (um programa de Computagao
Algébrica usado em todos os cdlculos) e GeoGebra (um programa de Geometria Dindmica que
produziu uma boa parte dos os graficos).

Por fim, registramos nosso agradecimento sincero a todos os que nos incentivam ao longo
dos anos e que nos ajudam com ideias, sugestoes e criticas construtivas.

Jodo Pessoa, 30 de dezembro de 2013

Lenimar Nunes de Andrade
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Capitulo 1

Matrizes, determinantes e sistemas
lineares

1.1 Matrizes

Chamamos matriz de ordem mx n (lé-se: “m por n”) a toda tabela com elementos dispostos
em m linhas e n colunas. Normalmente, esse tipo de tabela é envolvida por um par de parénteses
ou colchetes.

4 8 0 -2
Por exemplo, M = 1 1 2 3 € uma matriz de ordem 3 x 4 de nimeros inteiros,
-4 0 9 11
-3 2 V2 T ], _ ) _
enquanto que A = 1 3 é uma matriz de ordem 2 x 4 de niimeros reais.
I -2 3 27

Os elementos de uma matriz sao denotados por uma varidvel com um duplo indice ij: o i
corresponde a linha onde o elemento aparece na matriz e o j a coluna. Por exemplo, m»3 denota
o elemento de uma matriz que estd na segunda linha e terceira coluna.

A diagonal principal de uma matriz A = (aj;)mxn € formada por todos os elementos aj;

4] 8 0

com i = j. Por exemplo, a diagonal principal de A = 1 2 sao os elementos

10 9 [11]

a1 =4,a»=5e dzz = 11.

Tipos especiais de matrizes

e Matriz quadrada é uma matriz que tem o mesmo nimero de linhas e colunas. Por

1 0 -3
exemplo, M = 1 2 —3 | é uma matriz quadrada de ordem 3 x 3. Neste caso,
0 9 12

também pode ser denominada simplesmente como matriz quadrada de ordem 3.

e Matriz identidade é uma matriz quadrada em que a diagonal principal é formada apenas

3
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por 1 e os demais elementos da matriz sao iguais a 0. Por exemplo, / =

O O =
O = O
= O O
('D\

uma matriz identidade de ordem 3 x 3

e Matriz nula é aquela em que todos os elementos sao iguais a 0. Por exemplo, O =

00
0 O | é uma matriz nula 3 x 2.
00
e Matriz triangular superior é aquela em que todos os elementos abaixo da diagonal prin-
315
cipal sao iguais a 0. Por exemplo, T = | 0 4 7 | é uma matriz triangular superior
0 0 9

3 x 3.

e Matriz triangular inferior é aquela em que todos os elementos acima da diagonal principal
9 0O

sao iguais a 0. Por exemplo, R=| 5 2 0 | é uma matriz triangular inferior 3 x 3.

1 3 8

Operacdoes com matrizes

e Se A= (aij)mxn € B = (bij)mxn S30 matrizes de mesma ordem, entdo a adicdo de Ae B

, _ - [1 02 5 2] [6 22
eamatI’IZA—f-B—(aU‘l’bU)an- Exemplo. {3 41+{9 7 1_|:12 11:|

e Se A= (aj)mxn € kK € R, entdo a adicdo de A pelo escalar k é definida como sendo a

. 1 2 5 10
matriz kA = (kajj)mxn. Exemplo: 5 { 3 4 } = [ 15 20 ]
e Se A = (aj)mxp € B = (bij)pxn 530 matrizes tais que o nimero de colunas da primeira
€ igual ao nimero de linhas da segunda, entao a multiplicacao de A por B é a matriz
AB = (Cij)mxnv onde Cij = a,—lblj + ajgsz + 3,‘3b3j + -+ a,-pbpj.

e | L 2[5 20] _[1-5+2-9 1-2042-7| _[23 34
XEMPIO- 3 419 7| T |3.544.9 3.2044-7 | |51 88

e Se A for uma matriz quadrada de ordem n, a inversa de A, quando existir, € a matriz
Al tal que AA"t = A 1A = |, onde | é a matriz identidade de ordem n. Exemplo: Se

a b d —b
A= [ ] com ad — bc #0, entdio A~ = [ ad—bc  ad_bc ]
c d
ad—bc ad—bc

1.2 Determinantes

A toda matriz quadrada M, podemos associar um valor obtido através de operacdes de
multiplicacao e adicao dos seus elementos, satisfazendo certas regras. Esse valor associado a
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matriz é denominado determinante da matriz, denotado por det M, e pode ser definido da
seguinte maneira:

e Caso 1 x 1: se M =[a], entao det M = g;

e Caso 2 x 2: se/\/lz[i b],entéodet/\ﬂ:ad—bc;

d
a b c
e Caso3x3:seM=|d e f |,entaodetM = aei + bfg+ cdh— ceg— afh — bdi;
g h i
e Caso nx n: se M = (mjj)oxn € Mj; for a matriz de ordem (n — 1) x (n — 1) obtida

eliminando-se a linha / e a coluna j na matriz M, entao o determinante de M pode ser
definido por

det M = mi1 det Mll—m12 det M12+m13 det M13—m14 det M14+' . -—|—(—1)”+1m1n det Mln
E muito comum denotar o determinante da matriz M pelos elementos de M envolvidos

e X ~
por barras verticais. Por exemplo, se M = [ 5 vyv ] entao det M = Y

':xw—yz.

a b c a b c e f d f
Outro exemplo: se M= | d e f |,entdaodetM=|d e f |=a . ’ — b' |+
: : h g |
g h i g h i
c (; ':a(ei—fh)—b(di—fg)+c(dh—eg).
7 3 2
Exemplo 1.1 Vamos calcular o determinante da matrizA= | -1 4 0
1 2 5
7 3 2
Temos que detA = | =1 4 0| = 7 - 40 — 3. -1 0 + 2 - -4 =
1 2 5 2 5 15 1 2

7-(20-0)—3-(=5-0)+2-(—2—4) =140 + 15 — 12 = 143,

Propriedades dos determinantes

O determinante de uma matriz possui muitas propriedades. Aqui, vamos mencionar algumas
das mais utilizadas:

e Se a matriz tiver todos os elementos que nao pertencam a diagonal principal iguais a zero,

entao o determinante € igual ao produto dos elementos da diagonal principal. Exemplo:
500

0 4 0| =40.
0 0 2
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e Se houver uma linha nula ou coluna nula, entdo o determinante € igual a zero. Exemplo:

—15 10 3
0 0 0|=0.
5 -7 8
e Se duas linhas ou duas colunas sao iguais, entao o determinante € igual a zero. Exemplo:
17 1 17
4 8 4 |=0.
11 5 11
e Se duas linhas ou duas colunas forem trocadas, entao o determinante troca de sinal.
2 4 5 1 1 1
Exemplo: 1 1 1 |=—| 2 4 5
13 10 -2 13 10 -2

1.3 Sistemas lineares

Um sistema de equacoes é denominado linear quando todas as equacoes sao polinomiais do
3x =Ty = 5x2+y? = 3

primeiro grau. Por exemplo, { 5x+6y — 10 € linear, enquanto que { x—4y3 = 11

nao o é.

Resolver um sistema linear é encontrar os valores que devem ser atribuidos as varidveis de
modo a tornar as equacdes sentencas verdadeiras. Esses valores sao chamados de solucao
10x — b5y = 30

do sistema. Por exemplo, se substituirmos x por 4 e y por 2 no sistema { x+3y = 10

40—10 = 30 ue sao verdadeiras; logo, x = 4, y = 2 é a solucao desse sistema
4+6 = 10 ¢ 9o X =R Y= ' '

Neste caso, dizemos também que (4, 2) € a solugao.

obtemos {

1.4 Método de Eliminacao de Gauss

O alemao Johann Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) € considerado por muitos como o
maior génio de toda a histéria da Matemadtica. Entre as muitas féormulas e teoria matemdtica
que ele elaborou, descrevemos aqui uma técnica simples e eficiente para resolucao de sistemas
lineares.

O método de eliminacao de Gauss consiste em transformar o sistema linear em outro equi-
valente (de mesma solugcdo) que tenha matriz dos coeficientes no formato triangular superior,
como por exemplo:

p
aixi + aXo + aizxXs + - -+ aipXn = b1
dooXo 4 Aoz Xz + -+ 4 AopX, = bg

azaxz + -+ apx, = bz

dnnXn = bn
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Nesse formato, em determinada linha, se x; for a varidvel associada ao primeiro coeficiente ndo
nulo da linha, entdo todos os coeficientes de x; das linhas abaixo dela sdo iguais a 0.
A partir dai, calculamos os valores de x;, xo, - - , X, de baixo para cima:

Xn —> Xp—1 —7> " —> X3 = Xo = X1

Primeiro calculamos x, na ultima equacao. Depois, substituimos na pentltima e calculamos
Xp—1. Por ultimo, substituimos x,, x,—1,--- , Xo na primeira equacao e calculamos x;j.

Para transformar o sistema linear no formato triangular superior, podemos usar operacoes
elementares com as linhas:

e Trocar a linha / pela linha j. Em simbolos: L; <+ L;.

e Substituir a linha / pela mesma linha multiplicada por uma constante k # 0. Em simbolos:
L,‘ == kL,

e Substituir a linha / pela soma dela com outra linha j. Em simbolos: L; = L; + L;.

E permitido fazer vdrias operacOes elementares de uma tnica vez, como em L; = aL; + bL;,
bem como subtrair linhas ou dividir uma linha por uma constante: L; — L; = L; + (=1)L; e
L= (YL,

k Z k " ~ . . . . . . ~ . .

E recomendavel (mas ndo obrigatdrio) que o primeiro coeficiente ndo nulo de cada linha seja
igual a 1. Sendo assim, se o primeiro elemento ndo nulo da linha 7 for a; = 1, entdo podemos
utilizar operagdes do tipo Ly = Ly — axjljparak=i+1,i+2,i+3,---

Um sistema linear pode ter solucao (nica, pode ter uma infinidade de solucdes ou pode nao
ter solucao alguma. Se ele tiver solucao Unica, diremos que é possivel determinado, se tiver uma
infinidade de solucdes diremos que é possivel indeterminado e se nao possuir solucao, diremos
x—3y =

OX—6y = 2 °© possivel indeterminado porque

que € um sistema impossivel. Por exemplo, {

x+y = 5 |
X+y = 8 ©
impossivel. Nao € possivel encontrar dois nimeros cuja soma seja igual a 5 e também igual a 8.

Um teorema que é bastante Util é o seguinte: se um sistema linear possuir a mesma quan-
tidade de varidveis e equacdes e se o determinante da matriz dos coeficientes das varidveis for
diferente de zero, entao o sistema possui solucao lnica. Se o determinante for igual a zero,
entao ele pode ser indeterminado ou impossivel.

(1,0), (4,1), (7,2), (10,3),... sdo solucbes (entre outras), enquanto que {

Exemplo 1.2 Determinar a solucdo de

2x+3y+4z = 17
X—7y+2z = 17
5x4+8y—z = -2
Solucao: Efetuamos as sequintes operacoes com as linhas do sistema:
2X‘|‘3y+4z = 17 (Ll(—>L2)
X—7y+2z = 17

bx+8y—z = =2
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X—T1y+2z = 17
H{ 2x+3y+4z = 17 (L2:L2—2L1)
5X‘|‘8y—Z = =2 (L3: L3—5L1)
X—T7Ty+2z = 17
43y — 11z = —-87
X—T7y+2z = 17
— { y = -1
xX—7y+2z = 17
— y = -1
11z = —44

Note que obtivemos um formato triangular para o sistema, que o x foi eliminado da segunda
e terceira equacoes e que o y foi eliminado da terceira equacao.

Da dltima equacao obtemos: —11z = —44, ou seja, z = 4. Da segunda equacao obtemos
y = —1 e substituindo os valores de y e z na primeira equacao, obtemos finalmente que
X=17+4+7y —2z=17—7—8 = 2. Portanto a solucao do sistema é x =2,y = -1,z = 4.

Exemplo 1.3 Determinar a solucao de

x+3y+4z = Izl
x—5y+2z = [0]

5x+4y -6z = | 0]

Neste caso, o sistema € denominado homogéneo porque os termos constantes (que ndo sdo
coeficientes das varidveis) sao todos nulos.
Efetuamos as operacoes indicadas:

x+3y+4z =0 Xx+3y+4z = 0

x—=5y+2z = 0 (Ly=Ly—2L;) — —8y—2z = 0 (Ly=-%L)) —

bx+4y—6z = 0 (L3 =[5— 5L1) —11ly —50z = 0 (L3 = _L3)
x+3y+4z = 0 x+3y+4z = 0

v+ 2 =0 — y+2 = 0 Dessa ultima equacao,

11y +50z = 0 (Ls=L3—11L,) Bz
obtemos z = 0 que substituindo na segunda e, depois, na primeira linha fornece y = 0 e x = 0.
Sendo assim, a tnica solucdo desse sistema € solucao nula: x =0,y =0,z = 0. Todo sistema
linear homogéneo possui pelo menos a solucao nula.

o

1 3 4
Neste caso, note que o determinante dos coeficientes de x,y,z é iguala |1l -5 2 |=
5 4 -6
-5 2 1 2 1 -5 . :
1" 4 _6 —3" 5 _g ‘ +4-‘ 5 o4 | = 22448+ 116 = 186 # 0. Todo sistema linear

com n equacodes e n varidveis cujo determinante dos coeficientes das variaveis seja diferente de
zero possui solucao tnica. No caso do sistema homogéneo, o determinante dos coeficientes ter
um valor diferente de zero significa que o sistema possui apenas a solucao nula.
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Exemplo 1.4 Determinar a solucdo de

3x+3y+4z = 0

8x -5y +3z = 0

bx -8y —z =0
Como os segundos membros das equacoes sao todos iguais a zero, temos que este sistema
também é homogéneo. Efetuamos as sequintes operacoes com as linhas do sistema:

3x+3y+4z = 0 (L1:%L1) x—f—y—l—%z =0
8x—-5y+3z = 0 — ¢ 8x—5y+3z = 0 (Ly=L,—8Ly)
5X—8y—Z =0 5X—8y—Z =0 (L3:L3—5L1)
X+y+%z =0 X+y+3z =0
—q —13y—2z = 0 — ¢ —13y—2z = 0 . Da segunda e-
—13y -2z = 0 (Ls=Ls;—Ly) 0 =0
quacdo, obtemos: y = —%2z que substituindo na primeira equacdo, fornece x = —y — 5z =
%z — %‘z = —%z. Neste caso, nao calculamos o valor de z e por causa disso o z é chamado de
variavel livre porque pode assumir qualquer valor real. Dizemos que x = —53z, y = =%, z€ R
€ a solucao geral do sistema. A partir da solucao geral, escolhendo valores para z, obtemos
solucoes particulares do sistema. Por exemplo, se escolhermos z = 39, entao obtemos x = —29
ey =—23.
3 3 4
Note que o determinante dos coeficientes de x,y,z € iguala| 8 —5 3 |=3(5+24)—
5 -8 -1

3(—8 — 15) + 4(—64 4+ 25) = 87 + 69 — 156 = 0. Todo sistema linear homogéneo com n
equacoes e n varidveis cujo determinante dos coeficientes é igual a zero, possui uma infinidade
de solugdes.

Exemplo 1.5 Determine k para que o sistema linear homogéneo

kx+3y+2z = 0

8x—ky+z =0
x—8y—-5z =0
possua uma infinidade de solucoes.
k 3 2
Neste caso, o determinante dos coeficientes de x,y,z é igual a D = | 8 —k 1 | =
1 -8 =5
—k 1 8 1 8 —k
k - _s _5 ' -3 1 _s ‘ +2- 1 _s ’ = k(5k +8) —3(—40 — 1) + 2(—64 + k) =

5(k? + 2k — 1). Para o sistema possuir uma infinidade de solucées devemos ter D = 0 que
implica k? + 2k — 1 = 0. Resolvendo essa tltima equacdo, obtemos k = —1 + /2.

Exemplo 1.6 Determinar a solucao de

Ix+y+z4+w = 6
2x —3y —3z—w
X—y+4z+5w —11
2x+2y —z—10w = 37

I
|
N
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Solucao:

31
2 _3
M=171 1
2 2
T
2 -3
3 1
0 2
1 -1
I O
0 4
0 4
1 -1
0 [1]
1o 4
0 4
1 -1
o1
0 0
0 0
11
0 1
1o o
0 0
1 -1
I !
0 0
0 0

linha, os elementos que estao abaixo do primeiro elemento nao nulo sao todos iguais a zero.

1
-3
4
-1
4

-3

1
—1
4

—11
—11
-9
4
11
—11
-9
4
11
—55
—53
4
11
—53
4
11
1
0

CAPITULO 1.

1
-1
5
—10
5
-1
1
—10
5
—11
—14
-20
5
11
—14
-20
5
11
—58
—64
5
11

58
55

—64
5

11
58

55
__ 446
55

6 (Ly ¢ Ls)
—2
~11
37
—11 ]
—2

37
—11
20
39
59
—11
-20
39
59

55
1338
55

Essa matriz é equivalente ao sequinte sistema:

e A quarta equacao é —

e A terceira equacdo é z + 2w =

446
55

55

_ 19
55

(L2 - L2 - 2L1)
6 (L3 == L3 - 3L1)
(L4 - L4 - 2L1)

(L2 = (=1)L>)

(L4 — L4 ‘l‘ 53L3)

o que fornece z =

X—y+4z+5w = -—11
y+11z4+ 11w = =20
58 o 119
TEY T 1%
TV = T
446y = 1338 " de onde obtemos w = —3.

58

55

MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES

No exemplo anterior, escrevemos todas as varidveis em todos os passos da solucao.
Isso ndo era necessdrio pois bastava escrever os coeficientes de cada equacao. Portanto, neste
exemplo, vamos ser um pouco mais econdmicos e escrever apenas a matriz dos coeficientes das
equacoes do sistema. E depois, vamos fazer operacoes elementares com as linhas dessa matriz.

que é uma matriz no formato triangular superior: em cada

(=3) - =1
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e Da seqgunda equacao, obtemos y = —11z — 11w — 20 = —11+ 33 — 20 = 2.
e Da primeira equacado, temos x =y —4z—-bw—-11=2-4+4+15—-11=2.

Portanto, a solucao dosistema é x =2, y =2, z=1e w = —3.

Nem sempre um sistema linear tem uma tnica solucao. As vezes, ele pode ter uma infinidade
de solucoes. Isso ocorre, por exemplo, quando o sistema tem uma quantidade de varidveis maior
do que a quantidade de equacdes. Nesses casos, algumas varidveis nao podem ser calculadas,
elas sao denominadas varidveis livres e podem assumir quaisquer valores. Quando um sistema
possui uma infinidade de solucdes, entao determinamos o formato dessa solucdo e denominamos
esse formato de solucido geral do sistema.

Exemplo 1.7 Determinar a solucdo geral de

2X—y+2z—w = 2
IX—y+3z+4w = 9
X+2y+3z+4w = 10

2 -1 2 -1 2

Solucdao: A matriz completa desse sistema é M = | 3 -1 3 4 9 |. Efetuamos a
1 2 3 4 10

seguinte sequéncia de operacoes elementares com as linhas da matriz:

2 -1 2 -1 27 (L1 Ls) 2 3 4 10
3 -1 3 4 9 — | 3 -1 3 4 9 (Lo=L,—3L;) —
1 2 3 4 10 2 -1 2 -1 2 (L3 =Lz —2L,)
1 2 3 4 10 1 2 3 4 10
0 -7 =6 —8 —21 | (Lo=-2L) — |0 & & 3
0 -5 -4 -9 -18 0 -5 -4 -9 -—18 (L3 =L3z+5L,)
1 2 3 4 10
— | 0 1 g % 3 que € uma matriz no formato triangular superior e que corres-
0032 -2 -3
ponde ao sistema
X+2y+3z+4w = 10
y—f—gz—i—gw = 3
2z—-2w = -3

Como o sistema tem mais varidveis do que equacoes, alguma varidvel tem que ficar livre, ou
seja, sem ser calculada. Escolhemos uma das varidveis para ficar livre. Por exemplo, podemos
escolher w como varidvel livre do sistema. Isso significa que x, y, z ficam escritos em funcao de
w.
—21+4 23w

2

e A iltima equagdo do sistema é 2z — 2w = —3 de onde obtemos z =

e A segunda equacdo é y + %z + 8w = 3 de onde obtemos y = 3 — %z — Ew, ou seja,

_n_ 6¢=21423w\ _ 8., _ 84—-T77w
y=3-37(57%) —sw ="
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e A primeira equacao é x+ 2y +3z+4+4w =10 = x = 10 — 2y — 3z — 4w. Substituindo os

valores de y e z obtidos anteriormente e simplificando, obtemos x = 282-231%.

~ : . 245 — 231w 84 — 77w —21 + 23w
Portanto, a solucao geral do sistema é x = ——, vy = ————, 2 = ——

2
Vw € R. Escolhendo valores para w, obtemos solucoes particulares do sistema. Por exemplo,
para w = 1, obtemos x = 1, y = 1 e z = 1 como solucao particular. Para w = 0, obtemos

x =22 y="%¢z==2 como sendo outra solu¢do particular.

1.5 Apoio computacional

O Maxima pode ser usado para efetuar quaisquer tipo de cdlculo com matrizes, determinantes
ou sistemas lineares. Veja o apéndice A para algumas regras de utilizacao desse programa, bem
como endereco de onde copia-lo.

Exemplo 1.8 Neste exemplo definimos uma matriz A no Maxima e calculamos o seu determi-
nante. Uma matriz é definida com um comando matrix(linhal, linha2, ... ) e cada linha é uma
sequéncia de valores entre colchetes.
(%i01) A: matrix( [7,3,2], [-1,4,0], [1,2,5]);

7 3 2

(%i02) determinant(A);
143

Exemplo 1.9 Neste exemplo, resolvemos o sistema linear

3x+2y+z = 6
4x -3y -5z = 0
2x+y+z = 11

no Maxima. Para isso, as equacbdes devem ser introduzidas entre colchetes e, depois, resolvidas
com um comando solve.
(%i03) sis: [3*%x + 2%y + z = 6, 4*x - 3%y - b*xz = 0, 2xx + y + z = 11];

3x+2y+z = 6
4dx -3y -5z = 0
2x+y+z = 11

(%i04)  solve(sis, [x, y, z1);

[Ix = %5,y = —128,7 = 2]
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Exemplo 1.10 Determine o valor de k para que o sistema linear homogéneo

kx+3y+2z = 0
X—y+bz 0
X—2y+kz =0

possua solucao nao trivial. Neste caso, definimos uma matriz M formada pelos coeficientes do
sistema e resolvemos a equacao det M = 0.

(%i05) M: matrix([k, 3, 21, [1, -1, 5], [1, -2, k]);

k 3 2
1 -1 5
1 -2 k

(%i06) eq: determinant(M) = 0;
(10— K)k—3(k—5)—2=0

(%i07) solve(eq, k);
[k = _ V1017 g \/1071+7]
- L7 k= 0

1.6 Exercicios propostos

A 1 Determinar a solucdo de

x+8y+4z = 0
x=by+z =0
dx+4y -7z = 0
Resp.: x=0, y=0, z=0
A 2 Determinar a solucao de
Ix+2y—4z = 0
6x—5y—5z = 0
Ix—7y—z =0

.y _ 10 _
Resp.: x =45z, y=3% VzeR

A 3 Determine k para que o sistema linear homogéneo

kx+2y—2z = 0
4x+2ky—z = 0
x—y—10z = 0

possua uma infinidade de solucoes. Resp.: k= -2 ou k =5
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A 4 a) Dé exemplo de um sistema linear com 4 equagcbes nas varidveis x,y,z e t cuja tnica
solucdo sejax=1,y=2,z=3 et =4.
b) Resolva o sistema do item (a) usando o método de eliminacdo de Gauss.

Resp.: Inicialmente, escrevemos aleatoriamente os primeiros membros de quatro equacoes nas
varidveis x,y, z, t:
5x+y+ 10z — 3t
X —2y —2z—5t
—3x+4y+z+t
—X—y—z+ 14t

Para o sistema ter solucdo tnica, deve-se ter o cuidado de ndo escrever uma equacao como
combinacao das outras. Depois, substituimos a solucao desejada x =1, y =2, z=3,t =4
nas equacoes acima e obtemos o exemplo desejado:

5x+y+10z—-3t = 25

x—2y—2z—-5t = —-23
—3x+4y+z+t = 12
—x—y—z+14t = 50

B 1 Encontre a solucao do sistema linear

4x+2y4+z—-2t = 3
Ix—-3y—z—t = 2
3x+b5y+z+t = 0
X—y—z+4t = =2

usando o método de eliminagdo de Gauss. Resp.: x =6/13, y = —=5/13, z=1, t = —6/13.

B 2 Encontre a solucao geral do sistema

4x+2y+z4+w = 13
3x—-3y—t+w = 5
X+5y+z+t = 8
2x—z+4t—-5w = 0

usando o método de eliminacao de Gauss.
—10t + 10w + 49 —6t+6w+3 —38t + 50w — 49
Resp.: x = 4 LY = 5 ,Z = B , Vt,w e R.

C 1 Determine a solucdo do sistema de equacoes

+y+ 2+4 = 13

1 4
3 i, 1

X+ +Z+W
§+y+;+3v = 23
4 2 3 o
Pty tit. = 26
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(Sugestado: faca mudangas de varidveis 1/x = p, 1/y = q, etc.)

Resp. x=1% y=12z=—-3 w=1
dyzw + 2xzw + xyw + xyz = 13xyzw
C 2 Determine a solucio de 3yzw + xzw + 2xyw + 5xyz = 10xyzw
yzw + 2xzw — 3xyw + 4xyz = —bxyzw
S5yzw —4xzw — xyw + xyz = 8xyzw

(Sugestdo: divida todas as equagbes por xyzw). Resp.: x =2, y =2, z=12 w=

15

555
289
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Capitulo 2

Vetores

2.1 Introducao

O estudo de vetores iniciou-se no final do século XIX. Eles constituem os instrumentos ideais
para o desenvolvimento de muitos conceitos importantes da Fisica e da Matemadtica.

Existem basicamente trés maneiras de se introduzir o estudo de vetores: geometricamente,
analiticamente e axiomaticamente.

No método geométrico, os vetores sao representados por segmentos de reta orientados
(setas) e as operacGes com eles sdo definidas geometricamente.

No método analitico, os vetores e correspondentes operacoes sao descritos em termos de
nimeros, chamados componentes dos vetores. A descricdo analitica resulta naturalmente da
descricao geométrica, desde que seja introduzido um sistema de coordenadas.

No método axiomdtico nao se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as
operacoes algébricas com vetores. Neste caso, vetores e operacoes vetoriais sao considerados
conceitos nao definidos, relativamente aos quais sabe-se apenas que eles satisfazem um certo
conjunto de axiomas. Um tal sistema algébrico, com axiomas apropriados, chama-se espaco
vetorial. Em todos os ramos da Matematica se encontram espacos vetoriais € eles sao apresen-
tados em cursos de Algebra Linear.

Neste texto, inicialmente introduzimos vetores geometricamente. Depois, utilizamos o
método analitico para introduzir outros conceitos.

2.2 Segmentos orientados e vetores

Nesta secao sao definidos geometricamente segmentos orientados e vetores. Tentamos
definir formalmente todos os conceitos envolvidos, algo que nem sempre é facil de ser colocado
em pratica mantendo-se a simplicidade do texto.

2.2.1 Definicdo de segmento orientado

A reta suporte de dois pontos dados A e B, € a (inica reta que passa por eles. O conjunto de
pontos formado por A, B e 0s pontos da reta suporte que estejam entre eles chama-se segmento

17
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AB, denotado por AB. Neste caso, A e B chamam-se 0s extremos do segmento. A figura 2.1
mostra um segmento de extremos A e B, com reta suporte r.

A

L Figura 2.2: Segmento orien- Figura 2.3: Segmentos colinea-
Figura 2.1: Segmento AB tado res

Um segmento orientado /@ é definido por um segmento AB mais a escolha de um dos seus
extremos. O extremo escolhido chama-se ponto inicial (ou origem) do segmento orientado e o
outro extremo chama-se ponto final.

Graficamente, um segmento orientado /@ costuma ser representado como sendo uma seta
de A para B (figura 2.2). Formalmente, um segmento orientado AB pode ser definido como
um par (AB, A) formado pelo segmento AB e um ponto inicial A.

A reta suporte de um segmento orientado /@ é a mesma reta suporte do segmento AB.
Dizemos que dois segmentos orientados sao colineares quando eles tém a mesma reta suporte
(figura 2.3).

2.2.2 Mddulo, direcdo e sentido

O mddulo ( ou comprimento ou norma) de /@ denotado por ||/ﬁ|| (ou ],ﬁ]) € 0 compri-
mento do segmento AB, ou seja, é a distancia entre os pontos A e B.

Dizemos que dois segmentos orientados tém a mesma direcao quando eles tém retas suportes
coincidentes ou paralelas.

1be

|
sy
> Y

Figura 2.4: Diversos sentidos e direcoes

Exemplo 2.1 Todos os segmentos da figura 2.4, com excecao de ﬁ tém a mesma direcao.
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Figura 2.5: Mesmos sentidos Figura 2.6: Sentidos contrdrios

Se ,ﬁ e @ tiverem a mesma direcao e nao forem colineares, dizemos que /@ e @ tém
o mesmo sentido quando AC N BD = (). (figura 2.5). Caso AC N BD # () dizemos que /@ e
CD tem sentidos contrdrios. (figura 2.6).

ABeCD - = - B o cp
Se AB e CD forem colineares, entao comparamos os sentidos de AB com C'D’, onde C'D
estd em outra reta suporte paralela a de CZ% situado em outra reta suporte e, neste caso, dize-
mos que AB e CD tém os mesmos sentidos se e somente se ,ﬁ e C'D’' também tiverem.

Observacoes:

e Sob um ponto de vista formal, a direcao do segmento orientado é o conjunto de retas
formado pela reta suporte e todas as suas paralelas.

e Dados dois pontos A e B, podemos definir a partir deles dois segmentos orientados /@ e
BA. Neste caso dizemos que eles um deles é o oposto do outro e que eles tém sentidos
contrarios.

e N3o faz sentido comparar sentidos de segmentos orientados de direcoes diferentes. Por
exemplo, na figura 2.4 nada podemos afirmar se AB e EF tém o mesmo sentido ou nao
— simplesmente seus sentidos nao se comparam.

Quando A = B o segmento AB reduz-se ao ponto A e, neste caso, o segmento orientado
AA é chamado segmento orientado nulo. Neste caso, o sentido e a direcdo sao indefinidos.

2.2.3 Equivaléncia de segmentos orientados

Dizemos que dois segmentos orientados /@ e @ s3o equivalentes (ou equipolentes ) quando
eles tém o mesmo moddulo, mesma direcao e 0 mesmo sentido.

Outra maneira de definir segmentos equivalentes: os segmentos /@ e C? sao eqiivalentes
quando o ponto médio do segmento AD coincidir com o ponto médio do segmento BC.

Seqgue da definicao de equivaléncia que o segmento AB é equivalente a si préprio e que
,@ equivalente a C? implica C? eqlivalente a /@ Além disso, /@ equivalente a C? e C?
equivalente a ﬁ implica /@ equivalente a ﬁ (figura 2.7).

Exemplo 2.2 Todos os segmentos orientados da figura 2.7 tém o mesmo mddulo, a mesma
direcao e o mesmo sentido; logo, sao equivalentes.
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E

Figura 2.7: Segmentos orientados equivalentes

2.2.4 Vetores

O vetor definido pelo segmento orientado /@ € 0 conjunto de todos os segmentos orientados
que sao eqiiivalentes a AB. Qualquer um dos segmentos orientados desse conjunto é chamado
representante do vetor.

Exemplo 2.3 Na figura 2.7 os nove segmentos orientados mostrados sao distintos. Mas, como
eles sao eqiiivalentes, podem ser considerados como sendo representantes do mesmo vetor AB.

Usaremos a mesma notacao /@ para representar tanto o segmento orientado quanto o
vetor determinado por ele. Aqui ha o que se chama abuso de notacao: dois conceitos distintos
denotados da mesma maneira.

Vetores também sdo denotados por letras latinas mindsculas encimadas por uma setinha (4,
b, €...) ou por letras latinas em negrito (a, b, c, ...).

Dizemos que dois vetores sao iguais quando os segmentos orientados /@ e CD que os

representam sao eqiiivalentes. Neste caso escrevemos AB = CD para denotar a igualdade de
vetores.
E D ol G
D' il
F o ¢
B’ F
A B A B

Figura 2.8: Hexdagono regular e paralelepipedo retangulo

Exemplo 2.4 Considerando o hexdgono reqular da figura 2.8, temos as sequintes igualdades de
vetores:

e AF = OE =BO=CD
e FE=AC=0D=BC
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e EB=FO=0C = AB

Considerando agora o paralelepipedo retangulo da mesma figura, temos as sequintes igualdades:
° A/B'/ _ D/C’/ — H'G = E'F

o AE'=B'F' = D'H = C'G'

\
7

° A/D'/ _ B/C’/ — F'H = F/G'/

O vetor nulo, denotado por 0, é definido como sendo aquele que tem por representante um
segmento orientado nulo.

Se & for um vetor rep@entado por /@ definimos o vetor oposto a & como sendo o vetor
—a cujo representante é BA.

Observacao:

e Os conceitos de vetor e segmento orientado costumam ser confundidos. Vetor € um
conjunto, enquanto que segmento orientado é apenas um dos elementos desse conjunto.
Costuma-se escrever ‘“vetor AB"” quando o correto seria “vetor do qual AB é um repre-
sentante”.

e O que estamos definindo como vetor costuma ser chamado por alguns autores de vetor
livre. Um segmento orientado também costuma ser chamado de vetor ligado.

2.3 Operacoes com vetores

Definimos agora trés operacoes com vetores: produto por escalar, adicao e subtracado.

2.3.1 Produto de um escalar por um vetor

Algumas grandezas fisicas como massa, densidade, temperatura, volume, energia se definem
sem a necessidade de uma direcao ou um sentido. Essas grandezas sao chamadas escalares.
Neste texto, usaremos a palavra escalar como sendo um nimero real.

kAB
A B k>0

kAL
E<0 A B

Figura 2.9: Produto por um escalar

Dados kK #0 e /@ # 0, denotaremos por k@ 0 novo vetor que tem a mesma direcao que
AB, tem comprimento igual a |k|||AB]|, tem o mesmo sentido que AB se k > 0 e tem sentido
contrario a AB se k < 0 (figura 2.9). Além disso, definimos 0AB =0 e kJ = 0.

Note que, por definicdo, os vetores V e kV s3o sempre colineares, para qualquer escalar k € R
e qualquer vetor V.
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2.3.2 Adicao e subtracao de vetores

A a+b C
Figura 2.10: Soma e diferenca de dois vetores

A soma de 3 e b, denotada por 3+ b, € um novo vetor C que satisfaz uma das seguintes
alternativas:

e Se a e b forem colineares de mesmo sentido, entao ¢ tem comprimento igual a soma dos
comprimentos de 3 e b, mesma direcao e mesmo sentido que eles.

e Se 3 e b forem colineares e de sentidos contrdrios, entao C tem comprimento igual ao
maior menos 0 menor comprimento de & e b, mesma direcao € 0 mesmo sentido do vetor
de maior comprimento.

e C ¢ dado pela diagonal do paralelogramo cujos lados sao a'e b (figura 2.10).

A diferenca 3 — b dos vetores 3 e b é definida como sendo a soma de ¥ com o vetor oposto
a b (figura 2.10), isto €,
a—b=a+ (—b).

Figura 2.11: Soma de vérios vetores

A soma de varios vetores (digamos, &, b, C, e d) pode ser feita arrumando-se representantes
dos vetores colocados de tal forma que o ponto final de um corresponda ao ponto inicial de
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outro (figura 2.11); com isso, a soma &+ b+ ¢+ d é o vetor cujo ponto inicial é o ponto inicial
do primeiro vetor a e cujo ponto final é o ponto final do ultimo vetor d.

Observacoes:

e Em um paralelogramo cujos lados estao relacionados com a'e b, uma diagonal corresponde
a soma e a outra corresponde a diferenca entre 3 e b.

e Também € possivel definir a soma da seguinte maneira: considerando o triangulo ABC
com lados AB e BC, o terceiro lado do triangulo é a soma AB + BC. Isto eqiiivale a
definir AC = AB + BC.

Se &, b e C sao vetores, m e n sao escalares, entao sao vdlidas as seguintes propriedades:

1. 3+b=b+3 2.3+ (b+&)=(a+b)+¢
3.8+40=3 4. 3+(-3)=0

5. 1a=4a 6. m(na) = (mn)a = n(ma)
7. (m+n)a=ma+ na 8. m(a+ b) = ma+ mb

(@tb)+e=a+(b+c)

Figura 2.12: Comutatividade Figura 2.13: Associatividade

Gracas a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com vetores como se estivéssemos
trabalhando com nimero reais. Por exemplo, 3+ b=C=— 3=C— b e também 3Xx = 3§ —
o _ 1=
X = 53.

As demonstracdes dessas propriedades sao conseqiiéncias imediatas das definicoes. A comu-
tatividade e a associatividade da adi¢ao (propriedades 1 e 2) estdo ilustradas nas figuras 2.12 e

2.13, respectivamente.

2.4 Sistema de coordenadas

Tendo em vista o estudo analitico de vetores, vamos agora introduzir sistemas de coordena-
das.
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2.4.1 Coordenadas no plano

Em um plano, podemos considerar duas retas que se cruzem em um tnico ponto, definir um
lado positivo e um lado negativo para cada reta, uma escala de unidades nessas retas e chamar
0 ponto de encontro dessas retas de origem. Neste caso, chamamos cada uma dessas retas de

€IXxos.

Y13
12 P
bri--—n
| X
3 2 7 (o7 2a 7 4
11
2

Figura 2.14: Sistema de eixos no plano

O usual é considerar os eixos perpendiculares e identificar o ponto de encontro deles por
O = (0, 0).

Dado qualquer ponto do plano, as projecoes desse ponto nos eixos escolhidos chamam-se
coordenadas do ponto. A projecao de cada ponto P é obtida através da intersecao de um eixo
com uma reta que passe por P e que seja paralela ao outro eixo. Assim, é possivel associar a cada
ponto do plano um par ordenado de coordenadas (a, b). Reciprocamente, podemos associar a
cada par de coordenadas um ponto P do plano (figura 2.14). Vamos fazer algo parecido com
isso no espaco tridimensional.

2.4.2 Coordenadas no espaco

bz
T3
T2
3 z
T1 1—2 Plano yOz
| H Il 1 1 L I
1 T T T T T ol
3 2 1“1 2 3 ¥ Plano
21 x0z
3
A @ ¥
+=3 Plano xOy
x
Figura 2.15: Sistema de eixos ortogonais Figura 2.16: Planos coordenados

Consideremos no espaco euclidiano tridimensional, um sistema de eixos ortogonais que con-
sista em trés eixos Ox, Oy e Oz dois a dois ortogonais e com uma origem comum O (figura
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2.15). Esses eixos sao chamados eixos coordenados.

Nesse sistema, os planos que contém os pares de eixos (Ox, Oy), (Ox, Oz) e (Oy, Oz) sao
denotados por xOy, xOz e yOz, respectivamente (figura 2.16). Esses planos sdo chamados
planos coordenados.

Para cada ponto P do espaco tridimensional, podemos associar um conjunto ordenado
(a, b, ¢) formado por trés nlimero reais (chamado terno de nimero reais) da sequinte forma: a,
b e ¢ sao as projecdes de P nos eixos Ox, Oy e Oz, respectivamente. Cada projecao pode ser
obtida através da intersecao com o eixo com um plano paralelo a um dos planos coordenados
que passe por P (figura 2.17).

O conjunto de todos os ternos ordenados é denotado por R®. Simbolicamente,

R*={(x.y.2) | x.y.z € R}

Cada terno (a, b, c) € R3? pode ser associado a um ponto P no espaco tridimensional da
seguinte forma: identificamos no eixo Ox o ponto de coordenada a e no eixo Oy o ponto de
coordenada b. Considerando as retas paralelas a esses eixos que passam por esses pontos, o
ponto de encontro delas é um ponto P' = (a, b,0). Finalmente, “subimos” (se ¢ > 0) ou
“descemos” (se ¢ < 0) tantas unidades quanto for o valor de ¢ (figura 2.17).

Exemplo 2.5 Para marcar o ponto P = (—1, —2, 4), inicialmente identificamos o ponto (—1, —2,0);
depois, “subimos” 4 unidades. Veja figura 2.18.

Analogamente, para desenharmos o ponto Q = (1,3, —2), marcamos (1, 3,0) no plano xOy
e, depois, “descemos” 2 unidades (fig. 2.19).

i ________ ;P = (c};g b, c) _2' : 9 y 14 Y
/O ; . ¥ -2
LA P'= (a b, 0 x * ¢
Figura 2.17: Ponto no espaco Figura 2.18: P =(—-1,—-2,4) Figura 2.19: @ = (1,3, -2)

2.4.3 Vetores unitarios

Dizemos que V é unitdrio * quando seu comprimento for igual a 1. Denotam-se os vetores
unitdrios nas direcoes e sentidos positivos dos eixos x, y, z por i, j e k, respectivamente. Ou
seja, considerando os pontos O = (0,0,0), A= (1,0,0), B=(0,1,0) e C =(0,0,1) (figura

T—OAj— 0B ek=0C
2.20) temos i = OA, j=0B e k = OC.

*Também chamado versor
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(0.0,1)
k1
J

L0 (0,1,0) y
(1,0,0)

X

Figura 2.20: Vetores i, j, k

Dado qualquer ponto P do espaco, podemos associar a esse ponto um vetor que tenha
como representante o segmento orientado que vai da origem O a P. Reciprocamente, para
cada vetor, considerando um representante Cﬁ’ que inicie na origem podemos associd-lo ao seu
ponto terminal P. Dessa forma, as coordenadas (x, y, z) do ponto P podem ser identificadas
com o vetor V = xi + y]’+ zk com x,y,z € R. Temos aqui mais um abuso de notacdo:
costuma-se escrever

V=xi+yj+zk= (x,y,2).

Sejam A :_(>a1, ay,az) e B = (by, by, b3) dois pontos dados. Como (72\4— /ﬁ = O? temos
/@ = O? — OA. Portanto,

AB = (by — a1)i + (bs — a)] + (bs — a)k.

2.4.4 Definicao analitica das operacoes com vetores

Podemos dar uma definicao analitica das operacdes com vetores: sejam V = vii + Vo) + W3k,
W = wii + woj + wsk e a € R, entao definimos:

av = (av)i + (awn)j + (avs)k

V+w= (v + W1)7+ (vo 4+ Wz)f+ (vs + W3)/?.

Equivalentemente, podemos denotar as expressdes acima por: V = (vy, vo, v3), W = (wy, Wy, Ws)
e definir

kv = (le, kVQ, kV3)
\7—|— W = (Vl + Wy, Vo + Wh, V3 + W3).

Definimos também —V = —vii — voj — va3k = (—vq, —vo, —V3).

Exemplo 2.6 Sejam Vv = 2/ + + 3k e w = 4/ — 5] — 2k. Entdo 5V = 107 + 5/ + 15k,
—W = —4i + 5]+ 2k, V — 4w = —147 + 21 + 11Kk.
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2.5 Comprimento de um vetor

Seja V = ai + bj. Usando o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo da figura 2.21,

temos: ||V||? = a® + b? e dai
17] = v/a + 2.

z
¥ T~ P=iabe
I
b7 a
~ |
¥ 0 ! y
— L ! - 8§=¢0 b0
J [-] - N B/ . (t )
ol 7 ar x x “R=@oo 2-@bo
Figura 2.21: Vetor no plano Figura 2.22: Vetor no espaco tridimensional

Consideremos agora ¥ = ai + bj + ck. No triangulo retdngulo ORQ da figura 2.22, temos
|G = [OR|> + IRG?. Como |0 = a e RG] = b, temos [OG|” = & + b2, Usando
também o Teorema de Pitagoras no tridngulo OQP, temos HCﬁH2 = \l(ﬁH2 + IICﬁ’II% e dai
||(ﬁ||2 = a> + b®> + ¢2, ou seja,

V]| = V& + b2 + c2.

Exemplo 2.7 O comprimento de V = 2i—3j+5k é ||V|| = /22 + (-3
unitdrio com mesma direcao e mesmo sentido que v € dado por i = T

2

N—r

I+

52 = +/38. Um vetor

2
2 7 3 5 7
= vm vl T sl

B

V|

2.6 Ponto médio de um segmento de reta

Sejam A = (ay, agﬁ)) e B = (by, by, b3) dois pontos no R3. Seja M = (my, my, m3) o ponto
médio de AB. Entdo AM = MB, ou seja, (my—ay, np—ap, Ms—az) = (by—my, by—my, b3—m3).
Comparando cada coordenada, obtemos

31—|-b1
m-—-a=b—m — m; = 5

32—|-b2
My —ay =by— My — My = 5

33—|-b3
ms—az=bys—m; = mz = 5

Assim as coordenadas do ponto médio é a média aritmética das coordenadas dos pontos
extremos do segmento. Por exemplo, o ponto médio M do segmento AB onde A =(-1,3,7)

e B=(5,4,1) é dado por M = (=Lt2, 344 Tty — (2,7/2 4),



28 CAPITULO 2. VETORES

2.7 Dependéncia e independéncia linear
Uma combinacao linear de n vetores vy, i, ---, V, dados, é um vetor da forma
0= aiVy + avp + -+ + apv,

onde a; € R sao escalares quaisquer.

Em particular, uma combinacao linear de dois vetores d'e
onde x, y € R e uma combinacio linear de trés vetores , b
X,y,z €R.

um vetor da forma vV = x§+y5

b
e Cé um vetor w = x3+ yb + z¢,

éu
c

Exemplo 2.8 Sejam 3= 3/ +2j e b=1i— 4. Sdo exemplos de combinacées lineares de 3 e b
os vetores =53 —2b =13+ 18j e V=—-3+7b = 4i — 30j.

Dizemos que n vetores vy, ¥, ---, V, dados sdo linearmente independentes (L/) quando a
tnica solucao da equacgao
3171+3292+"'+3n\7n20

for a, = a, =--- = a, = 0. Se a equacao vetorial anterior admitir pelo menos um a; # 0 como
solucdo, entdo os vetores i, -+, v, chamam-se linearmente dependentes (LD).
Em particular, dois vetores 3 e b sao linearmente independentes quando

x3+yb=0= x=y =0.

—

Se existirem x # 0 ou y # 0 que satisfacam a equacdo x3+ yb = 0 entdo 3 e b s3o linearmente
dependentes.
Trés vetores &, b e € sao linearmente independentes quando

xd+yb+2z8=0=x=y=2z=0.

mz
_QJl
(el

Se existirem x £ 0 ou y # 0 ou z # 0 que satisfacam a equacdo xa+ yb+zE=0e
e C sao linearmente dependentes.

Exemplo 2.9 Os vetores 3=1+2j, b=3i—k e € = 5i + 4] — k sdo linearmente dependentes
porque podemos observar que ¢ = 23 + b, ou seja, 23+ b — ¢ = 0 de onde concluimos que a
equacdo xa+ yb+ z& = 0 admite a solucdo x =2, y =1 e z = —1. Logo, os vetores sdo LD.

Se 3 e b forem LD, ent3o, por definicdo, existem x # 0 ou y # 0 tais que x3+ yb = 0. Se
x # 0, entdo podemos obter que & = (— y/x)b Dai, & e b s3o colineares. Se y # 0 obtemos
algo semelhante. Reaprocamente se 3 e b forem colineares, existe k € R tal que 3 = kb e,
neste caso, temos & — kb = 0 de onde podemos concluir que & e b sio LD.

Suponhamos agora que &, b e € sio LD. Entdo, por definicdo, existe x # 0 ou y # 0 ou
z # 0 tais que xa+ yb+2z¢ = 0. Se x # 0, entdo podemos obter que &= (—y/x)b+ (—z/x)c.
ai, &, b e € sdo coplanares. Se y # 0 ou z # 0 obtemos algo andlogo. Reciprocamente, se
b e & forem coplanares, existem k; € Re k € R tais que 3= kib + k»€ e neste caso temos
— kyb — ko = 0 de onde podemos concluir que &, b, & sdo LD.

L v O
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Figura 2.23: Combinac3o linear dos veto- Figura 2.24: Combinacdo linear dos veto-
resdeb resi,jek

Mostramos assim que dois vetores sao LD se e somente se forem colineares e que trés vetores
sao LD se e somente se forem coplanares.

Se um conjunto de vetores contém o vetor nulo, entao esse conjunto de vetores serd ne-
cessariamente LD. Por exemplo, os vetores & = 0, b e € sdo LD porque 15+ 0b + 0 = 0.
consegiientemente, se um conjunto de vetores for LI, entdo nenhum desses vetores pode ser
nulo.

Se e b forem LI, entdo consideremos uma combinac3o linear deles Vv = x& + yb (figura
2.23). Variando os valores dos escalares x, y no conjunto dos nimeros reais podemos obter
todos os vetores do plano. Dessa forma, qualquer vetor vV do plano pode ser escrito como
combinacao linear de 3 e b.

Analogamente, se &, b e € forem LI (por exemplo, @ = I b=jec= E) consideremos
V= x5+y5+ zC (figura 2.24). Podemos assim obter todos os vetores do espaco tridimensional
se atribuirmos a x, y, z valores reais.

No espaco tridimensional, qualquer conjunto de trés vetores LI é chamado uma base.

Exemplo 2.10 Os vetores {i,j, k} ndo sdo coplanares. Logo, sdo LI, e, conseqgiientemente,
formam uma base do espaco tridimensional. Neste caso dizemos que eles sdo a base candnica
do espaco tridimensional.

Se {a, b, Cc} for uma base, entdo qualquer vetor vV do espaco tridimensional se escreve de
modo unico na forma

V=x3+yb+zC

(veja exercicio R7 a seguir). Neste caso, dizemos que x, y, z sdo as coordenadas de V na base
{3.b,¢}.

Uma base deve ser considerada como sendo um conjunto ordenado, onde nao se deve trocar
a ordem dos vetores. Por exemplo, as bases B, = {4, b, &} e B, = {C, b, 3} sdo consideradas
distintas.



30 CAPITULO 2. VETORES

2.8 Exercicios resolvidos

R 1 Dados #=17—2j+k e Vv =2/ — 5k, determine o vetor w tal que

20+ 3w = 1VV —
2
Solucao: Com relacao as operacoes de adicao, subtracao e produto por escalar, podemos
operar com vetores como se estivéssemos operando com numeros reais. Por exemplo, “passar
um termo para o outro membro da equacdo trocando o sinal do mesmo”. Dessa forma a
equacio dada € eqiiivalente a 3w — 2w = —2i7 — ¥, ou seja, 3w = —2(i — 2j + k) — (27 — 5k)
= W = 2(—47+ 4]+ 3k) = &+ &/ + Sk,

<l

R 2 Sejam i = %i —J+ %k e V = ni + m?*j — mk. Determine m e n de modo que V tenha
sentido contrdrio a i e seja 4 vezes maior do que (7.

Solucdo: Devemos ter neste caso que V = —4if, ou seja, ni + m*j — mk = —4(%7—]’+ %/?)
=i+ 4 — 2k. Comparando os coeficientes de 7, j e k nos dois membros obtemos as seguintes
igualdades: n=—1, m* =4, —m= -2, ouseja, n=2,n=—1.

R 3 Consideremos os vetores 3 = a17+ aJ+ a3E, b= b17+ bJ+ b3E, C = 617+ CJ+ cgl? e
seja
dp dy a3
D=1|b by b3
G & G

Mostre que se D = 0 entdo &, be & sdo LD ese D # 0 entdo &, b e € sdo LI.

Solucdo: Sejam x, y, z € R tais que x&+ yb+ z& = 0. Entdo, x(ai/ + asj + ask) + y(bii +
boj 4 bsk) + z(c1i + coj + cok) = 0 que é eqiiivalente a (ayx + byy 4+ c12)i 4+ (ax + boy + 62)j +
(asx + bsy + csz)k = 0 de onde obtemos que x, y, z devem ser solucdo do sistema

aax+by+cz = 0
2X+ by +cz = 0
asx + b3y + C3z = 0

E claro que x = y = z = 0 é solucao desse sistema. Além disso, se D # 0 essa solucao € lnica
e, portanto, os vetores dados sao LI. Se D = 0 o sistema é indeterminado, isto é, admite uma
infinidade de solucdes e conseqiientemente os vetores dados sao LD.

R4 Sejamd=2/—j, Vv=j+2kew=1+2]—k.
a) O conjunto B = {7, V, W} é uma base de R37
a

b) Escreva o vetor i + 2/ — 4k como combinacio linear de @, V e W.
2 -1 0
Solucao: a) Seja D =|0 1 2 |. Desenvolvendo este determinante obtemos D =
1 2 -1

—12 # 0. Logo, os vetores sao LI e portanto formam uma base do R3.
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b) Sejam x,y,z € R tais que 8 = xi+ yvV+ zwW — 4i 4 2] — 4k = x(27—f) +y(f+ 2/?) +
z(i+2j— k) = 4i+2)—4k=(2x+z)i+ (—x+y+2z)j+ (2y — z)k. Portanto, (x,y, z) é
solucao do sistema

2x + z = 4
X + y + 2z = 2
2y — z = —4
Resolvendo este sistema obtemos x =1,y = —1,z = 2 e dai concluimos que 8= i — vV + 2w.

R 5 Sejam A(1,2,4), B(2,3,2) e C(2,1,-1).
a) Os pontos A, B e C sdo vértices de um triangulo?
b) Determine D de modo que ABCD seja um paralelogramo.

Solucdo: a) Os pontos dados sdo vértices de um tridngulo se os vetores A_B> e R nao forem
colineares. Como AB = B — A = 1,1,-2) e AC=C-A= (1,—1, —5) devemos verificar
se existe k € R tal que AB = kAC —> (1,1,-2) = (k,—k, —5k) = k= le k = -1 e
k = 2/5, o que é absurdo — ndo existe tal k. Logo, os vetores /@ e R nao sao colineares e,
consequentemente, os pontos dados formam um triangulo.

b) Basta determinar D = (x,y,z) tal que AD — AB + AC.  Temos entdo que
D-A=(B—-A)+(C—-—A),ouseja, (x—1,y—2,z—-4)=(1,1,-2)+(1,-1,-5) =
(x—1,y—2,z—4)=(2,0,—7) de onde obtemos x = 3,y = 2,z = —3. Portanto o ponto D
procurado é D = (3,2, —3).

R 6 Se {i, V, w} for uma base do R®, mostre que {7+ V, 7 — 2W, i + 3V — w} também é uma
base do mesmo espaco.

Solucdo: Sejam x, y, z € R tais que x(7 + V) + y (7 — 2w) + z(i + 37V — W) = 0. Efetuando
os produtos pelos escalares indicados, obtemos: xif+ xV + yif — 2yw + zii + 3zV — zw = 0 que
é equivalente a X+ y i+ zii + xV + 32V — 2yw — zw = 0, ou seja, (x +y + 2)id+ (x +32)V +
(—2y —z)W = 0. Como i, V e W sdo LI, devemos ter:

x + y + z =
X + 3z =
-2y — z =0

o O

O determinante dos coeficientes de x, y, z nesse sistema é:

1 1 1
1 0 3 |=5%#0.
0 —2 -1

Portanto, o sistema linear anterior s6 possui a solucao trivial x = y = z = 0 e, consequente-
mente, os trés vetores '+ V, 7 — 2w, i + 3V — w sdo LI, logo, formam uma base do R3.

R 7 Sejam &, Ve W vetores Ll e 3um vetor tal que 3= x T+ W+ ziw e 3= X+ VoV + 2oW
onde Xq, X0, V1, Vo, Z1, 2o € R. Mostre que neste caso x; = X2, V1 = y» € Z1 = 2.
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Solucdo: Sea=xi0i+y ) V+zwea=xid+ y,V+ 2w entao subtraindo as duas equacoes
membro a membro obtemos: 0 = (x; — x)i7 + (1 — ¥2)V + (21 — z)wW. Como &, V e W s3o LI,
devemos ter x, —Xo = y1 — Vo = z1 — 2o = 0, ou s€ja, X1 = Xp, y1 = y» € z1 = Z,. Mostramos
assim que sé existe uma maneira de escrever um vetor § como combinacao linear de outros
vetores LI.

R 8 Mostre que as diagonais de um paralelogramo intersectam-se ao meio.

Solucao:  Na figura 2.25, seja P o ponto de encontro das duas diagonais do paralelogramo
ABCD. Sejam 3= AD = BC, b= AB=DC, ¢ = AP. d = PC, 6= DP e f = PB. Devemos
mostrar que € = d e que &= f. Nos tridngulos APB e DPC temos as sequintes igualdades de
vetores: b=C+feb=&E+d. Dai, C+f=¢E+d.

Como C e d sao colineares, temos que existe k; € R tal que d= kiC. Analogamente, existe
k> € R tal que f= k€. Substituindo na igualdade C + f =&+ d, obtemos €+ ko€ = €+ ki C,
ou seja, (1 — k )&+ (ko —1)&=0. Como Ce &sdo LI, temosque 1 —k; =0 e k, — 1 = 0.
Logo, k; = k, = 1 o que implica ¢ = deé=f.

+

L

R 9 Seja ABCD um quadrildtero qualquer e P, @, R e S os pontos médios dos lados AB, BC,
CD e DA, respectivamente. Mostre que PQRS é um paralelogramo (figura 2.26).

Solucao: Na figura 2.26, sejam 3 = ﬁ = 5_/2\ b = ,ﬁ = ﬁ ¢ = @ = Q? e
d = CR = RD. Estamos usando aqui o fato de que os pontos P, Q, R e S sdo pontos médios
dos lados do quadrildtero. Como S_> =3+be (ﬁ? = ¢+ d, temos @—FQ =3+ b+C+d.
Por outro lado, AB+ B +@+DA =0, ouseja, 28+2b+2¢+2d =0 = g+b+c+d =0.
Logo, 5? + Q? =0 = ﬁ = —-QR = S? = RQ. Pela definicao de igualdade de vetores,
temos que PQRS é um paralelogramo.

A M B

Figura 2.25: Exercicio R8 Figura 2.26: Exercicio R9 Figura 2.27: Exercicio R10

R 10 No triangulo equildtero ABC sejam M e N os pontos médios dos lados AB e BC, respec-
tivamente. Mostre que MBN também é um tridngulo equilatero (figura 2.27).

— —
Solugo:  Na figura 2.27 temos IAB| = |@>|| — I[CAll = A e IMB|| = | BN|| = A/2. Resta
mostrar apenas que ||[MN| = X/2. Como MN = MB + BN = %,@ + %ﬁ = %R temos

— A 7 s - ~
IMN|| = ||AC|| = X/2. Portanto, o tridngulo MBN € equildtero pois tem seus trés lados
medindo /2.



2.9. APOIO COMPUTACIONAL 33

2.9 Apoio computacional

O Maxima pode ser utilizado para executar qualquer tipo de operacdes com vetores. Um
vetor V = (v1, v, v3) pode ser definido na forma v: [v1, v2, v3]. Ele j& tem implementado as
operagoes * (produto por escalar), + (adi¢do) e - (subtracdo). A norma de um vetor pode ser
definida como sendo uma fungcdo N(v) = y/v? + v3 + vi que pode ser codificada no Maxima
como sendo N(v) := sqrt(v[1]"2 + v[2]"2 + v[3]"2).

Exemplo 2.11 Dados os vetores i = 3i+5) — Tk e V = 4i — j+ 3k, determine um vetor unitdrio
na direcdo de i + V.

(%i01) w: [3, 5, -71;
(3,5, —7]
(%i02) v: [4, -1, 31;
[4, -1, 3]
(%i03) w: u + v;
[7,4, —4]
(%i04) N(v):= sqrt(v[1]1~2 + v[2]"2 + v[3]"2);
N(v) = \J/vZ+ vi+ v
(%i05) w/N(w);
744
9'9" 9

Logo, o vetor unitdrio na direcdo de T+ V éo Li+ 3/ — k.

ol

Exemplo 2.12 Dados i = 2i + 3/ + 7k, V = j — 5k e W = 167 + 7] — 2k, verifique que esses
vetores sdo LI e escreva o vetor r = 4i + 2j + 19k como combinacao linear deles.

(%i06) w: [2, 3, 71; v: [0, 1, -B); w: [16, 7, -21;
[2,3,7]

[0,1, —5]
[16,7, —2]

(%i09) r: [4, 2, 19];
[4,2,19]

Sendo a, b, ¢ escalares, escrevemos a combinacdo ail + bV + cw = 0 que pode ser codifi-
cada no Maxima como sendo a*u+b*v+c*w. O segundo membro nulo da igualdade pode ser
subentendido. O comando a seguir calcula todos os possiveis valores para a, b, ¢ que satisfazem
a igualdade anterior.

(%i09) solve(a*u + b*v + c*w, [a, b, cl);
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[[a=0, b=0, c=0]]

Como s6 tem a solucdo a=0,b =0, c = 0, concluimos que os vetores il, Vv e w sao L|.

Definimos agora uma equacao eq como sendo r = ail + bV + cw.

(%i10) eq: 1T = axu + b*v + cxw;
[4,2,19] = [16c+2a, 7c+ b+ 3a, —2c —5b+ 73]

O lado esquerdo de uma equacao é calculado com um comando lhs(...) e o lado direito com
um rhs(...). Com o comando a sequir, redefinimos a equacdao como sendo o primeiro menos o
seqgundo membro. Depois, calculamos todos os a, b, ¢ que tornam a igualdade verdadeira.

(%i11) eq: 1lhs(eq-rhs(eq));
[-16c —2a+4, —7c—b—3a+2, 2c+5b—7a+ 19]

(%i12) solve(eq, [a, b, c]);

317 15
lo=143 b= "1z <= 133
Obtemos dessa forma os valores dos escalares procurados: a = %, b= —%, c = %.

Finalmente, para testar o resultado obtido, fazemos uma combinacao linear ail + bV + cw para
ver se a resposta da igual a r.

(%i13) 166/143%u -317/143%v + 15/143%u;
[4,2,19]

2.10 Exercicios propostos

A 5 Em uma particula estao atuando as forcas l-:l =7+ k, l-:g =3/ — 4f+ K e I—:g = 3f+ 4K.
Determine o mddulo da resultante das forcas que atuam nessa particula (OBS.: a resultante é
a soma de todas as forcas que atuam na particula).

A 6 No hexdgono regular ABCDEF de centro O da figura 2.28 calcule as sequintes somas dos
vetores:

2) OA+OB+0C+0D+0E+OF  b)AE + AC + DO .

¢) AG + FO d) AF + AB + DF + DB

—_— =
AT; No cubo da figura 2.29, calcule as somas de vetores ﬁ+,ﬁ+ ﬁ%— FA e CM+ m+
AB + A
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F E H e
E F
A D
M b
D C
B C A B
Figura 2.28: Exercicio A6 Figura 2.29: Exercicio A7

A 8 Verifique se os pontos A(3,4,1), B(—1,0,2) e C(0,1,1) s3o vértices de um tridngulo. Se
forem, determine um ponto D de tal forma que ABCD seja um paralelogramo e o ponto de
intersecao das diagonais desse paralelogramo.

A 9 Dé exemplo de dois vetores unitdrios que tenham a mesma direc3o que vV = —3i 4 j — 4k.
A 10 Determine m para que os pontos A(3,1,0), B(1,0,1) e C(—1, m, 2) sejam colineares.

A1l Sejam G =17 —2j+ ke vV=2+]. Dé exemplo de dois vetores cujas normas sejam o
triplo da norma de 7+ V.

D C D C

A M B A B

Figura 2.30: Exercicio A12 Figura 2.31: Exercicio A13

A 12 No paralelogramo ABCD da figura 2.30, os pontos M e N s3o, respectivamente, os
pontos médios dos lados AB e AD. Mostre que

ﬁﬂm:gc_ﬁ.

[©N

A 13 Na figura 2.31, M é o ponto médio dos segmentos AC e de DB. Mostre que ABCD
- — —
um paralelogramo. (Sugestdo: basta mostrar que AD = BC ou que AB = DC.)

[©N

A 14 Considere os vetores T=1i+4j —k, V=j+k e W = 2/ — j + k. Mostre que {7, V, W}
uma base do espaco tridimensional e obtenha as coordenadas de @ = 4/ — 2k nessa base.

A 15 Mostre que para quaisquer vetores &, b, € os vetores 3+ b, b+ C e C — a sao coplanares.
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A 16 Considere a base {&, b, €}. Mostre que os vetores §+2b— &, 33— b+Ce —3+5b— 3¢
sao LD.

A 17 Dados vetores &, b e ¢ nao coplanares, determine escalares A\ e p para que 0s vetores
A&+ ub+ Ce 8+ Ab+ uc sejam colineares.

A 18 Determine vetores X e y que satisfacam o sistema de equacoes

X+2y = 3i
2% +y = j—3k

A 19 Verifique se os pontos A(2,2,1), B(3,1,2), C(2,3,0) e D(2,3,2) s3o coplanares.

B 3 Em um triangulo ABC considere um ponto E no lado AB e um ponto D no lado AC que
satisfazem AD — %R e AE = 2AB. Escreva o vetor DE como combinac3o linear de BA e

BC. ’

B 4 Mostre que o segmento de reta que une os pontos médios de dois lados de um triangulo é
paralelo ao terceiro lado e tem a metade do comprimento deste.

B 5 Seja ABCD um paralelogramo e G o ponto de encontro de suas diagonais. Determine os
vértices C e D conhecendo as coordenadas de A(1,2,3), B(0,2,5) e G(1,0,1).

B 6 No cubo da figura 2.29, sabendo que M € o ponto médio do segmento BF, escreva o vetor
— AR — T =
HM como combinacao linear dos vetores AB, AD e AE.

B 7 Em um triangulo ABC sejam M, N e P os pontos médios dos lados AB, AC e BC,
respectivamente. Mostre que .
AP+ CM + BN =0.

C3 Em ug}hexégono regular ABCDEF temos ,@ =1ue ﬁ = V. Escreva os vetores ?
ﬁ, ﬁ FA, R /ﬁ e ,ﬁ em termos de 7 e V.

C 4 Dizemos que uma base {3 = 317+ azf'+ 331?, b= b17’+ bzf+ b3E, c = C17+ CJ+ C3E} é
positiva (respectivamente, negativa) quando o determinante

dy a2 as
D=1|b; by bz
1 G G

for positivo (respectivamente, negativo). Baseado nesta definicdo, mostre que as bases f; =
{i,j,k} e B = {3i,—j — k,—2i — 5k} sdo positivas, enquanto que B3 = {j,i, k} e B4 =
{i+Jj+ k,j+ k,Jj} sdo bases negativas.

C 5 Sejam 3 e b vetores LI tais que /@ = 5+ 2b, @ —_—43—be @ — —53— 3b. Mostre
que ABCD é um trapézio.
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C 6 a) Mostre que os vetores a = i+2/ b
R3.

b) Mostre que n3o é possivel escrever V = i — k como combinacio linear de 3, b e C.
Interprete geometricamente esta situacao.

c) Mostre que é possivel escrever w = 3i + 2j — k como combinagado linear de &, b e C de
uma infinidade de maneiras.

= —2/+ k e =4 + k nio formam uma base do

C 7 O segmento de extremidades A(xy, y1,z1) € B(x, y2, z2) € dividido pelo ponto C(x,y, z)

na razdo de 1 para A (isto &, ||?—C>|| = +). Mostre que

X1t A% Vit Ay Z_Zl+>\22
Tlex YT 1A T 1A

Usando este resultado, determine pontos C e D que dividlem o segmento de extremidades
A(0,1,2) e B(4,—2,1) em trés partes de mesmo comprimento.
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Capitulo 3

Produtos de vetores

3.1 Introducao

Neste capitulo introduzimos diversos tipos de produtos vetoriais. Essas idéias sdao inspiradas
em conceitos fisicos e tém aplicacdes a diferentes dreas da Matemadtica. Em particular, nos
exemplos e nos exercicios resolvidos usamos produtos vetoriais para demonstrar resultados de
Geometria Plana ou de Trigonometria bastante conhecidos tais como Teorema de Pitdgoras,
Lei dos Senos para um triangulo qualquer, cosseno e seno da diferenca de dois angulos, entre
outros.

3.2 Produto interno

A motivacao para a definicao de produto interno vem da Mecanica. Consideremos uma
forca representada pelo vetor F atuando sobre um corpo de tal forma que lhe provoque um
deslocamento representado pelo vetor d (Figura 3.1). Entdo define-se o trabalho W realizado
pela forca F como sendo o ndmero real dado por

W = ||Fllldl| cosx

onde a é o angulo entre os vetores F e d.

Figura 3.1: Trabalho realizado pela forca F Figura 3.2: Angulo entre vetores

——

Sejam J e b vetores ndo nulos. Denotemos o dangulo* entre eles por (&, b). No célculo da
medida do angulo, podemos considerar representantes para esses vetores que tenham o mesmo

*Estamos nos referindo ao menor dngulo de 0 a 7 radianos (de 0 a 180 graus).
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ponto inicial (Figura 3.2). O produto interno dos vetores & e b é denotado por &- b e é definido

por
a-b = |al|bl cos (&, b).

—

Se 3=0o0u b =0, entdo definimos 3- b = 0.

—

—, - — —

Exemplo 3.1 Os vetores i, j e k sdo unitdrios e tais que (i,]) = (i, k) = (j, k) = 2 Logo,

- =2 = ™
"J:||’||||JHCOS§=1-1-O:0

PK= ||7||||/‘<’||cosg:1-1-o:o

Além disso, como (i,7) = (J, J)
i i=i|[]]cos0=1-1-1=1
J-7=ilflcos0=1-1-1=1

K-K=|K||||K|][cosO=1-1-1=1.

Observacoes:

e Observe o produto assim definido envolve dois vetores como fatores mas tem como resul-
tado um ndmero real, ou seja, um escalar. Por isso, tal produto também é conhecido pelo

nome de produto escalar.

e O produto interno dos vetores & e b também costuma ser denotado por (&, b).

3.2.1 Projecoes ortogonais

Dados dois vetores & e i # 0, consideremos a reta suporte r de um representante de if
t. Chamamos projecdo ortogonal de 3 na direcdo de i ao vetor representado pelo segmento
orientado A'B’ onde AB é um representante de 3 e os pontos A’ e B’ sdo os pontos de intersecao
de retas perpendiculares a r que passam por A e B, respectivamente (Figura 3.3). Neste caso,

!/ ! H—
denotamos A'B’' por proj;a.
Observe que nessa definicao interessa apenas a direcao do vetor 7. Conseqiientemente,

proj;a = proj,a se v # 0 for um vetor paralelo a . .
Suponhamos 7 unitario, @ = (&, 7) e 0 < a < . Na Figura 3.3 temos ':TXB'H” = cosa —
—
I|A'B'|| = ||,ﬁ|| cosa. Portanto, proj;a = (||a]| cosa)ir = (|| al|||if]| cos o) &, e dai

projya = (&- i)d.

TDois vetores quaisquer & e i possuem representantes que s3o segmentos orientados coplanares
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De maneira andloga podemos obter esse mesmo resultado se tivermos 7 < a < w. Dai,
podemos deduzir que |a- i = ||a]|||&]|| cos | = ||projza]|. Geometricamente, isso significa que o
moédulo do produto interno de um vetor & por um vetor unitdrio if corresponde a0 comprimento
da projecao de a sobre 0.

Se V for um vetor nao nulo entao 7 =

|<1

| é unitdrio e, usando o que foi visto anteriormente,

<1f1

temos projya = projza = (a- i)ir = (57- W) ﬁ ou seja,
., a-v_
projyd = ——= V.
R 5
B
\
— it
o !
il
- -% 7
AL
— ¥ 4 f
i u B ¥
A" .
proy . &
i
Figura 3.3: Projecdo de & na direcdo de if Figura 3.4: Projecdo de 3+ b na direcdo de &

Destaquemos a sequinte propriedade das projecoes ortogonais:

proj(a+ B) = proj;d + projzb.

Essa propriedade é uma conseqiiéncia imediata da igualdade A'C' = A'B" + B'C" na Figura 3.4.

3.2.2 Propriedades do produto interno

Para quaisquer vetores &, b, C e qualquer escalar x sao vélidas as propriedades mostradas a
seguir, com suas respectivas demonstracoes.

—

[11] &- b= b- & (comutatividade)

/\ /\

- b= ||all||bl| cos (& b) = ||b|l[|al| cos (b, ) = b- &

[12] (x3) b= x(&-b) =& (xb)

Se x > 0, o anqulo entre e b é 0 mesmo angulo que x3 e b (Figura 3.5). Logo,

—

(xd)- b= ||X5||||5|| cos (xa, b) = \X|||§1|||5|| cos (3, b) = x(a- b).

Se x < 0 entao (xa =7 — (3 b ) (Figura 3.6). Logo, (xa) - b = ||xa]|||b|| cos (x&, b) =
rx\||é1|||b||cos( ) — |31l (— cos (3. 5)) — x(5-B).
Além disso, - (xb) = (xb) - 3= x(b-3) = x(3- b).
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b g
b
3 Xd
o
xa d
Figura 3.5: Angulo entre x& e b com x > 0 Figura 3.6: Angulo entre x& e b com x < 0

[13] (7+b)- &= 3.+ b- € (distributividade com relacdo a soma de vetores)

[14]

[15]

[16]

Se &= 0 a igualdade ¢ imediata pois reduz-se a 0 = 0 + 0.

Suponhamos ¢ # 0. Entdo temos prOJC(a+b) = pl’Ojga-l—pI’OJCB dai obtemos (
H3Cﬁ26+ I ch que multiplicando por ||&]|? fornece: ((&+ b)-¢)¢ = (a- )¢+ (b- )¢, ou
ol

seja, ((F+b)-¢—3-¢—b-5)c=0. Comoc;éO temos (&+ b)-¢— 4~
que é equivalente a (F+b)-C=3a-C+b-

Usando a  comutatividade do  produto interno, temos também  que
a-(b+cC)=(b+<C)-a=b-3+Cc-a=3a-b+4a-c. Logo,

—

F-(b+c&)=a-b+a-¢

Dois vetores nao nulos 3 e b sao ortogonais se, e somente se, - b =10
—

Se & e b forem ortogonais, ent3o (&, b) = Zedaia- b= ||a]|||b]| cos 5 = 1311|6]| - 0 = 0.

Reciprocamente, se &- b = 0, entdo ||4]|||b||cos (&, b) = 0. Como ||4]| # 0 e ||b|| # O,

—

devemos ter cos (4, b) = 0. Logo, (&, b) = 2. isto & de b sdo ortogonais.

Convencionamos que o vetor nulo é ortogonal a qualquer outro vetor. Com isso esta
propriedade pode ser estendida com o sequinte enunciado: “Dois vetores sao ortogonais
se e somente se seu produto interno € nulo.”

lal|*=a-a (ou ||all =Va-a)

E claro que 0-0 = ||0]|>. Se & # 0, entdo, como (a,d) = 0 temos a- a = ||a]|||a]| cos 0, ou
seja, a- a = ||a]]*.

@ b < [[all]|bl|

Esta desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz' . Basta usar a
definicao de produto interno e que o0 mdédulo do cosseno de um angulo é menor do que ou

igual a 1: |a- b| = ||all[|b]|| cos (Z b)| < |||

*Hermann Schwarz (1843 — 1921), matematico alem3o
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3.2.3 Produto interno em coordenadas

Consideremos os vetores & = a;i + aJ+ ask e b= by + bJ+ bsk. Vamos determinar uma
maneira simples de calcular 3- b usando apenas as coodenadas de 3 e de b.

Usando as propriedades [I11], [12], [13]} e os resultados obtidos no exemplo 3.1 podemos
obter uma férmula muito util para o cdlculo de produto interno:
3-b = (a1/+ayj+a3k)- (b1i+boj+bsk) = ari-(byi+byj+ bsk)+ans- (bri+boj+bsk) +ask-(byi+
b2/+é3_/f) = albl_’(l_’l) + albz(lj) + 31b3(i' k) +82b1(j' l) +32b2(_j_]) + 32b3(_]" k) +a3b1(k' I') +
33b2(kj)+33b3(kk) = albl'1+31b2'0+31b3'032b1'O‘I—azbg'1+32b3'Oa3b1'0+33b2'0+33b3'1.
Portanto,

g- E = a1b1 + agbg + a3b3.

Exemplo 3.2 Sejam 3= 2/ + 3/ + 4k e b = —5i — 2 + 2k. Entdo o produto interno entre 3 e
b pode ser rapidamente efetuado da seguinte maneira:

Fb=2-(-5+3-(-2)+4-2=-10-6+8= -8

Exemplo 3.3 Dados i = 8/ — 2/ + 2k e V = 3i + 13/ + k. Para verificar se esses vetores sao
ortogonais, basta verificar se o produto interno deles € nulo. Como -V = 8-3+(—2)-13+2-1 =
24 — 26 4+ 2 = 0 temos que i e V sdo ortogonais.

Exemplo 3.4 Dados dois vetores 3 = a;i + aJ+ ask e b = byi+ bsj + bsk, podemos determinar
o angulo entre eles usando a definicao

—— é’.b

oS 5’,5 = =
(.5) |4l bl

arby + aby + asbs, |3l = /a3 + a3+ a3 e |b| = \/bI + b3+ b3.

= e
a=5 —j+keb=2i+3+3k. Temos: a-b = 10— 3+ 3 = 10,

—

(a,b), entdo

e as formulas & - b
Por exemplo, sejam

18] = V25 + 1+ 1 =27 e||b|| = V4 + 9 + 9 = /22. Portanto, se a
10 10
V27v22 /594’

ou seja, o = arccos\/%. Em geral, deve-se deixar esse tipo de resposta da maneira como
estd, usando a funcdo arco-cosseno. A titulo de curiosidade informamos que usando uma
calculadora ou um computador, pode-se obter uma boa aproximacao para angulos desse tipo.
Neste exemplo, temos o ~ 65°46'34" .

cosa =

3.2.4 Bases ortogonais e ortonormais

Uma base {&, b, C} do espaco tridimensional é chamada base ortogonal quando seus vetores
forem dois a dois ortogonais, ou seja, quando 3-b=3a-C = b-C = 0. Se além de ortogonais
os vetores forem unitdrios entao a base chama-se base ortonormal.

$Gracas a essas propriedades, muitas vezes podemos operar com produtos internos de vetores como se estivéssemos
operando com produtos de nilimeros reais.
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Exemplo 3.5 A base candnica doR3, {i,}, k}, é uma base ortonormal poisi-j =i-k =j-k =0
e |l = Il = k|| = 1.

Exemplo 3.6 A base f; = {a = F—2/4+2k,b=2I+2+k = -2+, + 2/_{} € ortogonal
porque 3-b = &-¢ = b-¢ = 0, mas ndo é ortonormal porque ||a| = V1+4+4 = 3,
16l =vVa4+4+1=3¢e|cl|=V4+1+4=3. A partir de By, podemos construir facilmente
uma outra base que seja ortonormal: basta dividir cada vetor de B, pela sua norma. Obtemos
assim a sequinte base ortonormal:

p 7 b ¢ 1- 2*+2/?2+2+k2+1+k
= —_—, TS, T oo = - — = —1 - — =1 by
SR N ETRTTRIEE R M I H R M R T

A vantagem em se ter uma base ortogonal ou ortonormal € a facilidade com que escrevemos
um vetor dado como combinacao linear dos vetores da base.

Seja {4, b, €} uma base ortogonal, ¥ um vetor do R3 e x, y, z € R tais que V = x3+ yb+ z¢.
Fazendo o produto interno de ¥ com &, depois com b e com &, obtemos:

- vV-a
\7-§:xé’-§+yb-§+25-§:x||é1|2+0+0:>X:W,
V-b=x3-b+yb-b+2zZ-b=0+y|b] +0:>y:”BH2,
- _ o - _ _ - =012 \_/"6
V.-C=x3-C+yb-c+2zc-c=0+0+ z||| :>z:||5”2.

Em particular, se {&, b, ¢} for ortonormal, entio x =vV-&,y =vV-b,z=7-C.

Exemplo 3 7 Vamos calcular as coordenadas do vetor V = 4i — 3] + 2k na base {&, b, ¢} onde

a= l—3j+ 2K, b——l—|-3j+ ik, C———l—|-3j—|— 2k. Note que essa baseeortonorma/(veja
exemplo 3.6). Dai, se V= xd+ yb+zC, entdox = V-a3=4-(3)-3(-2)+2-(2) =
y=v-b=4. (3)-3(3)+2- ():g, =V-T=4-(-3)-3H+2-3)=- 3.Portanto,
as coordenadas de V na base dada sdo %, § e —L.

3.3 Produto vetorial

Definiremos agora outro tipo de produto com vetores: o produto vetorial. A motivacao para
sua definicao também vem da Fisica. Nas definicbes do momento de uma forca, velocidade
angular e de campo magnético ocorrem vetores que sao ortogonais a dois outros vetores.

Antes de dar uma definicao formal vamos fazer alguns cdlculos que justifiquem nossa de-
finicdo. Dados d0|s vetores a= all + azj + agk e b= b1/ + sz + b3k ‘queremos determinar
um vetor vV = xi + yj + zk que seja simultaneamente ortogonal a 3 e a b. Entdo devemos ter
V-3d=0ev-b=0, ou seja,

ax+ay+az = 0
b1X+b2y+b3Z =0
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que é equivalente a

{ AX + dy = —asZ
bix + by = —bsz
de onde podemos obter os valores de x e y em funcao de z:
arbs — azbo asb; — a1 bs
- arby — axby - arb, — agblz'

Para cada valor de z € R obtemos uma solucao para o sistema. Em particular, podemos escolher
7z = aib, — a>b; (para “eliminar” o denominador das fracdes) e daf temos a seguinte solucdo
para o sistema:

X = 32b3 — 83[32

y = asby — aibs

zZ = a1b2 — 32b1
Obtivemos dessa forma o vetor V = (axbs — asho)i + (ashy — 81b3)_7‘|‘ (arby — azbl)/? que €
simultaneamente ortogonal a 3 e b. Chamamos o vetor ¥ assim obtido de produto vetorial de &
por b e denotamos por v = a x b.

Note que nessa definicao Vv for escrito usando determinantes:

— —

Fx b= k

bg b3 b3 bl bl b2

Entretanto, é mais conveniente memorizar a definicao de produto vetorial como sendo o seguinte
determinante:

dy a3 |=» ‘33 di dy do

- - -

T ¢
axb=|a a a3
by by bs

Nem todas as propriedades de determinantes sao vdlidas neste caso. Por exemplo, nao faz
sentido somar a primeira linha com a segundal porque uma linha é formada por vetores e a
outra por escalares.

Exemplo 3.8 Calcular o produto vetorial dos vetores & = 5i + 4f—|— 3k e b = i + k. Temos

i j ok

Vv=axb= 1|54 3| =4i—2j—4k. Observe que Vv é ortogonal a @ e a b porque
1 01

7 V=5-444-(—2)+3-(-4)=0eb-V=1-440-(-2)+1-(—4)=0.

Exemplo 3.9 Vamos calcularix ], jx k e kxi. Usando a definicio, temos: ix] =

O = -

— O -

O O Xy
[l

i h
K. xk= — 7 kxi= =7

o O
O~
= O X
= O
O O -
O = X

Y0 produto vetorial também costuma ser denotado por V¥ = 7 A b
IEsse determinante 3 x 3 é apenas um determinante simbdlico, é um artificio Gtil para lembrar da definicio de produto
vetorial.
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E util memorizar esses resultados para usd-los posteriormente. A Figura 3.7 ajuda nessa
memorizacao.

i
axb
)
. — |
J k I
|
bxa ¥
Figura3.7: ixj =k, jxk=1, Figura 3.8: Regra da mio di- . B
kxi=j reita Figura3.9: ax b=—-bx a

Do cdlculo de um produto vetorial sempre resulta um vetor ortogonal a cada um dos fatores
envolvidos. Além disso, se 3, b e & x b n3o forem nulos, o sentido do produto vetorial pode
ser determinado pela sequinte regra: se J x b apontar para o observador e & for girado para
ocupar a posicao de b, ent3o o sentido de rotacao deverd ser anti-hordrio. Esse fato costuma
ser ilustrado com o nome de Regra da Mao Direita: colocando-se trés dedos da mao direita
como na Figura 3.8, se o dedo indicador representar o vetor @ e o dedo médio representar b,
entao o polegar aponta para a x b.

3.3.1 Propriedades do produto vetorial

Para quaisquer vetores &, b, C e qualquer escalar x sao vdlidas as propriedades mostradas a
seguir (com suas respectivas demonstragoes):

[V1] axa=0

T B ¢
De acordo com a definicdo @ax @ = | a; a asz | = 0, porque neste caso temos um
dp dz2 a3

determinante com duas linhas iguais.
Em particular i x i = j x j = k x k = 0.
[V2] x b= —b x & (Figura 3.9)
Quando trocamosguasqlinhqas de um dgterininzlnte, seu sinal também fica trocado. Devido

I j Kk I j  k
aisso: axb=|a; a a|=—|b by b3 |=-bxa
by by b3 dp dy a3

Usando essa propriedade e o que foi obtido no exemplo 3.9 temos]’x i=—k k xf: —i

eixk=—J
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[V3] x (b+ &) =axb+axc
Como b+ & = (b, + ¢1)i + (by + )] + (b3 + c3)k, temos:

- - —

i 7 k 7k ik
ax(b+c<) = a ar as =la a a3 |+|a a a3 |=3axb+axc
bi+c bo+c bs+cs bi by b3 G G C3

[V4] (x3) x b= x(&x b) = & x (xb)

PJ ok ik [
xZ3xb=x|a a a3|, (x&) xb=|xa1 xa» xas |=x|a a as
bi by bs bi by bs bi by bs

i 7k T

X (XE) = a1 do ds = X| a1 dy a3

Xbl Xb2 Xb3 bl b2 b3

Nos trés casos obtivemos a mesma expressao nos segundos membros das igualdades.

[V5] [|ax bl[* = [|a@1?b||> — (7~ b)
Esta igualdade é conhecida pelo nome Identidade de Lagrange.** Como & x b = (asbs —
asby )i+ (asby — aybs)j+ (a1by — arby )k temos ||ax b||2 = (axbs — azbo)?+ (asby — a1 bs)> +
(arby — anb1)?.

A1BI* = (a3 + a3 + a3) (b2 + b5 + b3) e (3~ b)* = (arby + asbs + asbs)’.

Desenvolvendo os quadrados indicados obtemos a identidade desejada.

[V6] |7 x b|| = ||4]|||b|| sen c, onde a = (&, b)
Usando a Identidade de Lagrange e a definicao de produto interno, temos:
13 > b||> = [|@?|[bl|> — (&~ b)* = [|al[16]]* — (llalll|bll cos @)? = [|a@|?|[bl[*(1 — cos® ) =

alll| Bl sen .

131121 B||? sen2 . Como 0 < o < 7, temos sena > 0 e daf,

[V7] @ x b= 0 se e somente se a e b forem paralelos.

— —

Convencionamos que O é paralelo a qualquer vetor. Logo, se 3= 0 ou b = 0 entao essa

propriedade é dbvia e nao ha o que mostrar.

—

Suponhamos # 0 e b # 0. Entdo: & e b sio paralelos <= a = (&, b) = 0 ou 7 radianos

— sena =0 <= ||ax b|| = ||4]|||b||senax = 0 < dx b= 0.

X b) x C em geral ndo é

O produto vetorial nao possui a proprledade associativa, ou seJa (& X
N=ixk=—]

igual a & x (b x €). Por exemplo, (i x i) xj=0xj=0eix(ixJ)=

3.3.2 Interpretacdao geométrica do médulo do produto vetorial

——

Consideremos o paralegramo ABCD da Figura 3.10. Sejam 3= /@ b—ADea= (3, b).
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D c

(44

A B

a

Figura 3.10: Area do paralelogramo ABCD

A area de um paralelogramo € dada pelo produto da medida da base pela altura, ou seja, €
igual a [|a]| - h = ||a][|| b|| sen & = [[@ x b]|. B

Mostramos assim que o médulo do produto vetorial de a por b € numericamente igual a area
do paralelogramo determinado por eles.

Exemplo 3.10 Calcular a drea do paralelogramo de vértices A = (1,-2,1), B = (2,-1,4),
C=(0,-2,6)eD=(-1,-3,3).
Como AB = B — A = (1,1,3) e AD = D— A = (—-2,-1,2), temos AB x AD =
i J ok
1 1 3 |=5i—8j+k. Portanto a drea de ABCD é dada porH,ﬁxBH =v25+064+1=
2

-2 -1
3V10.
Como AB x AC = AB x (/ﬁ + /ﬁ) =0+ AB x /ﬁ este exercicio também poderia ser

resolvido usando-se R no lugar de ,ﬁ

3.4 Produto misto

Nesta secao definimos mais um produto de vetores. Assim como o produto interno, o
resultado obtido nesse produto também é um escalar.

Dados os vetores & = a1/ + ayj + ask, b = byi + boj + bsk e € = c1i + ¢»f + csk chamamos
produto misto de &, b e & (considerados nessa ordem) ao niimero real'™ &x b - . Denotamos
o produto misto de &, b e € por [d, b, €.

i J ok

Considerando a definicao de produto vetorial, temos & x b = ay a as | = (ab3 —

by by bs

33b2)7+ (asb; — albg)f+ (a1by — azbl)/?. Fazendo o produto interno com € obtemos:

gxb-C= 31b2C3 + 32b3C1 + a3b1C2 — 31b3C2 — 32b1C3 — a3b2C1.

**Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), matemdtico italiano
TNZo ha necessidade do uso de parénteses nessa definicdo: como 3 X (b - €) n3o faz sentido, a dnica possibilidade é
considerar (I x b) - C.
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dp dz a3
Como | by by b3 | = aibycs + aybsc; + asbicy — a1bscy — arbics — asbycy, obtemos
1 & G
dp dy a3
[_: b,g]: bl b2 b3
1 G G

Exemplo 3.11 Calcular o produto misto dos vetores & = 21 + 3/ + 5k, b = —i + 3/ + 3k e
T =47 — 3]+ 2k.

3

[7,b6,8]=| -1 3 = 27.

4 -3

N W Ol

3.4.1 Interpretacao geométrica

H b= _>
Consideremos o paralelepipedo ABCDEFGH definido pelos vetores @ = AB, b = AD e
¢ = AE (Figura 3.11). O volume V desse paralelepipedo é o produto da drea da base (que
igual a ||& x b||) pela altura h.

[©N

axp H G
1 E F
_
h Y
/. D/
b | C
A a B

Figura 3.11: Volume do paralelepipedo ABCDEFGH

— —_— — —
Sendo = axbea = (1, C), temos h = ||C]|| cosa| e dai V = ||ax b||h = ||ax b||||||| cos a]

3.4.2 Propriedades do produto misto
Sejam &, b, C, d vetores quaiquer e x, y € R. Entdo sio validas as seguintes propriedades:

[M1] O produto misto troca se sinal se trocarmos a ordem de dois dos vetores

Esta propriedade é uma conseqiiéncia da propriedade de determinantes que diz que “ao
trocarmos duas linhas, o determinante muda de sinal”.
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[M2] O produto misto é nulo se pelo menos dois vetores forem iguais.

Um determinante que tenha duas linhas iguais é nulo. Portanto, [a,4a,a] =0, [4, 4, b] =0,
[2. b, b] =0, etc.

[M3] [4, b, ] =0 se e somente se &, b e € forem LD;

Se os vetores forem LD, entao um deles é combinacao linear dos outros. Suponhamos
a = xb+ yc. Entdo [3,b,C] = [xb+ yC, b, c] = 0 porque temos um determinante cuja
primeira linha € uma combinacao linear da seqgunda e da terceira linhas.

Se os vetores forem LI, entdo eles ndao sao coplanares e dai o volume do paralelepipedo
definido por eles é diferente de 0 e, neste caso, [a, b, €] # 0.

Il
=
o
L

Il

[M4] O produto misto independe da ordem circular dos vetores, isto é [, b, €
¢ 3 b.
Usando a propriedade [M1], temos: [, b, ¢] = —[b, 3, ¢] = [b, €, 3] = —[d, €, b] = [, &, b].

—

[M5] @-bx C= ax b-C, ouseja, podemos permutar as operacdes "’ e “x" sem alterar o
produto misto.

Basta observar que 3-bx &= bx ¢-a=1[b, ¢, a = [, b, ¢JH.
[M6] [xd+ yb, , d] = x[a, ¢, d] + y[b, €, d|, |3 xb+ yC, d| = x[a b,d] + y|d, . d| |3 b xC+
yd] = x[a. b, ¢] + y[a. b, d].

Também é conseqiiéncia imediata de propriedades de determinantes. Por exemplo, [xd +

xay + ybi xa>+ yb, xasz+ ybs a, a» as bi by bs
yb, ¢ d] = a G s =xla o agl+y|la o c|=
dq d> ds di dry ds di dr ds

x[a. ¢, d) + y[b, ¢ d|.

Observacoes:

Sejam &, b e C vetores. Entao:
e 3-b=0 se e somente se 3 e b forem ortogonais;
e ax b= 20 se e somente se 3 e b forem paralelos;

e [3,b,C] =0 se e somente se &, b e ¢ forem coplanares.

3.5 Exercicios resolvidos

R 11 Mostre que:
a) |&+ blI> = ||a1*> +2a- b+ ||b]]?

#Foj usada na dltima igualdade a propriedade [M4]
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b) (3+b)- (7~ b) = |al* — [Ib]*

Solucao:
a)l|la+bl*=(a+b)-(@+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=|a|*+23-b+|b|*
Da mesma forma podemos obter também que ||a — b||?> = ||a]|? — 24 b + ||b||>.

b) (3+B)-(3—b)=a-4+3b—b-3—b-b= 7>~ |5

o —

R 12 Sejam ii e V vetores tais que ii-V = 4, ||V| = 3v/3 e (i, V) = w/6. Calcule ||i]| e ||id+ V||

Solucao: Como ir-V = ||d]|||V]| cosm, temos 4 = || i - 3\/§~cos(7r/6) = 4 = %HJH =
|dl = §.

Usando R 1, temos: @+ V| = ||d||?>+2d-V+||V||> = (8/9)*+2-4+(3v3)? = 64/81+35 =
2899/81 = ||77+ V|| = 1/2899/81.

R 13 Mostre que ||a+ b|| < |13l + ||b].
Solucdo: Como ||&+ b||> = ||a|> +2&- b+ ||b|>, e d-b < |a-b| < ||a]|||b||, temos:
1@+ bI> < (141> + 2[|a|[[l| + (16> = (l|all + [|b]])?. Portanto, ||7+ b|| < ||al| + [|5]|-

Esse resultado é conhecido como Desigualdade Triangular e pode ser interpretado geo-
metricamente da sequinte maneira: o comprimento do lado de um tridngulo (o ||&+ bl||) ndo
ultrapassa a soma dos comprimentos dos outros dois lados (||a]| + ||bl|).

R 14 Seja {4, b, ¢} uma base ortonormal. Calcule |5+ b+ ¢||.

Solucao: Para evitar raiz quadrada, é mais conveniente iniciar com o quadrado da norma.

|G+ b+¢C|2=(3+b+¢C)-(4+b+¢)=3-3+3-b+3-C+b-d+b-b+b-C+¢-3+C-b+C-C=

13112+ 1|2+ ||€]|24+2(8-b+3-¢+b-&) = 14+1+1+2(0+0+0) = 3. Logo, |7+ b+ || = V3.
Geometricamente, calculamos a diagonal de um cubo de aresta 1.

R 15 Mostre que se os vetores nao nulos &, b e C forem dois a dois ortogonais, entao eles sao L.

Solucdo: Sejam x,y,z € R tais que x3+ yb + zE& = 0. Fazendo o produto interno com 3,
obtemos: a-(ad+ yb+ z€) =x&-8+ya-b+2z3-¢=3-0=0. Logo, x||al|> =0 = x = 0.
Analogamente, fazendo o produto interno com b e com C obtemos y = 0 e z = 0, respecti-

vamente.

R 16 Considere os vetores =3 — 7]+ k e V = —i + 3k.

a) Mostre que i e V sdo ortogonais e determine um vetor w de modo que {i, V, W} seja
uma base ortogonal do R3.

b) Dé exemplo de uma base ortonormal {3, b, €} tais que &, b e € sejam paralelos a @, V e
W, respectivamente.

Solucdo: a) - V=-3+0+3=0, logo, i e V sdo ortogonais. Para encontrar W que seja
simultaneamente ortogonal a ii e a V, uma boa opcao é considerar w = i x V.
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i K
w=| 3 -7 1|=-217-10j-7k.
-1 0 3

|§1

b) Como ii, V e W sdo ortogonais, basta considerar os vetores unitdrios & ﬁ b= ﬁ e
L -
J

- o 3 rd - - G 7
c=7 . Obtemos assim, & = @/—rﬁ—fk b= \FH'fk C=-—F5/— T

U

C
C
a+h ~
“ 5
R
-] A B
A a B R 0 R
Figura 3.12: Teorema de Pitdgoras Figura 3.13: Tridngulo inscrito em semicirculo

R 17 Considere o triangulo retangulo ABC da Figura 3.12. Demonstre o Teorema de Pitdgoras:
la+ bl|* = llall* + [1b]1*.

Solucdo: Como - b =0, temos que |3+ b||> = ||a]| +2a- b+ ||b||> = ||a1]> + || b||.
R 18 Mostre que todo triangulo inscrito em um semicirculo é um triangulo retangulo.

Solucdo:  Consideremos um triangulo ABC inscrito em um semicirculo de raio R e centro O
_>

(Figura 3.13). Queremos mostrar que 0s vetores CA e CB sao ortogona/s Para isso, basta

c_a/)cu/ar seu produt%nterno Como CA @ + OA @ ? + O? e OA = —O? temos

CA-CB = (CO+ OA) - (CO— OA) = ||COIP — |OAIP = R? — R? = 0.

v
—— B
A
5
w X
O /U

Figura 3.14: Lei dos senos Figura 3.15: Cosseno e seno de f — o
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_> =
R 19 _C)fonS/deremos um triangulo Al ABC com lados def/n/dos pelos vetores @ = AB, b = Q
¢ = CA e angulos internos o = ACB, B = BAC e ¥ = ABC (Figura 3.14).

a) Mostre que x b=bx ¢=¢Cx 4.
c) Demonstre a Lei dos Senos:

sena senf  senvy

lat ey el

Solucao:

3)i+b+c=AB+BC+CA=AA=0.

Fazendo o produto vetorial de veca + b+ ¢ com 7 obtemos (§+b+C)xd=ax0 =
bxd+Cx3=0=Cxd=-bxd=—Cxa=3axb

Analogamente, fazendo o produto vetorial com b obtemos 3 x b+ &x b = 0, ou seja,
Fxb=bx7¢

c) Usando a propriedade [V6] do produto vetorial para calcular as normas de a x bedeCxa

temos & bl| sen(m —y) = ||1l[|a| sen(m — ), = ||cllsen p = 2L = 2T

Analogamente, de bx & = € x &, obtemos ||b||||€|| sen(m — a) = ||&][||3]| sen(w — B), ou seja,

A — — B
[bl[sena = [|al|sen B = 55 = T4

Pode-se também obter que ||dx b|| = ||b x &|| = ||€ x &l| calculando-se a drea do tridngulo
ABC.

R 20 Na Figura 3.15 temos uma circunferéncia de centro na origem O = (0,0) e raio 1 e os
pontos A, B e U =(1,0) nessa circunferéncia de tal forma que as medidas dos dngulos UOA e

—
UOB sejam o e B respect/vamente Determine expressées para 3= OA e b = O? e 0 cosseno
do angulo entre a e b.

Solucdo: Ded = cosai+sency e b = cos fi+sen B), obtemos 3-b = cos o cos f+sen asen .
Por outro lado, como & e b sao unitarios e a medida do angulo entre eles é B — o, temos
a-b=3]|||b|| cos(B — a)|| = cos(a — B). Portanto, cos(a — ) = cosa cosf + sena sen f.

R 21 Com os mesmos vetores 3 e b do exercicio R 10 com a restricdo 0 < a < B < m/2,
calcule o produto vetorial & x b e obtenha uma formula para sen(f — o).

— — —

i J k
Solucdo: axb=|cosa sena 0 |=(senBcosa—senacosf)k. Como0<a< B <m/2,
cosB senf 0
temos tga < tgff = 22 < zf;;g —> senfcosa—senacosf > 0= ||axb|| =senfcosa—
sen o cos .
Por outro lado, ||& x b|| = ||3]|||b||sen(B — &) = sen(B — ). Portanto, sen(f — a) =

sen B cosa — sen o cos .

—

R 22 Mostre que [+ b, b+ ¢+ ] = 2[a, b, d].
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Solucao: Usando aspropriedades[MZ] [M4] e [M6] temos [é’ 5 E ¢, a+¢l =13 b+¢C 3
cl+[b,b+¢ a+¢cl=1[a b a+cl+[a ¢ a+cl+ [b b a+c]+[b ¢ 6]: o
—_—

0
[7.¢,a+[a ¢ cl+ [bcal+([bccl=1[abcl+[abcl=2[abcdl.
0 0 0
R 23 Na molécula de metano (CH,), o d&tomo de carbono ocupa o centro de um tetraedro
regular em cujos vértices estdo os dtomos de carbono (Figura 3.16). Os livros de Quimica
mencionam, sem maiores explicacoes, que o angulo entre duas valéncias do carbono é de
109°28'16"”. Na Figura 3.17 temos o tetraedro BDEG incrito no cubo ABCDEFGH de aresta
2, onde A= (2,0,0), B=(2,2,0),C=(0,2,0), D=(0,0,0), E=1(2,0,2), F=(2,2,2),
=(0,2,2), H=(0,0,2).
a) Mostre que BDEG é um tetraedro regular;
b) Mostre que P = (1,1,1) € o centro do tetraedro regular BDEG;

c) Calcule o angulo entre os vetores PE e PG, que € mencionado nos livros de Quimica.

z

4 G

E F
P.
¥

D \ <

A
B
X
Figura 3.16: Molécula de metano Figura 3.17: Tetraedro inscrito em um cubo

Solucao: a) Cada aresta do tetraedro corresponde a uma diagonal de uma face do cubo.
Logo, elas tém o mesmo comprimento e, conseqiientemente, o tetraedro é regular.
b) Para mostrar que P € o centro do tetraedro, devemos mostrar que ele € eqiiidistante dos

vértices, ou seja, que |PB| = |PD| = |PE| = |PC||. Como PB = B— P = (1,1,—1),
temos ||BP|| = /3. Analogamente obtemos ||PD| = |PE| = PG| = V3.
c) Da definicdo de produto interno, obtemos

PE . PG
COS ? ? =
- IPEIPG|

Como PE PG = (1,—1,1) - (=1,1,1) = =1 — 1+ 1 = —1, obtemos:

cos(? ? \/_\/_ —%.

Portanto o dngulo procurado € arccos(—3) ~ 109°28'16".
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R 24 As expressoes a x (5 x C) e (ax B) X C sdo conhecidas como produtos vetoriais triplos.
Mostre que

x (bx &) =(5-6)b—(a-b)¢&
( xb)x ¢=(3-8)b—(C-b)a

Solucdo:  Calculemos inicialmente as coordenadas dos vetores @x (bx ¢) e (&-&)b— (&- b)C
na base ortonormal {7, f E}. Para isso, basta calcularmos os produtos internos desses vetores
com os vetores da base (secdo 3.2.4).
1 0 0
e % (Ex C) = [7, 3 b x cl = a a as = ax(b1cy — bycy) —
b2C3 — b3C2 b3C1 — b1C3 b]_C2 — b2C]_

33(b3C1 — b1C3) = a_?b]_CQ — a%bgCl —_c:)3b3C1 + 33b1C3.

Por outro lado, i - ((&-C)b— (a- b)C) = (a1¢1 + a2y + azcz3)by — (arby + axby + asbs)cy =
32b1C2 — 32b2C1 — a3b3C1 + a3b1C3.

Analogamente, j'ix(/;x &) =[j,a bxé& =j-((3-¢)b—(a-b)T) e k-ax
k-((&-¢)b—(a-b)7).

Como os vetores 3x (bx €) e (a-€)b—(3-b)C tém as mesmas coordenadas na base candnica
{i.], k} concluimos que eles sdo iguais.

A sequnda igualdade pode ser demonstrada a partir da primeira: (3x b)x ¢ = —&x (dx b) =
—[(¢-b)a—(¢-a)b|=37-ch—C- ba.

(bx¢) = [k, & bx¢] =

R 25 Mostre a Identidade de Jacobi T

(T x V) x W+ (Wx i) x 7+ (Vx W) x i=0.

Solucdo:  Usando trés vezes a formula provada no exercicio R 14 temos: (i x V) X W =
(- W)W —(W-V)d, Wx D) xvV=W-Vd—(V-0)W, (VX W)yxd=(V-o)w— (T-wW)V.

Somando as trés equacoes anteriores obtemos o resultado desejado.

3.6 Apoio computacional

Além das operacodes de adicao, subtracdao e produto por escalar, o Maxima tem também um
produto interno implementado que é simbolizado por um ponto.

(%i01) u: [2, -7, 11;

[2,-7,1]
(%i02) wv: [3, 0, 5];
[3,0,5]
(%i03) u.v;
11

TKarl Gustav Jacobi (1804 — 1851), matematico alem3o



56 CAPITULO 3. PRODUTOS DE VETORES

Vemos desse modo que o produto interno dos vetores 7 = 27 — 7f+ kevV=23I+5ké igual a
v =11.

-

Exemplo 3.12 Determinar o valor de m para que o0s vetores il = m7+j —kev=mi+ m]'+ 2k
sejam ortogonais.

(%04) u:[m,1,-11; v:[m,m,2];
[m, 1,-1]

[m, m, 2]

(%i06) solve(u.v=0, m);
[m=1, m=-2]

Concluimos que o valor de m procurado é m=1 ou m = —2.

A norma, o produto vetorial e 0 produto misto ndo sao pré-definidos no Maxima. No entanto,
suas definicoes sao muito simples:

(%i07) N(v):= sqrt(v.v);
N(v) = +/v.v

(%i08) vetorial(u, v):= [ul2] v[3]-ul3] v[2],
ul[3] v[1]-ul1] v[3], ul1] v([2]-ul2] v[1]];
vetorial(u,v) := [Uavs — UzVa, UsVy — U1V3, UpVo — UpVi]

(%i09) misto(u, v, w) := u.vetorial(v, w);
misto(u, v, w) := u.vetorial(v, w)

Exemplo 3.13 Dados os vetores i = i — 7k, V = 3i + 4] + 5k e w = 2i — 2] + 11k, calcule
|, |V, \wl|, &.V, d.w, Vv.w, [d,V, W], dx(Vxw) e (0xV)xWw.
(%i10) w: [1, 0, -71; v: [3, 4,5]; w: [2, -2, 11];
[1,0,—7]
(3,4, 5]
2, -2,11]
(%i13) u.v; u.w; v.w;
—-32
—75

53
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(%i16) N(u); N(v); N(w);

5v2

5V2

V129

(%i19) misto(u, v, w);
152

Nas linhas de comando anteriores, obtivemos o sequinte: .V = —32, i.w = —75, V.wW = b3,

17| = 5v2, |7]| = 5v2, [|W] = V129 e [, 7, W] = 152.

(%i20) vetorial(u, vetorial(v, w));
[161, —364, —23]

(%i21) vetorial(vetorial(u, v), w);
[—278, —300, —4]

Observe que i x (VX W) # (I x V) X W.

-

Exemplo 3.14 Mostre que (& x b) x (€ x d) = [a, b, d|¢ — [, b, €]d, para quaisquer vetores &,
b, Ced.

G+ ¢+ Gk e d=d+d,j+dk

(%i22) a:lax,ay,az]; b:[bx, by, bzl; c: [cx,cy,cz]; d:[dx,dy,dz];
[ax, ay, az]
[bx, by, bz]
[cx, cy, cz]

[dx, dy, dZ]

Calculamos duas expressdes expr; = (3 x by x (Ex d) e expr, = [3,b,d|¢ — [4, b, &]d
e verificamos que elas sao iguais, ou seja, que expr, — expr, = 0. Isso demonstra a férmula
desejada.

(%i24) exprl: vetorial(vetorial(a, b), vetorial(c, d));

[(azbx—axbz)(cxdy —cydx)—(axby —aybx)(czdx—cxdz), (axby —aybx)(cydz—
czdy)—(aybz—azby)(cxdy — cydx), (aybz — azby)(czdx — cxdz) — (azbx — axbz)(cydz —
czdy)]
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(%i25) expr2: misto(a, b, d)*c - misto(a,b,c)*d;

[cx(ax(bydz —bzdy)+ ay(bzdx — bxdz)+ az(bxdy — bydx)) — (ax(bycz—bzcy) +
ay(bzcx—bxcz)+az(bxcy —bycx))dx, cy(ax(bydz—bzdy)+ay(bzdx—bxdz)+az(bxdy —
bydx))—(ax(bycz—bzcy)+ay(bzcx—bxcz)+az(bxcy — bycx))dy, cz(ax(bydz —bzdy)+
ay(bzdx — bxdz) 4+ az(bxdy — bydx)) — (ax(bycz — bzcy) + ay(bzcx — bxcz) + az(bxcy —
bycx))dz]

(%i26) expand(exprl-expr2);
[0,0,0]

3.7 Exercicios propostos

A 20 Determine x € R de modo que os vetores T =xi+2j—k e V=3i+xj+ 10k sejam
ortogonais. Resp.: x =2

——

A 21 Calcule (5,b), onde §=2/+2/+k e b=3i+4j. Resp.: arccos 1

A 22 Encontre a projecao ortogonal do vetor v = 27+f— k sobre o vetor 7 = 7'+f. Resp.:
37 37

2/ T2

A 23 Determine um vetor de médulo igual a 5 que seja simultanemente ortogonal aos vetores
F=7+2/+k e V=27+j—K. Resp.: —2L74 23] 55[

b=12/—3j+ ke =4 —3k. Mostre que &x (bx &) # (ax b) x .
8/ — 8/ + k, (&xb)x &=23/+ 3]+ 4k
A 25 Mostre que:

a)ab=4(|a+ B ~ 4l - [B|)

b) &-b=(Ia+bl” —[I7-bI")

c) l|a+ blI* + [la— bl|* = 2(||all* + ||b[1*)

———

A 26 Sejam e b vetores unitarios tais que (&, b) = m/6. Mostre que ||(7—b) x (d+2b)|| = 1/2.
A 27 Mostre que 3 e b sio vetores ortogonais se e somente se ||d+ b|| = ||&— b||.

A 28 a) Calcule a drea (usando produto vetorial) e a medida do angulo interno oposto ao maior
lado do tridngulo PQR onde P =(0,0,0), @ =(6,0,0) e R =(3,4,0)

b) Represente o tridngulo PQR em um sistema de eixos coordenados e calcule novamente
a drea usando a conhecida férmula

(base) - (altura)
5 :

Verifique se o resultado encontrado coincide com o que foi obtido no item (a). Resp.: drea
= 12, angulo = arccos %

Areap =
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A 29 Calcule a drea do tridngulo cujos vértices sao os pontos A = (1,0,1), B =(3,2,—-1) e
C = (6,—1,5). Mostre que esse tridngulo € retangulo.

A 30 Mostre que se i for ortogonal a Vv — w e V for ortogonal a & — w, entdao w é ortogonal a
uv—v.

A 31 Seja 3, b e € uma base ortonormal. Calcule ||7—b— ¢ e <%5— %5) -(50).

A 32 Selamd=mi+j—kev=mi+mj+2k

a) Determine m de modo que & seja ortogonal a V.

b) Com o valor positivo de m obtido no item (a), determine w de modo que {&, V, W} seja
uma base ortogonal de R3.

c) Obtenha as coordenadas de & = i + 7/ + 2k na base {7, ¥, w} do item (b).

A 33 Determine x para que os pontos A= (1,1,5), B=(0,1,2), C=(2,1,0) e D = (x,2,3)
sejam coplanares.

A 34 Determine x de modo que o volume do paralelepipedo com arestas definidas pelo vetores
a=-2I+xj, b=xi—j+k, C=1+ k sejaigual a 2 unidades de volume.

A 35 Seja {3, b, €} uma base ortogonal tal que ||]| = 2, ||b|| = 3 e ||¢]| = 5. Calcule |[&, b, &]].
Resp.: 30

A 36 Calcule o volume do tetraedro (piramide com 4 faces triangulares) cujos vértices sao 0s
pontos A = (1,2,1), B = (7,4,3), C = (4,6,2) e D = (3,3,3), sabendo que o volume do
tetraedro definido por &, b, C e d é 1/6 do volume do paralelepipedo definido pelos mesmos
vetores.

B 8 Sendo 7 e b vetores quaisquer, mostre que (3 + b) x (& — b) = 2(b x &). Interprete
geometricamente esse resultado. Resp.: A drea do paralelogramo sobre as diagonais é o
dobro da drea sobre os lados.

B 9 Calcule a drea de um paralelogramo ABCD cujas diagonais sao R =2/ —3k e BD =
27 4+ 5] — k.

B 10 Demonstre que as diagonais de um losango sao perpendiculares entre si.

B 11 Determine a solucao X do sistema

x|
—~~
y
|
N
_|_
x|
N—r
|
N

B 12 Sejam 7 e b vetores tais que ||al| = 3, ||b|| = 5, (&, b) = /3. Determine o valor de m de
modo que:
a) &+ mb e 3 — mb sejam ortogonais

b) &+ mb e &— mb sejam paralelos
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—

B 13 Ache i ortogonal a v = 47— +5keaw=1—2j+ 3k que satisfaca 7" (7+f+ /_{) = 2.

— —

B 14 Sejam 3, b e € vetores unitdrios tais que 3+b+¢ = 0. Mostre que 3-b+3-C+b-C = -3/2.

B 15 Consideremos vetores &, b e & com 5;& 6
a) Se a- b=3-¢ podemos concluir que b=
b) Se a x b=3x¢ podemos concluir que b

B 16 Considerando um triangulo com lados definidos por &, b e C = & — b, mostre o resultado
conhecido como Lei dos Cossenos:

I€11* = (141> + |[BlI> — 2]|al|[| Bl| cos (&, b)
(Sugestdo: ¢-¢=(a—b)-(a— b))

B 17 Os cossenos diretores de um vetor vV sao 0s cossenos dos angulos a, B e v que v forma
com os vetores 7, j ek, respectivamente. Seja vV = xi + yJ + zk. Mostre que

y
= e Ccos

a) cosa = , cos B v =
VX2t y2+ 22 VX2 +y? 4 22 VX2 +y? 4 22

b) cos? a + cos?® B + cos®y = 1.

C 8 Um vetor vV de comprimento 5 tem dois de seus cossenos diretores dados por cosa = 1/3

/\

ecosf=1/4 onde a = (V,i)efB = ( 7). Determine as coordenadas de ¥V na base candnica
do R3.

C 9 Seja 9 o0 angulo entre os vetores vy = xii + yij + z1k € ¥ = xoi + y»j + zok. Mostre que
Ccos8 = cosay - COSay + €0s B - cos By + COS7Y; - COS Yo

onde cosay, cos Bi, COS7Y1, COSQ, COS PBr, COSY, S30 0S cossenos diretores de ) e Vo, respec-
tivamente.

C 10 Sejam &, V e w vetores ndo nulos. Mostre que |[i, V, W]| < ||d]|||V]]||wW]| e que vale a
igualdade se e somente se os vetores sao ortogonais dois a dois.

C 11 Mostre que se 3x b+ bx +Ex 3=0, entdo &, b e T sdo LD.
(Sugestdo: Faca o produto interno com C.)

C 12 Mostre que

-0 a-v aw
[3.b,c][d,V,W]=|b-T b-V b-w
c-if ¢V C-w

(Sugestdo: det(A)det(B) = det(AB?))
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C 13 Seja {4, b, €} uma base do R? e v um vetor no espaco tridimensional. Mostre que

_>E_> _>_>_>_’ - T
V= [V'; C]5+ 4. Z’ C]b+ 4. [3’ V]é.
[4b.¢] [4b¢ [4Db ¢

(Sugestao: Sendo V = xa+ yb+ zZ, faca o produto vetorial por & Depois, faca o produto
interno por b para obter o valor de x. )

C 14 Mostre que

—

(@xb)-(Exd)+(bx&)-(Fxd)+(Ex 3 (bxd)=0.

(Sugestao: Use a propriedade M5 e o exercicio R 15)

C 15 Se b for um vetor ortogonal a &, entdo existe um vetor € tal que b= 3 x C.

(Sugestao: Considere ¢ = ﬁ e use o exercicio R 14.)
C 16 Mostre que (& x b) x (¢ x d) =[a, b, d]¢ —[a, b, &]d.

C 17 Considere a equacao - X = b, onde 3 é um vetor nao nulo e b € R sao dados e X é um
vetor a ser determinado.

a) Mostre que se X; e X> sao duas solucdes dessa equacdo, entdo X; = X» + € onde C é um
vetor ortogonal a 4. Conclua a partir dai que existe um vetor V tal que X; = X% + a X V.

b) Mostre que X = ﬁ é uma solucao particular da equacao dada.

c) Mostre que a solucdo geral da equagao a- X = b é dada por

ba
[Ells

-

+axv

X =
onde V € um vetor arbitrario.

C 18 Considere a equacio 3 x X = b, onde & é um vetor ndo nulo e b é um vetor ortogonal a
a sao dados e X é um vetor a ser determinado.

a) Mostre que se X; e X> sao duas solugdes dessa equagdo, entdo X; = X, + € onde C € um
vetor paralelo a 4. Conclua a partir dai que X; = X, + ka onde k é um escalar.

b) Mostre que X = % é uma solucao particular da equacao dada.

(Sugestdo: use R 14.)

c) Mostre que a solucdo geral da equacdo a x X = b é dada por

bx a

- k_’
T

X =

onde k € um escalar.
d) Determine todas as solu¢des de (3/ —j +5k) x x =i —2j — k.
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C 19 Mostre que a solucao X do sistema
ax X =
C-X = m

comd-b=0,3-C#0emeR édada por

bxa >4 [3.b.¢
_ xa+(mllc’ﬂ|+[a c1>§

(e d)

<l

E (a-o)lal?

Sugestdao: Use a primeira equacao e o exercicio C 11 para obter X em funcdo de a, b e
k € R. Depois, substitua na segunda equacao para calcular o valor de k.

C 20 Mostre que (3% b) - (b x &) x (¢

5) = ||&- b x &||? para quaisquer vetores 3, b e €.
(Sugestao: calcule V x (C x &) com V = b).

X
b x C e, depois, faca o produto interno por & X b)

C 21 Os reciprocos de d, b, € sdo os vetores 3, b, & que satisfazem as propriedades:

o F=b-b=c-2=1
§.b=3.-¢=b.-3=b-¢=¢-3=0-b=0
Mostre que:
- bx¢& - Cxa Fxb
a) Os reciprocos de 3,b,C sdo @ = —=—, b= —=—, T’ = —=—
[a, b, C] [a, b, C] (@, b, C]
- 1
b) 14,0, ¢) = —=—
[a, b, ¢]

c) Se {3 b, ¢} for LI, entio {7, b, '} também é LI

—»

c) Os reciprocos de &, b,

Q-’l
o

—

d) Determine os reciprocos de i /_{ Resp.: 7] k
d) Determine os reciprocos de 27 + 3]'— K, i f— 2K, —i + 2f+ 2k

Resp.: 2i+ 1k, —&+j— Lk —Li+j- %k

wlo

C 22 Se 7 e b sdo ortogonais, entdo mostre que & x (@ x b) = —||a]|%b e que
Fx (3% (ax (dx b)) =|al*b.
C 23 Se ii, V e W s3o vetores quaisquer, mostre que é verdadeira a |ldentidade de Appolonius:

. IR S I
||W—U\!2+\|W—V||2=§||U—V||2+2||W—§(U+V)H2-
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C 24 Seja E um ponto qualquer da reta suporte do lado CD do paralelogramo ABCD. Mostre
que a drea desse paralelogramo € dada por ||AB x AE]|.

C 25 Se a = {vi, v, 3} for uma base do R3, entdo B = {ui, t», U3} € uma base ortonormal,
onde
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Capitulo 4

Retas e Planos

Neste capitulo, fazemos uma introducao a Geometria Analitica Espacial através do estudo
dos objetos ponto, reta e plano. Esses objetos sao considerados conceitos primitivos da Geo-
metria e, por causa disso, nao sao definidos — sao supostamente conhecidos a priori.

4.1 Introducao

Planos e retas sao os objetos da Geometria Analitica que podem ser descritos através de
equacdes de primeiro grau e, por isso, sao denominados lineares. Sao os objetos mais simples
da Geometria Analitica, mas podem ser usados para a construcao de objetos mais complexos
juntando-se varios " pedacos” de retas ou planos, conforme mostrado nas figuras a seguir.

65
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4.2 Equacao do plano

Um plano é o conjunto de todos os pontos do espaco que satisfazem a uma equacao do
primeiro grau nas varidveis x, y, z da forma ax + by + cz + d = 0. Esse tipo de equacao é
denominada equacao cartesiana.

E possivel descrever os pontos de um plano como sendo aqueles que satisfazem um conjunto
de trés equacoes x = xp + a1t + axs, ¥ = Yo + bit + bys, z = zy + ¢t + 5. Essas equacoes
sao do primeiro grau nas varidveis t e s e sao denominadas equacdes paramétricas do plano. As
varidveis t e s sao denominadas parametros.

Os planos costumam ser denotados por letras gregas mindsculas: «, B, v, 7, o, etc.

@

Os planos de equacdes x =0, y = 0 e z = 0 sao denominados planos coordenados e estao
representados na figura a sequir. Também costumam ser chamados plano yz, plano xz e plano
Xy, respectivamente.

@
|
-

2
|
=

4

Exemplo 4.1 Dado um plano o de equacao 2x + 3y +5z —7 = 0, dé exemplo de coordenadas
de um ponto que pertenca a esse plano e de outro que ndo pertenca.
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Para obter um ponto desse plano, podemos atribuir qualquer valor a duas das varidveis e cal-
cular o valor da terceira usando a equagao dada. Por exemplo, escolhendo-sex =2 ey =1, cal-
culamos z = =223 = T-24-3 = 0. Logo, P(2,1,0) é um ponto desse plano a.. Podemos confir-
mar que esse ponto P pertence ao plano a substituindo suas coordenadas na equacido do plano:
2:24+3:-14+5-0—7=0 que equivale a0 =0 que é uma sentenca verdadeira.

Se trocarmos uma das coordenadas de P por outro valor, obtemos um ponto que nao pertence
ao plano. Por exemplo, Q(2,1,4) ndo pertence a a (o 0 de P foi trocado pelo 4). Podemos
confirmar isso substituindo suas coordenadas na equacao do plano: 2-2+3-1+5-4—-7=0

que equivale a 20 = 0 que é uma sentenca falsa; logo, Q & a.

Exemplo 4.2 Dado um plano B cujas equacdes paramétricas sao x = 1+3t+2s,y =2—t—s
ez=4+4t+s, dé exemplo de dois pontos P; e P, desse plano.

Neste caso, basta escolher valores para os parametros. Para cada escolha dos parametros,
obtemos um ponto do plano. Por exemplo, escolhendot = 3, s = 4, obtemos x = 1+9+48 = 18,
y=2-3—-4=-5z=44+3+4=11. Logo, P(18,—-5,11) € B. Escolhendo agora t = 0,
s=0, obtemos x=14+0+0,y=2—-0—-0ez=4+4+0+0. Logo, P,(1,2,4) € outro ponto
do plano.

4.2.1 Plano que passa por trés pontos

Dados trés pontos A, B, C, se eles nao estiverem sobre uma mesma reta, entdo eles deter-
minam um unico plano. Seja P(x, y, z) um outro ponto qualquer desse plano.

Entao os vetores ,ﬁ /@ e R sao coplanares. Logo, um deles, dig_a>mos o_)ﬁ, é combinacao
linear dos outros dois, ou seja, existem escalares r e s tais que AP = rAB + sAC. Ao ser
desenvolvida, essa equacao vetorial leva as equacdes paramétricas do plano.

Outro modo de encontrar a equacao do plano que passa pelos pontos A, B, C é calcular o
vetor normal ao plano M = AB x AC. Assim, se P(x, y, z) for outro ponto do plano, os vetores
/ﬁ e 11 sao ortogonais, isto é, AP -1 = 0. Se for desenvolvida, essa equacao leva a equacao
cartesiana do plano.

4.2.2 Plano que passa por um ponto e vetor normal dado

Dado um vetor 7 = (a, b, ¢) normal a um plano a e Py(xo, Yo, Z0) um ponto desse plano.
Se P(x,y,z) for outro ponto do plano, entdo os vetores PyP e i sdo ortogonais, ou seja,
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Como ﬁ: (X — X0, Y — Y0, 2 — o), temos ﬁ’-ﬁ: a(x —x0) + b(y — o) + c(z — z) =0,
que equivale a ax+ by +cz+d =0, onde d = —axg — byy — cz.

4.2.3 A utilidade do vetor normal a um plano

O vetor normal é fundamental na hora de colorir uma imagem tridimensional em computador.

O angulo que o vetor normal forma com o vetor que vai da fonte de luz ao objeto é quem
determina a intensidade de iluminacao. Em geral, se esse angulo for préximo de zero, o objeto
serd iluminado de modo mais intenso e se for préximo de 90° serd iluminado menos intensamente.
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Além disso, o vetor normal € (til na hora de determinar a parte exterior e a interior de algum
objeto tridimensional, conforme mostrado na figura anterior.

Exemplo 4.3 Dados A(7,-1,-1), B(—3,-1,1), C(—2,1,0) determine as equacdes cartesiana
e parameétricas desse plano.

Seja P(x,y,z) um ponto genérico desse plano. Como /ﬁ /@ R sdo coplanares temos
que existem escalares p e q tais que AP = pﬁ + qﬁ, ousegja, (x—7,y+1,z+1) =
p(—10,0,2) 4+ g(—9,2,1) de onde obtemos as equacdes paramétricas:

X=7—10p—-9q, y=—-1+2q, z=—-14+2p+q.

Para obter a equacao cartesiana, basta usar que [,ﬁ, /@ R | = 0 e desenvolver o determi-
nante assim obtido:

x—7 y+1 z+1
—10 0 2 =0 = —4(x—-7)—8(y+1)—20(z+1)=0 = x+2y+5z=0.
-9 2 1

Exemplo 4.4 Dado o plano o : 5x — 3y + 4z + 1 = 0, mostre que i = (5, —3,4) é um vetor
ortogonal a esse plano.

Sejam Py(ay, b1, c1) € Px(aq, by, ) dois pontos quaisquer do plano. Entdo, suas coordenadas
satisfazem a equacao do plano, ou seja, 5a; — 3by +4¢c,+1=0eb5a, —3b,+4c,+1 =0
_SL>/btra/ndo—se essas equacdes, obtemos 5(a, — a;) — 3(by — by) + 4(c; — ¢1) = 0. Como
P]_P2 = :DQ— Pl = (82—81, bg—bl, CQ—Cl) eﬁ—X>P1P2 = 5(32—31)—3(b2—b1)+4(C2—C1) =0
temos que i € ortogonal a um vetor genérico P, P, e, consequentemente, i é ortogonal ao plano.

Exemplo 4.5 Determine a equacdo do plano B que passa por Py(4,1,5) e € ortogonal ao vetor
=5 —2j+7Tk.

A equacado de B € da forma 5x — 2y + 7z + d = 0. Substituindo as coordenadas de P,
obtemos20—2+35+4+d = 0, isto é, d = —53. Portanto, a equacao de B é 5x—2y+7z—53 = 0.

4.3 Equacao da reta

Uma reta pode ser definida através de um ponto Py(xo, yo, Zo) pelo qual ela passa e um vetor
V que dé a sua direcdo. Neste caso, o vetor V = (vq, v, v3) € denominado vetor diretor da reta.

z

\PO
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. . . —= .

Se um ponto genérico P(x, y, z) pertencer a reta, entdo PpP = (X — X0, ¥ — Y0, Z — 20) € V

sao colineares; logo, existe um escalar t € R tal que Poz =tV,ouseja, (Xx—x0,¥Y—Y0.Z2—2) =
(twvy, tvy, tv3) que equivale a

X = Xy+ wt,
Yy = Yo+ wt,
z = Zy+ vt

Essas equacoes sao denominadas equacoes paramétricas da reta e t € o pardmetro.
Sevi #0, v» #0 e v3 # 0, entao podemos isolar o parametro nas equacoes paramétricas

para obtermos t = *2¢, t = 710, t = 272 ou seja,

X=X Y=Y Z—2

i Vo V3

Essas equacdes (sem o pardmetro t) s3o denominadas equacoes simétricas da reta r.

4.3.1 Reta como intersecao de planos

Uma reta também pode ser definida por dois planos distintos o e B que nao sejam paralelos.

Neste caso, determinamos um ponto R, pertencente a aaN B através de uma solucao do sistema
linear formado pelas equacoes dos planos

81X+b1y+C12—|—d1 =0
82X+b2y+CQZ—|-d2 =0

e o vetor diretor da reta pode ser V = iy X iy, onde ny = (ay, b1, ¢1) € ny = (az, by, ¢) sao os
vetores normais a cada um dos planos. Assim, se P(x, y, z) for um ponto genérico da reta, as
equacoes paramétricas podem ser obtidas a partir da equacao PPy = tv.

Exemplo 4.6 Determine a equacdo da reta que passa pelos pontos A(3,4,5) e B(5,1,0).
Seja v = /ﬁ =B — A= (2,-3,-5). Escolhendo Fy como sendo o ponto A, temos que as
equacoes paramétricas da reta sao. x =3+ 2t,y =4 —3t,z="5— bt.

x—1 y—-2 z—-4

) 7 )
um ponto Py € r, um vetor diretor da reta e as suas equacoes paramétricas.

Um ponto na reta é o P(1, 2, 4), um vetor diretor é o V = (4,7,5) e as equacbes paramétricas
sqo: x =144t, y =2+ 7t, z=4+ b5t.

Exemplo 4.7 Seja r a reta com equacoes simétricas . D& exemplo de
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Exemplo 4.8 Seja s a reta com equacdes paramétricas sdox = 2+3t, y =5—4t, z=10+11t
comt € R. Dé exemplo de um ponto Py € s, um vetor diretor da reta e as suas equacoes
simétricas.

Um ponto na reta € o Py(2,5,10) (basta escolher um valor para t, por exemplo t = 0), um
vetor diretor € Vv = (3, —4,11) (formado pelos coeficientes de t). Para encontrar as equacoes
paramétricas, basta isolar o t das equacdes: t = 22, t = Y2, t = 12, Portanto, as equacdes
simétricas da reta sao

x—2 y—-5 z-10

3 —4 11

Exemplo 4.9 Determine as equacoes paramétricas da reta definida pela intersecao dos planos
2x+y+3z=06ex+y+z=4.

Inicialmente, vamos obter um ponto Py pertencente aos dois planos. Escolhemos um valor
qualquer para uma das varidveis (digamos, z = 0) e calculamos as outras varidveis usando as
equacoes: z = 0 implica2x +y = 6 e x + y = 4. Subtraindo essas duas equacdes, obtemos
x = 2 e substituindo em uma das equacdes, obtemosy = 4—y = 2. Logo, Py(2,2,0) pertence
a intersecao dos planos. Os vetores normais a esses planos sdo i, = (2,1,3) el =(1,1,1).

J Kk
1 3 |=(-2,1,1). Portanto, as equacbes paramétricas da reta sdo
11

t.

4.4 Angulos e distancias

4.4.1 Angulo entre dois planos

O angulo entre dois planos o e B, denotado por (o, 8) € definido como sendo o menor
N g e ~ . .
angulo entre (i}, M) e (—ny, My), onde ny e ny s30 0s vetores normais a « e B, respectivamente.
Sendo assim,
|y - 1o

COSOT,T8 =TS0
e AT

4.4.2 Angulo entre duas retas

O angulo entre duas retas r e s, denotado por (r,s) é definido como sendo o menor angulo
— = ~ , ,
entre (4, o) e (—V4, i), onde v; e v, sdo os vetores diretores de r e s, respectivamente.
|y - 5

cos(r,s) = ———.
A
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4.4.3 Angulo entre uma reta e um plano

O angulo entre uma reta r e um plano «a, denotado por (r,a) é definido como sendo o
< Ed
completmento do menor angulo entre (i, V) e (—n, V), onde n é o vetor normal a v e V é o

’_‘ _)|

-V
Exemplo 4.10 Calcule o angulo entre os planos o : 2x+5y+3z+7=0eB : x—4y—5z—11 = 0.

>

: T T : ~
vetor diretor de r. Assim, (r,a) = 5~ 0 e 0 satisfaz a equacao cosf =

=i

il

Os vetores normais a o e B sdo il = (2,5,3) e My, = (1, —4, =5), respectivamente. Como

iy i, =2—20— 15 = —33, :\/4+25+ = V3B el = VI+16+25 = V42,

e —

temos cos (a, B) = \Iml\llﬁz‘ll Teeum = susss- Logo, (a B) = arccos(555) ~ 34°18".

Exemplo 4.11 Calcule o angulo entre r : *z* = Y22 = 22 e 1 4x — 2y — z — 10 = 0.

6 5
Sejam Vv = (6,5,8) e i = (4,—2,—1) o vetor d/retor da reta e o vetor normal do plano,
) - ﬁm _ 24—10—8| _ 6
Es&ct/vamente A partir dai, cos(0) = T = TmemssteavieraT — sose  ortanto,
= = _ — /
(r,a) = 6 = arccos(wﬁ) ~ 6°43'.

4.4.4 Distancia entre dois pontos

Dados dois pontos Pi(xi, y1,21) € Px(x2, ¥2, 22) no espaco tridimensional, a distancia entre
eles é a norma do vetor PP, = (x, — x1)7+ (yo — yl)f—l— (zo — zl)/?:

—
e, = PPl = V0o = x1) + (12 — 1) + (22 — 7).
Por exemplo, a distancia entre os pontos A(5,3,7) e B(0,1,4) é

das =/(5—-02+(3-1)2+(7-4)2=v25+4+9 =38

4.4.5 Distancia de um ponto a um plano

Consideremos um ponto Py(xg, Yo, Zp) no espaco tridimensional R® e um plano a cuja equacdo
éax+by+cz+d=0. Se Ry € a, entdo a distancia de Py a a é nula. Suponhamos P, € a
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e vamos calcular a distancia de Py a a, denotada por dp, o. Seja P(x,y, z) um ponto qualquer
do plano a.

Fy

/1
|

s =

=

0
Consideremoﬂ)e a de tal forma que Py P; seja ortogonal a . A distancia de Pya o é a
norma do vetor Ry P;. L B _
Seja 1 o vetor normal ao plmfx, ou seja, ﬁ: ai%— bj + ck. como i e PP, sao paralelos,
exite um escalar t € R tal que PP, = tin = tai + tbhj + tck.

o —

—
Se 8 = (PP, m), usando a definicdo de produto interno, temos:

PolDl = H'DO’DIH HP()FSH - Ccosf.

Dai, |PyP; - P0/5] = ||P0P1||i>P0/5|| |cos6|. Usando a definicdo de cos 6 no triangulo rﬁngulo
PPy Py, temos |cosB| = 'P—L%—” de onde obtemos |P0P1 P0F5| = HPoP1H HPoPH ‘P—L’iﬂ ou

[|Po PP’
— — s —— =5
seja, [P, PoB| = |RPLl - | PPl que equivale a dap = |[PoPL| = BEREL Como PP =

PyP;
(x —x0)i + (v — yo)j + (z — z0)k, temos que o
—d
dpe = [ta(x — x0) + tb(y — yo) + tc(z — 7)) _ |[t[(—axo — byy — ¢z + ax + by + c2)
Vt2a? + 122 + t2¢2 t]Va? 4 b? + 2

de onde finalmente obtemos:
\axo + byo + CZy + d’
dPoOt — -
Vva?+ b? + c?

Exemplo 4.12 Consideremos o plano a cuja equacao € 2x — 4y + 3z — 5 = 0 e um ponto

Po(3.3,1) ¢ . Entdo: dpe = BFEEES = B — 820

Exemplo 4.13 Vamos calcular a distancia entre os planos paralelos o - 3x — 5y +2z+4 =0
e 6x—10y +4z — 11 = 0. Neste caso, basta considerar um ponto Py em um plano e
calcular a distancia desse ponto ao outro plano. Vamos determinar um ponto Py € a. Para
isso, basta atribuir qualquer valor a x e a y e calcular o z usando a equacao do plano. A partir
de2z = —4+45y —3x, escolhendo x =y =1, obtemos2z = —4+5—3 = -2, ou sgja, z= —1.

Assim, Py(1,1,—1) € a e sua distancia outro plano é dyp = dp, g = '\?36121;%111(1 == V38

Refaca agora esses calculos considerando um ponto qualquer do plano B e calcule a distancia
desse ponto ao plano o e verifigue que dd mesma resposta anterior.
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4.4.6 Distancia de um ponto a uma reta

Consideremos uma reta r que passa pelo ponto P; com vetor diretor vV e £, um ponto fora
dela. Seja P € r de tal forma que PP seja ortogonal a r. Assim, a distancia de Py a reta r
é igual a distancia d de Py a P que é a altura do paralelogramo definido pelos vetores PP; e
PoP;.

o

-
.
d .
e

U A r
P 2

A drea desse paralelogramo € dada por ||PPy x FyPy||. Por outro lado, essa drea também € igual

N . F 7 4 7
a base do paralelogramo vezes a sua altura, ou seja, Area = ||PP; x PyPi|| = ||PPL]| - d, de
—
[[PPLxPoPll
IPPy|

B o . )
onde obtemos d = . Como PP; e V sao colineares, existe um escalar t de tal forma

—
que PP, = t7. Dai, d = % que € equivalente a

Exemplo 4.14 Sejam Py(2,3,4) er areta cujas equagdes paramétricas sdo x = 143t,y = 2—t,
z=5—7t comt € R. Vamos calcular a distancia de Py a r. Para isso, precisamos determinar
um ponto P, pertencente a reta atribuindo qualquer valor real ao parametro t. Se escolhermos
t =0, teremos Py(1,2,5). Dai, PobP, = P, — Py = —i — [+ k. Usando agora os coeficientes
do parametro tqda eguaggo da reta, obtemos um vetor diretor da reta: v = 37—]'— 7k. Como

Ik
—_— - - -
VX PPi=| 3 —1 —7|=—8i+4j— 4k, temos que
-1 -1 1
—
d _ VX RA| _ v64+16416 /6
T T Jo+1+490

4.4.7 Distancia entre duas retas

Se as retas forem concorrentes ou coincidentes, entao a distancia entre elas é sempre igual
a zero. Se as retas forem paralelas, entdao a distancia é a de um ponto de uma até a outra reta.

. x—4 -5 z+1
Exemplo 4.15 Consideremos as retas paralelas r : 3 = Y = —/— esix=7+3t,

y =142tz =19 —4t, t € R. Vamos calcular a distancia entre elas. Para isso, basta
encontrar um ponto Py em uma delas e calcular a distancia desse ponto a outra reta. Escolhendo
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= : —
vV = (3,2, —4) um vetor diretor de r, Py(4,5,—1) € r e P(7,1,19) € s obtemos PP, =
(3, —4,20) e V x PyP, = 247 — 72j — 18k. Portanto,

—
|V x PoPi|| /576 + +5184 + 324 78
1| VO+4+16 V29

Se as retas r e s forem reversas, entao consideramos seus vetores diretores V e w, um ponto
P, em r, um ponto em s e o vetor PiP. O paralelepipedo ABCDEFGH, com A = P,
E=PR,AB=Ve ,ﬁ = EH = w tem a sua altura igual a distancia entre r e s.

dr,s = dPl,r =

. - . L
O volume desse paralelepipedo é o valor absoluto do produto misto |[P P, V, W]| e também é
igual a drea de sua base ||V x W|| vezes a sua altura d, g, ou seja, |[PLP, V, W]| = ||V x W|| - d, s,
o que implica

QR _— .
g PP 7wl PP (7 x W)
P vx vxw|

Exemplo 4.16 Calcular a distancia entre as retas reversas
r_x+1 y—-1 z=-2

4 3 -3
e
x = b+ 3t,
S:1e y = 2t, teR .
z = 1-1t,

As retas r e s passam pelos pontos Pi(—1,1,2) e P»(5,0,1), respectivamente. O vetor
diretorder é V= (4,3,-3) eodes é w=(3,2,—-1). Como PP, =P, — P, =(6,—-1,—-1) =

I J Kk
- = - = . e - I . pa— - -
6/ —j— k temos que V x W =| 4 3 —3 | =23i—5j— k. Dai, obtemos que PP, - (V x W) =
3 2 -1
18+5+1=24¢ o
" 1V x | VO+25+1 /35
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4.5 Intersecoes

Em Geometria Analitica, calcular a intersecdo de dois objetos (retas, planos, etc.) é deter-
minar os pontos que satisfazem a todas as equacodes envolvidas. |sso equivale a resolver um
sistema de equacoes.

Na intersecao de planos pode ocorrer um dos seguintes casos:

e 0s planos tém um Unico ponto em comum (o sistema é possivel determinado)
e 0s planos n3o tém ponto em comum (o sistema é impossivel)
e 0s planos tém uma reta em comum (o sistema € possivel indeterminado)
e 0s planos coincidem (também é possivel indeterminado)

e na intersecao de retas pode ocorrer um dos seguintes:
e as retas tém um unico ponto em comum (o sistema é possivel determinado)
e as retas ndo tém ponto em comum (o sistema é impossivel)

e as retas coincidem (o sistema € possivel indeterminado)

Exemplo 4.17 Determinar a intersecdo dos planos o : x+y+z =6, 8 : x+2y+z =8,
Y:x—y—z=0.
Para determinar a intersecdo de a, B ey, devemos resolver o sequinte sistema linear:

X+y+z = 6
x+2y+3z = 10
x—y—z = 0

Através das operacoes de troca de linhas, multiplicacao de uma linha por uma constante nao
nula e adicao ou subtracdo de linhas, € sempre possivel obter um sistema equivalente onde nao
aparece o x na segunda e nem na terceira equacoes € nao aparece o y na terceira equacao.
Neste exemplo, podemos subtrair a primeira linha da segunda e, depois, subtrair a primeira linha
da terceira linha para obter o seguinte:

x+y+z = 6
-y —2z = —4
2y +2z = 6

Multiplicando a sequnda linha por 2 e somando o resultado com a terceira linha, obtemos:

X+y+z = 6
-y -2z = —4
-2z = =2
Da terceira linha obtemos: z = :—g =1, da sequnda linha: y =4 -2z =4—-2 =2 e da primeira

linha: x=6—-—y —z=6—2—1 = 3. Portanto, o tinico ponto de intercao dos trés planos
dados € o ponto P(3,2,1).
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Exemplo 4.18 Dados o planoa : 2x —5y +10z=3 easretasr : x=3+5t,y =4 —-2t,z=
—1-2tes: x=—-54+my=-34+2m,z=1—4m, comt, m € R, determine se ha intersecao
desse plano com cada uma dessas retas.

Neste caso, devemos resolver um sistema de equacoes formado pela equacao do plano e as
equacoes de cada reta. A resolucdo desse tipo de sistema consiste em substuir cada equacao
paramétrica da reta na equacao do plano.

Substituindo as equacdes de r na equacao de a, obtemos:

X y z

— = —~ ——
2(345t)—5(4—-2t)+10(-1—-2t)=3

que equivale a 6 + 10t — 20+ 10t — 10 — 20t = 3 e, dai, —24 = 3. Como essa ultima igualdade

€ sempre falsa (independentemente do valor de t), temos que o sistema ndo tem solucao.

Consequentemente, a reta r e o plano o ndo tém ponto em comum (sdo paralelos).
Substituindo agora as equacoes de s na equacao de o, obtemos:

X y z

— —— ——
2(C5+m)—5(=3+2m) + 10T 4m) = 3

que equivale a 48m = 12 e, dai, m = %. Subtituindo o valor de m na equacao de s, obtemos
x=-5+1=-18y=-34+2=_2ez=1-1=0. Portanto, o tnico ponto de intersecdo
entre aw e s € o ponto P(—32,—2,0).

x = b+t X = 8+42u
Exemplo 4.19 Determinar a intersecdodasretas r: ¢ v = 148t es: < y = 7+7u ,
z = 2-—t z = b+u

onde t,u € R.
Para determinar a intersecao de r com s, igualamos as equacoes paramétricas de cada uma
e obtemos o seqguinte sistema de equacoes:

54t = 8+ 2u
1+8t = 7+7u
2—t = b+4u
que é equivalente a
t—2u = 3
8t—7u = 06
t+u = -3
Subtraindo a primeira equacao da terceira, obtemos: —3u = 6, isto é, u = —2. Da terceira
equacao, temos: t = =3 —u = —3+ 2 = —1. Substituindo u = =2 e t = —1 na segunda
equacdo, obtemos: 8(—1) — 7(—2) = 6 que equivale a —8 + 14 = 6 que € uma sentenca
verdadeira. Logo, u = —2, t = —1 € a solucao do sistema. Substituindo u = —2 nas equacoes

da reta s obtemos: x =8—-4 =4,y =7—-14 = -7 ez =5 —2 = 3. [sso significa que
P(4,—7,3) € o tnico ponto de intersecdo das retas (ou seja, elas sdo concorrentes em P). Note
qgue o ponto P também poderia ser obtido substituindo-se t = —1 nas equacoes da reta r.
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Exemplo 4.20 Com relacdo as retas r e s do exemplo 4.16, determinar as equacoes de outra
reta p que seja ortogonal a r e a s e que intersecte-as nos pontos P e Q. Verifique que a
distancia entre P e Q coincide com d, ;.

Consideremos os vetores diretores vy e b de r e s, respectivamente, bem como pontos
P er, P, €s. Vamos determinar as equacoes dos planos m; que contem o ponto P, e 0s
vetores Vi e Vi X Vh e Ty que contem P,, Vb e Vi X Vb. A reta p procurada dada por m, N .

P
1

5 b
1
t"

51X1

2 e

—
Se P = (x,y,z) for um ponto genérico em m,, entdo PP, = (x +1,y — 1,z —2). Como
Vi X ¥, = (3, =5, —1) temos que a equacdo de m, € dada por

x+1 y—1 z-2
—_—
[PPl,Vl,Vl X \72] = 4 3 -3 =0
3 -5 -1

que implica em —18(x+1) —5(y —1) —29(z—2) = 0, que equivale a 18x+5y +29z—45 = 0.
Se Q = (x,y,z) for um ponto genérico em T, entdo QP, = (x —5,y,z—1). Logo, a
equacao de my € dada por

— X — 5 y Z — 1
[QP21\721\71 X \72] == 3 2 —1 :O
3 -5 -1

que implica em —7(x —5) — 0y —21(z — 1) = 0, que equivale a 7x + 21z — 56 = 0.
Para determinar a intersecao dos planos mw; e m,, devemos resolver o sistema linear formado
pelas suas equacoes:
18x 45y +29z —45 = 0
{ 7x +21z =56 = 0

que é 0 mesmo que
18x 45y = —29z +45
X = —21z +56
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—21k 4+ 56 L
Fazendo z = k, obtemos da sequnda equacao que x = + = —3k + 8. Substituindo
r—j(!
. - —29k + 45 — 18(—3k + 8) 25k — 99
na primeira equacao, obtemos y = c = 5 . Portanto, as
equacoes paramétricas da reta p sao
X = 8 — 3k,
p:8 y = —2+5k keR .
z = k,

Substituindo as equacoes de p nas equacoes de r, obtemos

(8—3k)+1 (-F+5k)—-1 k-2

4 B 3 -3
cuja solucao é k = 15—9 Substituindo esse valor de k nas equacoes de p, obtemos o ponto
P(—%, %, 2) como sendo a intersecdo dessas retas.

Para determinar a intersecao de p com a reta s, igualamos as equacoes paramétricas de cada
uma e obtemos o sequinte sistema linear nas varidveis k e t:

543t = 8-—3k
2t = —2 45k
1—-t = k
que pode ser simplificado para
t+ k = 1
10t — 25k = —-99
cuja solucdo é k = X2, t = —LZ. Substituindo esse valor de k nas equacbes de p, obtemos

o ponto Q(—3L, =58, 12) como sendo a sua intersecdo. Se o valor de t encontrado fosse
substituido nas equacoes da reta s, teriamos obtido o mesmo ponto Q.
Sendo assim, as intersegdes da reta p com as retas r e s sdo respectivamente P(—%, —%

_ 148 109
e Q(—3L, —%2,32). A distancia entre esses pontos é

g 47 17 2+ 148+42+ 109 19\* 24
P 35 5 35 5 3 5) 35
que coincide com d, s do exemplo 4.16.
Outra solucdo (mais simples) seria considerar um ponto genérico P(3t + 5,2t,1 — t) na

)

reta s e outro Q(4m — 1,3m+ 1,2 — 3m) em r. A partir dai, exigir que o vetor P
(=3t+4m—6,-2t+3m+ 1,t — 3m + 1) seja ortogonal a cada um dos vetores diretores

V e W das retas. Com isso, a partir de PZ3 -V=0e PQ-w =0, obtemos o sistema linear

34m - 211: — 24 ~ 74 3 . .
cuja solucad é t = —%52, m = —z. Substituindo esses valores em P e
{ 2Am—14t = 17 Y 357 5. 9 Q
obtemos os pontos (—4t, —52,12) e (— %, -2, 2). A distancia entre esses pontos fornece a

resposta procurada: \f—%.
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4.6 Exercicios resolvidos

R 4.1 Mostre que os pontos A(6,—2,15) e B( 15,5, —27) pertencem a reta que passa pelo
ponto C(0,0,3) na direcio do vetor V = —3i + j — 6Kk.

Solucdo: As equacdes paramétricas da reta sdo x = —=3t,y = t,z=3—-6t, comt € R. O
ponto A pode ser obtido fazendo-se t = —2 nessas equacoes: t = -2=x=06,y =-2,z=15
e o ponto B pode ser obtido fazendo-se t =5 = x = —15,y =5,z = —27. Portanto, A e B
pertencem a reta dada.

R 4.2 Determine a equacdo da reta r que passa pela origem (0,0,0) e € ortogonal ao plano T
que passa pelos pontos A(3,0,0), B(0,4,0) e C(0,0,5).

Z
|C
f"‘jl‘: T’
.-"f g \
: i B
/ >
/ e Y
A
4 4
Solucao: Como AB = -3,4,0) e AC = (=3,0,5), temos que um vetor normal ao plano é
i J ok B B
mmmwn_lgxﬂ? 4 0 40 30 3 o07+1574+12k.
_3 0 s 05 -3 5 -3 0

Logo, a equacdo da retar é x =20t,y = 15t,z = 12t, com t € R.
Outra solucao seria usar o exercicio proposto B1 para obter a equacao do plano ™ como sendo
2+ 4+%=1 ousea, 20x+ 15y +12z—-60 = 0 e, dai, o vetor normal € i = 20i + 15/ + 12k.

R 4.3 Determine o angulo entre a reta

X+2y+z+5 = 0
2X+y+z+3 =

e o plano que passa pelos pontos A(1,1,1), B(1,2,0) e C(0,2,1).

Solucao: Os vetores normais aos planos x+2y+z+5=0e2x+y+z+3=0sdon = (1,2,1)
e, =(2,1,1), respectivamente. Logo, o vetor diretor da reta r dada pela intersecdo desses
;o
2 1 2
planos é v=m xXnmh=|1 2 =
5 1 1 2 1

(.
Pyl

—

k=1i+j—3k.

—_
—_ =

f+‘

- 11
"T1o 1

[y
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i J ok
O vetor normal ao plano o quepassaporA,BeCéﬁ:,ﬁxR: 0 1 —-1]|=
-1 1 0
1 -1 |- 0o —-1]1- 0O 1| - - =
‘1 0 —‘_1 0 e k=1i+j+k.
O menor angulo 6 entre os vetores V e i é dado por
cos(6) — v-nl I1+1-—3| 1
Al vi+1+9v1+1+1 /33
a ’/\___ 1 o
Logo, o angulo entre a reta e o plano dados € (r, ) = 5 — arccos = ~ 10°1".
x = —3p—4q X = —u-—-v
R 4.4 Mostre que os planos my : { vy = 2p+7q ,p,geR, em:q ¥y = bu—->5bv
z = 4p+gq z = -3u+7Tv

u,v € R, sdo coincidentes.

Solucdo: Escolhendo valores particulares para os parametros, obtemos pontos em cada plano.
Fazendo p = q=0 e u=v =0, vemos que ambos os planos passam pela origem O(0, 0, 0).
Logo, para os planos serem coincidentes, é preciso que seus vetores normais coincidam ou sejam
paralelos.

Escolhendo p = q = 1, obtemos A(—7,9,5) € m; escolhendo p :qO, q= 1, obtemos
— gk 9 b5 |-
B(—4,7,1) € my. Assim, um vetor normal a w1 é ] = OAXO? =| -7 9 b5 |= ‘ 7 1 | —
—4 7 1
‘ :Z i’ J+ :Z 2 K= —26/—13]— 13k = —13(2/ + j + k).
Escolhendo u = v = 1, obtemos C(—2,4,0) € m,; escolhendo u = 1, v = 0, obtemos
[
D(—1,5,—-3) € . Um vetor normal a m, € i, = O?x O? = -2 0 4 |= ‘ g 43 i —
-1 5 -3 a
‘ j _43 j+ ‘ :f g k = —207 — 10/ — 10k = —10(27 + j + k).

Como i1y € paralelo a n>, temos que 0s planos T, e T, s30 coincidentes.

Outra solucao seria iqualar as equacoes, resolver o sistema linear formado por —3p — 4q =
—Uu—V,2p+7q =5u—5vedp+q= —3u-+Tv e verificar que a solucao desse sistema é

- _ 27 — 17
p=—-u+{3v,qg=U—3V.

R 4.5 Determine a equacao do plano o que passa pelo ponto P(5,5,5) e é perpendicular a
intersecao dos planos w1 : 3x —2y —2z=0 e m :4x+3y+7z=0.
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Solucao: Os vetores normais a my e a mp sdo iy = (3, —2,—2) e, = (4,3,7), respectivamente.

i J  k

-2 =2 3 =2 3 =2
Dal/,\_/’:ﬁlx_b: 3 -2 -2 :‘
4 4

A3 7 3 7 7 3
€ normal ao plano a. Logo, a equacao de a é da forma —8x —29y +17z+ d = 0. Substituindo
as coordenadas de P nessa equagao obtemos: —40 — 145+ 85+ d = 0, ou seja, d = 100.
Portanto, a equacao de a é —8x — 29y + 17z + 100 = 0.

- e

K=—8/—29/+17k

R 4.6 Encontre a equacdo do plano que contém a reta

2x+2y —z+4 = 0
X—y+2z+2 =0

e o ponto P(5,—3,2).

Solucao: Escolhemos dois pontos A e B na reta e assim encontramos a equacao do plano que
passa por A, B e P.

Para escolher um ponto da reta, basta atribuir qualquer valor a uma das variaveis e calcular as
outras duas usando as equacoes dadas. Escolhendo z = 0, obtemos as equacoes 2x+2y+4 =0
e x —y+2 =0 de onde obtemos x = —2, y = 0. Logo, A(—2,0,0) pertence ao plano.
Escolhendo 2, obtemos 2x +2y +2 =0 e x —y + 6 = 0 que implica x = —%, y = 2.

Assim, B(—%, 2,2) é outro ponto do plano.
PA 1w u

Como PA=(-7,3,-2) e PB — ( 0), temos que um vetor normal ao plano é

2 2
i J ok
F=PAxPB=| -7 3 —2|=-117+17/ - 13k
_r 11 g

™|

2

Assim, a equacao do plano é da forma —11x+ 17y —13z+d = 0. Substituindo as coordenadas
de P nessa equacao, obtemos —55 — 51 — 26 + d = 0, ou seja, d = 132. Portanto, a equacao
procurada é —11x + 17y — 13z 4 132 = 0.
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R 4.7 Mostre que as retas

4x+y—-z+15 = 0
r:
x—y—z+5 =0

. {xXHy+z+1 =0
"\ x—y+2z—-7 = 0

sao ortogonais.

Solucao: Os produtos vetoriais dos vetores normais a cada plano sao os vetores diretores de
cada uma das retas:

I k
71:ﬁ1Xﬁ2: 4 1 -1 :—2l+3j—5k,
1 -1 -1
i 7k
1 -1 2
Como vy - Vo = —6 — 9+ 15 = 0, temos que as retas sao ortogonais.

x = 4411p—7q
R 4.8 Ache o pontoondeoplanom: < y = 6+4+3p—2q ,p,q <R, encontra o eixo z.
z = 1—-2p+gq

Solucdao: O eixo z é caracterizado pelas equacoes x = 0,y = 0. Assim, quando o plano
T encontra o eixo z temos 4 + 11lp —7qg = 0 e 6 + 3p — 2q = 0. Essas equacoes sao

equivalentes a 11p — 7qg = —4 e 12p — 8qg = —24. Subtraindo-se uma equacdo da outra,
obtemos p — q = —20, ou seja, p = q — 20. Substituindo em uma das equacoes anteriores,
obtemos 11(q — 20) — 7q = —4 o que implica ¢ = 54 e p = 34. Usando a equacao do plano
que envolve z, temos que z=1—2p+qg=1— 68+ 54 = —13. Portanto, o plano encontra o

eixo z no ponto (0,0, —13).

X = 1—u
R 4.9 Determine as equacoes paramétricas do plano que contém a reta r : y = 1+4+u ,
z = 1

u € R,e o0 ponto Py(1,—5,4).

Solucdo: Basta atribuir dois valores ao pardmetro u para obter dois pontos da reta:
e u=0=>x=1y=1,z=1=A(1,1,1) er
e u=1=x=0,y=2,z=1=A(0,2,1)er

— — .
Portanto, ARy = (0,-6,3), Bfy, = (1,—7,3) sdo dois vetores do plano. Se P(x,y,z) for
um ponto genérico do plano, entao existem escalares u, v tais que PF, = uAR, + vBP, e as
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- . ~ =g S5 .
equacoes paramétricas do plano sao P = Py + uAPy, + vBF,, isto é,

X = 1+ u
y = —b—-6u—7v
z = 443u+3v
onde u,v € R.
x—1 -2 z—2
R 4.10 Determine a projecao ortogonal da reta r : = 4 3 = - no plano a :

2x + 2y — z = 14.

Solucdo: As equacoes paramétricas der sGox =1+ 4t, y=2+4+3t, z=2+7t, comt € R.
Substituindo na equacao de a obtemos o ponto de intersecao P:

10 47 44
Seja B o plano ortogonal a a e que passa por P. A intersecao dos planos o e B € a projecao

—

ortogonal s procurada. O vetor diretor de r é V. = (4,3,7) € B e um vetor normal a a é

R
m = (2,2,—-1) € B. Logo, um vetor normal a B € dado por n, = Vxf, = |4 3 7
2 2 -1
= —17/ 4 18] + 2k.
i ]k
Um vetor diretor de s € dado por ny X iy = 2 2 —1|=20+ 13f+ 70k. Portanto,
—17 18 2

as equacoes paramétricas de s s3o:

47 44
x:7—|—22u, y:7—|—13u, z=12+70u, u e R.



4.7. APOIO COMPUTACIONAL 85

R 4.11 Sejam o o plano 3x —2y —3z—11 = 0 e P o ponto cujas coordenadas sdo (3, —2, —4).
Determine a equacdo da reta que passa por P, € paralela a o e intersecta a reta
r- x=24+3t, y=—4-2t, z=1+42t, teR.

Solucao: Sejam B o plano paralelo a o que passa pelo ponto P e «y o plano que contém a reta
r e que também passa por P. A reta procurada € a intersecdo dos planos B e 7.

Como B € paralelo a a, um vetor normal a beta € dado por i, = (3, —2, —3). Atribuindo-se
valores ao parametro t, obtemos pontos na reta r e, consequentemente, no plano «y:

et=0=>x=2,y=-4,z=1=A(2,-4,1) ey
et=1=x=5y=—-6,z=3= B(5-6,3) €y
O ponto P e os vetores AB — (3,-2,2) e AP — (1,2, —5) pertencem ao plano «y. Logo,

I k
mh=APxXAB=|1 2 -5|= ° I — > J+ k= —6i—17j— 8k
-2 2 3 2 3 =2
3 -2 2
é um vetor normal a . - . ~
i J k
O vetor diretor de s é dado porv=n;xnm=| 3 -2 —3|=—-35/4+42j—63k. Como
-6 —17 -8

s passa pelo ponto P, temos que suas equacoes paramétricas sao:

x=3-35uy, y=-2+42uy, z=—-4—-63u, ueR.

4.7 Apoio computacional

Exemplo 4.21 Determinar a intersecao dos planos definidos pelas equacées —3x+4y —z =28
e 4x —-by+3z=11.

(%i01) planol: =3%x + 4xy - z = 8;
—z+4y —3x=38

(%i02) plano2: 4xx - B*y + 3xz = 11;
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3z—-by+4x =11
(%i03) solucao: solve([planol, plano2], [x, y, z1);
[[x =84 —7%r1, y =65—5%r1, z=%r1]]

(%i04) subst(%ri=t, solucao);
[[x =84 —7t, y=65—5¢t, z=t]]

Obtivemos assim que a intersecao dos planos é a reta cujas equacoes paramétricas sao
x=84—-7t, y=65—-5t, z=1t.

Exemplo 4.22 Neste exemplo, usando o Maxima, vamos calcular a distancia entre duas retas
reversas. Uma passa pelo ponto P, com vetor diretor vV,. A outra passa pelo ponto P, com vetor
diretor . Inicialmente, definimos o produto vetorial dos vetores Vv e W e a norma do vetor V.
(%i01) wvetorial(v, w) := [v[2]*w[3] - v[3]*w[2],
vI3]*xwl1] - v[1l*w[3], v[1]l*w[2] - v[2]*w[1]];
vetorial(v, w) := [vaws — VaWa, Vawy — ViW3, ViWy — VoW ]

(%i02) norma(v):= sqrt(v[1]°2 + v[2]°2 + v[3]"2);

norma(v) = \/vi+ vi+ v

(%i03) vi: [ 2, 2, -21; P1: [3, 4, 11; v2: [3, 3, 2]; P2: [5, 3, 2];
2,2, —2]

(3,4, 1]
[5, 3, 2]

(%i06) plp2: P2 - P1; u: vetorial(vl, v2); interno : u.plp2;

2,-1,1]
[10, —10, 0]
30

(%i09) d: abs(interno)/norma(u);
3

V2
Dessa forma, obtivemos que a distancia entre as retas € de % unidades.

Exemplo 4.23 Determinar a equacao do plano que passa por trés pontos dados Py, P, e Ps.
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Usando a fungdo vetorial(v, w) definida em um exemplo anterior, definimos uma funcao
eqplano(Py, P, P;) que calcula o produto misto [P — P, P, — P, Ps — Pi] = 0, onde
P=(x v z).

(%i10) eqplano(P1, P2, P3) := block([u, v, w, P],
P: [’x, ’y, ’z],
u: P -P1, v: P2 - P1l, w:P3 - P1,
eq: u.(vetorial(v, w)) = 0,
return(expand(eq)) )$

Para testar a funcdo assim construida, determinamos a equacao do plano que passa por
(5,1,2), (10,10,0) e (8,6,1) e obtemos a resposta como sendo —2z — y + x = 0.

(%i11) eqplano([5, 1, 2], [10, 10, 01, [8, 6, 11);
—2z—y+x=0

Exemplo 4.24 Calcular a distancia de um ponto P, a um plano que passa pelos pontos P;, P»
e Ps. Vamos definir uma funcao distPalfa( Py, P, Ps, Py) que é uma simples implementacdo da
formula apresentada no exercicio proposto CO8.

(%i12) distPalfa(P1, P2, P3, P4) := block([A,B,C,M,detm,deta,detb,detc],
M: matrix([P1[1],P1[2],P1[3],1], [P2[1],P2[2],P2[3],1],
(P3[1]1,P3[2],P3[3],1], [P4[1],P4[2],P4[3],11),
A:matrix([P1[2],P1[3],1], [P2[2],P2[3],1],[P3[2],P3[3],1]1),
B:matrix([P1[1],P1[3],1], [P2[1],P2[3],1],[P3[1],P3[3],1]),
C:matrix([P1[1],P1[2],1],[P2[1],P2[2],1],[P3[1],P3[2],1]),
detm: determinant(M),
deta: determinant(A),
detb: determinant(B),
detc: determinant(C),
return(abs(detm) /sqrt(deta”2 + detb”2 + detc™2)) )$

Testando a funcdo assim construida, vamos calcular a distancia do ponto (1,11, —7) ao
plano que passa pelos pontos (1,1,17), (0,9, —1) e (2, -3, 3).

(%i13) pil: [1, 1, 17]; p2: [0, 9, -1]1; p3: [2, -3, 3]; p4: [1, 11, -7];
[1,1,17]

[0,9, —1]
[2, -3, 3]
[1,11,-7]

(%i18) distPalfa(pl, p2, p3, p4);
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56
V2181
Portanto, a distancia do ponto ao plano é de >0 unidades.
V2181

Exemplo 4.25 Calcular a distancia de um ponto P a um plano cuja equacao é dada.

(%i13) distpontoplano(P, eq) := block([a, b, c, d],
eq: eq-rhs(eq),
a: coeff(lhs(eq), ’x),
b: coeff(lhs(eq), ’y),
c: coeff(lhs(eq), ’2z),
d: coeff(coeff(coeff(lhs(eq), ’x, 0), ’y, 0), ’z, 0),
return(abs(a*xP[1]+b*P[2]+c*P[3]+d) /sqrt(a”2+b"2+c"2)) )$

Da forma que foi definida, a equacao nao precisa estar obrigatoriamente no formato ax +
by +cz+ d = 0. Ela pode ser, por exemplo, algo como 3x*x+13xz—-1=8+x—11xy.
As funcoes |hs(...) erhs(...) usadas no inicio da definicdo da funcio referem-se aos membros
esquerdo e direito da equagao dada.

Exemplificando o uso dessa funcdo distpontoplano(...), vamos calcular a distancia do ponto

(3,4,1) ao plano 3x + 10z — y = 4y — z — 4. A resposta fornecida pelo programa é \/%5—5.

(%i14) distpontoplano([3, 4, 1], 3*x + 10*z-y= 4%y - z - 4);
4

155

Agora, vamos determinar (novamente) a equacdo do plano que passa por trés pontos dados.

(%i14) eqgplano(pl, p2, p3) := block(I[],
M: matrix([’x - pi[1], ’y - pi[2], ’z - p1[3]],
[p2[1]1-p1[1], p2[2]-p1[2], p2[3]-p1[3]1],
[p3[1]1-p1[1], p3[2]1-pi[2], p3[3]1-p1[311),
return(expand(determinant (M))=0))$

Vamos testar a funcao construida encontrando a equacao do plano que passa pelos pontos
Pi(1,1,17), P(0,9,—-1) e P3(2, -3, 3) (j4 definidos anteriormente).

(%i15) equacao: eqplano(pl, p2, p3);
—4z — 32y —184x+284 =0

E por fim, vamos calcular a distancia do ponto P,(1,11,—7) ao plano que passa por Py, P
e P;. Note que a resposta coincide com a resposta de outro exemplo anterior, usando outra
funcao.
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(%i16) distpontoplano(p4, equacao);
56

V2181

4.8 Exercicios Propostos

A 37 Determine a equacdo do plano que passa pelo ponto (—3,1,4) e que é ortogonal ao vetor
v=2i—7/+k. Resp.:2x—7y+z+9=0

A 38 Determine a equacado do plano que passa pelos pontos A(5, —4,1), B(1,1,0) e C(0, 4, —2).
Resp.: x+y+z—-2=0

A 39 Encontre a equacdo do plano que passa pelo ponto (10, 10,3) e que é perpendicular a
retax=3t+5,y=7—-2t,z=-8+t,teR.  Resp..3x—2y+z—-13=0

A 40 Encontre a equacdo da reta que € a intersecao dos planos x+3y+5z =4 e2x—y—4z =17.
.y 25 1 _

Resp.. x == —17t,y =z +14t,z=—7t,t € R

A 41 Calcule a equacdo do plano que passa pelo ponto A(3,7,0) e € paralelo aos vetores

Vv=4i+3ew=2i—06k. Resp..3x—4y+z+19=0

A 42 Calcule os valores de m e n para os quais 3x +2my —4nz =10 e 9x — by + 7z = —4

sejam equacdes de planos paralelos.  Resp.. m= —2,n= —5

A 43 Calcule o valor de m para o qual os planos2mx—my+11z—5=0ex+3y+4mz+10=20
sao ortogonais. Resp.. m =10

A 44 Escreva a equacdo cartesiana do plano a sendo conhecidas suas equacoes paramétricas
x=3-2p+3q,y = —4+p—5q, z=8+3p—2q, comp,q € R. Resp.. 13x+5y+7z—75=20

A 45 Determine a equacao do plano que é paralelo ao plano 3x — 10y +4z—7 = 0 e que passa
pelo ponto (2,1,—3). Resp.: 3x — 10y +4z+16 =0

A 46 Escreva a equacdo da reta que passa pelo ponto (5,4,2) e é ortogonal ao plano cuja
equacdo cartesiana € 3x+3y —5z+4=0. Resp.. x=5+43t,y=4+3t,z=2-5t,teR

A 47 Dados A(4,5,5) e B(6, —3, —1), determine a equacao do plano que € ortogonal ao seg-
mento AB e passa pelo ponto médio dele. (Equivale a achar todos os pontos equidistantes de
AedeB.) Resp.:x—4y—3z+5=0

A 48 Calcule a distancia entre os planos 3x + 7y —4z+1=0e —6x — 14y + 8z 4+ 13 = 0.
Resp.: 217574
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= b5+2t
6—-8t ,teR
= 143t

A 49 Calcule as medidas dos angulos que o vetor diretor da reta

NS X
I

; . 2 =8 3
forma com os eixos X, y € Zz. RGSD.. arccos Nead arccos Neik arccos Neai

A 50 Uma reta passa pela origem (0, 0, 0) e intersecta perpendicularmente um plano o no ponto
P(4,3,1). Determine a equacdo cartesiana de o..  Resp.. 4x +3y +z—26=0

A 51 Encontre as equacbes simétricas da reta que passa pelos pontos A(1,5,0) e B(2,7,0).
Compare sua resposta com a equacdo da reta que passa pelos pontos P(1,5) e Q(2,7) no plano
z =0, usando a conhecida formula y — yo = m(x — x9). Resp.. x —2 = yzj z=0

B 18 Sea # 0, b # 0 e ¢ # 0, mostre que a equacao do plano que passa pelos pontos
'x 'y z
,0,0),(0,b,0 0,0, —+>4+-—-=1.
(a ), ( )e( C)ea+b+c
B 19 Encontre a equacdo do plano que contém asretasr : x=t+2,y =3t—-5,z=5t+1,

teRex=5—-5,y=35s—-10,z=9—-2s,s€R. Resp.. ix+y—2z—7=0

B 20 Determine a equacao do plano paralelo a 4x — 4y + 3z = 11 e que contém a reta
X=-3+3t,y=7—-3t,z=2-8t,tcR. Resp..4x—4y+3z+34=0

B 21 Calcule o valor de d para o qual o plano 2x — 3y + 5z + d = 0 esteja a uma distancia de
10 unidades da origem (0,0,0).  Resp.: d = £10+/38

. ) x—3 —X+2 3
B 22 Calcule a distancia entre as retas r : 5 = )5/ =z+4 e s: 5+ = yI =z
. _76
Resp.. /251
B 23 Determine a posicao relativa e calcule a distancia entre as retas r : x = 3 + 4t,
y=-14+2t,z=44+3t,t €eR ¢ s: x=-3—-uy=4+uz=-5+2u,ue R

. 115
Resp.: reversas, 1cs

B 24 Determine a posicdo relativa e calcule a distancia entre as retas r : x = 3 + 4t,
y=-142t,z=4+4+3t,t € R e s: x=-3—-8u,y=4—4u,z=—-5—-06u,ue R

Resp.: paralelas, |/%3"

B 25 Dadas as retas concorrentes r : x =2 +t,y=1—t,z=14+4t,t € R e s:x =2,
y=u+2,z=3u+4,u€eR, determine a equagdo da reta bissetriz do angulo (r, s). (Sugestao:
sendo V e W 0s vetores diretores das retas, considere o vetor ﬁ + ﬁ )

Sy — t = Lo 1 _ 3, 4
Resp.:x =2+ = y=14+ (75— )t z=1+ (g5 + 7z)t tER

B 26 Determine os valores de m e n para que aretar : x =t,y =2t —3,z =4 — t esteja
contida no planom :nx+ my —z—2=0. Resp.. m=—-2,n=23

B 27 Determine a intersecao dos planos x — y + 2z = g 2X+3y—z=0ey—2z=—1.
Resp.. x=3—t y=t—-1 z=tt€eR
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B 28 Calcule a distancia do ponto P(4,—3,—2) a intersecdo daretar :x =2 —t,y =3+,
z=2t,teRcomoplanox+y+z—-3=0. Resp.: /26

. . 6 2
B 29 Calcule a distancia da reta X_+2 === : aoplano4x—y+3z—8=0. Resp.:
33

V26

B 30 Determine a intersecdo da reta definida pela intersecao dos planos

X+y+z+3 = 0
2X+y—z—-4 = 0

com o plano que passa pelos pontos A(2,3, —2), B(1,3,0) e C(0,=2,1). Resp.. (32, =25, 55)

B 31 Para que valor de m o plano 5x — 3my + z + 1 € paralelo a reta

{ x—4y+z+3 = 0,

3x+y—z—10 = 0

Resp.. m= %

X
B 32 Determine a equacao do plano que contém as retas r : 3 2 =
x—4 y z+2

> 12 8

S: Resp.: 14x + 17y +22z—-12 =0

B 33 Verifique se a reta

dx =2y +7z—2 = 0
3x+y—z+4 =0

estd contida no plano m:6x — 8y +23z—14=0. Resp.: a reta esta contida no plano

x = 1+p+gq

B 34 Determine os pontos onde o plano T : y = 242p—q encontra 0s eixos y € z
z = 3+5p+3q

nos pontos A e B, respectivamente. Encontre a equacao da reta AB.

Resp.: A(0,3,0),B(0,0,—2),x =0,y =3—-3t,z=—-2t,t€R

X = —=1-—t X = 4-2m
B 35 Mostre que asretasr: ¢ y = 2t teR es: < vy = —-10+44m ,meR,
z = 445t z = —214+10m

sdo coincidentes.

B 36 Encontre a reta que passa pelo ponto A(1,0,2) e intersecta perpendicularmente a reta
rox=-2+4t, y=34t, z=442t,t € R. Resp.. x=1+422s, y = —14s5, z=2—-4s5,5 € R
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C 26 Dados trés pontos ndo colineares A(ai, ax, as), B(b1, by, b3) e C(c1, ¢, c3), mostre que a
equacado do plano que passa por eles é dada por

X — di y —a» Z — djz
bl—al b2—32 b3—33 =0
Gi—ad1 G—a (G—a3

que é 0 mesmo que
X y z
dp dy a3
by by bs
G G G

—

C 27 A intersecao de trés planos pode ser determinada através da resolucao do sistema linear

ax+bhy+caz = d
DX+ by + ez = d
axX+bsyy+cz = ds

Sed=ayi+ aj+ ask, b= byl + boj+ bsk, €= c1i + Cof + sk e d = dii + do] + dsk, entdo
0 sistema equivale a equacao vetorial xa + yB + 28 = d. Fazendo o produto interno dessa
equacido vetorial com o vetor b x €, verifique que a solucdo x pode ser calculada pela férmula
X_Maa

—
!

[a, b, C]

ou seja,

d1 b1 C1
d by ©
ds bs c3
a b o
a b ©
as bz ¢

De modo andlogo, multiplicando-se a equacao vetorial por 3 x C e por & X b, verifique que as

ad¢c 3.b,d

solucdes y e z podem ser calculadas pelas formulas y = [ﬁ = ] €z = [H = :] . Este resultado
[, b, €] [, b, C]

€ conhecido pelo nome de Regra de Cramer.

C 28 Verifique se a reta formada pela intersecio dos planos 2x — 3y + 5z —6 = 0 e

xX+5y —7z+ 10 =0 encontra o eixo dos y.  Resp.. ndo encontra
C 29 Uma equacao do tipo
p(bx —y+4z—-1)+qg(2x+2y -3z+2)=0

com p, q variando livr.emente em R é denominado feixe de planos. Corresponde a todos os
planos que passam pela reta intersecdo dos planosb5x —y+4z—1=0e2x+2y—3z+2=0.
Verifique se o plano 4x — 8y 4+ 17z — 8 = 0 pertence a esse feixe.

Resp.: basta fazer p=2,q = —3
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C 30 Mostre que a distancia entre os planos paralelos oo : ax + by + cz + d; = 0 e
B:ax+ by +cz+ d, =0 é dada por
__ld —d
RV
C 31 Determine o ponto P' que € simétrico a P(4,2,—1) com relacdo ao plano

—
a:3x+2y+2z—6 =0 (isto é determine um ponto P' # P tal que dpo = dpr o € PP’
ortogonal a o)  Resp.: P'(%, =% —I%)

o

77
X = Xy+tw» X = X+ uw
C 32 Considerando as retas r : Yy = Yo+tw, ,t€ER,s: Y = Yo+tuwr ,ueR, e
zZ = Zp+tws Z = Zp+ Uws

X = Xo+pvi+qw
oplanom: ¢ y Yo+ pvo+gw,y ,p,qg € R, mostre que ™ contém r € s.
Z = Zp+ pvs+ qws

C 33 Sejam Pi(x1, v1,21), Pa(x2, Y2, 22), P3(x3,y3, Z3) € Pa(Xq, ya, Z4) quatro pontos no espaco
tridimensional tais que P, P, e P; ndo sao colineares. Se o for o plano que passa por Py, P> e
Ps, mostre que a distancia de Py a o € dada por

xi 1 oz1 1

X0 Yo 2 1

x3 yz3 z3 1

dp, o = . Xg Yo Zg 1 2 ,
vi oz 1 x1 z1 1 x1 i 1
Yo Zp 1| +|x 2 1| +|x y» 1
vz z3 1 X3 z3 1 X3 y3 1

onde deve ser calculado o valor absoluto do determinante do numerador. (Sugestdo: o nume-

rador é o volume do paralelepipedo definido por P, P>, P; Pé e P P; e o denominador é a drea do
paralelogramo definido por PLP, e P1P;. )
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CAPITULO 4. RETAS E PLANOS



Capitulo b
Conicas

Neste capitulo fazemos uma breve introducao ao estudo das conicas: interessante familia de
curvas que sao estudadas desde a antiguidade (ha mais de 2000 anos). Sao curvas que podem
ser obtidas através da intersecao de um plano com um cone. Dependendo da posicao relativa
desses objetos podemos ter uma circunferéncia, uma elipse, uma hipérbole ou uma pardbola,
além de casos degenerados como um ponto, uma reta ou um par de retas.

Circunferéncia Elipse Parabola Hipérbole

|
Ponto Duas retas Reta
95
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5.1 Circunferéncia
Dado um ponto C(xp, ¥o) €m um plano a e um nimero real positivo R, chama-se circun-

feréncia de centro C e raio R ao conjunto de todos os pontos P(x,y) de a que estdo a uma
distancia constante igual a R de C.

Y

0] o Oy af 5

Circunferéncia de centro C eraio R = {P € a|dpc = R}

Como dpc = /(x — x0)2 + (¥ — y0)? temos que o ponto P pertence a circunferéncia de
centro C e raio R se, e somente se, v/(x — x0)2 + (¥ — )2 = R, ou sgja,

(x —x0)*+ (v —y0)* = R”.

Essa é considerada a equacao reduzida da circunferéncia.

Desenvolvendo os quadrados da equacdo reduzida, obtemos x? —2xxg+x3 +¥> =2y Yo+ VY5 =
R? que é o mesmo que x2 + y2 — 2xox — 2yy + (x3 + 2 — R?) = 0. Essa equacio é da forma
x2 4+ y?+ Ax+ By + C = 0 e é denominada equacdo normal da circunferéncia.

Exemplo 5.1 A equacdo da circunferéncia de centro C(1,2) e raio 3 € dada por
(x — 1)2 + (v — 2)% = 32 que € equivalente a x> + y?> — 2x — 4y — 4 = 0.

Exemplo 5.2 Vamos determinar o centro e o raio da circunferéncia x> + y> — 4x — 8y +6 = 0.
Para isso, reordenamos a equacdo na forma (x*> — 4x) + (y? — 8y) = —6. Agora fazemos um
“completamento de quadrado” : para que x*> —4x seja o quadrado de uma diferenca, falta somar
um 4 a essa expressdo e para que y° — 8y também seja um quadrado de uma diferenca, falta
somar um 16. Para ndo alterar o valor numérico da expressao, adicionamos esses valores aos
dois membros da equacdo: (x*> —4x+4)+ (y> —8y +16) = -6+ 4+ 16. Logo, a equacdo da
circunferéncia pode ser escrita na forma

—2)? —4)? = 14
x=20+ -4 =14
X=Xo Y=o R?
de onde podemos reconhecer uma circunferéncia de centro (xo, yo) = (2,4) e raio R = /14.
Em geral, para completar o quadrado de uma expressdo como x> + bx, deve-se somar a

constante (5)2. Esse valor deve ser somado aos dois membros de uma equacao ou ser somado
e subtraido do mesmo termo.
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5.2 Elipse

Dados dois pontos F; e F, pertencentes a um plano a, seja 2¢ a distancia entre eles. Elipse
€ o conjunto de todos os pontos P(x, y) de a cuja soma das distancias a F; e a F, é um valor
constante 2a (2a > 2c¢).

Elipse = {P cQ ‘ d,DF1 + d,D/:2 = 23}

Na figura anterior, temos: dag, +dar, = 2a, dgr,+dsr, = 23, dcr, +dcr, = 2a, dpr,+dpr, =
2a, der, + der, = 2a. Isso significa que os pontos P, A, B, C, D, E pertencem a elipse.

Uma elipse pode ser obtida através da intersecao de um cone com um plano que nao passe
pelo vértice, nao seja paralelo a geratriz e que corte apenas uma das folhas em algum ponto,
conforme mostrado na figura a sequir.

. e gt
A AT A
R

Principais elementos de uma elipse

Consideremos a elipse da figura a seguir:
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By

Ay

9

B

F e F, sdao denominados focos e a distancia entre eles é denominada distancia focal e é
denotada por 2c.

O ponto O, ponto médio de FiF,, é denominado centro e Ay, A, By, B> sao os vértices.

A1A, é o0 eixo maior cuja medida é denotada por 2a.

B1B5 é o eixo menor cuja medida é denotada por 2b.

A razao € = c/a é denominada excentricidade. Na elipse, temos que 0 < e < 1.

Se P for um ponto da elipse, as distancias dpg, € dpr, sdo denominadas raios focais.

Observacao 5.1 Observe que da,r, + da,r, = da,r, + dra, = daa, = 2a € que 2a = dg,F, +
dp,r, = 2dg,r, 0 que implica dg,r, = a.

Observacao 5.2 No triangulo OB1F, podemos aplicar o Teorema de Pitdagoras para obter a
relacdo notdvel: a*> = b?> + c2.

Equacao reduzida da elipse com eixo maior contido no eixo dos x

Suponhamos que P(x, y) seja um ponto pertencente a uma elipse de centro O(0, 0), focos
em F1(—c,0) e F»(c,0), eixo maior medindo 2a e eixo menor 2b.

%
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Como dpg, + dpr, = 2a temos que

Vx+c)2+y2+/(x—c)2+y?=2a

que equivale a
(x+c)?+y?>=2a—(x—c)>+y2

Vamos simplificar essa expressao, eliminando as raizes quadradas. Para isso, vamos elevar os
dois membros ao quadrado:

(V(x+ )2+ y2)? = (2a— \/(x — ¢)2 + y2)?
que implica
(x+c)?+y?=4a°—4a\/(x —c)2+y2+ (x — c)* + y°.

Desenvolvendo os quadrados da soma e da diferenca e isolando o radical no sequndo membro,

obtemos
4xc —4a° = —day/(x — )2 + y2.

Dividindo por 4 e elevando novamente ambos 0os membros ao quadrado:

(xc —a*)? = (—aV/(x = c)? + y2)?

que implica
x?c? —2a°xc + a* = 2*(x® — 2xc + 2 + y?)
que equivale a
(2> — A)x* + a°y? = a*(a® — ¢?).
Como a? = b?+c? temos que a°>—c? = b? e dai a equacdo anterior é equivalente a b°x?+a’y? =
a’b?. Dividindo os dois membros por a’b?, obtemos finalmente a equacdo reduzida da elipse:
2 2
X y
? + E =1.

Exemplo 5.3 Determine a equacao e os vértices da elipse de centro na origem cujo comprimento
do eixo maior é 12 e cuja distancia focal é 8.

Yy

Fl @) F3 T
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Temos2a=12e2c=28. Logo,a=6 ec=4. Dai, b*> = a° — c?2 = 36— 16 = 20 e a equacio

. X y
da el — +—==1.
ae/psee36+20

Fazendo x = 0 nessa equacdo, obtemos y?> = 20, ou seja, y = ++/20. Fazendo y = 0
na equacdo, obtemos x> = 36, isto €, x = +6. Portanto, os vértices da elipse sdo os pontos

(0, v20), (0, —Vv20), (6,0) e (—6,0).

Equacao reduzida da elipse com eixo maior contido no eixo dos y

Vamos agora determinar a equacao de uma elipse com centro na origem, focos nos pontos
F1(0, c) e F»(0, —c), eixo maior medindo 2a e eixo menor 2b.

Fy

Seja P(x, y) um ponto qualquer da elipse. A partir de dpg, + dpr, = 2a obtemos

VRt (y + )+ VP + (y — ) = 2a

Isolando um dos radicais em um dos membros e elevando ao quadrado os dois membros duas
vezes, obtemos depois de simplificar tudo que

Exemplo 5.4 Determine a equacao da elipse com centro na origem, eixo maior contido no eixo
dos y medindo 14 e eixo menor 6.
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2 2
Como 2a =14 e2b =6, obtemos a=7 e b= 3. Logo, a equacao procurada é % + Z—g =1.
2 2 X2 2
Exemplo 5.5 Determine os pontos de intersecao das elipses o2 + il 1 e 9 + o5 =1.

Em Geometria Analitica, calcular intersecdo € o mesmo que resolver um sistema de equacoes:

2 2
{ 4% =1
TtE =1
Y
A B
T
D
Da primeira equacdo temos y?> = 4(1 — g—i) e da segunda y*> = 25(1 — ’%:). Dar,

4(1— %) = 25(1— %) que equivale a 2304 —36x> = 14400 — 1600x?, ou seja, 1564x> = 12096.
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12096 - 4+ 3024 - 4+ 12v/2

Assim, x = 4/ e Sor F Substituindo em uma das equacoes iniciais, obtemos

y2 — 1339715 0 que /mpllca y = i%

Portanto, os pontos de intersecdo das elipses sdo: A(— lz‘ﬁ 5\ﬁ) B(122L 5W)

V391 ' /391 V391 ' /391
C(_12\/ﬁ _5\/%) e D(lz\/ﬁ 5\ﬁ)
V391" /391 V391’ /391

Exemplo 5.6 Esbocar os grdficos de 4x? + 25y? = 100 e de 25x? + 4y? = 100, indicando os
focos em cada grdfico.

Dividindo ambos os membros de 4x?> + 25y? = 100 por 100, obtemos % + };—2 = 1. Na
equacdo reduzida da elipse, o maior dos denominadores € igual a a> e o menor é b>. Sendo
assim, a> =25 e b®> = 4 o que implica a="5 e b= 2. O maior valor entre 25 e 4 que aparece
na fracGo em que o numerador é x*; por isso, o eixo maior da elipse estd contido no eixo dos x.
Como a*> = b?> + c?, temos ¢> = a®> — b®> =52 — 22 = 21 ¢, dai, c = \/21. Logo, os focos sdo
F1(—v/21,0) e F,(v/21,0) e o grdfico da elipse é:

Y 9
K‘\
~2

xr

Dividindo agora ambos os membros da sequnda elipse, a 25x? +4y? = 100 por 100, obtemos
% + g—; = 1. Neste caso, temos também a°> =25 e b> = 4 o que implicaa=5eb=2. O
maior valor entre 25 e 4 que aparece na fracdo em que o numerador € y?; por isso, 0 eixo maior
da elipse estd contido no eixo dos y. De a? = b? 4+ c? obtemos também que ¢ = v/21. Logo,
os focos sdo F1(0, —v/21) e F»(0,+/21) e seu grafico é:

Y
f
~=2 o)
F

-5
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Observacdo 5.3 Quando a = b = R temos que ¢®> = a>—b?> = 0, logo, ¢ = 0 e a excentricidade
.- ~ . 2 2 g
éigual a 0. Neste caso, a equacao da elipse se torna %—k«,‘;—z = 1 que é 0 mesmo que x>+y?> = R?
que é a equacao de uma circunferéncia de raio R e centro na origem.

Elipse com centro em um ponto qualquer

Vamos determinar agora a equacao de uma elipse com centro no ponto (xp, ¥o), €ixo maior
paralelo ao eixo x medindo 2a e eixo menor 2b.

Se considerarmos um outro sistema de eixos ortogonais X e Y de tal forma que a origem O’
desse novo sistema coincida com o ponto (X, yo) do sistema de eixos x e y, temos as seguintes
relacbes entre x, X,y eY: X =x—xeY =y — y.

Y ¥

Yo 3 o4 by y. 4
X

() i)

. . ~ . L 2 2 . .
No sistema de eixos X e Y, a equacao da elipse é i,f—? + % = 1. No sistema de eixos x e y
essa equacao corresponde a

(x=x)* (v —w)?
a2 + b?
Neste caso, os focos da elipse sao Fi(xo — ¢, ¥o) € Fa(xo + C, o).
Se a elipse tiver centro em (xg, ¥o), €ixo maior paralelo ao eixo y medindo 2a e eixo menor

. . ~ , 2 2 . .
2b, no sistema de eixos X e Y, a equacdo é >g—2 Z—z = 1. No sistema de eixos x e y essa
equacao corresponde a

= 1.

(x — Xo)2 (v — )/0)2
b2 + a2

Neste caso, os focos da elipse sdo Fi(xg, yo — ¢) € Fa(xo, Yo + C).

= 1.

Observacao 5.4 As coordenadas dos focos da elipse sao as coordenadas do centro adicionadas
de (0, +c), no caso do eixo maior ser paralelo ao eixo dos x, ou adicionadas de (£c,0), no caso
do eixo maior paralelo ao eixo dos y.

Exemplo 5.7 Determinar a equacdo da elipse de centro (2,4), eixo maior paralelo ao eixo x
medindo 10 e eixo menor 6.
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Temos xo = 2, Yo =4, 2a =10, 2b =6 0 que implica a=5 e b= 3. Logo, a equacao da
elipse é

(x=2)  (v—4?_
% T g =1

Exemplo 5.8 Determine o centro, os focos e os vértices da elipse 9x° + 16y> — 90x — 160y +
481 = 0.

A equacdo dada pode ser escrita na forma 9(x? — 10x) + 16(y? — 10y) = —481. Somando
e subtraindo 25 = (22)? a cada expressdo entre parénteses, temos: 9(x> — 10x + 25 — 25) +
16(y? — 10y + 25 —25) = —481 que é 0 mesmo que 9(x —5)?> — 225+ 16(y —5)? — 400 = —481
que equivale a 9(x — 5)2 4+ 16(y — 5)? = 144. Dividindo ambos os membros por 144, temos

(x=5?7 (v=57_
6 T o9 b

Observando essa equacdo, reconhecemos uma elipse de centro (xo, o) = (5,5) e a°> = 16,
b2 = 9 que implica c2 = a2 — b2 = 16 — 9 = 7, isto é ¢ = /7. Portanto, os focos sio
Fi(xo = ¢. o) = (5= V7.5) e Fa(xo + ¢, %) = (5+ V7,5).

Para encontrar as coordenadas dos vértices, fazemos x = xp =5 ey = yog = 5 na equacao
da elipse:

ex=5=(y—-52=9=y=54+3=y=8o0uy=2
ey=5=(x-5°=16=>x=5+4=>x=%oux=1

Logo, os vértices sdo os pontos (5,8), (5,2), (9,5) e (1,5).

5.3 Hipérbole

Dados dois pontos distintos F; e F, pertencentes a um plano a, seja 2¢ a distancia entre
eles. Hipérbole é o conjunto de todos os pontos P(x, y) de a cujo médulo da diferenca das
distancias a F; e a F, é um valor constante 2a (0 < 2a < 2¢)

Hipérbole = {P ca ’ |dp/:1 — dp/:2’ = 28}
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Na figura anterior, temos: ‘dAFl — dAFQ‘ = 2a, ’dBFl — dBFg’ = 2a, ‘dc;:l — dCFg’ = 24,
|dpr, — dpr,| = 2a. Por isso, os pontos P, A, B, C, D pertencem a mesma hipérbole.

Uma hipérbole pode ser obtida através da intersecao de um cone com um plano que nao
passe pelo vértice, nao seja paralelo a geratriz e que corte cada folha em algum ponto, conforme
mostrado na figura a sequir.

Principais elementos de uma hipérbole

Consideremos a hipérbole da figura a seguir:
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F1 e F, sao denominados focos e a distdncia entre eles é denominada distancia focal e é
denotada por 2c.

O ponto O, ponto médio de 1 F», é denominado centro e os pontos Vi e VL sdo os vértices.
A distancia do centro a cada um dos focos é igual a c.

ViV, € o eixo real ou transverso cuja medida é denotada por 2a.

WiW, é o eixo conjugado cuja medida é denotada por 2b. Os pontos W, e W, nao fazem
parte da hipérbole mas eles tém utilidade no tracado do grafico.

As retas y = igx sao denominadas assintotas da hipérbole e s3o retas que se aproximam
da hipérbole quando o mdédulo do valor de x aumenta.

A razdo € = ¢/a é denominada excentricidade e, no caso da hipérbole, temos € > 1.

Se P for um ponto da hipérbole, as distancias dpr, € dpr, sdao denominadas raios focais.

Observace"lo 5.5 Observe que d\/Q,C1 — d\/QI:2 = d\/Q,t:1 — dV1F1 = d\/l\/2 =2ae d&]l/do\/1 = do\/2 = 4.

Observacao 5.6 Podemos aplicar o Teorema de Pitdgoras para obter a sequinte relacao notavel:
2 2 2
cc=a +b°.

Equacao reduzida da hipérbole com eixo real contido no eixo dos x

Suponhamos que P(x,y) seja um ponto pertencente a uma hipérbole de centro O(0, 0),
focos em Fi(—c,0) e F»(c, 0), eixo real medindo 2a e eixo conjugado 2b.
Como |dpr, — dpr,| = 2a temos que dpr, — dpr, = £2a, ou seja,

\/(X+C)2‘|’y2_\/(X—C)2+y2::|:23
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que equivale a
Vix+c)2+y?=22a++/(x—c)? + y2.

Elevando ao quadrado os dois membros e simplificando, obtemos:

xc —a® =%a\/(x — c)2 + y?

e elevando ao quadrado e simplificando outra vez:

x3(c? — a%) — y?a® = a*(c® — @%).

Como ¢? — a®> = b?, temos x°b? — y?a® = a°b°. Dividindo os dois membros por a’b? obtemos
finalmente a equacao reduzida da hipérbole:

X2 y2
2 -t

Exemplo 5.9 Determine as assintotas, os focos e a equacao da hipérbole de centro na origem
cujo comprimento do eixo real contido no eixo dos x é 8 e cuja distancia focal é 12.

Temos2a=8e2c=12. Logo, a=4 ec = 6. Dai, b> = ¢? — 3> = 36 — 16 = 20 que implica
X2 2
b = V20 = 2V/5 e a equacdo da hipérbole é 36 )2/—0 = 1. As equacdes das assintotas sao
y =42 = i%x. Os focos sdo Fi(—c,0) = (—6,0) e F»(c,0) = (6,0).
Podemos também encontrar as intersecoes da hipérbole com os eixos. Para isso, basta fazer

y = 0 na equacao para obtermos x = +6.

Exemplo 5.10 Determine as assintotas e os focos da h/'pérbole 64x° — 16y? = 1024
. _ 1024 _
Dividindo ambos os membroszor 1024, obtemos mx —my = Josas OU S€ja, {z— 64 =1.
Como o x? aparece nessa equacdo em um termo positivo, o eixo real da hipérbole é contido no
eixo dos x. Nesse tipo de equacdo padrdo, o valor de a®> é o denominador do termo positivo e

b? é o do termo negativo. Logo, a®> = 16 e b> = 64 o que implicaa=4 e b= 8.
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Como c2 = a2 + b2 = 16 + 64 = 80, temos ¢ = v/80 = 4/5. Concluimos que as assintotas
sdo as retas y = £3x = £2x e os focos sdo F1(—4V/5,0) e F»(4V/5,0).

Equacao reduzida da hipérbole com eixo real contido no eixo dos y

Suponhamos que P(x,y) seja um ponto pertencente a uma hipérbole de centro O(0, 0),
focos em F1(0, ¢) e F,(0, —c), eixo real medindo 2a e eixo conjugado 2b.

Como |dpr, — dpr,| = 2a temos que dpr, — dpr, = £2a, ou seja,

VXA (=2 +y2 = VX2 4 (y +¢)2 = +2a

que equivale a
VX2 +(y—c)2==+2a+ /x2+ (y + ¢)2.
Elevando ao quadrado os dois membros duas vezes e simplificando, obtemos:
y2(c? = &%) — x?a° = a°(c? — a°).

Como ¢? — a® = b2, temos y?b? — x2a® = a?b?. Dividindo os dois membros por a’b? obtemos
outra forma de equacao reduzida da hipérbole:
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Exemplo 5.11 Determine as assintotas e os focos da hipérbole cuja equacao é

25y2 — 16x2 = 400.

25 2 16 2 _ 400 S
Dividindo ambos os membros por 400, obtemos 555y 206X" = 00> OU s€ja, 5 — 5% = 1.

Como o x? aparece nessa equacdo em um termo negativo, o eixo real da hipérbole é vertical
(contido no eixo dos y). O valor de a* nesse tipo padrdo de equacdo € o denominador do termo
positivo e b?> é o denominador do termo negativo. Logo, a*> = 16 e b°> = 25 o que implica a = 4
eb=05.
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Como ¢? = a2 + b?, temos ¢®> = 16 + 25 = 41 e, dai, ¢ = V41. Concluimos entdo que as
assintotas sdo as retas y = £2x e os focos sdo (0, v/41) e (0, —V/41).

Observacao 5.7 Resolvendo a equacao < ly)—z =1 paray, obtemos y = igx/x2 — a2.

82
e Se x> — 2% < 0 ou, equivalentemente, —a < x < a, entdo ndo existem pontos no grafico.
No entanto, existem pontos no grdfico se x > a ou x < —a.

e No primeiro quadrante (ou seja, quando x > 0 e y > 0) temos que y = gx/x2 —a’ que é
uma parte do grdfico da hipérbole se aproxima da reta y = gx. Para verificar isso, basta

xz_az) ~im 2 {<x—m)(x+m)

.. . b b
calcular o limite: lim | —x — 3

x—00 \ 4 X—00 g X+ VX2 — a2
b a’
— lim ————= = 0. Vale um resultado analogo para os outros quadrantes.
ax—oo x + \/x2 — a° J

Hipérbole com centro em um ponto qualquer

Vamos determinar agora a equacao de uma hipérbole com centro no ponto (xo, ¥o) € €ixo
real paralelo ao eixo x medindo 2a e eixo conjugado 2b.

Se considerarmos um outro sistema de eixos ortogonais X e Y de tal forma que a origem O’
desse novo sistema coincida com (xp, yo) do sistema de eixos x e y, temos que X = x — xp €

Y=y

et

Iy

. . ~ ., , 2 2 . .
No sistema de eixos X e Y, a equacao da hipérbole é >a<—2 — % = 1. No sistema de eixos x e

Y, €ssa equacao corresponde a

(x—x)> (¥ =)’
a? N b?
Neste caso, os focos da hipérbole sdo Fi(xo — ¢, yp) € Fo(xo + ¢, yo) € as assintotas sdo retas
que passam pelo ponto (xg, yo) com declividades ig, isto €,

= 1.

b
Y=Y = ig(x — X0)-
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Se a hipérbole tiver centro em (xp, o), €ixo real paralelo ao eixo y medindo 2a e eixo
. . . ~ L XQ y? . .
conjugado 2b, no sistema de eixos X e Y, a equagao é 4> — > = 1. No sistema de eixos x e y
essa equacao corresponde a
2 2
(x=x)" (v —x) -1
b2 P

Neste caso, os focos da hipérbole sio as coordenadas do centro adicionadas de (0, +c) ou
(£c.0), ou seja, Fi(x0. Yo — ¢) € Fa(x0, Yo + C). As assintotas sao retas com declividades +7
que passam pelo centro cujas equacdes sao

a

Y—=—Y= iB(X — Xp).

Exemplo 5.12 Determinar os focos da hipérbole x> — 8x — y? = 11

Como (52)? = 16, somamos 16 aos dois membros da equacdo: (x*>—8x+16)—y? = 11416
que equivale a (x — 4)? — y? = 27. Dividindo os dois membros por 27 obtemos

(x—4)2 y°

2 —1
27 27

de onde reconhecemos a equacdo de uma hipérbole de centro (4,0), a®> = 27 e b> = 27. Dai,
c? = a> + b®> = 54 o que implica ¢ = /54 = 3V6.

Como na equacdo padrdao o x aparece em um termo positivo, o eixo real é paralelo ao eixo
dos x. Logo, os focos sdo Fi(4 —3v/6,0) e Fy(4 + 3v6,0).

Exemplo 5.13 Calcular os focos e as assintotas da hipérbole 25x? —4y? +50x — 40y — 175 = 0.
A equacdo dada pode ser escrita na forma 25(x?+2x)—4(y?+10y) = 175 que € equivalente

25(x? +2x + 1 —1) — 4(y* + 10y + 25 — 25) = 175,
ou seja, 25(x +1)? — 25 — 4(y + 5)? + 100 = 175 isto &,
25(x + 1)? — 4(y + 5)? = 100.
Dividindo ambos os membros por 100, obtemos a equacao da hipérbole no seu formato padrao:

(><+1)2_(y+5)2_1
4 25

Observando essa equacdo, concluimos que o centro da hipérbole é o ponto (—1,—5), a° = 4,
b> =25=a=2,b=>5 e que o eixo real é paralelo ao eixo dos x (porque o x aparece no termo
positivo da equacdo no formato padrdo).
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Dai, obtemos ¢® = a*> + b*> = 29 = ¢ = /29, os focos sdo os pontos F1(—1 — /29, —5) e
Fo(—1++/29,—5) e as assintotas sdo y + 5 = £2(x + 1).

Exemplo 5.14 Calcular os focos e as assintotas da hipérbole 49y? —9x?+294y +72x— 144 = 0.

A equacdo dada pode ser escrita na forma 49(y?+6y)—9(x?>—8x) = 144 que € equivalente a
49(y?+6y+9—9)—9(x>—8x+16—16) = 144, ou seja, 49(y+3)?>—441—-9(x—4)>+144 = 144
isto é, 49(y +3)? —9(x —4)? = 441. Dividindo ambos os membros por 441, obtemos a equacdo
da hipérbole no seu formato padrao:

(y+3)? (x—4)y

9 29

A partir dai, concluimos que o centro da hipérbole € o ponto (4,—3), a> =9, b> =49 = a =
3,b =7 e que o eixo real € paralelo ao eixo dos y (porque oy aparece no termo positivo da
equacdo no formato padrdo).
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Dai, obtemos ¢? = a> + b> = 58 = ¢ = /58, o0s focos sdo os pontos Fi(4, —3 — \/58) e
F2(4,—3 + V/58) e as assintotas sdo y + 3 = £3(x — 4).

5.4 Parabola

Dados um ponto F e uma reta d em um plano a, com F & d, pardbola é o conjunto de
todos os pontos de o que s3o equidistantes de F e de d.

Pardbola = {P ca ’ dpr = dpd}

Na figura anterior, temos: dp/: = dppr, dA/: = dAA’, dBF = dBB’y dCF = dCC’ € d\/,c = d\/\/r,
porque os pontos P, A, B, C,V pertencem a essa pardbola.
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Principais elementos de uma parabola
Ainda com relacao a pardbola da figura anterior:

e O ponto F é chamado foco da parabola.

A reta d é a diretriz.

O ponto V é o vértice.

A reta que passa por V e F é o eixo de simetria.

e p=dyr = dyv é denominado o parametro.

Equacao reduzida da parabola com vértice na origem e foco no eixo dos y

Em um sistema de eixos cartesianos, consideremos um ponto P(x,y) pertencente a uma
pardbola com vértice no ponto V(0,0) e foco em F(0, p), conforme mostrado na seguinte
figura:

Y
P
F
P T
Vg
p o
Pi’
Neste caso, a diretriz é a reta d cuja equacao é y = —p e o ponto P’ tem coordenadas

(x, —p). Como dpr = dppr, temos:

Vx=02+(y—p2=vVx=-x2+—(-p)>

ou seja,

VX2 + (y = p)2=+/(y +p)2.

Dai, elevando-se ambos os membros ao quadrado, obtemos:
X+ (y—p)P=+p?
Desenvolvendo os quadrados e simplificando, obtemos a equacdo reduzida da parabola:

x2 =4py.
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Equacao reduzida da parabola com vértice na origem e foco no eixo dos x
No caso do vértice ser o ponto V(0,0) e o foco F(p,0), entdo P’ tem coordenadas (—p, y)
e dpr = dppr € equivalente a
VX =p)+(y =02 = V(x+p)> + (v — y)?

que elevando-se ao quadrado os dois membros e simplificando o resultado, obtemos um outro
caso de equacao reduzida da parabola:

y? = 4px.

()

P!

P Iy

Equacoes de pardabolas em posicao padrao

Quando o eixo de simetria da pardbola coincide com o eixo dos y e o vértice € a origem
(0,0) o foco pode ser o ponto (0, p) ou o ponto (0, —p), ou seja, o foco pode ficar acima ou
abaixo do vértice. Se o foco ficar acima do vértice, a equacido da pardbola é x> = 4py e se ficar
abaixo, é x2 = —4py.

Y=
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Em uma situacao andloga, quando o eixo de simetria da parabola coincide com o eixo dos x

= —4px.

e o vértice é a origem (0, 0), o foco pode ser o ponto (p, 0) ou o ponto (—p, 0), ou seja, o foco
pode ficar a direita ou a esquerda do vértice. Se o foco ficar a direita do vértice, a equacao da

pardbola é y? = 4px e se ficar a esquerda, € y?

Uma pardbola pode ser obtida através da intersecao de um cone com um plano que nao

passe pelo vértice e seja paralelo a geratriz, conforme mostrado na figura a sequir.

-“:%\“

Rl Dy

Y e
¢

e 7~
s
Er e

e ————
L —F—t—F— >

Parabola com vértice em um ponto qualquer
Vamos determinar agora a equacao de uma pardbola com vértice no ponto (xg, yp), foco no

ponto (xo, Yo + p) e eixo de simetria paralelo ao eixo dos y.
Se considerarmos um sistema de eixos ortogonais X e Y de tal forma que a origem O’ desse
novo sistema coincida com o ponto (xg, ¥o) do sistema de eixos x e y, entdo temos as sequintes

relacdes: X =x—xeY =y — y.
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Yo P x

O g T

No sistema de eixos X e Y, a equacido da pardbola é X? = 4pY. No sistema de eixos x e y,
essa equacao corresponde a

(x = x0)* = 4p(y — yo)-
Neste caso, a diretriz é a reta y = yp — p.
De forma semelhante, obtemos também que a equacdo da pardbola com vértice (xg, o) €

e foco em (xg, yo — p) € eixo de simetria paralelo ao eixo dos y é (x — x0)? = —4p(y — yo) €
a diretrizé areta y = yo + p.

e foco em (xo + p, ¥o) € eixo de simetria paralelo ao eixo dos x € (y — yp)? = 4p(x — xo) € a
diretriz é a reta x = xg — p.

e foco em (xo — p, ¥o) € eixo de simetria paralelo ao eixo dos x é (y — yp)> = —4p(x — xp) €
a diretriz é a reta x = xg + p.

Exemplo 5.15 Determine o vértice, o foco e a diretriz da pardbola y = x*> — 5x + 6.

Como a metade de —5 elevada ao quadrado é igual a %75, somamos e subtraimos esse valor
da equacao dada para obter:

25 25
2
y = (x X + 4) 2 +
que é 0 mesmo que
5, 1
ou seja,
5.5 1
— — — ]_ —
(=20 = LW +3),
S~—— ap S~
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que é o formato padrdao da equacao de uma pardbola com eixo de simetria paralelo ao eixo
dos y, vértice V(xo, yo) = (3, —%) e4p =1, isto &, p = ;. Logo, o foco é o ponto F(2,0)

(=V +(0,p)) e adiretriz€é aretay = —% (= —71; —p).

O B

Lo | —

Podemos agora fazer um pequeno teste para verificar se a propriedade bdsica da pardbola é
verificada neste exemplo. Para isso, escolhemos um valor de x aleatoriamente, digamos x = 4,
e calculamos o respectivo valor de y: y = 16 — 20+ 6 = 2. Logo, o ponto P(4,2) pertence a
pardbola. Calculamos agora as distancias de P a F e a P'(4, —%) pertencente a diretriz.

.dPF:\/(4—g)2+(2—O)2:\/%—1—4:\/%:%

o dopr = /(4 - 42+ (2 (-1)2 = \/(3) = 3

Observe que as distancias obtidas sao iguais e, assim, a propriedade bdsica da pardbola fica
verificada.

Exemplo 5.16 Determine o vértice, o foco e a diretriz da pardbola 7x = y?> — 6y + 16.

Como a metade de —6 elevada ao quadrado € igual a 9, somamos e subtraimos esse valor
da equacdo dada para obter: Tx = (y>—6y+9)—9+ 16 que é 0 mesmo que 7x = (y —3)?+7,
ou seja,

que é o formato padrao da equacdo de uma pardbola de eixo de simetria paralelo ao eixo dos
x, vértice V(xo, vo) = (1,3) e 4p =7, isto é, p = %_
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Logo, o foco € o ponto F(4,3) (=V + (p,0)) e a diretriz é a retax = —2 (=X — p).

5.5 Equacoes paramétricas
As funcdes trigonométricas podem ser usadas para parametrizar uma elipse ou uma hipérbole.

Elipse

. . 2 2 . ~ . .
Consideremos a elipse % + 1z = 1, seu centro O e as circunferéncias de centro em O e raios
iguais a a e a b.

Sejam P(x,y) um ponto da elipse, D a intersecdo da circunferéncia de raio b com a reta que
passa por P e paralela ao eixo dos x, C a intersecao da circunferéncia de raio a com a reta que
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passa por P e paralela ao eixo dos y, E a intersecao da reta que passa por D e paralela ao eixo
dos y com o eixo maior, £ a intersecdo da reta_que passa por P e paralela ao eixo dos y com
0 eixo maior da elipse, 8 a medida do angulo EOD.

No triangulo retangulo EOD temos que g—g = send, ou seja, % = senf o que implica
y = bsenf. No triangulo retangulo FOC temos que % = cosf, ou seja, 7 = cosf que

implica x = acosf. Quando 0 dd uma volta completa, o ponto P percorre toda a elipse.
. . ~ L. . 2 ~

Assim, podemos considerar que as equacoes paramétricas da elipse ’a‘—i + }t’,—2 = 1530 x = acos¥é,

y = bsenf com 6 € [0, 2m].

Hipérbole

Consideremos agora a hipérbole ’;—5 — {7—; =1, seu centro O e as circunferéncias de centro em
O eraios iguais a ae a b. Sejam P(x, y) um ponto da hipérbole, A a intersecdo da circunferéncia
de raio b com a reta paralela ao eixo dos x e passa pelo ponto O, B a intersecao da reta que
passa por P e paralela paralela ao eixo dos x com a reta tangente a circunferéncia de raio b no
ponto A, C a intersecao da circunferéncia de raio a com a reta que passa pelos pontos O e B,
D a intersecao da reta que passa pelos pontos O e A com a reta tangente a circunferéncia de

raio a no ponto C, 8 a medida do angulo AOB.

o~ 4 \ b

No triangulo retangulo AOB temos que é—‘f\ = tg 0, ou seja, § = tgf o que implica y = btg6.
No triangulo retangulo OCD temos que % = cosf, ou seja, 2 = cosf que implica x = 5

que equivale a x = asecf. Quando 6 dd uma volta completa, o ponto P percorre toda a
-z . . ~ L. ., 2 2
hipérbole. Assim, podemos considerar que as equacdes paramétricas da hipérbole Z; — Iy)—z =1

sdo x = asecH, y = btgd com 0 € [0,27], 6 # Z e § # 3I.

Se o centro da elipse ou da hipérbole for um ponto (xo, yo), entdo basta trocar x por x — xg
€y por y — yo nas parametrizacoes anteriores. Assim, as equacdes paramétgicas da glipse
(X;f’) + (y;{f’) = 1530 x = xg+acos, y = yp+ bsen@ e as da hipérbole (X;’;O) — (y;{O) =1

Sa0 X = Xp + atgh, y = yo + bsech.

Outras parametrizacao sem o uso das funcoes trigonométricas também sao possiveis.
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Rotacao de eixos

@

Consideremos um ponto P(x, y) em um sistema de eixos ortogonais x e y. Girando os eixos
x e y de um angulo a em torno da origem, obtemos novos eixos X e Y. Queremos determinar
as coordenadas do ponto P nesse novo sistema de eixos ortogonais. Essas coordenadas serao
dadas pelas medidas dos segment(EQ_B e BP.

Seja B a medida do angulo BOP. No tridngulo retangulo OBP temos cosf =
senff = 22, que é 0 mesmo que cosf = 35 e senf = a5, isto €, X = OP - co
Y = OP -sen§.

No tridngulo retangulo OAP temos que cos(a+ ) = S4 e sen(a+ B) = 55 que é 0 mesmo
que cos(a +B) = g5 e sen(a+ B) = g5, ou seja, x = OP-cos(a+B) e y = OP-sen(a + B).
Usando as féormulas trigonométricas para o seno e o cosseno da soma de dois arcos, obtemos:

oB

op ©
sB e

x =0PcosBcosa — OPsenfBsena,
N—— ——

X Y

y =0PcosfBsena + OPsenfcosa.
S—— N——

X Y

Logo, a relacdo entre (X,Y) e (x, y) é dada pelas férmulas:

x =Xcosa —Ysenqa,
y=Xsena+ Y cosa.
Exemplo 5.17 Suponhamos que o sistema de eixos x e y seja girado de 45° no sentido anti-

hordrio em torno da origem e que obtemos dessa forma um sistema de eixos X e Y. Obtenha
a equacao da curva xy = 1 nesse novo sistema de eixos.

Como cos45° = sen4db° = % obtemos x = X cos45° — Y sen4b5® = %ﬁ — YT‘@ e
y = Xcos4b® 4+ Ysen4h® = %ﬁ + %ﬁ Substituindo na equacdo dada, obtemos:
xy=1= (P - P+ 02 =12 P2 - ()2 =1, ousea, ¥ -5 = 1.

Sendo assim, a equacdo dada é a de uma hipérbole.
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Propriedades oticas das cOnicas

As propriedades dticas estdao entre as mais notdveis da elipse, hipérbole e pardbola. Podem
ser enunciadas da sequinte forma:

e A tangente a elipse em um ponto P forma éngulos/a\eﬁ iguais com os segmentos dos
raios focais PF; e PF, e passa por fora do angulo FiPF,.

e A tangente a hipérbole em um ponto £ forma angulos a e [ iguais com os segmentos dos
raios focais PF; e PF, e passa no interior do angulo F1PF,.

e O angulo a que a tangente a pardbola em um ponto P forma com a semirreta tracada
pelo ponto P, paralela ao eixo de simetria, € igual ao angulo 8 que a tangente forma com
com o segmento do raio focal PF.

Muitas aplicacdes das conicas se baseiam nessas propriedades. Por exemplo, se uma fonte
luminosa for colocada no foco de um espelho parabdlico, os raios luminosos sao refletidos na
direcdo paralela ao eixo de simetria.

Além disso, as conicas ocorrem frequentemente em fendmenos naturais como por exemplo na
trajetdria de um jato d’dgua que jorra de uma fonte, como na foto a sequir, tirada no Sculpture
Garden em Washington, USA.
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5.6 Exercicios Resolvidos

R 5.1 Escreva a equacdo da hipérbole cujos focos sdo F1(1,3) e F»(1,9) e cuja diferenca entre
0s raios focais é 4.

Solucdo: A distancia focal é 2c¢ = drr, = 6 = ¢ = 3. A diferenca entre os raios focais é
denotada por 2a; logo, 2a =4 = a=2. Como c> = a°>+ b?, temos b*> = c?> —a*> =9 — 4 = 5.
Como o eixo real estd contido na reta x = 1 (vertical) e o centro é (1,6), o ponto médio de
F1F,, a equacdo da hipérbole é G=6" 6) (";—21)2 =1, ou seja,

(y—-6)* (x—1)°

=1
4 5

R 5.2 Determine os focos da hipérbole 25y? — 100x° = 1.

2 2

Solucdo: A equacao da hipérbole é equivalente a T - XI = 1. O denominador do termo
positivo do primeiro membro € igual a 5=, logo a* = %QeSb2 _10300 = ?=a+b* = - +155 = 35
= Cc = 20 f = ‘lg Concluimos dessa forma que os focos da hipérbole sao os pontos
F.(0, ¥2) e F1(0, —%).

R 5.3 Determine o centro, os focos, os vértices e esboce o grdfico da elipse cuja equacao é

Ox? +4y? —18x — 16y — 11 = 0.
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Solugcdo: A equacdo pode ser escrita na forma (9x> —18x) + (4y? —16y) = 11 que é o mesmo
que
9(x? — 2x) + 4(y? — 4y) = 11,

isto é,
x> —2x+1—1)+4(y> -4y +4—-4)=11=9(x—1)> -9 +4(y —2)? - 16 =11

X—X0 Y=o

; 2 2
que equivale a 9(x — 1)* + 4(y — 2)* = 36.

Dividindo ambos os membros por 36, obtemos

(=17, -2 _,
4 9

Reconhecemos ai a equacdo reduzida de uma elipse com centro no ponto (xg, yo) = (1,2),

P2=9eb2=4oqueimplicaa=3b=2,2=a>-—bh2=9—-—4=5= c=+/5. Como 0 eixo

maior € paralelo ao eixo dos y, temos que os focos sdo os pontos Fi(xg, yo — ¢) = (1,2 — \/5)

e Fo(xo, Yo + ¢) = (1,2 4+ /5) e os vértices sdo (xo, yo +a) = (1.5), (xo0.¥o — a) = (1,-1),

(xo+b,y0) =(3,2) e (xo — b, yo) = (-1,2).

R 5.4 Determine centro, focos, assintotas e grdfico da hipérbole cuja equacao é

5y% —4x% + 10y — 15 = 0.

Solucdo: A equacdo dada equivale a 5(y? + 2y) — 4x?> = 15. Acrescentando +1 — 1 para
completar o quadrado da soma, resulta 5(y> +2y +1 — 1) — 4x> = 15 que é 0 mesmo que
5(y + 1)? — 4x% = 20. Dividindo os dois membros por 20 obtemos a equacdo da hipérbole no

seu formato padrao:
y—Yo X—Xo
+1? (x)?_

4 5

1.
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A partir dessa equacao concluimos o seguinte:
e O centro € o ponto (xp, ¥o) = (0, —1);
e a>=4,b’=50queimplicac’=a+b=4+5=9=a=2b=+5c=3;
e O eixo real € paralelo ao eixo dos y (vertical);
e Os focos sdo Fi(xo, Yo —¢) = (0, —4) e Fa(x0, Yo + ¢) = (0,2);
e Os vértices sdo Vi(xo, ¥o — a) = (0, —=3) e Vu(x0, Yo + a) = (0, 1),
e As assintotas sdao as retas y — yo = £2(x — Xp), isto €, y + 1 = i\%x

O grafico dessa hipérbole é mostrado na figura a sequir.

R 5.5 Determine a diretriz, o foco, o vértice e esboce o grdfico da parabola cuja equacao é
16y + x?> —2x — 15 = 0.

Solucdo: A equacdo é equivalente a x> — 2x = —16y + 15. Somando 1 para completar o
quadrado da diferenca, obtemos: x*> —2x + 1 = —16y + 16 que equivale a

—1)>=-16(y — 1
(x=1) =216y -1)
X=Xo 4P y—yo

que é uma equacao no formato padrao. Observando essa equacao, conluimos que:

e O eixo de simetria é paralelo ao eixo y (porque o x € o que estd elevado ao quadrado) e
a parabola estd voltada para baixo (por causa do sinal negativo do coeficiente do y);

o —4p=—-16=p=4;

e O vértice € o ponto (xo, ¥o) = (1,1);
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e O foco € o ponto F(xo, Yo — p) = (1, —3);
e Adiretrizé aretay = yo+ p, ou seja, y = b.

O grdfico é o mostrado na sequinte figura:

o

R 5.6 Sendo A(10,0) e B(—5, p) pontos de uma elipse com focos em F1(8,0) e F,(—8,0),
calcule o perimetro do triangulo BFF,.

Solucao: Em uma elipse, devemos ter a soma dos raios focais constante:

dsr, + dsr, = dar, + dar, = V(10 — 8)2 4+ (0 — 0)2 + /(10 — (—8))2 + (0 — 0)2 = 20.
O perimetro do triangulo BF,F, € igual a dgr, + dgr, + dr,r, = 20 + 16 = 36.

e . 2 2 2 2 .
R 5.7 Esboce os grdficos das hipérboles 3z — %5 =1 e %5 — iz = 1 em um mesmo sistema de

eixos cartesianos e verifique que elas tém em comum as mesmas assintotas. Neste caso, essas
hipérboles sao chamadas conjugadas.

~ . 2 2
Solucdo: Considerando z — %5 = 1, temos:

e O eixo real estd no eixo dos x;

e 3>=16,b’=9=a=4,b=3;

o c>=2a+b>=16+9=25= c=+/25 =5, logo, os focos sdo (%5, 0).
e As assintotas sdo as retas y = +2x, ou seja, y = £3x.

x2

2
[ Y-
Considerando agora 9 16

1, temos:

e O eixo real estd no eixo dos y;

e a>=9 b =16=a=3,b=4;

e c2=2>+b>=9+16=25= c =5; logo, os focos sdo (0, %5).

e As assintotas sdo as retas y = +;x, ou seja, y = i%x.
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Os grdficos dessas duas hipérboles sao mostrados a seguir.

R 5.8 Determine a equacido da parabola com foco no ponto F(4,3) e cuja diretriz € a reta
x—8=0

Solucao: A distancia do foco a diretriz é dada por 2p = 8 — 4 = 4, logo, p = 2. Como a
diretriz € vertical e estd a direita do foco, deduzimos que o eixo de simetria é horizontal e o
vértice é o ponto (xo, yo) = (4;’—8, 3) = (6,3). Concluimos dai que a equagdo da pardbola é
(y —¥)? = —4p(x — x0), ou seja, (y —3)> = —8(x — 6) que é 0 mesmo que

y? — 6y +8x—39=0.

R 5.9 Ache o foco e a diretriz da pardbola x = —y? + 2y — 3.

Solucdo: A equacdo dada pode ser escrita na forma y> — 2y = —x — 3. Para completar o
quadrado da diferenca, somamos 1 a ambos os membros para obter: y> —2y +1 = —x —2 que
€ 0 mesmo que

—1)2= —1(x+2).
(y—1)"=-1(x+2)
Y=Y —4p  X—Xxg
Dai, temos que o vértice € o ponto (xg, yo) = (=2,1), —4p=—-1=p= %. Concluimos que o
foco dessa pardbola é o ponto F(xg — p, yo) = (—%, 1) e que a diretriz € a reta x = Xg + p, ou

: _ 7
seja, x = — 3.
R 5.10 Determine os vértices e os focos da cbnica cuja equacao é

IV (x =324 (y+2)2—/(x = 3)2+ (y — 5)?| = V1L.

Solucdo: Se P(x,y) for um ponto qualquer dessa conica, as raizes quadradas da equacdo
representam as distancias de P aos pontos F1(3, —2) e F»(3,5) (raios focais). Como o modulo
da diferenca entre essas distancias é constante e igual a v/11, temos uma hipérbole em que

2a =11 =a= @ Como 2¢ = drr, = 5— (=2) =7, temos ¢ = 5. O ponto médio de
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F1F, é o centro da hipérbole que € o ponto (xa, ¥o) = (3, 3). Como o eixo real estd contido na

reta x = 3 (vertical), temos que 0s vértices sdo os pontos (xo, Yo — a) € (xo, Yo + a), ou seja,
sdo (3,372 e (3, 3/,

5.7 Apoio computacional

Exemplo 5.18 Com o comando implicit_plot(equac¢ao, variagao do x, variagao do y, opgdes) do
pacote implicit_plot do Maxima podemos construir grdficos de curvas definidas implicitamente
como as conicas.

(%i01) load(implicit_plot);
(%001) C:/PROGRA2/MAXIMAL.0/share/maxima/5.27.0/contrib/implicit_plot.lisp

(%i02) implicit_plot(x"2 - y°2 = x, [x, -3, 31, [y, -3, 3],
[style, [lines, 4]]1, [color, red]);
(%002)

E gnuplot graph =Naes X

& [ & Options = 41
3

~

-

iR

N

-3 e =1 0 1 % 3

3.06112, -0.921964

Exemplo 5.19 Diversas curvas podem ser construidas em um mesmo sistema de eixos. Para

isso, basta fornecer as equacoes na forma de lista entre colchetes, separadas por virgulas. Neste
2 2

, X
exemplo, construimos a pardbola 2x = —y? + 3 e a elipse I + Yo lcom-5<x<5e
—b5 <y < 5. A primeira curva é desenhada em cor azul e a sequnda em vermelho.

(%i03) implicit plot([2*x = -y~2 + 3, x°2/16 + y~2/9 = 1], [x, -5, 5],
ly,-5, 5], [style, [lines, 4]]1, [color, blue, red]);
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Egnup\olgmph =N X
By & [ @& Options » 45 R )

T
23 = 3oy —

YA2/GHX 216 = 1 w—
4

N

[}

5.19314, 491644

Além de construir graficos, o Maxima pode ser usado para calculos e simplificacdes algébricas.
Nos exemplos a seguir, definimos duas funcoes que podem ser usadas no estudo da elipse.

Exemplo 5.20 Dada uma equacido do sequndo grau do tipo ax® + by? + cx +dy +e = 0,
supondo que essa equacao seja a de uma elipse, vamos construir no Maxima uma funcao
elipse(a, b, c, d, e) que retorne a equacao escrita na forma normal.

(%i01) elipse(a, b, c, d, e) := block([],
sinal(x) := if x >= 0 then 1 else -1,
return((x + sinal(c/a)*abs(c/(2*a)))"2/
((c™2/(4%a) + d~2/(4xb)-e)/a) +
(y + sinal(d/b)x*abs(d/(2xb))) "2/
((c™2/(4*a) + d72/(4xb)-e)/b) = 1) )$

Por exemplo, dada a equacdo 4x? + 6y? — 40x — 24y + 100 = 0, vamos escrevé-la de outra
maneira.
(%i02) elipse(4, 6, -40, -24, 100);

(%002) (y;2)2 n (X_65)2 —1

Exemplo 5.21 Agora, vamos construir outra funcao que calcule os focos de uma elipse cuja
equacdo € ax> + by’ + cx+dy +e=0.

(%i03)  focos(a, b, ¢, d, e):= block([cx, cy, fx, fy, al, bl, cl1, a0, b0],
sinal(x) := if x >= 0 then 1 else -1,
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cx : -sinal(c/a)*abs(c/(2%a)),

cy : -sinal(d/b)*abs(d/(2*b)),

a0: (c"2/(4*a) + d°2/(4xb)-e)/a,

b0: (c"2/(4*a) + d°2/(4*b)-e)/b,

if (a0 > b0) then (al: sqrt(ald), bl: sqrt(b0))

else (bl: sqrt(ald), al: sqrt(b0)),

cc: sqgrt(al”™2 - b172),

if (a0 > b0) then return([[cx + c1, cy], [cx - c1, cyll)
else return([[cx, cy+cl], [cx, cy-c1]]) )$

Por exemplo, vamos calcular os focos da elipse 4x° + 6y? — 40x — 24y + 100 = 0.

(%i04) focos(4, 6, -40, -24, 100);

[V2+5.2], [5—v2 2]

5.8 Exercicios Propostos

A 52 Determine a equagdo e esboce o grafico da elipse que passa pelo ponto (—2,5) e cujos
2
focos sdo (—2,—-3) e (—2,3). Resp.: % + % =1

A 53 Determine a equacdo da elipse com centro na origem (0, 0), passa pelo ponto (—v/15, 1),
. . . . . 2
eixo maior no eixo dos x e distancia focal igual a 8.  Resp.: % +45 =1

A 54 Determine os focos da elipse 4x*> 4+ 3y? —4x — 6y = 8.  Resp.: F1(%,0), F(%,2)

. . . -1 2 2 ) )
A 55 Determine os pontos de intersecao da hipérbole % — X? = 1 com a circunferéncia
x>+ (y—6)2=10. Resp.. (£3,5)
X2 y2
A 56 Determine a distancia focal da hipérbole cuja equacao é 29 o5 = 1. Resp.: 24/74

A 57 Calcule a excentricidade da hipérbole cuja equacdo € 25x> —9y? =1 Resp.: € = @

A 58 Determine os focos e as equacdes das assintotas da hipérbole 9x> — 16y? = 144.
Resp.: F1(=5,0), F2(5,0), y = £3x

A 59 Uma hipérbole em que a = b é denominada equildtera. Calcule a excentricidade de uma
hipérbole equildtera.  Resp.: € = /2

A 60 Determine a equacao do conjunto de pontos do plano que sdo equidistantes do ponto
F(0,0) e da reta d cuja equacdo € y = 4. Resp.: x> +8y —16=0

A 61 Achar as coordenadas do foco e a equacdo da diretriz da pardbola de equacdo y*> = —16x.
Resp.: F(—4,0), x =4
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A 62 Determine os focos da cOnica cuja equacao é
Vx =124 (y —2)2 4+ V(x +2)2 + (y — 2)2 = V17.

Resp.: F1(1,2), F(—2,2)

(17 | 1

A 63 Calcule a excentricidade da elipse o

=4. Resp.e=1%

A 64 Determine a equacao de uma elipse de centro (4,2) sabendo que ela € tangente aos eixos
2 2
coordenados.  Resp.. "2~ + U220 =1

A 65 Calcule a distancia focal e a excentricidade da elipse 25x° + 16y? = 400.
Resp.. 2c =6, e = 2

A 66 /dentifique os conjuntos de pontos do plano xOy representados pelas seguintes equacoes
e, se possivel, calcule os valores de a, b, ¢ relacionados.

2 2 2 2 2 2
aX+%—1 w%—%_l d%+% 0
d) 5~ % =0 e)F+35=1 ) —5=1
g)x4_|_J2’5:_1 h) % —%=-1 ’.)X4+J2/5:9
J) 4x?+25y2 =1 k) 4x? — 25y%2 =1 I) —4x2 4 25y2 = 100

Resp.: a) elipse; b) hipérbole; c¢) um ponto; d) um par de retas; e) elipse; f) hipérbole;
g) conjunto vazio; h) hipérbole; i) elipse; j) elipse; k) hipérbole; 1) hipérbole.

B 37 Um ponto P(x,y) descreve uma curva no plano de tal forma que sua distancia a reta

x = 4 é sempre o dobro da sua distancia ao ponto A(1,0). Determine a equacdo da curva
. 2

descrita por P.  Resp.: X4—2 +45 =1

B 38 Calcule a drea do quadrildtero que tem dois de seus vértices coincidindo com os focos da
elipse x> + 5y? = 20 e os outros dois sdo as extremidades do eixo menor.  Resp.: 16

B 39 Determine a equacdo da elipse com centro na origem, que passa pelo ponto P(—2, —2)
e que tem um dos focos no ponto (0, —\/6).  Resp.: 2x* + y*> = 12

B 40 Qual é a equacao do conjunto de pontos P(x y) cuja soma das distancias aos pontos

e . 3
(0, —5) e (0,11) € constante igual a 36 ?  Resp.: % + (y324) =1

B 41 Determine os focos da hipérbole cuja equacdo é 2x> — 7y?> —4x + 14y —19 =0 .
Resp.: F1(4,1) F,(—2,1)

B 42 Determine as equacdes das assintotas da hipérbole 4y? — 16x°> — 32x — 24y = 44,
Resp.: y —3 =42(x+ 1)

B 43 Ache a equacdo da hipérbole de centro na origem que tem um foco no ponto (0, —2) e
que passa pelo ponto (1,v/3). Resp.: y> — x> =2
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B 44 Determine a intersecdo da circunferéncia x> + y?> = 9 com a hipérbole x> — 4y?> = 4

Resp.: {(2v/2,1), (=2v2,1), (2v2,-1), (-2v2,-1)}

B 45 Identifique a curva cujas equacoes é)arametricas sdo x = 4+ 3sent, y = —2 — bcost,
comteR. Resp.: Elipse *Z4° 4) + (Hz) =1

B 46 Encontre a diretriz e o foco da pardbolay = x>+ x+2. Resp..y =0, F(-2,2)

B 47 Os focos de uma hipérbole coincidem com os da elipse 5z © 4+ y =1. Determ/ne a equacao
2

dessa hipérbole sabendo que a sua excentricidade é igual a 2. Resp.. T-5=1
B 48 Mostre que a distancia entre um foco da h/perbo/e & — ﬁ = 1 e uma das assintotas é
igual a b.

B 49 Determine o foco e o vértice da pardbola x = y>— 6y +8. Resp.:. F(—3,3), V(-1,3)

x> _

B 50 Determine os pontos de intersecao da hipérbole }’5—2 — 55 = 1 com a parabola y? = 3x.

Resp.: (2,v/6), (2,—v6), (10,v/30), (10, —/30)

B 51 Determine a equacido da pardbola de foco F(7,1) e diretrizx —9 = 0.
Resp.: y> =2y +4x —31 =0

o

C 34 Um segmento de comprimento 5 se desloca no plano de modo que suas extremidades A

e B ficam sempre nos eixos do x e y, respectivamente. Determine a equacao da curva descrita
v . . 2 2

por um ponto P € AB situado a 2 unidades de A.  Resp.: %5 + % =1

C 35 Determine os pontos de intersecdo das pardbolas y = x> —2x +1 ex = y?> — 6y + 7.
Resp.: (2,1), (—1,4), (3:83 TH/1%) (3413 1=413)

C 36 Obter as retas tangentes a elipse 5x%>+3y? = 15 que sdo paralelas a reta y = 2x. Resp.:
y=2x+4,/1

C 37 Uma elipse com focos Fi(1,2), Fo(—1,—2) e soma dos raios focais igual a 6 unidades
tem equacao dada por

Vx =12+ (y =22+ (x+1)2+ (y +2)2 =

Mostre que o eixo maior dessa elipse nao é paralelo ao eixo dos x, nem ao dos y e sua equacao
pode ser simplificada para 8x*> — 4xy + 5y? = 36.

C 38 Mostre que se a equacao geral do sequndo grau nas variaveis x e y
Ax?> 4+ Bxy +Cy*’ + Dx+ Ey+F =0
com B # 0 se transforma em uma equacao da forma
AX24+CY?+D'X+E'Y+F =0

se o sistema de eixos for girado de um angulo 8 em torno da origem no sentido anti-hordrio,
onde 6 satisfaz & equagio cotg(20) = 4z,
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C 39 Verifique que a equacdo 4x>—4xy+y?—2x—14y+7 = 0, ao ser rotacionada de um angulo

8 tal que cotg(20) = L = —2 = cos(6) = /L) = L e gen() = /12 — 25
transforma-se na equacdo da pardbola (Y — */?5)2 = %E(X - \/Tg)_
C 40 Considerando € a excentricidade da elipse ’;—5 + i—i =1, asretas x = —2 e x = 2 sdo
2
o . . X
chamadas diretrizes da elipse. Consideremos a elipse T + % =1.

a) Determine a excentricidade €, as diretrizes e os focos dessa elipse.
Resp.. e = ¥, x = %, Fi(—V5,0), F(V5,0)

b) Dé exemplo de um ponto P na elipse e calcule a distancia d desse ponto a diretriz mais
proxima e a distancia r de P ao foco mais proximo.

c) Verifique que no item anterior temos 5 = €.

C 41 Considerando € a excentricidade da hipérbole ’;—; b2 =1, as retas x = —f ex— f sao
o _ ' _ X2 2
chamadas diretrizes da hipérbole. Consideremos a hipérbole T % =1.

a) Determine a excentricidade €, as diretrizes e os focos dessa hipérbole.

Resp.: £ = Y32, x = + A=, F1(—V13,0), F(V13,0)

b) Dé exemplo de um ponto P na hipérbole e calcule a distancia d desse ponto a diretriz mais
proxima e a distancia r de P ao foco mais proximo.

c) Verifique que no item anterior temos 4 = €.
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Capitulo 6

Quadricas

6.1

Introducao

As superficies do espaco tridimensional R® que podem ser representadas por uma equacio do
segundo grau nas varidveis x, y, z sao denominadas quddricas. Podem ser dos seguintes tipos:

Esfera (exemplo: x2 + y2 + z2 = 16)
Cilindro (exemplo: x? 4+ z2 = 9)

Cone (exemplo: x? + 722 = y?)
Elipséide (exemplo: % 4+ £ 4 2 = 1)

Hiperboldide de uma folha (exemplo: ’;—2 +5-5%=1)

N

. <- . x2 2 zc
Hiperboldide de duas folhas (exemplo: - — & — 5z = 1)
Paraboléide eliptico (exemplo: z = 4x? + y?)

Paraboldide hiperbdlico (exemplo: z = 4x? — y?)

Além desses tipos de superficies, uma equacao do segundo grau também pode representar
um ponto (exemplo: x? + y? + z? = 0), uma reta (exemplo: x> + (y — z)> = 0), um plano
(exemplo: (x — y + 2z)2 = 0), entre outros.

6.2

Esfera

Dado um ponto C(xp, Yo, Z0) € R® e um niimero real positivo R, chama-se esfera de centro
C e raio R ao conjunto de todos os pontos do espaco cuja distancias a C € constante e igual a

R.

Esfera = {P(x,y,z) € R® | dpc = R}

135
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, P00 oooo
[l =R=1TE ) (S == % S e
T T T T T T T T T

Considerando os pontos P(x,y, z) e C(xo, Yo. Z0), temos que
drc = R=V(x =%+ -n)?+(z-2)°=R

que elevando ambos os membros ao quadrado resulta na equacdo da esfera de centro (X, yo, Zo)
e raio R:

(x=x0)+ =)+ (z—2) =R

Exemplo 6.1 A equacdo da esfera de centro na origem (0,0,0) e raio igual a 3 €
(x—0)2+(y—0)2+(z—-0)>=32,isto 6 x>+ y>+ 22 =0.

Exemplo 6.2 VVamos determinar o centro e o raio da esfera cuja equacao é dada por
x>+ y?+ 22— 6x+4y —10z+ 34 =0.

Aqui, precisamos completar o quadrado da soma ou da diferenca para podermos reconhecer
0 centro e o raio na equacao. A equacao dada pode ser escrita na forma

(x*—6x+_  — )+ P+4y+ - )+ (2-10z+ - )+34=0.

A metade de —6 elevada ao quadrado da resultado 9, a metade de 4 elevada ao quadrado da 4
e a metade de —10 ao quadrado da 25. Portanto, somamos e subtraimos 9,4 e 25 na equacao
dada:
(x>—6x+9—9)+ (V2 +4y+4—4)+ (22— 10z+25—-25)+34 =0,
que equivale a
(x—=3P2 -9+ (y+2)P2—4+(z—-5)?-25+34=0,
ou s€ja,
_2)2 2 _£)2 _
(x=3)"+(y+2)+(z—5) 4
X—Xp Y=Yo Z=2 R

Dessa forma, reconhecemos aqui a equacdo de uma esfera de centro no ponto C(3,—-2,5) e
raio R = 2.
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6.3. CILINDRO

6.3 Cilindro

Dado uma curva C em um plano 7 e r uma reta n3ao pertencente a esse plano, chama-se

cilindro de geratriz r e diretriz C a superficie obtida pelo deslocamento de r ao longo da curva

C, de modo que a reta esteja sempre paralela a r.

C g

/ //_—\\

temos um cilindro cir-

bola, entdo

a
respectivamente. Quando o cilindro puder ser descrito

, hipérbole ou par

elipse

?

Se a curva C for uma circunferéncia

cular, eliptico, hiperbdlico ou parabdlico,

le se chama cilindro quddrico.

entao e

do segundo grau nas variaveis x, y, z,

por uma equacao

Cilindro parabdlico

Cilindro hiperbdlico

é uma equacao com apenas

7z

A equacao de um cilindro com geratriz paralela a um dos eixos

duas varidveis taiscomo x> +y2 =1, x>+ z2=1le y? + 22 =1.

ﬂ // ANV /7777
XO00COCOCOY
s b 2P X

- Ry

=
=] ]
]
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Se na equacao de uma superficie nas varidveis x, y, z o x for trocado por x — xp, 0 y por

Y — Yo € 0 Z por z — zy, entdo € feita uma translagcdo de (0,0,0) para (xo, yo, Z0) em todo o
grafico da superficie.

6.4 Cone Quadrico

Dados uma curva C, uma reta r e um ponto V fora de C, um cone de vértice V e geratriz
r é a superficie obtida quando r se desloca ao longo de C, passando sempre pelo ponto V.

Se o cone puder ser descrito por uma equacao do segundo grau nas varidveis x, y, z, entao ele é
denominado cone quddrico. Se a curva C for uma elipse, entao a superficie pode ser denominada

cone eliptico, se C for uma circunferéncia, entao é um cone circular.
2 2
X

Equacdo do cone quddrico: pos + 72 z?, onde a, b > 0.
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e Intersecoes com os planos coordenados:

~ 2 .
— Fazendo x = 0 na equacdo do cone, obtemos % = z? que equivale a ($+z)(¥—z) =0
que é um par de retas no plano yz.

X

— Fazendo y = 0, obtemos a—z = z° que equivale a (24 z)(5 — z) = 0 que € par de
retas no plano xz.
— Fazendo z = 0, obtemos ’g—; + },;—2 = 0 que implica x =0, y = 0; logo, a intersecao é
o ponto (0,0, 0).
O plano z = k intersecta a superficie na curva de equacao ’a‘—i + {)—i = k2, ou seja, na elipse
2 2
=1, k#£0.

e Simetrias: Como ’;—; + ,yj—i = 72 equivale a (_a—’é)z + (_b—ﬁ)z = (—z)?, temos que se P(x,y, z)
€ um ponto dessa superficie, entdao Q(—x, —y, —z) também é. Por isso, a superficie é
simétrica com relacdo a origem. Além disso, (—x,y, z), (x,—y,z) e (x,y,—2z) também
pertencem a superficie, isso significa que ela é simétrica com relacao aos planos coorde-

nados xy, xz e yz.
e Se o vértice do cone for o ponto (X, yo, Z0), €ntdo sua equacdo é

(x — x0)? i (v —»)? _

po = (z—2)%

e Se a = b, o cone é circular.
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~ 2 2 2 2 ,
e Outras equacdes semelhantes como %; + & = x2 ou St = y? também correspondem
a0 cone quadrico em outras posicoes.

s Yy
O =
MeSTgesse
LTS

6.5 Elipsoide

Elipscide de centro na origem é uma superficie descrita por uma equacao do tipo

X2 y2 22
§+_+§:1

onde a, b, c sa0 nlimeros reais positivos.

e |ntersecoes com os planos coordenados:

~ . . 2
— Fazendo x = 0 na equacao do elipséide, obtemos %

2 7 .
.z + % = 1 que € uma elipse no
plano yz.

2 2 , .
— Fazendo y = 0, obtemos % + % = 1 que € uma elipse no plano xz.

2 2 L .
— Fazendo z = 0, obtemos % + ,y)—g =1 que é uma elipse no plano xy.
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e Se |k| < ¢, o plano z = k intersecta a superficie na curva de equacao ;—i—k ’,;—i—k ’;—; =1, ou
+ v

2 2

a2(1-%) pra-% _

k| < bex=k,|k|l < atambém s3o elipses.

seja, na elipse = 1. As intersecdes da superficie com os planos

y =k,
e IntersecOes com 0S €ix0s X, y € Z:
— As intersecdes com o eixo z sao os pontos (0,0,c) e (0,0, —c) porque x = 0,
2
y=0=%=1=z=+c.

— As intersecdes com o eixo y sao os pontos (0, b,0) e (0,—b,0) porque x = 0,
2
z=0=z=1=y=%b.

— As interse¢cdes com o eixo x sdo os pontos (a,0,0) e (—a,0,0) porque x = 0,
y:O:>:—§:1:>x:ia.

Esses pontos de intersecao com os eixos sao denominados vértices do elipsdide.

e Simetrias: se P(x,y,z) € um ponto dessa superficie, entdo Q(—x, —y, —z) também é.
Por isso, a superficie € simétrica com relacdo a origem. Além disso, (—x, v, z), (x, -y, z)
e (x,y, —z) também pertencem a superficie, isso significa que ela é simétrica com relacdo
aos planos coordenados xy, xz e yz.

e Se o centro do elipséide for o ponto (xo, Yo, Z0), entdo sua equacgdo é

(x —x0)? 4 (v —»)? i (z—2)? _

a2 b2 c? 1

e Se a= b=, o elipséide é uma esfera de raio a.
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6.6 Hiperboldéide de Uma Folha

Hiperboloide de Uma Folha de centro na origem é uma superficie descrita por uma equacao

do tipo

X2 y2 Z2

a2 p 2
onde a, b, ¢ s30 nlimeros reais positivos.

S — .

e Intersecoes com os planos coordenados:

- . L. 2 2 , .,
— Fazendo x = 0 na equacao do hiperboldide, obtemos }1;—2 — % =1 que € uma hipérbole
no plano yz.
2 22

— Fazendo y = 0, obtemos %z — % = 1 que € uma hipérbole no plano xz.
2

X

2 . .
— Fazendo z =0, obtemos 7 + % = 1 que é uma elipse no plano xy.

e O plano z = kintersecta a superficie na curva de equacao ’;—34—%—?—’;—2 = 1, ou seja, na elipse
X2 y2
2 k2 + 2 k2
a?(l+2) b(1+ %)
x = k, k # a sao hipérboles.

= 1. As intersecoes da superficie com os planos y = k, k # b e

e Simetrias: se P(x,y,z) é um ponto dessa superficie, entdo Q(—x, —y, —z) também é.
Por isso, a superficie € simétrica com relagcdo a origem. Além disso, (—x, y, z), (x, —y, z)
e (x,y, —z) também pertencem a superficie, isso significa que ela é simétrica com relacdo
aos planos coordenados xy, xz e yz.
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e Se o centro do hiperboldide for o ponto (xg, yo, Z0), entao sua equagdo €

(x — Xo)2 (v — yo)2 (z - 20)2 —1
2 e e "

~ 2 2 2 2 2 2 .
e Outras equacdes semelhantes como —% + 45 +% =1 ou % — 4z + % = 1 também

correspondem ao hiperboldide de uma folha em outras posicoes.

P
(AT .

¥ LT
i :"lldrlll /
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6.7 Hiperboldide de Duas Folhas
Hiperboldide de Duas Folhas de centro na origem € uma superficie descrita por uma equacao

do tipo
X2 y? 2

onde a, b, ¢ sao nlimeros reais positivos.
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(A
WM R O MW
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e |ntersecdoes com os planos coordenados:

- . L. 2 2 , .
— Fazendo x = 0 na equacao do hiperboldide, obtemos }1;—2 — % = 1 que € uma hipérbole
no plano yz.

N

2 , . . .
— Fazendo y = 0, obtemos —%; — % = 1 que € o conjunto vazio, ou seja, o plano xz
nao encontra o hiperboldide.

— Fazendo z = 0, obtemos ’a‘—j + ﬁ—i = 1 que é uma hipérbole no plano xy.

. Lo ~ 2 2 2 .
e O plano z = k intersecta a superficie na curva de equagdo —%; + yb—2 — ’2—2 =1, ou seja, na
2 2

y . ~ .
+ = 1. As intersecoes da superficie com o plano x = k
21+5) ra+5

também s3o hipérboles e com o plano y = k, |k| > b s3o elipses.

hipérbole —

e Simetrias: se P(x,y,z) € um ponto dessa superficie, entdo Q(—x, —y, —z) também é.
Por isso, a superficie € simétrica com relacdo a origem. Além disso, (—x, v, z), (x, —y, z)
e (x,y, —z) também pertencem a superficie, isso significa que ela é simétrica com relacdo
aos planos coordenados xy, xz e yz.

e Se o centro do hiperboléide for o ponto (xg, yo, Zo), entdo sua equacao é

(x — Xo)2 (v — J/o)2 (z - Zo)2
a2 + b? - c?

=1.
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6.8. PARABOLOIDE ELIPTICO

em
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correspondem ao hiperboldide de duas folhas em outras posicoes.

~ 2 2
e Outras equacgdes semelhantes como %5 — #
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6.8 Paraboléide Eliptico

Paraboldide Eliptico de centro na origem é uma superficie descrita por uma equacao do tipo

-

A0 nlmeros reais.

ondea>0,b>0ec#0s
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Intersecoes com os planos coordenados:

— Fazendo x = 0 na equacao do parabldide, obtemos bLi = ¢z que é uma parabola no
plano yz que pode ser voltada para cima (se ¢ > 0) ou para baixo (se ¢ < 0).

— Fazendo y = 0, obtemos ’;—5 = cz que é uma pardbola no plano xz que pode ser
voltada para cima ou para baixo dependendo do sinal do c.

— Fazendo z = 0, obtemos ;—i + ,y)—i = 0 que implica x =0 e y = 0. Logo, a intersecao
com esse plano € o ponto (0,0, 0).

A intersecdo com o eixo z é o ponto (0,0,0) porque x =0,y =0=0=cz=z=0.
Esse ponto de intersecao com o eixo z é denominado vértice do paraboldide.

. s . . 2 ~ .
Se ¢ > 0, o plano z = k, k > 0 intersecta a superficie na elipse % + 7= = 1. Nao hd
intersecao com o plano z = k se kK < 0. As intersecoes com 0s planos x = k ou y = k

sao pardabolas.

Simetrias: se P(x,y,z) é um ponto dessa superficie, entdo Q(—x,y,z) e R(x,—y, z)
e S(—x,—y, z) também sao. Por isso, a superficie € simétrica com relacdao aos planos
coordenados xz e yz e ao €eixo z.

Se o vértice do paraboldide for o ponto (xg, Yo, 20), entdo sua equagao €

(x — Xo)2 (y — )/0)2
a2 + b2

=c(z— 29).

~ 2 2 2 2 L
Outras equacoes semelhantes como % + % = by ou % + % = ax também correspondem
a c b c
ao hiperboldide de duas folhas em outras posicoes.
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6.9 Paraboléide Hiperbdlico
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Paraboldide Hiperbdlico de centro na origem é uma superficie descrita por uma equacao do

tipo

X2
_E +

onde a > 0,b > 0 e ¢ # 0 s3o nlimeros reais.

Y _
— =cz

2
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e |ntersecdoes com os planos coordenados:

— Fazendo x = 0 na equacao do parabléide, obtemos %—2 = ¢z que € uma parabola no
plano yz que pode ser voltada para cima (se ¢ > 0) ou para baixo (se ¢ < 0).

2 P z
— Fazendo y = 0, obtemos —%; = ¢z que € uma pardbola no plano xz que pode ser
voltada para cima ou para baixo dependendo do sinal do c.

— Fazendo z = 0, obtemos —:—i + bLi = 0 que implica (=5 + £)(3 + %) = 0. Logo, a
intersecdo com esse plano € o par deretas —> + 4+ =0,z=0e >+ =0,z=0.

2 2

. L. .y X y
e Se ¢ > 0, o plano z = k, k > 0 intersecta a superficie na hipérbole ——— + =1.
, ~ P - P ) P a’ck = b%ck

As intersecoes com os planos x = k e y = k sao parabolas.
e Simetrias: se P(x, y, z) é um ponto dessa superficie, entdo Q(—x, y, z) e (X, -y, z) também

sao. Por isso, a superficie é simétrica com relacao aos planos coordenados xz e yz.
e Se o vértice do paraboldide for o ponto (xo, ¥, 2o), €ntdo sua equagao €

2 2
(x — x0) (v — ¥o) _
i + = c(z— z).

e Outras equacoes semelhantes como —’a‘—i + i—i = by ou —{)—z + i—z = ax também corres-

pondem ao paraboldide hiperbdlico em outras posicoes.
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6.10. SUPERFICIES DE REVOLUCAO
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E muito comum o paraboldide hiperb
parte de cima e de baixo, como na figura a sequir.

7

de revolucao

6.10 Superficies

Consideremos um plano 7, uma curva C e uma reta r contidas em 7. A superficie obtida
pela curva C quando o plano w gira em torno da reta r é denominada superficie de revolucao

ou superficie de rotacao.

Se o plano 7 for o plano yOz, a reta r for o eixo z e a curva C for dada pelo grafico da funcao
y = f(z), entdo qualquer plano paralelo ao plano xOy intersecta a superficie de revolucdo na
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circunferéncia de raio r = f(z) nas varidveis x e y cuja equacao é x> + y2 = r?, z =r. Assim,
quando z varia livremente, temos a equacao da superficie:

X2 +y? = f(z)>

y=f(z)

Pelo mesmo motivo, se o plano 7 for o plano xOz, a reta r for o eixo x e a curva C for
dada por z = f(x), entdo a equacgdo da superficie de revolugcdo de C em torno de r é dada por
y2+ 7% = f(x)%

E se o plano 7 for o plano xOy, a reta r for o eixo y e a curva C for dada por z = f(y),
entdo a equacao da superficie de revolucao de C em torno de r é dada por
X2+ 22 = f(y)>.

Exemplo 6.3 Consideremos a reta y = 2x no plano xy. Vamos determinar a equacao da
superf/’cie obtida quando essa reta gira em torno do eixo y. Da equacao da reta, temos
x=1%1= f(y) Dai, a equacdo da superficie de revolucdo é x> + z> = f(y)> = x> + z° = (%),

2 . ~ . o .
ou seja, x> 4 7% = %. Essa é a equacao de um cone circular com vértice na origem.

. . 2 2 . ~
Exemplo 6.4 Consideremos a elipse - + {—O =1 no plano xy. Vamos determinar as equacoes
das superficies obtidas pela rotacao dessa elipse em torno dos eixos x e y.

e [Rotacdo em torno do eixo dos x] /solando o y na equacio da elipse resulta em

{—é =1- % =y =4/10(1 - ) = f(x). Logo, a equacdo da superficie de revolucdo é
X2 2 22
V24722 =1f(x)? = y>+2° = 10(1——) que equivale a YT RETI 1 que € a equacao

de um elipsoide de centro na origem, denominado também de elipsdide de revolugao).

e [Rotacdo em torno do eixo dos y] /solando o x na equacdo da elipse resulta em

212 o x = = 4/4(1 - —) = f(y). Logo, a equacdo da superficie de revolucdo

4 10
X2y 7
ExX2+22=1f(y)>=>x>+22=4(1 - ) que equivale a — sttt TS =1 que também
€ a equacao de um elipsoide de revo/ug:ao.
Exemplo 6.5 Consideremos a hipérbole % __E = 1 no plano xy. Vamos determinar as equacoes

das superficies obtidas pela rotacao dessa hipérbole em torno dos eixos x e y.
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e [Rotacdao em torno do eixo dos x] /solando o y na equacdo da hipérbole resulta em

}1’—2 = % —1=y= 16(%2 — 1) = f(x). Logo, a equagdo da superficie de revolugcdo é
, _ X2 y2 2 3
y?+ 22 =f(x)*> = y*+ 2% = 16(% — 1) que equivale a 9 16 16" 1, a equagdo de

um hiperboldide de duas folhas.

¢ [Rotacao em torno do eixo dos y] /solando o x na equacdo da hipérbole resulta em

% =1+ g = x =1/9(1+ }1’—2) = f(y). Logo, a equagcdo da superficie de revolucdo é

2 2 ZQ
X2+z22=f(y)??=>x2+22=9(1+ {—;) que equivale a 5 }1/_6 +g = 1, a equacio de
um hiperboloide de uma folha.

6.11 Cone assintotico

A todo hiperboldide (de uma ou duas folhas) pode ser associado um cone de tal forma que
o hiperboldide se aproxima cada vez mais do cone a medida que as superficies se estendem
para mais longe de seus centros. Por isso, esse tipo de cone é denominado cone assintdtico ao
hiperboldide.

2 2 2
_ B . X z - o
Caso o hiperboldide tenha equacao do tipo - - % — — =1, entao o cone assintdtico € dado
X2 y2 22 a ¢
por — — *— — — = 0. Note que basta trocar o " 1" pelo " 0" na equacao.

az b2 2

Os cones assintdticos de outros hiperboldides também podem ser encontrados por um
procedimento semelhante. Por exemplo, o cone assintético do hiperboldide de uma folha
X2 y? 72 o y2 72
?—Fﬁ—gzledeﬁmdo pela equacao ?+§_§:O
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6.12 Rotacoes de eixos

Todas as quadricas apresentadas neste capitulo tém simetrias com relacao a algum plano
paralelo a um dos planos coordenados. Suas equacdes sao da forma

A2+ By’ + CZ2>+Dx+Ey+Fz+ G =0,

onde A,B,C,D,E,F,G € R.

No entanto, além dos termos mostrados nessa equacao, a equacao de uma quddrica pode
conter termos Hxy, Ixz ou Jyz com H, I, J € R. Nestes casos, 0s planos ou eixos de simetrias
podem ser inclinados com relacao aos planos coordenados. Por exemplo, xy + xz +yz =1 ¢
a equacao de um hiperboléide de duas folhas “inclinado” . E possivel girar um sistema de eixos
X, Y,z e obtemos um sistema X, Y, Z no qual a equacao da qudadrica nao tem termos mistos
como xy, xz € nem yz e, assim, podemos fazer seu reconhecimento. E possivel mostrar que

x = Xcosay+ Y cosas + ZCosas
y = Xcospy+ Ycosp,+ Zcosps
z = Xcosvy+Ycosy,+ Zcosys

onde os angulos azi, as, as, B1, Bo, Bz, Y1, V2, Y3 devem ser conveniente escolhidos de modo a
eliminar os termos em xy, xz e yz da equacao. Por exemplo, considerando a quddrica cuja
equacao é

6x% 4+ 3y? 4+ 322 + 4xy + 4xz — 8yz =1,

se escolhermos cos o = \/% CoSoy = ﬁg cosa = £, cos By =0, cos P = ‘/?5 cos Py = —3,
COs7Y = \/ig COSYo = —ﬁg, COS7Y3 = —% nas equacoes anteriores, obtemos

- 2 2 1
X = \/EX + 3ﬁY +3Z,
y - 1 %Y - %22,
4
que se forem substituidas na equacao da quddrica, depois de uma simplificacdo, resulta em

7X?4+7Y?—27%2=1

que € a equacao de um hiperboldide de uma folha. A maneira mais facil de escolher os angulos
ai, oo, ... € usando os conceitos de autovalores e autovetores da Algebra Linear.

6.13 Reconhecendo uma quadrica a partir de sua equacao

Na tabela a seguir, fornecemos alguns exemplos bdsicos de equacoes de quddricas e algumas
de suas caracteristicas que podem facilitar na sua identificacao.
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Equacao Caracteristica Classificacao
x> +y?+2z2=1 | Mesmos coeficientes dos termos de 2° grau | Esfera

2 2 2
=+ i—z + 25 = 1| Nenhum sinal negativo Elipséide

2 2 2
X z , . . .
— + Yoz _ 1 | Um sinal negativo Hiperboldide

de uma folha

————— =1 | Dois sinais negativos Hiperboloide
de duas folhas

X -
) + % — 72 =0 | Combinacdo de termos de 2° grau Cone
igualada a zero
2 2
X . ”
zZ—— - A 0 | Um termo do 1° grau e dois de 2° grau Paraboldide
a b?
com mesmos sinais eliptico
2 2
z——+ Y- 0 | Um termo do 1° grau e dois de 2° grau Paraboldide
a b?
com sinais contrarios hiperbdlico
X—2 y_2 =1 Apenas duas varidveis Cilindro
a2 p2 P

6.14 Exercicios Resolvidos

R 6.1 /dentifique cada uma das sequintes superficies definidas pelas equacoes:
a) 25x%+9y? —81z2=0
b) 25x% + 9y? + 812> = —16
c) 25x% +9y? + 81z = 16
d) —25x% — 9y? + 8172 =16
e) 25x° + 9y? — 81z° = 16
f) 25x% + 9y? + 8122 =0
g) 25x —9y? + 81z =0
h) 25x —9y? — 812> =0
i) 25x —9x2 - 8122 =0
Solucao:

a) Temos uma combinacdo de termos de segundo grau, com diferentes sinais, dando igual a
zero. Logo, a equacao representa um cone eliptico.
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b) O primeiro membro da equacdo € sempre maior ou igual a zero; o sequndo membro é
sempre negativo. Logo, a equacao representa um conjunto vazio.

c) Ndo tem sinal negativo nos coeficientes de x?, y?, z?. Portanto, trata-se de um elipséide.

d) Tem dois sinais negativos como coeficientes dos termos que contém varidveis ao quadrado.
Logo, trata-se de um hiperboldide de duas folhas.

e) Tem um dnico sinal negativo no coeficiente de um dos termos que contém varidveis ao
quadrado. Logo, trata-se de um hiperboléide de uma folha.

f) Temos uma combinacdo de poténcias de varidveis ao quadrado dando igual a zero, sem
sinais negativos. Por isso, a equacdo representa um unico ponto. a origem (0,0, 0).

g) Um termo de grau 1 e dois termos de grau 2 com sinais contrdrios; logo, trata-se de um
paraboldide hiperbdlico.

h) Um termo de grau 1 e dois termos de grau 2 com mesmos sinais; logo, trata-se de um
paraboldide eliptico.

i) Tem apenas duas varidveis na equacdo. Como os coeficentes dos termos de grau 2 tém
sinais contrarios, temos um cilindro hiperbdlico.

R 6.2 Mostre que as equacdes x = cosu — vsenu,y =senu+vcosu,z=v, comu € [0, 2]
e v € R, podem ser usadas para descrever um hiperboldide de uma folha. Neste caso, elas sdo
chamadas as equacdes paramétricas do hiperboléide de uma folha.

Solucdo: Vamos investigar quanto € x> + y? nesse caso. Temos que

x? +y? = (cosu — vsenu)? + (senu + vcos u)?
= cos?u —2vsenucosu+senu+ vZsen? u+ 2vsen ucosu+ v cos’ u
= (cos® u 4+ sen® u) + v3(senu + cos’ u) = 1 + v

Como v? = z%, temos que x> + y?> = 1 + 2%, ou seja, x> + y?> — z2 = 1 que é a equacio de um
hiperboldide de uma folha.

R 6.3 Determine a equacao de uma esfera que tem o mesmo centro que
X2 +y*+722+6y —4z+9=0

e € tangente ao planom: 2x+3y —2z+7 =0.

Solucdo: A equacdo da esfera dada pode ser escrita na forma
X2+ (2 4+6y+9—0)+ (22 —4z+4—4)+9=0

que equivale a x*> + (y + 3)? + (z — 2)?> = 4. Assim, o centro da esfera é o ponto C(0, —3, 2).
O raio da esfera tangente ao plano dado € igual a distancia do seu centro ao plano:
2-04+3-(=3)—2-24+7| 6
R=dcr = = .
V22 + 32 + (—2)2 V17
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Logo, a equacdo da esfera tangente ao plano m é

36
(v 432+ (2 -2 = 2.
17
R 6.4 Mostre que o paraboldide eliptico %2 + ZTZ =2y eplano 2x — 2y —z—10 =0 tém um
tinico ponto em comum (ou seja, sdo tangentes).

Solucao: E um simples cadlculo de intersecao de duas superficies, ou seja, resolucao de um
sistema de equacoes.

Da equacao do plano, temos 2y = 2x — z — 10 que substituindo na equacao do paraboloide
resulta em % + ZTQ = 2x — z—10. Multiplicando os dois membros dessa ultima equacao por 36,
obtemos 4x° + 9z° = 72x — 36z — 360 que é o0 mesmo que

4(x* — 18x) + 9(z* + 4z) + 360 = 0.

Para completar o quadrado da diferenca (em x) e o quadrado da soma (em z), vamos somar e
subtrair os sequintes valores: (=32)? = 81 e (3)? = 4. Com isso, a equacdo anterior pode ser
escrita na forma

4(x? — 18x +81 —81) + 9(z2 + 4z + 4 —4) + 360 = 0,
N———’ N———
(x=9)? (z+2)2

ou seja,
4(x —9)? =324 +9(z+2)*-36+360=0

que equivale a
4(x —9)?+9(z+2)*=0.

Essa soma de quadrados so resulta em 0, quando todas as parcelas forem nulas, ou seja, quando
x—9=0ez+2=0. [ssoimplicax=9,z=-2=y=2210 184210 — 5 Assim, o

tinico ponto da intersecdo do parabolcide com o plano € o ponto (9,5, —2).
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R 6.5 Escreva a equacao de um hiperboloide de uma folha Cuja intersecao com o plano xy € a
elipse %5 +L—1 z=0, ecomop/anoyzeah/perbo/ey————1 x =0.

Solucdo: Para que a elipse 5 + L =1,z = 0, seja uma intersegcao do hiperboloide é preciso

que sua equacao seja da forma + - — Z— = 1. Fazendo agora x = 0 nessa equacao, obtemos
{72 — C—i = 1. Comparando essa equacao com a da hipérbole dada, temos c®> = 16. Logo, a

equacao do hiperboloide de uma folha procurado é

2

N

= 1.

X2 2
L
9 4 1

(@)}

R 6.6 Encontre a equacao de um paraboldide com vértice na origem que contém a elipse cujos
vértices sdo os pontos A(v/5,0,—3), B(—/5,0, —3), C(0,2,—3) e D(0, -2, —3).

Solucao: O eixo maior da elipse € a distancia entre os vértice A e B, logo, 2a = 2v/5 o que
implica a = /5. O eixo menor é a distancia entre C e D; logo, 2b =4 = b = 2.

A elipse estd contida no plano z = —3 (horizontal). Como o vértice (O 0,0) estd acima desse
? L 2 2
plano, a equacdo do paraboldide eliptico pode ser da forma cz = %5 + X 5, Isto €, cz =% + VT.

Substituindo as coordenadas de um dos pontos dados (por exemplo, o ponto A) nessa equacao,
obtemos: —3c = @ +0= -3c=1=c¢ = —%. Portanto, a equacdo do paraboloide

procurado é

X2 2
—z_x
5 4

R 6.7 Determine os focos da elipse definida pela intersecao do plano x = 8 com o hiperboldide
de duas folhas

————— =1.
16 4 9
. 64 y> Zz°
Solucao: Substituindo x = 8 na equacao do h/perbOIOIde obtemos 6 2 9 - =1 que
pode ser escrita na forma %- + 5=3=5 + Z =1 que é a equacao de uma elipse em que

a2 =27¢eb?=12.
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e N S R = -]
— T T T T T T T T

Como ¢? = a®> — b?, temos ¢> = 27 — 12 = 15 = ¢ = /15. Como o centro da elipse é o ponto
(8,0,0) e o eixo maior € paralelo ao eixo z (porque o maior denominador na equacdo padrao
da elipse aparece na fracdo que tem o z?), temos que os focos dessa elipse sdo os pontos

F1(8,0, —/15) e F,(8,0,/15).

6.15 Apoio computacional

O Maxima pode ser usado para construir uma variedade de graficos, tanto planos quanto
tridimensionais. A equacao do grdfico pode ser fornecida em vdrios formatos: cartesianas,
paramétricas, implicitas etc.

Exemplo 6.6 Neste exemplo, construimos o grdfico da funcdo f(x,y) = x> que corresponde
ao cilindro parabdlico z = x?. Para isso, usamos um comando do tipo

plot3d(funcdo, [variacdo do x|, [variacdo do y]);
(%i01) £(x, y) := x°2;
f(x,y) = x?

(%i02)  plot3d(f(x, y), [x, -2, 2], [y, -2, 21);

Neste caso, o grdfico € construido em uma janela a parte.
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o ey e

[l wMaxima 12,040

P m——————————
DE&aexibid kel o |@
(#145) lpadidvaw) - .
(3045) [ gnuplot graph - ———— T —— (= [ E i
& | o Options - %1

Arquivo  Editar  Cell

(8i49) dip

(3049) [

F %

—
Depois de construido esse grdfico pode ser girado para outra posicdo. Para isso, basta "arras-
tar” o grafico com o auxilio do mouse.

wview: 60,0000, 300000 scale: 1.00000, 1.00000

: § .. x“+y _
Exemplo 6.7 Aqui, construimos o paraboldide z = 5 usando uma tnica cor.

(%i03) plot3d((x~2 + y~2)/5, [x, -1.5, 1.5], [y, -1.5, 1.5],
[palette, false], [color, redl);
(%003)

[I=] gnuplot graph E@ﬂ
S W Sopom - b1 b2

)5 —=

wiew: 60,0000, 30,0000 scale: 1.00000, 100000

Exemplo 6.8 O plot3d(..) também constréi graficos de superficies definidas por equacdes pa-
ramétricas. Para isso, basta fornecer as equacoes da superficie entre colchetes. Vdrios graficos
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podem ser construidos em um mesmo sistema de eixos. Neste exemplo, construimos a superficie
X =vcosu,y =vsenu,z = v (um cone) juntamente com o plano x = u,y =v,z=1+v.
(%i07) cone : [vxcos(u), v*sin(u), v1$
(%i08) plano: [u, v, 1+v]$
(%i09) plot3d([cone, [u, -3.2, 3.2], [v, - 2, 2], plano, [u, -2, 2],

[v, - 2, 2]]1, [palette, false], [color, blue, red],

[axes, false], [box,false], [legend,false]);
(%009)

Q gnuplot graph = | 5] S
Bz & [ & Options » H1 X2 K3

view: 60.0000, 30.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Exemplo 6.9 O comando plot3d(...) serve para construir graficos de funcdes ou de superficies
definidas por equacoes paramétricas, como 0s mostrados nos exemplos anteriores. Para construir
outros graficos, devemos chamar antes um pacote de comandos intitulado draw. Para isso, basta
usar um comando load(pacote):

(%i10) load(draw);

(%010) C:/PROGRA2/MAXIMAL1.0/share/maxima/5.27.0/share/draw/draw.lisp

Agora, vamos construir o grdfico do hiperboldide definido implicitamente pela equacdo —x? +
y? — z%2 = 1. Para isso, usamos um comando do tipo

NomeDoGréfico: implicit(equacdo, variacdo do x, variacdo do vy, variacdo do z);
e, depois, um comando do tipo
draw3d(opg¢des, NomeDoGréfico) ;

(%i11) grhiperb: implicit(-x"2+y~2-z"2 =1, x,-3, 3, y,-3, 3, z,-3, 3);
(%011)

(%i12) draw3d(color=blue, view=[80,30], xu grid=25, yv_grid= 25, grhiperb);
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(%012)

O desenho do grdfico pode ser melhorado se for acrescentado na linha de comando uma
opcao enhanced3d=true, conforme mostrado na figura a sequir.
(%i13) draw3d(colorbox = false, xu grid = 80, yv_grid = 80, palette = gray,
enhanced3d = true, view = [44, 56], grhiperb);
(%013)

i ﬂ;l gnuplot graph |‘:'—|EI‘$J\
By & & % Options » $1 Y2 %3 Ha s e Y7 4B %o X0

(T
LM O R W

view: 44.0000, 56.0000 scale: 1.00000, 1.00000

Exemplo 6.10 Neste exemplo, é construido o grafico da superficie cujas equacoes paramétricas
sdo x =cosu—vsenu, y =senu+vcosu,z=v,0< u<2mw, -2 < v < 2. Paraisso, sao
usados os comandos parametric_surface(...) e draw3d(...) do pacote draw. Essa superficie €
um hiperboldide cuja equacio cartesiana é x*> + y> —z?> = 1. Sdo desenhadas também as curvas
definidas implicitamente por (¢; 1) y> — 2> =1, x =0, () x>—-2>=1, y =0, (c:)
xX>+y2=1,2=0, (ca:)x>+y?>=52z=2 e (c:)x>*+y>=5, z=-2.
(%i14) load(draw)$
(%i15) s: parametric_surface(cos(u)-v*sin(u), sin(u)+v*cos(u), v,

u, 0, 6.29, v, -2, 2)%$
(%i16) f(x, y, z) := x"2 +y"2 - z°2 - 1$ e: 0.22%
(%i17) c1: implicit(£(0,y,z)=0, x, 0, 0, y, -2-e, 2+e, z, -2-e, 2+e)$
(%i18) c2: implicit(f(x,0,z)=0, x, -2-e, 2+e, y, 0, 0, z, -2-e, 2+e)$
(%i18) c3: implicit(f(x,y,0)=0, x, -2-e, 2+e, y, -2-e, 2+e, z, 0, O)$
(%i19) c4: implicit(f(x,y,2)=0, -2-e, 2+e, y, —2-e, 2+e, z, 2, 2)$

p'
X
X
X,
(%i20) c5: implicit(f(x,y,-2)=0, x, -2-e, 2+e, y, —2-e, 2+e, z, -2, -2)$
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(%i21) draw3d(color=gray, view=[33, 46], xu grid=25, yv_grid= 25, s,
color=red, line_width=2, c1, c2, c3, c4, c5)$

Eg gnuplot graph =) i =) ﬁ
By & [ & Options $h1 %2 %3 X4 45 6 $7 48 $o f10

LT T
6.16 Exercicios Propostos

A 67 Escreva a equagcdo da esfera de centro no ponto (3,—5,4) e que passa pelo ponto
(5,-3,2). Resp.. (x =32+ (y+5)2+(z—-4)2=12

A 68 Determine a equacdo de uma esfera de centro no ponto (1,2,3) e tangente ao plano
2x+5y+z—11=0. Resp.: (x—1)2+(y—2)*+(z—-3)*=2%

A 69 Obtenha a equagdo da esfera com centro no eixo x e que passa pelos pontos (3, —4,2)
e(6,2,—1). Resp.: (x—2)"+y>+2z°=21

A 70 Determine o centro e o raio da esfera cuja equacdo é x*+y?+z>+6x—14y+12z+89 = 0.
Resp.: C(—3,7,—6), R=+/5

A 71 Determine a equacdo do elipsdide de centro (5,4,2) e que é tangente aos planos coor-

denados.  Resp.: U520 4 W% 4 (2 28

A 72 Determine o centro do elipséide definido pela equacdo
36x% + 900y? + 100z 4 108x — 4200y + 800z + 5681 = 0.
Resp.: (—3,%, —4)

A 73 Identifique cada uma das superficies definidas pelas sequintes equacoes:
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a) x> +4y? +92z2 =36

b) x> —4y? — 972 = 36

c) x> +4y? —9z2 =36

d x>+ (y =32+ (z—-1)2%=4
e) x? =4y? +47°

f) x>+ y?—2x =2y +2 =2z
g) —4x*+y? —472+2y —-3=0
h) 16y + x> = 2x —15=0

Resp.: a) elipsdide; b) hiperbolside de duas folhas,; c) hiperboldide de uma folha; d) esfera;
e) cone; f) paraboldide eliptico; g) hiperboldide de duas folhas; h) cilindro parabdlico.

A 74 Escreva a equacao de um hiperboldide de uma folha cuja intersecio com o plano xy é a
lipse &+ L =1,z=0 I < a hipérbole &2 — 2 =1,x =0

elipse 4 + 2% =1,z=0, e com o plano yz € a hipérbole &z — 5 =1,x = 0.

Resp.: X + 4 —2 =1

4 25 4

A 75 Escreva a equacao de um hiperboldide de duas folhas cuja intersecao com o plano xy € a
. 2 .

hipérbole % — 4y* =1,z =0, e com o plano x = 4 € a elipse 36y* + 812> =7,x = 4.

Resp.: % —4y? —-972 =1

A 76 Encontre a equacao de um paraboloide com vértice na origem que contém a elipse cujos
vértices sao os pontos A(4,2,0), B(—4,2,0), C(0,2,2) e D(0,2,-2). Resp.: § = j—é + %2

A 77 Escreva a equacdo do elipsdide que contém o ponto (1,1, 1) e que intersecta o plano xz
. 2 2 2 2 2
segundo a elipse ’ +% =1, y =0. Resp.: 7 +%5 +5 =1

A 78 Obtenha a equacdo do paraboldide obtido pela rotacdo da pardbola x*> = 4z,y = 0 em
torno do eixo z.  Resp.: x?> + y?> = 4z

A 79 Obtenha a equacdo da esfera obtida pela rotacdo da circunferéncia x’+(y—4)?> =5,z=0
em torno do eixo y. Resp.: x>+ (y —4)> +z?2=5

A 80 Obtenha a equacdo do hiperboldide obtido pela rotacdo da hipérbole 4y?> —9z°> =5,x = 0
em torno do eixo z.  Resp.: 4x° + 4y? —9z° =5

X2 2 Z2
B 52 Mostre que o plano 5x + 2z + 5 = 0 e o hiperboldide de duas folhas 3 yI + 55 = 1
tém um tnico ponto em comum e encontre as coordenadas desse ponto.  Resp.: (3,0, —10)

B 53 Determine os focos e os vértices da elipse definida pela intersecao do plano y =2 com o
o 2 2 52 _
elipsdide 55 + {_6 + 7= 1 Resp.: focos: (i@, 2,0), vértices: (iT‘/ﬁ, 2, +/3)
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B 54 Mostre que
45x2 —5y? — 922 —90x + 20y — 36z — 11 =0

€ a equacao do cone assintotico do hiperboloide de duas folhas definido pela equacao
45x% — 5y? — 97% — 90x + 20y — 367 — 56 = 0.

B 55 Determine a intersecio daretax=1+1t,y = —-2t,z=2—1t,t € R com o hiperboldide
4x2—y2+72=10. Resp.. PI(=1++6,4—2v6,4—+/6) e P(—1—+/6,4+2v6,4+/6)

B 56 Mostre que o grdfico de
8x24+ 9y’ + 22 —-8x+6y —2z+8=0
é o conjunto vazio.  Resp.: a equacdo equivale a 8(x — 3)°> +9(y + 3)° + (z — 1) = —4

B 57 Determine a equacdo do cilindro que € circunscrito as esferas (x+2)?+(y—3)?+(z—4)? =
9e(x+2)2+(y+1)2+(z-4)=9. Resp.: (x+2)*+(z-4)?=9

B 58 Deduza a equacao de um paraboldide com vértice na origem sabendo que sua intersecao
com o plano z = 2 uma circunferécia de centro (0,0,2) e raio 3.  Resp.: 9z = 2x? + 2y?

B 59 Escreva as seqguintes equacoes do sequndo grau no formato padrao

(X = x0)? N (v —»)? + (z = 2)?

+ a2 b2 c?

=1:

a) 4x?2 +9y? + 72 -8z = -3

b) x? —5y? = 72 + 3x

c) 2822 — 112z — 49y? + 98y + 4x>+8x — 129 =0
d) —4z% — 16z —4y? + 24y + x>+ 4x — 64 =0

e) 22— 9y? + 54y —4x2 —8x — 86 =0

. X R = A ol ) O R S DR W 25 ) LU () N € ) L
Resp: &) oyt tvme ~ Vb g~ dr — V9 2t = b
2 _2)2 2 2 _2)2
q) G L 2R ) G g2y

C 42 Verifique que cada quadrica listada a sequir pode ter as sequintes equacoes paramétricas:
a) Esfera: x =rcosucosv,y =rsenucosv,z=rsenv, 0 <u<2m, 0<v<m.
b) Elipsoide: x = acosucosv,y = bsenucosv,z=csenv, 0 <u <27, 0<v <.
c) Cone: x=vcosu,y=vsenu,z=v,0<u<2m, v>0.

d) Paraboldide Eliptico: x = vcosu,y = vsenu,z = v, 0<u<2m v>0.
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e) Hiperboldide de Uma Folha: x = secucosv,y = secusenv,z = tgv, 0 < v < 2,
-2 <v< T

f) Hiperboldide de Duas Folhas: x = senhucosv,y = senhusenv,z = =£coshu onde

u —u U_ a—U
coshu = &5 — esenhu ==~ u >0, 0<v < 2m.

C 43 Mostre que por qualquer ponto do hiperboldide de uma folha :—i + 'lv)—i — i—i = 1 passa uma

reta do tipo £+ 2 = k(1+ %), £— 2 = 1(1— %), onde k # 0, e que essa reta estd inteiramente
contida no hiperbolside.

C 44 Deduza a equacado da esfera em forma de determinante que passa por quatro pontos ndo

Cop/anares Pl(Xl, Y1, Zl), PQ(XQ, Yo, ZQ), ID3(X3, V3, Z3), ID4(X4, VYa, Z4) dados.

X +y’+z2 x y z 1

XX+yi+zi x1 ooz

Resp.: | X3 +yi+23 xo Yo 2
X3 Y3 Z3

2 2 142
X5+ Y5+ X3
2 2 2
Xg t Y4t Xy Xa Yo Za

—

C 45 Consideremos os pontos Fi(—c,0,0) e F»(c,0,0) e uma constante positiva 2a tais que

a>0,c>0ea> c. Determine a equagcdo da superficie formada por todos os pontos P(x, y, z)
. 2

tais que dpr, + dpr, = 2a.  Resp.: ;—z + % + Z—i =1, onde b*> = a* — 2.

C 46 Obtenha a equacdo da superficie formada por todos os pontos P(x,y,z) tais que
|dpr, — dpg,| = 2a onde F1(0, —c,0), F2(0,¢,0), a>0,¢c >0, c > a.
2

2 2
Resp.. =% +% — % =1, onde b* = ¢* — &°.



Apéndice A

Esferas de Dandelin

As curvas planas elipse, hipérbole e pardbola sao denominadas cénicas porque elas podem
ser obtidas através da intersecao de um cone com um plano.

Essas curvas costumam ser definidas através de uma propriedade que envolve distancias
focais. Foi assim que as definimos no capitulo 5.

O matemadtico belga Germinal Dandelin (1794-1847) provou que as curvas definidas como
secoes transversais de um cone sao as mesmas definidas usando raios focais. Suas demons-
tracoes sao puramente geométricas e, para isso, ele usou esferas inscritas em um cone. Essas
esferas sdao chamadas esferas de Dandelin.

A.1 Elipse

Consideremos um cone que é cortado por um plano 7 conforme mostrado na figura a seguir.

Consideremos duas esferas e; e e, tangenciando o plano e também o cone internamente. Inici-
almente, observe que quaisquer segmentos contidos em geratrizes do cone que iniciem em um

165
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ponto na intersecao de uma esfera com o cone e terminem na intersecao da outra esfera com
0 cone tém o mesmo comprimento constante.

Sejam F; e F, os pontos do plano T que tangenciam as esferas e; e e, respectivamente,
e P um ponto qualquer da intersecao do plano com o cone. Seja g a geratriz do cone que
passa pelo ponto P e sejam A e B as intersecoes de g com as esferas e; e e,, respectivamente.
Como PA e PF; sdo tangentes 3 esfera e;, temos que eles t8m o mesmo comprimento, ou seja,
que dpa = dpr. De modo semelhante, PB e PF, sio tangentes a e, e, consequentemente,
dps = dpr,. Somando-se as duas Ultimas igualdades, membro a membro, obtemos:

dpr, + dpr, = dpa+ dpg = dag = constante.

Dessa forma, vemos que a soma das distancias de P aos pontos F; e F, é constante e igual a
distancia entre Ae B. Como P é um ponto genérico da intersecao de ™ com o cone, concluimos
que a intersecao é uma elipse cujos focos sao F; e F».

Um procedimento semelhante a esse poderia ser usado para mostrar que a intersecao de um
cilindro com um plano “transversal’ também é uma elipse.

A.2 Hipérbole

Consideremos um cone de duas folhas que é cortado em cada folha por um plano , conforme
mostrado na sequinte figura.

Consideremos duas esferas e; e e, tangenciando o plano e também o cone internamente,
uma esfera em cada uma das folhas do cone. Observe que segmentos contidos em geratrizes
do cone que iniciem no vértice do cone e terminem na intersecao do cone com uma das esferas
tém a mesmo mesmo médulo da diferenca de comprimentos constante.

Sejam F; e F, os pontos do plano 7 que tangenciam as esferas e; e e, respectivamente, e
P um ponto qualquer da intersecao do plano com o cone. Seja g a geratriz do cone que passa
pelo ponto P e sejam A e B as intersecdes de g com as esferas e; e e, respectivamente. Como
PA e PF; sdo tangentes a esfera e; e PB e PF, sio tangentes a ¢, , temos que dpa = dpF, €
dps = dpr,. Sutraindo-se as duas ultimas igualdades, obtemos:

|dp’/:1 - dp’/:2| = |dP,A - dP,B| = dA,B = constante.

Dessa forma, vemos que o médulo da diferenca das distancias de P aos pontos F; e F, é
constante e igual a distancia entre A e B. Como P é um ponto genérico da intersecao de 7
com o cone, concluimos que a intersecao é uma hipérbole cujos focos sao Fi e F».
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A.3 Parabola

Consideremos agora um cone que € intersectado por um plano m; paralelo a uma de suas
geratrizes, conforme ilustrado a seguir.

Consideremos uma esfera e tangenciando o plano m; € o cone internamente. Sejam 7, 0
plano que contém a intersecao da esfera com o cone e d a reta na qual m; intersecta .
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]

[S%]

Seja F aintersecao da esfera com o plano ;. Para todo ponto P na intersecao de m; com o
cone temos que PA e PF tdm o mesmo comprimento pois s30 tangentes 3 esfera e passam por
um mesmo ponto P. Logo, dpr = dpa. Temos dpp = dc g € dcg = dpp POIS 0S segmentos
CB e PD sdo paralelos e ambos iniciam e terminam em planos paralelos. Concluimos dessa
forma que dpr = dpp = dpy. Como P é um ponto genérico da intercao de m; com 0 cone,
temos que a distancia de um ponto da curva ao ponto F é a mesma distancia da reta d. Isso
significa que a intersecao é uma pardbola de foco F e diretriz d.



Apéndice B

Programas recomendados

Diversos programas gratuitos podem ser encontrados facilmente na Internet e que podem
servir de apoio aos diferentes assuntos estudados. Esses programas podem ser usados como
um “assistente matemadtico”, realizando calculos complicados, efetuando todo tipo de operacao
com expressoes numeéricas ou algébricas, construindo graficos dos mais variados tipos.

Aqui, vamos citar apenas trés desses programas e listar alguns dos comandos ou operacoes
basicas de cada um. Na Internet podem ser encontrados muitos tutoriais e manuais gratuitos
deles. Esses programas que estamos recomendando sao os seguintes:

e GeoGebra
e K3DSurf

e Maxima

B.1 Geometria dinamica com o GeoGebra

GeoGebra ( = Geometria + Algebra) € um programa austriaco gratuito que retine Geometria,
Algebra e Cdlculo. De um modo bem simples, podem ser construidos pontos, segmentos de
reta, poligonos, circunferéncias, vetores, graficos de funcdes, cbnicas e, depois, podem ser
dinamicamente modificados com um simples movimento do mouse. Pode ser utilizado em
dezenas de idiomas, inclusive portugués. Sua execucao depende de se ter a linguagem Java
previamente instalada. Recebeu vdrios prémios internacionais, incluindo o prémio de melhor
software educacional alemao e europeu.

Cada objeto geométrico que aparece na drea de desenhos, tem uma expressao algébrica na
janela ao lado que corresponde a ele. As alteracées em cada objeto podem também ser feitas
diretamente nas suas equacoes.

Sua tela inicial é parecida com a mostrada a sequir:

169
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24 I

A
L
el

a=z
| 2,
5|

k . Mover
. & Ll
3 rrastar ou selecionar objetos (Esc)

-

v

ZlC

e
B

Objetos livres x /
Objetos dependentes
Objetos auxiliares \
Barra de Desfazer / Refazer
ferramentas
Janela de
Algebra
Area de desenthos
Entrada de comandos
@‘ Entrada: || I LI lEIComanda.. L”

Por exemplo, para se desenhar uma reta que passa por dois pontos dados, pode-se proceder
de uma das seguintes formas:

e Usando-se apenas o mouse:

— Na barra de ferramentas, damos um clique com o mouseno icone denominado “Novo
ponto”.

— Na drea de desenhos, escolhemos uma posicao e damos mais um clique. Com isso, é
criado um ponto A.

— Escolhemos outra posicao e definimos um outro ponto B. A medida que esses pontos
sao desenhados, eles vao sendo definidos por suas coordenadas na janela de Algebra
na secao dos objetos livres (independentes).

— Novamente na barra de ferramentas, escolhemos outro item. Dessa vez, damos um
clique no item “Reta definida por dois pontos”.

— Damos um clique em cima do ponto A e outro em cima de B. E, assim, a reta AB
estd definida. Sua equacao passa a fazer parte da janela de Algebra na secao dos
objetos dependentes.

— Depois de definidos, os objetos livres podem ser movimentados arrastando-os com o
mouse. Todos os objetos que dependerem deles acompanharao as mudancas.

e Através da janela de entrada de comandos:

— A direita do botdo com a palavra “Entrada” que aparece na parte de baixo, digitamos
as coordenadas dos pontos desejados. Por exemplo, digitamos A = (3,4) e, depois,
B =(0,-2).
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— Digitamos r = reta[A, B] para criar a reta r que passa pelos pontos A e B. Note
que o nome dos comandos também podem ser em portugués, se o programa estiver
configurado para esta lingua. Para ajustar o idioma, basta usar o item “Opcoes” do

menu e escolher “ldioma”.

— Com isso, uma reta definida por dois pontos fica desenhada na drea de desenhos.
Agora, ela pode ser modificada arrastando-se os pontos com o mouseou dando um
clique com o botdo direito em cima das equacoes da janela de Algebra e redefinindo-os.

Cada objeto definido pode ter sua aparéncia modificada através do item “Propriedades’ que
aparece depois que for pressionado o botdo direito do mouse em cima do objeto selecionado.
Podem ser alterados a cor, a largura do traco, se é pontilhado, se é fixo, etc.

No exemplo da tela a seguir, ilustramos a “regra do paralelogramo”

4 GeoGebra - geo5.oob
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

para a soma de dois
vetores. Depois de construido, os vetores V e w podem ser arrastados (modificados) com o
mouse e observarmos que sua soma vV + W se adapta a cada nova posicao.

9 [ =

e
L—1
]

A
L ]
.

-
g

7|

o) |8 =

I
—

‘%’ Mover
| Arrastar ou selscionar ohjetos (Esc)

.. Objetos livres x
@ A=(-11,-0.35)

@ B=(1.44,0.35)

=@ €=(-1.53,0.28)

. Objetos dependentes
D=(1.01,0.98)

a:-0.7x + 254y = 1.79
2 b -0.63x - 0.43y = -1.06
@ c=0.76

e d = 2,64

LD u=(2.54,07)

@ v=(043,0.63)

=@ W= (211, 1.33)

®) Entrada: || I

=] [ =] [comando ..

=

e s ~ 2
E neste exemplo construimos uma hipérbole fornecendo ao programa sua equagao %;

e ajustando os valores de a e b através de controles deslizantes.

_r
b2

2:1
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda

» Janela de Algebra

= Cénica

=@ c0.28x7 039 =1
= Nimero

L0 oa=19

@ b=16

= Reta

@ d:y=0.84x

L@ oery=-0.84x

Entrada %

B.2 Graficos de superficies com o K3DSurf

O K3DSurf é pequeno em tamanho, mas extremamente eficiente na hora de construir graficos
de superficies, sejam dados de forma implicita (que o programa chama “ISO Surface”) ou na
forma de equacoes paramétricas. Também constréi facilmente animacoes com as superficies.

A equacao da superficie definida implicitamente por uma equagao do tipo f(x, y, z) = 0 pode
ser fornecida em uma janelinha na parte superior esquerda da tela. Por exemplo, podemos entrar
com a equacao de um hiperboléide de uma folha na forma x°2 + y°2 - z°2 - 0.3 . Existem
51 exemplos de superficies predefinidas em uma lista denominada “Examples” que podem ser
escolhidas clicando-se no nome da superficie desejada.

Ao lado da janelinha onde a equacao da superficie é definida, existem controles para se definir
os intervalos em que x, y, z variam.

Opcionalmente, pode-se definir algum trecho da superficie em uma janelinha intitulada “Ac-
tivate the condition CND". Por exemplo, podemos destacar os pontos da superficie que tém
0z> % e z < 1. Para isso, é sé escrever a condicao “z > 1/2 & z < 1”7 e marcar a opcao
“Activate the condition CND".

Ao se pressionar no botao “Compute” o grdfico é construido.

Na parte de baixo da tela, encontram-se opcoes de construcao do grafico e um quadrinho
para ser marcado em caso de se desejar uma animacao.
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Neste segundo exemplo, construimos o paraboldide de revolucdo z = x? + y?. Para isso,

fornecemos a expressao z - x"2 - y~2
“Compute”.

“Anim (Rotation)” .

@ K305ur V0,62 Math for Fun TR R
Project OpenGL Config POV-Ray PageView About

= o

CPdle

IsoSurface lFammetnc | Toois | Hal | N | Farameiric (OpenGLON) | lsoSurface (OpenGL ON)

Cartesian Coordinates: Ffcy zt, ) =0
%2 -2 Examples (51)
Hyperbolic hd
it | Load

Delete
Clear

Compute

I™ Activate the condition CND foy.zit} :

e
=Dk 5

Options: (Export/Resoltion/Optimisation)

Drawing Options
v lines [ Trangles ¥ Fll [ Ifos ¥ Ae | Nom
Cut Grid Grid Resolution
ST [ B I e
(1= ] [ ]

T 2 TN NS =< I e

Animation/Marph:
I~ Anim{Rotation) I Morph fuse *t')

na janelinha superior esquerda e pressionamos em
Se quiséssemos uma animacao com esse paraboldide, bastaria marcar a opcao
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B.3 Computacao Algébrica com o Maxima

Maxima é um programa que executa calculos numéricos e simbdlicos, em desenvolvimento
desde 1969. Seu nome original era Macsyma e foi elaborado nos laboratérios do MIT, nos
Estados Unidos, com financiamento de vdrias agéncias governamentais norte-americanas.

E capaz de simplificar expressoes algébricas e trigonométricas, efetuar calculos com matrizes
e com niumeros complexos, construir diversos tipos de graficos, fatorar polinémios, resolver
diversos tipos de equacoes e sistemas etc.

E considerado um Sistema de Computacao Algébrica de uso geral, podendo ser usado nos
sistemas operacionais Windows, Linux e Mac-OS.

Sao vdrias as formas pelas quais o Maxima comunica-se com o usudrio. Vamos citar apenas
a interface denominada wxMaxima, que é bastante amigadvel, intuitiva e fdcil de se usar. Sua
tela inicial é parecida com a mostrada a sequir:

s wxMaxima 0.8.7

a-b (C) 2004 - 2010 Andrej Vodopivec

) ratsimp(y); O wxMaxima é uma interface para o sistema de dlgebra
computacional MAXIMA baseada no wxWidgets

(¥07) b*+ab+ta”®

hitp://wxmaxima. sf.net/
http //maxima sf net/

Informacées de sistema

wxWidgets: 2.8.10
Suporte Unicode: no
Versdo do Maxima: 5.23.2
Lisp: GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (ak.a. GCL)

Escrito por

Andrej Vodopivec -

| Pronto para entrada do usudrio

Podemos digitar os comandos para o Maxima linha por linha, e observar as respostas dadas
pelo programa. Para isso, segquimos as seguintes regras:

e Os comandos vdo sendo digitados ao lado de (%il), (%i2), (%i3) etc. e o Maxima vai
dando suas respostas ao lado de (%o01), (%02), (%03) etc.

e A linha de comando deve ser encerrada com um ponto e virgula ou com um cifrao. Se for
encerrada com um ponto e virgula, o resultado obtido € mostrado imediatamente. Se for
encerrada com um cifrao, o resultado ndao serd mostrado de imediato, ficando guardado
internamente.

e As operacOes aritméticas bdsicas sdo indicadas pelos simbolos +, —, * (multiplicacao),
/ (divisdo) e ~ (potenciacdo).
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A raiz quadrada de x € indicada por sqrt(x), o logaritmo natural de x é log(x), as funcdes
trigonométricas sao sin(x), cos(x), tan(x), sec(x), cot(x), csc(x) e as trigonométricas
inversas sdo asin(x), acos(x), atan(x).

Uma varidvel pode ter seu nome formado por uma tnica letra como x, y, z, ...ou ter um
nome longo onde aparecam varias letras, algarismos e caracter de sublinhado como em
exprl, expr2, result_1, result2, ....

Podemos atribuir valor a qualquer varidvel digitando-se o seu nome sequido de dois pontos
e do valor da varidvel comoem x:2, y: 4, z: =1 ...

O dltimo resultado calculado pode ser referenciado por um simbolo de porcentagem (%).

As constantes matematicas w = 3,14159..., e =2,71828..., i =+v—1, ¢ = %ﬁ Sao
representadas por %pi, %e, %i e %phi, respectivamente.

Usamos o comando float(x) para obtermos a representacao decimal de x.
Uma funcdo pode ser definida utilizando-se um :=, como no exemplo f(x) := cos(x) +
x/5—3.

Algumas vezes, ao invés de digitar linhas de comando, pode-se escolher uma janela no menu
principal e usd-la exclusivamente para digitacao do comando. O menu principal aparece no topo

da tela: “Arquivo Editar Célula Maxima Equacoes Algebra .

i3

A seguir, alguns exemplos de comandos digitados no Maxima , bem como suas respectivas
respostas. Calculamos 30 x 50 + 8 x 10, fatoramos o resultado em produto de poténcias de
primos, calculamos a = /49, b= Y8 a4 b, x = log(cos(%) +sen(})) -

6

(%il)  30%50 + 8%10;

1580

(%i2) factor(%);

22579

(%i3) a: sqrt(49)$ b: sqrt(81)/6$  a+b;

17

2

(%i4) x: log(cos(%pi/6) + sin(%pi/4));

l0g(*5 + J5)

Um comando é executado pressionando-se [Enter], [Shift][Enter] ou [Ctrl][Enter] na linha,
dependendo do que estiver definido em “Editar/Configuracdes/Enter calcula células” no menu
principal.

Simplificacao e desenvolvimento de expressoes

Expressdes algébricas podem ser simplificadas com o comando ratsimp(...) e desenvolvidas
com um comando expand(...). Se houver alguma funcdo trigonométrica envolvida, entdo a ex-
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pressao pode ser simplificada com um trigsimp(...) e ser desenvolvida com um trigexpand(...).

(%16)  ex1l: a"3/((a-b)*(a-c)) + b~3/((b-c)*(b-a)) + c~3/((c-a)*(c-b));

0 a’ b’ ¢
) Goha—o T hmab-a) T c-a)(c—b)

(%i7)  ratsimp(ex1);
(%07) c+b+a

(%18) ex2: ((3xx"2+4xx+1) "2-(3*x"2+10%x+1) "2) / ((3*x"2+11*x+1) "2- (3*x"2+3*x+1) "2) ;
(3x% +4x + 1) — (3x> + 10x + 1)?
(3x2 4+ 11x+ 1) — (3x?2 +3x + 1)?
(%i9)  ratsimp(ex2);
3

(%08)

Equacoes e sistemas

Uma equacdo pode ser resolvida com um comando solve(equacdo, varidvel). Podemos di-
gitar uma linha de comando ou fornecer a equacao em uma janela exclusiva para entrada de
equacoes. Para obter essa janela de equacoes, escolhemos no menu principal do programa a
opcao “Equacdes”’ e depois escolhemos “Resolver ..."”. Resolvemos a equacio x*—5x2+6 = 0.

Resolver &J ]

Equacdo(bes): =74 — 5*x"2 + &€ = 0

Varidvelis): =

(a4 ] [ Cancelar

(%i18) solve(x"4 - 5*x"2 + 6 = 0, x);

(%018) [x = —v2,x =v2,x = —/3,x = /3]

Um sistema pode ser resolvido da mesma forma que uma equacao, bastando colocar as
equacoes e as varidveis entre colchetes. Resolvemos o sistema linear formado pelas equacoes
IX+4y =2e2x—y =3.

(%i19) solve([3*x + 4xy = 2, 2*x - y = 3], [x, yl);
(%019) [Ix= 11,y = -3l
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Operacoes com matrizes

E possivel fornecer uma matriz a0 Maxima com um comando matrix([linha 1], [linha 2],
...) ou através de uma janela especifica, obtida nos itens “Algebra” e “Introduzir matriz...”
do menu principal. A multiplicacao de matrizes pode ser feita com um ponto como em A.B,
o determinante com um comando determinant(...) e a inversa com um comando invert(...).
Definimos neste exemplo uma matriz M e calculamos seu determinante e sua matriz inversa.

Informe uma matriz &J
i 2 3
1| -3 a2, 1
0 4 5 [1]
3 10 2 -5
[ ok | [ cancelr

(%i21) M: matrix( [-3,7,1]1, [4,5,0], [10,2,-5]1);
-3 7 1
4 5 0
10 2 -5

(%i22) determinant (%) ;
173

(%i23) dinvert(%);
25 37 5

T 173 173 173
20 5

173 173 173
42 43

T 173 173 173

Limites, derivadas e integrais

e O limite de f(x) quando x tende a xp € calculado com um comando /imit(f(x), x, xp). O
infinito pode ser codificado por inf e 0 menos infinito por minf.

e A derivada de f(x) com relagdo a x pode ser calculada com um diff(f(x), x) e a derivada
de ordem n com um comando diff(f(x), x, n).

e Integrais definidas em [a, b] podem ser calculadas com comando do tipo integrate(f(x), x, a, b).

e Se for colocado um apdstrofo antes do comando, ele serd apenas mostrado, mas nao cal-
culado.

(%i30) limit(sin(4*x)/x, x, 0);
4

(%i31) 1imit((1 + 3/n)°n, n, minf);
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(%i32)

(%i33)

(%i34)

(%i35)

(%i40)

(%i41)

(%i42)
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%e3

’limit( sqrt(x + sqrt(x)) - sqrt(x), x, inf);

lim Vx4 VX —x

X—>00
limit( sqrt(x + sqrt(x)) - sqrt(x), x, inf);
1

2

diff(x"7 + 11xsin(x), x);

11 cos(x) + 7x°

’diff (cos(x”"b), x) = diff(cos(x"5, x);

£ cos(x®) = —5x*sin(x°)
’integrate( x"4*cos(x), x);

x* cos(x)dx

integrate( x"4*cos(x), x);
(x* — 12x2 + 24) sin(x) + (4x3 — 24x) cos(x)

’integrate(x~5, x, a, b) = integrate(x”5, x, a, b);

b b6 a6
5
dx = — — =
/aX X 6 6

B.4 De onde copiar esses programas

e O GeoGebra tem sua pdgina na Internet no endereco www.geogebra.org. A partir dessa
pagina o programa pode ser baixado (28 megabytes), bem como sua documentacdo em
dezenas de idiomas.

e O K3DSurf pode ser copiado a partir de k3dsurf.sourceforge.net (4,9 megabytes).

e O Maxima tem sua propria pagina: maxima.sourceforge.net/download.html , é a “Ma-
xima, a Computer Algebra System” e a partir dela pode-se copiar o programa (cerca de
30 megabytes), além da sua documentacao.



Apéndice C

Resumos

C.1 Principais definicoes e formulas sobre vetores

l

e / = vetor unitdrio (comprimento = 1) na direcdo do eixo x
° ] vetor unitdrio na direcao do eixo y

e k = vetor unitdrio na direcao do eixo z

e 3= (a1, a, &)= a1l + anj + ask

o b= (b1, by, b3) = bii + boj + bsk

C = (Cl, Co, C3) = C17‘|‘ CJ+ C3E

Se P = (p1,p2, p3) € Q@ = (g1, a2, G3), entao

PO =Q—P=(q—pids—p2ds—ps) = (qn— p1)i + (g2 — p2)] + (a5 — ps)K.

Adicao de vetores e produto por escalar
o 3+b = (ay+ b)i+ (ay+ by)j + (as + bs)k

a = (aay, aay, aaz), onde a € R

°
Q

Norma e produto interno

e |3l = Va2 + a2 + a2 = comprimento (norma) de &

® 3-b=ayby + ab, + asbs = ||a||||b]| cos (a b), onde (&, b) é o angulo entre Fe b
e 3-3=|4]|%, ouseja, ||a]| =Va-a

L

°
Ly

-b=0<« aé perpendicular a b.

179
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Produto vetorial

I J k
axb=|a a as
by by bs
- ~ — -
e ||ax b|| = ||a]|||b|| sen (&, b) = drea do paralelogramo determinando por a'e b
e 3x3=0 axb=-bx3
e 5xb=0< 4 e bsio LD (colineares)

e 3 x b é perpendicular a & e b, simultaneamente

Produto misto

diy dop as
[_’,b,C_"]:é’Xb'é’: bl b2 b3
G & G
e |[3, b, €]| = volume do paralelepipedo determinado por 7, b, &
e [3 b, =0« 3 b, sio LD (coplanares)

e [3 b, #0 3 b, Csdo LI, ouseja, {3,b, ¢} é uma base do R3.

Bases ortogonais e ortonormais
e Sed-b=3-C=b-C=0, entdo {&, b, C} € uma base ortogonal

F-b=3-¢=bh-=0¢e|d| =|b|| =]¢|| =1, entdo {4, b, ¢} é uma base ortonormal

e Se {a,b,C} é uma base ortonormal e V. = xa+ yb+ zC, entdlo x = a3V, y = b-V e
z v

C.2 Retas e planos

Equacao do plano

e A equacdo cartesiana do plano que passa por A(xi, y1,21), B(x2, y2, 22), € C(x3, y3, Z3)
é da forma ax + by + cy + d = 0 e pode ser obtida desenvolvendo-se o produto misto

[ﬁ,A ,,ﬁ] =0, onde P(x,y,z) é um ponto genérico do plano.
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e As equacdes paramétricas desse mesmo plano sao da forma

x = xi+r(x—x)+s(xz—x1)
y = n+tre—y)+slys—n) rseR,
z = an+r(z—z2)+s(zs—=7n)

— —
que é 0 mesmo que AP = rAB + SR.

e O vetor normal a esse plano é o vetor " = /@ X R = ai+ bf+ ck.

Equacao da reta

e As equacles paramétricas da reta que passa pelo ponto Py(xp, Yo, 2p) € tem direcdo dada
pelo vetor V = vii 4+ voj + vk sao

X = Xy+ vt
Y = Yo+ wt, teR,
z = Zy+ val

. . =5 . )
que pode ser escrito de forma resumida na forma PP, = tV, onde P(x,y, z) é um ponto
genérico da reta e t é 0 parametro.

e Isolando, depois eliminando o parametro t nas equacoes paramétricas, obtemos

X=X Y=Y Z—2

%1 Vo V3

que sao denominadas equacoes simétricas da reta r.

Angulo entre dois planos

e —
O angulo (a, B) entre dois planos a e B cujos vetores normais sao iy e > é dado por

A |71 - 7o

cos{a, B) = —————.
(@ B) = 1& 1Tl

Angulo entre duas retas

———
O angulo (r, s) entre duas retas r e s cujos vetores diretores sdo V; e ¥, € dado por

cos(r gy = A7l
' [ll[lv]]

Angulo entre uma reta e um plano

—_—
O angulo (r, ) entre uma reta r cujo vetor diretor é ¥V e um plano a cujo vetor normal é i
|- V|

—_— i A -
é dado por (r,a) = 5~ 8, com 0 satisfazendo a equag¢do cosf = LR
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Distancia de um ponto a um plano

A distancia entre um ponto Py(xo, Yo, Zo) € um plano a cuja equacdo é ax+ by +cz+d =0

é dada por
o ‘aXo + byo + Czp + d‘

tre = T Bt

Distancia entre um ponto e uma reta

A distancia entre um ponto Fy(xo, Yo, Z0) € uma reta r com vetor diretor V é dada por

dPoI’ -

Distancia entre duas retas

Se as retas r e s forem reversas, P, for um ponto em r, P, for um ponto em s, V for o vetor
diretor de r e w for o vetor diretor de s, entdo a distancia entre elas é

—_— . e . .
d .= HP1P2,V, W” _ ‘P]_PQ'(VXW)’
" [V x w| [V x w|

C.3 Conicas

Elipse

e Elipse é o conjunto dos pontos P(x,y) cuja soma das distancias a dois pontos F; e F,
(denominados focos) é constante e usualmente denotada por 2a: dpfr, + dpfr, = 2a.

e O ponto médio O do segmento FF> é denominado centro da elipse.

e Os casos mais simples ocorrem quando FiF, estd contido no eixo dos x ou no eixo dos y
e o centro € a origem (0, 0).

— Se F1F, estiver contido no eixo dos x, e os focos F; e F, tiverem coordenadas (—c, 0)
2
, ~ ~ . , X
e (¢, 0), respectivamente, entdo a equacdo da elipse serd da forma ?4—% =1, onde

b é definido pela relacdo a®> = b® + 2.

B O Fy T
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— Se F1F; estiver contido no eixo dos y, e os focos F; e F, tiverem coordenadas (0, —c¢)
2
, ~ ~ . . X
e (0, ¢), respectivamente, entdo a equacado da elipse serd da forma E+% =1, onde
b também ¢ definido pela relacdo a®> = b? + 2.

e Se o centro da elipse for o ponto (xp, ¥o), entdo sua equagdo pode ser escrita na forma
B X — X 2 _ 2
padrao ( 20) + ¢ b2)/o)
(x—%)? | (v — %)?
2 22
minador e 0 b?> é o menor.

= 1, se FiF, for paralelo ao eixo dos x, ou na forma

= 1, se F1F, for paralelo ao eixo dos y. O a? é o maior deno-

e Arazao e = g é denominada excentricidade e temos que 0 < e < 1.

Hipérbole

e Hipérbole é o conjunto dos pontos P(x, y) do plano cujo médulo da diferenca das distancias
a dois pontos F; e F, (denominados focos) é constante e usualmente denotada por 2a:
|dpr, — dpr,| = 2a.

e O ponto médio O do segmento F;F, é denominado centro da hipérbole.

e Os casos mais simples ocorrem quando FiF> estd contido no eixo dos x ou no eixo dos y
e o centro € a origem (0, 0).

— Se F1F; estiver contido no eixo dos x, e os focos F; e F, tiverem coordenadas (—c, 0)
2 2
=1,

y
onde b ¢ definido pela relacdo ¢ = a% 4+ b%. As retas y = +2x que passam pelo

e (c,0), respectivamente, entdo a equacdo da hipérbole serd da forma 2y
centro e tém declividades iguais a ig sao as assintotas da hipérbole.
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— Se F1F, estiver contido no eixo dos y, e os focos F; e F, tiverem coordenadas (0, ¢)
2

e (0, —c), respectivamente, entdo a equacao da hipérbole serd da forma );—2 = 1,
onde b também ¢€ definido pela relacdo ¢® = a® 4+ b>. Asretas y = +2x que passam

pelo centro e tém declividades iguais a i% sao as assintotas da hipérbole.

e Se o centro da hipérbole for o ponto (xg, ¥o), entdo sua equacdo pode ser escrita na
(x = x0)° - %)
a2 b2
(Y = %) _ (X — x0)°
a2 b?
fracdo positiva, enquanto que b? é o da negativa.

forma padrao =1, se F;F for paralelo ao eixo dos x, ou na forma

=1, se PP, for paralelo ao eixo dos y. O a? é o denominador da

e Arazioe = g é denominada excentricidade e temos que € > 1.
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Parabola

e Pardbola é o conjunto dos pontos P(x, y) do plano que s3o equidistantes de um ponto F
(denominado foco) e de uma reta d (denominada diretriz) dados: dpr = dpg = p.

e O ponto da pardbola que estiver mais préximo da reta diretriz é o vértice V. A reta que
passa por F e V é o eixo de simetria.

e Os casos mais simples ocorrem quando o eixo de simetria coincide com o eixo dos x ou
com o eixo dos y e o vértice é a origem (0, 0).

— Se 0 eixo de simetria for o eixo dos x, e o foco F tiver coordenadas (0, p), entdo a
equacdo da pardbola serd da forma x? = 4py. Se o foco for o ponto (0, —p), entdo
a equacio é x> = —4py.

N
P’

— Se 0 eixo de simetria for o eixo dos y, e o foco F tiver coordenadas (p,0), entdo a
equacdo da pardbola serd da forma y? = 4px. Se o foco for o ponto (—p, 0), entdo
a equacdo é y? = —4px.

PP

e Se o Vértice da pardbola for o ponto (xo, yo), entdo sua equacao pode ser escrita na forma
padrio (x — x0)? = 4p(y — yo) se o eixo de simetria for paralelo ao eixo dos x, ou na
forma (v — yo)? = +4p(x — xp), se o eixo de simetria for paralelo ao eixo dos y.
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Completamento de quadrado

Uma equacao geral do segundo grau nas variaveis x e y pode representar uma cdnica. Para
escrever essa equacao em um formato padrao, € (til fazer um completamento de quadrado em
cada varidvel para depois identificar o centro, o vértice e outros valores como a, b ou p.

Para obter o quadrado de uma soma ou de uma diferenca a partir de x? + bx ou de x? — bx

. 2
basta somar (e subtrair) o termo constante (2)

o x*+bx=x>+bx+(3)* = (3)" = (x+2)* = (5)°

o X = bx =3 = bx+ (5~ (3)° = (x = 5" = (3)°

C.4 Quadricas

As quadricas sao superficies tridimensionais que podem ser descritas por equacoes do segundo
grau nas varidveis x, y e z. Nos casos mais simples, 0s centros ou 0s vértices sao a origem
(0,0, 0) e os eixos de simetria sao paralelos aos eixos x, y € z e, consequentemente, as equacdes
nao tém termos “mistos’ envolvendo xy, xz € nem yz.

Temos os sequintes tipos de quddricas (com centros ou vértices na origem):

e Esfera — sua equacdo é da forma x° + y? + z2 = r?, onde r é o raio.

2 2 2
. L. ~ X Y z ~
e Elipséide — equacao da forma -+ 2 +—= =1 Sea=boua=coub=c, entao
. i C ¢ ) , ~ .
temos um elipsdide de revolucao, ou seja, pode ser obtido através da rotacdao de uma elipse

em torno de um eixo.

e Cilindro — sua equacao sé envolve duas das varidveis se a geratriz for paralela a um dos
eixos x, y ou z. Se a equacdo for x*> +y? =r? ou x>+ 2z>=17r? ou y>+ 2% =r?
entao temos um cilindro circular reto.
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2 2 2 2
~ y z X z y y
e Cone —equacaodaforma —+—==—,00 —+ — =" ou =+ — = —. Se
2 TR 2 2 T2 2 22 2
(circular), ou seja, pode ser

a=boua=coub=c, entdo temos um cone de revolucao
obtido através da rotacao de uma reta em torno de um eixo.

2 2 2 2 2 2
N X z X z
e Hiperboléide de Uma Folha — equacao da forma =+ y—+ — =1 =- y—+ — =1
az b2 2 az b2 2
X2 y2 Z2
ou ) + 22 1.Sea=boua=coub=c, entao temos um hiperboldide de
uma folha de revolucao, ou seja, pode ser obtido através da rotacao de uma hipérbole em

torno de um eixo.
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e Hiperboléide de Duas Folhas — equacao da forma — =
a2 b? c? al

X2 y2 Z2
ou —— + 3 Sea=boua=coub=c, entdo temos um hiperboldide

- — =1.
a b c?
de duas folhas de revolucao, ou seja, pode ser obtido através da rotacao de uma hipérbole

em torno de um eixo.
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2 2 2 2
. .- - X X z
e Paraboléide Eliptico — equacao da forma cz = -+ ou ¢y =5+ ou
a b2 a2 c?
y2 2
cxX = 2 + . Sea=boua=coub=c, entdao temos um paraboldide de revolucao,
. c . . - , .
ou seja, pode ser obtido através da rotacao de uma parabola em torno do seu eixo de
simetria.
o !
\ (O
RS
NI s
- . - ~ x? y? x*  z
e Paraboléide Hiperbdlico — equacdo da forma cz = P oucy = —- — =2 ou
2 2
Y z . : o
cx = 7 Também conhecido como “sela”.

JI]
b
’I’, llll'
Y s
<l
U7 LHAT
N A
u:‘,-“-\\\\ L

Se o centro ou o vértice for o ponto (xp, Yo, 2o), entdo trocam-se x,y,z nas equacgodes
anteriores por x — X, ¥ — Vo, Z — Zy, respectivamente.
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