T2,

as o sin i

f(x+ Ax) — 1

f1x) = lim

x—0 AX
C0s 201 2cosT O |
th(—tg SN X =a; X =(=1)" arcsin:
. o+p . o-
[+t ot cos 0L —cosP =—2sin- > J----sm-j,

Cosec o

Sa = plo=a) o0

i p—c)=p

te 20, = = S e
[ - tg2o . sin @ -+sinB=2sin cos—

s log

ﬂcosu‘_ﬁ log, b= L

% log

OMETRIA ANALI{COESTCORRACY) tgoi+ 1P

TICA

(EspAco TRIDIMENSIONAL)

Sérgio de

| Albuquerque

Souza

)
sinT o

te(o+p) =

1-tgougf
sin(o—[) = sin occos f—cos oesin

= CO8eCC

4
ctgto+l=

\\ sin” o
. . fx+AX)—f
f1x)= lim ——————
x—0 AX
sinx =a; x=(—1)" arcsina +mn,
2cos® o = 1+ cos 200
- L O+p . o
~ coso—cosP=-2sin s ——



Sumario

1

Vetores
[1.1 Introducdo| . ... ...
[1.2  Segmentos Orientados|

[1.3

Norma, Direcao e Sentido|. . . . . . .

1.4 Vetores| . ... ... ..

[1.5

Operacoes Elementares com Vetores| .

[1.6 Combinacao Linear| . .
[1.7 Dependéncia Linear] . .
[1.8 Base do Espaco Vetoriall

2 | 315



Sérgio de
Albuquerque

3 375

Souzy o Vel s (@R eEitfeVetbres| . . . . . . . . . 56

(Espaco Tridimensional)

2 Produtos entre Vetores| 60
2.1 Produto Internol . . .. ... ... .. 61
2.2 Produto Vetoriall . . . . .. ... ... 88
2.3 ProdutoMisto| . . ... ... ..... 107
2.4 Vetores em Coordenadas do R?|. . . . 116
2.5 Exemplos|. . ... ... ... ..... 123
[2.6 Avaliando o que foi construido| . . . . 135

137
[3.1 Introducdo| . . ... .......... 137
[3.2  Problematizando a Tematical . . . . . 138
................. 138
[3.4 Posicao Relativa entre Planos|. . . . . 163
|3.5 Angulos| ................. 170
[3.6 Intersecdes|. .. ... ......... 172
[3.7 Distancias| . ... ... ........ 174
3.8 Exemplos|. ... ... ... ...... 179
[3.0 Avaliando o que foi Construido|. . . . 189

4 _Retas| 191



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

[4.1 Introducdo| . . ... ..........
[4.2  Problematizando a Tematical . . . . .
43 ARetal .. ... ... ... ... ..
[4.4 Posicao Relativa entre Retas| . . . . .
4.5 Posicdo Relativa entre Retas e Planos|

[4.7  Intersecoes| . . . ... ... ... ...
[4.8 Distancias|] . ... ... ........

................

[4.10 Avaliando o que foi construido| . . . .

O1nicas|

[5.1  Introducao| . ... ...........

.................
[5.3 Classificacaol . . . ... ........

[s.4 Avaliando o que foi construido| . . . .

6 Quadricas
[6.1  Introducao| . . .. ... ........
6.2 Quadricas|. . . . ... ... ... ...

211
220
227

253
253
255
298
313



Capitulo 1

Vetores

1.1 Introducgdo

1.1.1  Situando a Temdtica

Nesta unidade estudaremos e definiremos vetores,
bem como as operacdes com esses vetores, obtendo
resultados geométricos e analiticos, utilizando como
base os conceitos basicos da trigonometria, como
tridngulos retangulos e suas relagdes.

O tratamento vetorial de varios problemas mate-
maticos e fisicos simplifica a compreenséo e o estudo
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destes problemas, possibilitando a ampliacdo, gene-
ralizacdo e confirmacio dos conceitos e definicdes
existentes.

1.1.2  Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por
exemplo, area de um tridngulo qualquer, projecdes,
volume de um paralelogramo, perpendicularismo, pa-
ralelismo e dngulos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas
operacoes.

1.1.3 Conhecendo a Tematica

O estudo de vetores iniciou-se no final do século
XIX. Eles constituem os instrumentos ideais para o
desenvolvimento de muitos conceitos importantes
nas varias areas do conhecimento, como em Fisica e
em Matematica.

Existem basicamente trés modos de se introduzir o
estudo de vetores:

Geometricamente:

6 375
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Os vetores sdo representados por segmentos
de reta orientados (setas) e as operagdes com
eles sdo definidas geometricamente;

Analiticamente:
Os vetores e correspondentes operacdes sdo
descritos em termos de numeros, chamados
componentes dos vetores. A descri¢do anali-
tica resulta naturalmente da descricdo geomé-
trica, desde que seja introduzido um sistema
de coordenadas;

Axiomaticamente:
Nio se faz qualquer tentativa para se descre-
ver um vetor ou as operacgdes algébricas com
vetores. Neste caso, vetores e operacoes veto-
riais sdo considerados conceitos nio definidos,
relativamente aos quais se sabe apenas que
eles satisfazem certo conjunto de axiomas. Tal
sistema algébrico, com axiomas apropriados,
chama-se espaco vetorial. Em todos os ramos
da Matematica se encontram espagos vetoriais
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e eles sdo apresentados em cursos de algebra
Linear.

Nesta unidade, inicialmente introduzimos vetores ge-
ometricamente de modo construtivo e ja apelando
para a visualizacdo do mesmo, dentro de um espaco
tridimensional. Depois, utilizamos o método anali-
tico e geométrico para introduzir outros conceitos e
operacoes entre os vetores.

1.2 Segmentos Orientados

Definicio 1.1 (Segmento)

Dados dois pontos distintos A e B quaisquer, que deter-
minam uma unica reta r, chamaremos de segmento
AB, ao conjunto formado pelos pontos extremos A e B
e por todos os pontos da reta r entre esses dois pontos

(Figura|1.1)).
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Figura 1.1: Representacdo grafica do segmento AB.

, AB
A B

Definicdo 1.2 (Segmento Nulo)
Um segmento nulo AA sera o conjunto unitario for-

mado apenas pelo ponto A (Figural1.2)).

Figura 1.2: Representagdes graficas dos segmentos nulos AA e BB.

Defini¢iao 1.3 (Segmento g‘ientado)

Um segmento orientado AB ¢ definido por um seg-
mento AB e uma escolha de um dos seus extremos
como ponto inicial A e o outro como ponto final B, ou
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seja, daremos uma orientacdo de como deve ser olhado
esse segmento (Figura|1.3).

Figura 1.3: Representagdo grafica do segmento orientado AB.

—_—

r AB
A B

Observacao 1.1 Em relagdo aos segmentos e segmen-
tos orientados temos:

* O segmento AB = BA,
* O segmento AA é chamado de segmento nulo.
¢ O segmento orientado AB # BAe

e O segmento orientado AA é chamado de seg-
mento orientado nulo.
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Exemplo 1.1 No paralelogramo dado pelos pontos
ABC'D conforme a Figura[1.4 considere os 4 lados, 0s
4 pontos e as diagonais, entdo teremos:

Figura 1.4: Representacgdo do paralelogramo ABC D.
D C

e 10 Segmentos:

AA BB,CC,DD,
AB =BA,BC =CB,CD = DC,
DA =AD,AC =CA,BD =DB

16 Segmentos orientados:
AA,BB,CC,DD, AB, BA, BC,CB,
CD,DC,DA,AD,AC,CA,BD,DB
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Exercicio 1.1 No paralelepipedo definido pelos pon-
tos ABCDEFGH da Figura[1.5, verifique que exis-
tem 36 segmentos que podem ser definidos pelos 8 pon-
tos, 12 arestas e todas as diagonais. Sdo 64 os segmentos
orientados?

Figura 1.5: Representagdo %gparalelepipedo éBCDEFGH.

F G

1.3 Norma, Direcao e Sentido

Para efeito da definigéo e estudo dos vetores, preci-

samos comparar segmentos orientados, por exemplo
. — —

um segmento orientado AB a um outro C'D, obser-

vando as trés seguintes caracteristicas geométricas:

Norma:
12 ‘ 375
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A norma ou comprimento de um segmento

orientado AB ¢ denotado por HA—B) H . Por-

_—
tanto dois segmentos orientados AB e C'D

3] - oo

terao mesma norma se L

. —_— ——
Figura 1.6: Segmentos AB e C'D: mesma norma.

D

oy
=
R

Direcao:
. . - g ~
Dois segmentos orientados AB e C'D terdo
mesma direcao se, as retas que os contém,
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sdo coincidentes ou paralelas.

Figura 1.7: Segmentos AB e CD: mesma diregao.

&)

D

B

Sentido:
. . g _—>
Dois segmentos orientados AB e C'D que te-
nham a mesma direcéo e ndo forem colineares,
terdo o mesmo sentido quando a intersecéo
dos segmentos AC' e BD for vazio, isto é:

(ACnBD={} =1
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caso contrario tém sentidos opostos. Os seg-
. - =g . A
mentos orientados AB e C'D colineares tém o
mesmo sentido, quando um outro segmento au-
xiliar A’ B’ ‘néo colinear com C'D e no mesmo

sentido de AB, satisfaz ACNB'D = {} =0

Figura 1.8: Segmentos AB e CD: mesmo sentido.

Exemplo 1.2 Considerando o paralelepipedo dado pe-
los pontos ABCDEFGH, temos:
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a) 8 segmentos orientados com a mesma norma do
segmento orientado BG:

{pa.cB.7¢.CF. a1l 1A, BD. DE

b) 4 segmentos orlentados com o mesmo sentido do
segmento orientado AE

{az.57.c¢. 01}

16 ‘ 375
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c) 8 segmentos orientados com a mesma dire¢do do
—>
segmento orientado AB:

{4854, 7. FE.0C. 11, 0C. OB

Defini¢iao 1.4 (Segmentos Equipoleit)es)_)
Diremos que dois segmentos orientados AB e C'D, ndo
nulos, sdo segmentos equipolentes (equivalentes) se
esses segmentos orientados possuem:

mesma norma) | mesma direcdo| | mesmo sentido

e representaremos essa relagdo por:

(1)

Observacio 1.2 Todos os segmentos orientados nu-
los sdo considerados equipolentes entre si, ou seja, sao

. - . ’
equivalentes AA ~ BB, pois neste caso, a norma é
nula e o sentido e a diregdo sdo indefinidos.

Exemplo 1.3 Considerando o paralelepipedo dado pe-
los pontos ABCDEFGF{, temos que:
17| 375
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a) AB ¢ equipolente aos segmentos: b—é, EF ¢ HG

(4B ~ DC ~ BF ~ IC)

b) AE ¢ equipolente aos segmentos: B—F> CG eDH

(4F ~ BF ~ CC ~ DH)

c) AD ¢ equipolente aos segmentos: B—)C EH e FG

(4D ~ BC ~ Bl ~ FC)

d) AF ¢ equipolente ao segmento DG

AT~ DG
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e) AH ¢ equipolente ao segmento BG

—_—>  —

AH ~ BG

f) AC ¢ equipolente ao segmento EG

—_—s —>

AC ~ EG

—
g) AG é equipolente apenas a ele, pois ndo é equipo-
lente a nenhum dos outros segmentos formado por

esses pontos.

Exercicio 1.2 Encontrar todos os segmentos orienta-
dos equipolentes, que podem ser formados com os pon-
tos do paralelepipedo ABCDEFGH da Figura

(pagina[12).

Propiedade 1.1 Dados trés segmentos orientados
quaisquer AB, CD e IV I, temos em relagdo a equipo-

léncia as seguintes propriedades:
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E1 - Reflexiva:
Todos os segmentos orientados sédo equipo-
lentes a si mesmos, ou seja:

AB ~ AB

E2 - Simétrica:
O segmento orientado AR ¢ equipolente a
CD se, e somente se, O'D é equipolente a
AB ou seja:

(4B ~ CD < CD ~ 4B)

E3 — Transitiva:
Se o segmento orientado AB ¢ equlpolente
aCDeCDé equipolente a entio AB
¢é equipolente a , OU seja:

(A8 ~ 0D 0D ~ IF — AB ~ IF)

20 375
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E4 - Paralelogramo:
O segmento orientado AB é equipolente a
T = ’ . Y
C'D se, e somente se, AC' é equipolente a
BD, ou seja:

(4B ~ OD «— AC' ~ BD)

E5 — Segmento Genérico:

Dado um ponto P qualquer é possivel de-
terminar outro ponto (), de tal forma que
= —_ . .

P(@) ~ AB, ou seja, podemos construir em
qualquer local do espago n-dimensional, um
segmento equipolente a um outro segmento
orientado.

Observacio 1.3 Toda relagdo definida em um con-
junto que é reflexiva, simétrica e transitiva é cha-
mada na matematica de relacdo de equivaléncia,
portanto a equipoléncia (~) entre segmentos orienta-
dos é uma relacdo de equivaléncia.
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1.4 Vetores

Definicao 1.5 (Vetor) .

Chamaremos de vetor AB como sendo um represen-

tante do conjunto formado por todos os segmentos ori-
_—> . N —_—>

entados XY equipolentes ao segmento orientado AB,

ou seja,

{A—é = {ﬁsegmento orientado / XY ~ A—B>}}

Observa(;ao 1.4 O vetor AB ndo é o segmento ori-
entado AB como conjunto de pontos, mas um repre-
sentante do conjunto formado por todos os segmentos
orientados que tem a mesma norma, mesmﬂ)iregdo e
mesmo sentido do um segmento orientado AB.

Observacio 1.5 O vetor determinado pelo segmento
—> —

orientado AB sera representado por AB, ou por uma

letra minuscula 1, isto é:
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Definicio 1.6 (Vetor Nulo)
O vetor determinado por todos os segmentos orientados
nulos, sera chamado de vetor nulo, denotado por:

—>

0 =AA

Defini¢ao 1.7 (Vetor Unitario)
Um vetor U qualquer é chamado de vetor unitario,
se a sua norma for igual a um, isto é:

Exemplo 1.4 Considerando o paralelepipedo dado pe-

los pontos ABCDEFGH da Figural[1.g e os vetores

—> —>

u, U ew como sendo os representantes da classe dos
. . \ 3 -

segmentos orientados equipolentes a AB, AC' e

respectivamente.
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Figura 1.9: Vetores i, U e 0 no paralelepipedo ABCDEFGH.
E H

<y

a) O vetor U pode ser representado por um dos elemen-
tos do conjunto:

{4B,DC, 1, FF}
b) O vetor U pode ser representado por um dos elemen-
tos do conjunto:
{AD,BC, FG, FH |
c¢) O vetor 1w pode ser representado por um dos elemen-
tos do conjunto:

{AE. BF.CC. i}

24 ‘ 375
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. —> —>
ou seja, como representantes dos vetores U, U e
temos as seguintes igualdades:

(7 _ 4B bC - BF - iiC)

(% _4B—BC— FC — BH)

(i —AB-BF-Cd-DH)

Desafio:
Quantos e quais s@o os vetores que podem ser
representados pelos pontos na Figura (1.9)?

1.5 Operagoes Elementares com Vetores

1.5.1  Soma

A soma de dois vetores 1 e ¥ quaisquer (ver Figura
1.10| é obtida graficamente, da seguinte maneira (ver

Figura|1.11):

25 375
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Figura 1.10: Representacdo dos vetores U e U.

gl
i~

a) Escolha um ponto qualquer A4;

b) Em um ponto A qualquer construa um outro re-
presentante para o vetor L, ou seja, U = AB

¢) No ponto ponto final B, construa um outro repre-
sentante para o vetor 7, ou seja, v = BC

d) O vetor soma U + U seré representado pelo vetor
AC, com ponto inicial A e ponto final C.
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Figura 1.11: Representacdo dos vetores U e U e do vetor soma
— —>
U+ vU.

A -

u =

Propiedade 1.2 Dados trés vetores quaisquer U, U
e w temos em relagdo a soma dos vetores as seguintes

propriedades:

S1 — Comutatividade da Soma:
Propriedade comutativa da soma entre ve-

27 375
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tores:

(Z+7 =7 +7)

Da Figura[1.11] temos que:

<l &

+
+

“l
ul El

@l

S2 — Elemento Neutro da Soma:
Propriedade da soma do elemento neutro
por um vetor:

Da Figura temos que:

SRSy
I

D>l U:Jl

1B+
A4 +

ol =
+ o+
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S3 — Inverso da Soma:
Propriedade do elemento inverso da soma
de um vetor:

[T+ (@)=0=-+7)

Da Figura[1.11} temos que:

T+ (@) = AB+Bl=1i=

S4 — Associatividade da Soma:
Propriedade associativa da soma entre ve-
tores:

(@+T)+ 0 =T+ (T +0)
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Figura 1.12: Representacdo dos vetores i, U, 1 e do vetor soma

U+ T+ .
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Da Figura[1.12] temos que:

(T+7) + :(E+L3_c*’)+c*_1)’

=AC+CD
= AD
T+ (T + ):/TE+(E_C'+53)
— AB+ BD
= AD

Exemplo 1.5 Considerando o paralelepipedo dado pe-
los pontos ABCDEFGH e os vetores i, U e i, ve-
rifique os seguintes resultados:

E 7

=y
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a)ﬁ+ﬁ:ﬁ
b) HG+ EH = AC
¢) BC + AE + HG = AG
d AB+DA+HD=HEB

1.5.2  Multiplicagdo por Escalar

Defini¢ao 1.8 (Multiplicacio por Escalar)
A multiplicagdo de um vetor U, ndo nulo, por um es-
calar k. € R, é o vetor, representado por , com as

seguintes caracteristicas:
. ~ v d
* mesma diregdo do vetor U,

5

. —> rig
e normaigual a ||x 7| = |x|-||

e mesmo sentido do vetor U, serx >0 e
sentido oposto ao vetor U se 1 < 0.

Observacio 1.6 Qualquer vetor multiplicado por
k = 0 sera o vetor nulo, ou seja,

07 =0
32 375
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e qualquer valor v € R multiplicado pelo vetor nulo
serd o vetor nulo, isto é

—

H,OZH

As operagdes aritméticas comuns também sdo idén-
ticas com as operacdes de multiplicacido de escalar
por vetores, que seguem nas propriedades exibidas a
seguir.

Propiedade 1.3 Dados os vetores i e U quaisquer e
os niimeros k, k1, ko € R, temos que:

ME1 - Distributividade do Escalar
Propriedade distributiva do escalar em rela-
¢do a soma de vetores:

[H-(U—i— v) = H~17+H,-T)’}
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MEz2 - Distributiva da Soma de Escalares
Propriedade da soma de escalares em rela-
¢ao a um vetor:

[(m + ko) U = f;l'ﬂ’—kf;g-i_[]

ME3 - Elemento Neutro
Propriedade do elemento neutro da multi-
plicacéo pelo vetor:

1-d=1d
ME4 - Associatividade da Multiplicacio:

Propriedade associativa da multiplicacao de
escalares em relagdo a um vetor:

[(;‘{1‘,"{2)'6 = k(K2 W) = Hz-(h'ri—f)}

Observacio 1.7 Um conjunto qualquer V' onde sdo
definidas duas operagoes, normalmente denominadas
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de soma e multiplicacdo, e que satisfazem as pro-
priedades da soma 81, S2, 3, S4 e as propriedades da
multiplicagdo por escalar ME1, ME2, ME3 e ME4 é
chamado de espaco vetorial. Os elementos desse con-
junto com as duas operagdes (V, +, -) sdo chamados de
vetores (este tema sera abordado no proximo semestre
na disciplina Introdugdo a Algebra Linear).

Observaciao 1.8 Nesse texto utilizaremos apenas o
espaco vetorial bidimensional (R?, +,-) ou o espaco
vetorial tridimensional (R3, +, -), com as operagdes de
soma e multiplicacdo do conjunto dos niimeros reais R.

Exemplo 1.6 Na Figura[1.13 a partir do vetor U, ob-
serve os vetores:
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—

Y 37

a) ¢ 0 vetor com mesmo sentido e com o triplo do
comprimento do vetor U;

b) € 0 vetor com sentido oposto e com o dobro

do comprimento do vetor U ;

cinco tercos do comprimento do vetor v;
36 ‘ 375
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Exemplo 1.7 Considere um triagngulo ABC' qual-
quer, e os pontos M e N como pontos médiosﬂ)s
segmentos AB e BC' respectivamente e i = AB,
— YL .. PN

v = BCew = , como exibido no triangulo
abaixo, logo:

A
a) U+ U =uj;
— — ]__)
b) AM = MB = Qu e
B> T ]-—> . y ~ s 7.
¢) BN = NC = -, pois M e N sdo pontos médios;
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—_— 11— 1
MN = — = — ]
d) 2AC 5 , pois

MN =MB+ BN

e) Além de mostrar que o segmento M N ¢é paralelo ao
segmento AC, mostramos também que o segmento
M N tem exatamente a metade do comprimento do
segmento AC.

Exemplo 1.8 Dado um quadrilatero ABCD qual-
quer e pontos IV, F', G e H como pontos médios dos
segmentos AB, BC,CD eDA respectivamente, exem-
pllﬁcado como na figura abaixo, entdao EF =HGe
HE = CF ou seja, [/ F'G'H é um paralelogramo.
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A

Exemplo 1.9 Dado um vetor ndo nulo v # 0 qual-
quer, o vetor

¢ um vetor unitario, ou seja, sua norma ¢é igual a 1,

pois:

170 = | =-7| = [ 2|17
il il
A =12l
il il



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

1.6 Combinagdo Linear

Definiciao 1.9 (Combinac¢ao Linear)

Diremos que um vetor U é uma combinacdo linear
. - > — —

dos (¢ gerado pelos) 1n.-vetores U1, U, U3, ..., U, Se

existirem 1. -numeros reais k1, K2, K3, . . ., K, tais que

o vetor U possa ser formado pela soma:

— — —> —> —>
[fu = K1U]+RKoUQ2 + K3UZ+ -+ KU ]

Observacao 1.9 Os numeros ki, K2, K3, - . ., Ky, SG0

chamados de coeficientes do vetor U em relagdo aos
- > — —

vetores U1, U9, U3, ..., U

Exemplo 1.10 Considere um triangulo ABC' qual-
quer, e os pontos M e N como pontos médios dos
segmentos AB e BC respectivamente e i = — AB,

BC e = , como exibido no triangulo
abazxo, logo:
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A

EVENDY . ~ . —>  —
a) M N é uma combinacao linear dos vetores U e v
pois existem coeficientes tais que:

b) i é uma combinagdo linear dos vetores U e U pois
existem coeficientes tais que:

’ . ~ . Py .
c) i é uma combinagao linear do vetor M N pois
existe um coeficiente tal que:
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Exemplo 1.11 Considerando o paralelepipedo dado
pelos pontos ABCDEFGH e os vetores i, U e
temos:

L i

a

B C

—>

—>
a) AG é uma combinacdo linear dos vetores 1, U e
pois existem coeficientes tais que:

[E:ﬁ+1?+1 J

—
v

S - . ~ . —>
b) BE é uma combinacao linear dos vetores u, U e

pois existem coeficientes tais que:

[Eﬁ:flﬁ+()?+l }
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c) BE é também uma combinacgdo linear dos vetores
e pois existem coeficientes tais que:

(BE =17 +10)

Y] ~ 7 . ~ . —

d) BE ndo é uma combinagdo linear dos vetores u e
U pois, para determinar o vetor é necessario usar o
vetor

Exercicio 1.3 Considerando os vetores U, U e i da
figura do exemplo anterior, verifique que:

B3 2 L >
a) BG é uma combinacao linear dos vetores u, v e
2

, . ~ . — —>
b) BG é uma combinacgdo linear dos vetores U e v ?

’ . ~ . —_— —>
¢) CE é uma combinagao linear dos vetores u, v e
2
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1.7 Dependéncia Linear
Defini¢iao 1.10 (Dependéncia Linear)
Diremos que os 1.-vetores

IO s s
V1, V2503 UVjyeuouoy U

sdo linearmente dependentes (LD), se um dos vetores,
por exemplo, U; for cominagdo linear dos outros (1n—1)
vetores, isto é:

[Uizfil?l-l-f{z?z-i--”—kh’ 7}

caso contrario, diremos que os n.-vetores sdo linear-
mente independentes (LI).

Apesar da definicdo de dependéncia linear ser ge-
ral, no nosso texto trabalharemos no méaximo no es-
paco tridimensional, portanto teremos algumas rela-
¢des geométricas, “visiveis”, em relagdo a dependén-
cia linear, quais sejam:

« Dois vetores @ e v sdo LD se os mesmos tive-
rem a mesma direcdo, ou seja, se um vetor for
s 1ys — —
multiplo do outro vetor: v = KU}
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—

« Trés vetores 1, U e 0 sdo LD se sio paralelos
a um plano;

+ Quatro vetores sdo sempre LD no espaco tridi-
mensional.

Exemplo 1.12 Considerando os vetores i, U e i da
figura abaixo, temos que os vetores:

E 1

u

B C
a) A_B), A_C') eEs&oLD;
b) AB eD—C'>sdoLD;

¢) U, U e sao LI (verifique!).
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1.8 Base do Espago Vetorial

Definiciao 1.11 (Base)
Dado um conjunto ordenado [3 formado por n.-vetores
do espago vetorial R" (espaco com 1. dimensaes):

- —
{ﬁ: {1)1,1)2,...,’0 }J

diremos que B é uma base para o espago vetorial R
— — —> ~ .

se esses 1.-vetores U1, U2, ..., U, sdo linearmente

independentes (LI) em R"'. Portanto qualquer vetor U

do espaco vetorial R" é determinado/escrito de modo

unico como combinagao linear dos 1.-vetores na forma:

[U:Hl?l—kﬁgvg—k-“—{—h‘, T))}

Exemplo 1.13 Considerando os vetores i, U e ' da
figura abaixo, temos que os vetores:
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L 1
F G
U
. A D
u
B C
a) B, = {U, 7,1} é uma base do R’, pois sdo

vetores LI no espago tridimensional;

b) By = {V, U, 0} (# Ba) é uma base do R”, pois

sdo 3 vetores LI no espaco tridimensional;

c) Be = {A—C),ﬁ, ﬁ} ¢ uma base do R”, pois sdo

vetores LI no espago tridimensional;

d) By = {ud, U} ndo é uma base do R’, pois é um
conjunto com apenas 2 vetores;

e) Be = {U, U} éuma base doR”, pois sdo 2 vetores
LI no espaco bidimensional;
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f) B ={u,7, A—C)} ndo é uma base do R, pois sdo
3 vetores LD;

— - -3 ~ s .
g) By =A{u, v, w,AG} nao é uma base doR”, pois
€ um conjunto com 4 vetores.

Defini¢iao 1.12 (Base Ortogonal)

Uma base
- —
{ﬁ: {1}1, Uyuuny U }J

para o espacoR" é chamada de base ortogonal se dois

a dois os seus vetores sdo ortogonais e de base ortonor-

mal se além de ser ortogonal, os seus vetores sdo todos
ey 2 e . . —>

unitarios, ou seja, de norma igual a1 (||7;|| = 1).

Exemplo 1.14 Considerando os vetores i, U e ' da

figura[1.9, temos que:

a) Bo = {U, U, 0} é uma base ortogonal do R3, pois
seus vetores sdo perpendiculares dois a dois;
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>
v

g
b) 61)_{ e TR
[l (1) (]l

doR3, pois seus vetores sdo perpendiculares dois a
dois e sdo unitarios.

} é uma base ortonormal

A vantagem de se trabalhar em uma base ortonor-
mal é que a mesma facilita a visualiza¢do tridimensio-
nal (pense na quina do chéo de sua sala/quarto), bem
como as futuras operagdes algébricas que surgirdo
no decorrer da disciplina.

Teorema 1.1 (Linearmente Independentes)
Os vetores U1, Ua, U3, ..., Un sdo linearmente inde-
pendentes (LI) se, e somente se, a equagdo vetorial

— — — — =
[Hlvl‘|‘H27}2+H37/’3+"‘+Hu7/’n = 0}

possuir como unica solugdo:

[H] =Ky = K3 ="' = Kp :Oj

ou seja, apenas a solugdo trivial nula.
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Demonstracdo: Na demonstragdo deste teorema, usa-
remos o método da reducdo ao absurdo, ou seja, nega-se
a tese e chega-se a uma contradigdo.

[IDA] Hipotese:
Vamos supor que sao LI os vetores:
T T 7
Ul, V2, .eey Ujyeuny Upy
Se a equacdo vetorial
-
K1U1+ koUo+ -+ R/ Ui+ +rk,0p=0

possuir uma solugéo néo trivial, ou seja, um dos coefi-
cientes néo é nulo, por exemplo, r; # 0 (1 < i < n).
Neste caso, temos #; U,; com a seguinte combinacdo
linear:

— —> —> —
RiVj = —K1U1 —R2UQ — "+ — RpUp
— R1 - R2 Rn —
V;,=——VU]— —UVUg—++— —1Up
K K Ky

ou seja, existe uma combinacéo linear entre esses
vetores, logo sdo LD, o que é um absurdo, pois por
hipotese os vetores sdo LL
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[VOLTA] Hipotese:
Vamos considerar que a equacéo vetorial

-
KiU1+ koUo 4+ Kk Ui+ +rp0n=0
s6 admita a solugdo trivial
Kl =Ky=-+=K;,=-+=K, =0

N
Se um dos vetores for nio nulo, por exemplo 7; # 0,
for combinacio linear dos outros 7 — 1 vetores ¥ 1,
— —>

V9, ..., Up,teremos

—> —> —> —>
Vi =T1V1+T2Va+ -+ TpUy
logo podemos escrever a igualdade:
— — — — =g
Ui+ mnves+ o+ (—10)+ - +7,0,=0

ou seja, T, 72, ..., T; = —1, ..., T, também é uma
outra solucdo da equacdo, o que é um absurdo pois,
por hipoétese, a equagio s6 admite uma unica solugéo,
a trivial.
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Observacio 1.10 Note que a solugdo trivial
Kil=kyg=-+ =K, =+ -=kkp,=20
¢ sempre solugdo para a equagdo, pois
0T1 +0T2 +0T3+---+07, =0

mas a forca do teorema é a exigéncia da solucdo da
equacgdo vetorial ser inica.

Exemplo 1.15 Considerando a figura abaixo, verifi-
que que o conjunto 3 = {Xé, ﬁ, Xﬁ} também é
uma base do R3.

E 7

=y
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Solugdo: Para verificar que {Z@, Z]—*—”, Zﬁ} é base,

basta ver que sdo 3 vetores LI em R3. A quantidade
de vetores esta 6bvia e para mostrar que sdao LI utiliza-
remos o teorema acima, mas para tanto utilizaremos
dois fatos:

e Os vetores i, U e sdo LL pois ndo sdo paralelos
a um plano, temos pelo teorema acima que uma
equacgdo vetorial:

=
[H,l?[—i- Ko U + K3l = OJ

possui solugdo tinica:

[H,l = RKg = R3 — 0]

T T
e Osvetores AC, AF' e AH sdo combinacoes line-

- — ~
ares dos vetores 1, U e 1 podemos escrevé-los
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da forma:
AC =10 +1T+00 =T+ T
AF =10 +00 +10 =0+
AH =00 +17+10 = T +

Vamos montar a equacdo exigida no Teoremal1.1] e
verificar que a equagdo vetorial:

[T114—C')—|— Tgﬁ"' T:%ﬁ = 6}

possui solugdo tinica:

[7127227320]

De fato:

(W + ) +n(UW+ ) +7(0+0)=

(Tl—l-TQ)u—l-(Tl—i-Tg)l' (Tz—i—Tg) =

ST
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Note que a ultima equagdo acima possui solugdo tinica,
pois:

kg = (T2 +73) =
O que resulta em um sistema de trés equagoes e trés

incognitas:

T + 7 =0
Ty + ™ =
™ o+ =0

e}

cuja solugdo € a trivial e tnica:
[T] :7'2:7'3:0]

Pelo teorema o0s 3 vetores A—C’: AF e AH sao LL
logo 3 é uma base do R3.

Exercicio 1.4 Considerando a figura abaixo, verifi-
que se o conjunto 3 = {A—G), BH, (TE} ¢é uma base
doR3,
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E 1

=1

B C

1.9 Angulos entre Vetores

Figura 1.14: Menor angulo 0 = (i, V) entre os vetores U e V.

a

Definicao 1.13 (Angulo)
Vamos considerar o angulo orientado, denotado por
- — . —
(u, U'), entre dois vetores U e U ndo nulos, como sendo
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a medida do menor angulo entre dois representantes
. -

quaisquer dos vetores u e U, tendo ambos o mesmo

ponto inicial, com

—mrad < (
—180° < (

, V) < wrad (radianos)

, v) < 180° (graus)

==

Sew=0o0u? =0 o0 angulo ndo esta definido.
Observacio 1.11 Note que, mdependente da escolha
dos representantes dos vetores % =AC = DF e
AB DE (ver figura abaixo), a medzda 0 do
angulo BAC ¢ igual @ medida 6 do angulo EDF, pois:

* a reta definida pelos pontos A e C é paralela a
reta definida pelos pontos D e F' e
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* a reta definida pelos pontos A e B ¢ paralela a
reta definida pelos pontos D e E.

Observacao 1.12 Os dngulos podem ser representa-
dos em graus ou em radianos, com 180° (graus) equi-
valente a wrad (radianos).

Observacio 1.13 Dados dois vetores U e U ndo nulos
e um numero k. € R, temos:

,._’

e Ser > 0entao (ru, V)= (u, V)
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e Ser < 0entdo (K, V)= (u, V) —180°
Defini¢iao 1.14 (Vetores Ortogonais)

Diremos que dois vetores 1 e U sdo ortogonais (“per-
pendiculares”) se

(T, ) = 90° <: grad>

Denotaremos neste caso como U L v.
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Capitulo 2
Produtos entre Vetores

Deste momento em diante, estaremos sempre traba-
lhando no espaco tridimensional R3, porém algumas
ideias também podem ser expandidas para dimensdes
maiores, que serdo tratadas na disciplina Introducéo
a Algebra Linear.

Os produtos entre vetores sdo operacdes que tra-
zem um apelo geométrico bem interessante e que
serdo muito uteis na compreensdo das definicdes,
propriedades e resolucdes de alguns problemas, pois
estes produtos estdo relacionados com as grandezas:
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« Comprimento (produto interno) — uma di-
mensao,

« Area (produto vetorial) - duas dimensdes
« Volume (produto misto) — trés dimensdes

gerado por vetores em certas condicoes.

2.1 Produto Interno

O produto interno estd muito relacionado com uma
medida de uma dimensio, um comprimento, seja
olhando como o tamanho de uma projecdo de um
vetor em relagdo a um outro, seja vendo como o com-
primento de um vetor qualquer.

Definiciao 2.1 (Produto Interno)
Dados dois vetores U e U ndo nulos, definiremos como
produto interno (ou produto escalar) entre esses ve-

tores o nuumero real denotado por e definido

pela expressao:

(77 = HuH |7 -cos (i, )
Il
L
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— —
Seu = 0 ouv = 0 entdo definiremos que i - U = 0.

Observacio 2.1 Este numero, produto interno, apa-
rentemente vindo do nada, na realidade surge de uma
simples razdo trigonométrica em um triangulo retan-

gulo ABC (Figural2.1)), dada por:

c=a-cos (0) | ou

¢ _ cateto adjacente
a  hipotenusa

Figura 2.1: Tridngulos retangulos semelhantes ABC' e DEF.
B
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Observagﬁo 2.2 Considerando como vetor unitario
o vetor i, isto é, ||| = 1 e do triangulo retangulo
DEF (Flgura’) temos que a norma do vetor DF ¢
N N
HDFH = | 7]+ |cos (6)]

= 7| 12|+ |eos (¥, )]

ou seja, podemos ver este niumero como sendo o com-
primento da projecdo do vetor U em relagdo a dire¢do
do vetor unitario . Desta forma podemos definir um
vetor chamado vetor projegdo do vetor v na diregdo
do vetor unitario U, como:
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Figura 2.2: Paralelepipedo ABCDEFGH com dimensoes 5 X
4 x 3.

Exemplo 2.1 Considerando os vetores ortogonais 1,
Tew,com|u||=5,||7| =4e| | =3 definidos
no paralelepipedo ABCDEFGH (Figural2.2), entdo:

a) 4 - U =0, pois:

- >
Uu-v

12| | 77|]-cos (W, ¥)
= 5-4-cos (907)
=20-cos (90%) =0
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b) U - =0, pois:
U = [T || -cos (T, )
= 4-3-cos (90%)
=12-cos(90%) =0

c) - =0, pois:

U= I

[I-112] - cos (7, 22)
= 3-5-cos (907)
= 15-cos (90°) =0

-0 = ||| |32 -cos (1, 7)
= 5-5-cos (07)
= 25-cos (0%) = 25
e) (—u)-u = —25, pois
(=) - @ = || =4||-[[Z]|-cos (=0, i

= 5-5-cos (1807)
= 25-cos (180%) = —25
65 ‘ 375
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f) (2W) - (37) = 0, pois:
(27) - (37) = |24 |- |37 -cos (2, 37)
= (2-5)-(3-4)-cos (90°)
= 120-cos (90°) =0

g) (=37) - (21)) =0, pois:
(=37) - (200) = | =37|-|207]|-cos (=37, 21)
= (] = 3]-4)-(2-3)-cos (—90°)
= T72-cos(—90%) =0

h) ﬁ B—C) = 0, pois:
EF-BC = | EF|||BE|-cos (EF, BC)
= [ 2] 7] -cos (T, V)
= 5-4-cos (90%)
=20-cos (90°) =0
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i) C—G) ﬁ) = 0, pois:
G- EH = ||CC|-|EH|-cos (CC. FH)
= [l 17l cos (i, )
= 3-4-cos (—907)
= 12-cos (—90%) =0
Exercicio 2.1 Encontre os produtos internos de todas

as combinagdes entre os vetores U, U e i« da figura
abaixo, bem como de seus opostos.

e
BD

C

2.1.1  Propriedades do Produto Interno

Considerando trés vetores 1, U e 1’ quaisquer e 0s
numeros 7, k € R, teremos:
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PI1 - Propriedade Comutativa:
Propriedade comutativa do produto in-
terno:

Como o cosseno é par, isto é, cos (#) = cos (—0), para

A ~ - — — >\~
todo angulo ¢ e como os dngulos (1, V') e (U, W) séo
opostos, temos:

cos (U, U') = cos (— (U, @)) = cos (V, W)

Logo segue o resultado:

- J—IIUH ||l'

-  —
= U --U

PI2 - Propriedade Distributiva:
Propriedade distributiva do produto interno
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em relacdo a soma:

(Z-@+0)=0-T+7-0)

Figura 2.3: Propriedade PIz.
B

Considerando o vetor i unitario (||| = 1) e os
vetores U e 1, como na Figura 2.3 teremos:

. Considerando os vetores 1 e U, que:
5] - s, 1
= |- [|7|-cos (W, V)

[=-1
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« Considerando os vetores U e 0, que:
- )
|Bici| = [lproi . 7

= ||| [[7]|-cos (, )

[

« Considerando os vetores U e (U + ), que:
|4ct]| = llproi, (7 + )|
= 121117 + - cos (4,

[

>
v

+ )

Logo como:
e R et B

segue o resultado:

(- (T + 1)

B T+T- j
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Exercicio 2.2 Mostre que a propriedade PIz também
¢ valida quando pelo menos um dos angulos (i, V') ou
(, ") for maior do que 90°.

PI3 - Homogeneidade:
Seja kv € R, entdo:

« Se © > 0, os angulos (7, V) e (ku, U) sdo
iguais, logo:

—  —> — —
R (T T) = kT[T -cos (T,
— T 7]]-cos (T, T)

(5 (- 7) = (v0) - 7|

« Se k < 0, os angulos (7, V) e (kU, V) sdo
suplementares, ou seja,

(4, 7))+ (ku, v) =180°
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Iogo:

cos (U, V) = cos [180° — (x, V)]

= —cos (KU, V)

temos que:
w (- ) = (. 7)
=Hf\\u\!-Hv\!-[—cos( )]
==K HUH-H?)H-cos R, T)
= (v, )

1
mu-nvu-cos( 7, 7)

[I'{ (W -7) = (k1) - U]

PI4 - Norma:




Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

Se % é ndo nulo, o angulo entre os vetores U e U
7 . — — 0
é zero graus, ou seja, (u, w) = 0° e portanto da
definicdo do produto interno temos:

-l = [ -cos (4, 7)
= || @||*-cos (0°)
2
= |||l

E claro que 7 = 0 satisfaz a propriedade Ply.

PI5 — Ortogonalidade:
Dois vetores ndo nulos % e U sdo ortogo-
. - —
nais se, e somente se, U + U =0

(L7 <= u -F=0)

Se © L U, entdo (u, V) = 90° e como U e U sdo

nio nulos, ou seja, || || # 0e |7 # 0 logo
T T = [T -cos (3, )
= (|- 7]]-0
w-U=0
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PI6 — Desigualdade de Schwarz:

(13- @ < 17)-171]

Como o valor absoluto do cosseno de qualquer dngulo
0 é menor ouiguala 1,isto é,0 < |cos | < 1, temos:

S

@ - 7| = |[|@]]-|| 7] -cos (U, T)|
— —
u,’u)‘

=[] | 7] |cos (
<|@-17y-1

<@z

PI7 - Positividade:

([@-7>0)e(w-2-—0—=7=T7]

vl=2e

Exemplo 2.2 Supondo que ||| = /3,
que 30° é medida do angulo entre os vetores U e U,
entdo os valores:
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—>
U

a) a =1 - U = 3, pois por definigdo temos que:

a=u-v
= 1| [|7]]-cos (W, ¥)

= (V3)(2)-cos (30°)
_ 2.\/3.\23 _2V3-V3

2
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b) b= |37 — 27| = V7, pois:

— (3%) - (3T) + (37) - (—27)
+ (=27) - (3W) + (—27) - (—27)
= 3%* +2:(3%) - (—27) + |27
31| T 1> — 12 (& - T)+ |2 (| 7|
—9. (\/5)2 —12:3 4 4-(2)2

=27 — 36+ 16
Logo:b = ||3% — 27| = V7

Exemplo 2.3 Com base nestas proprledades e consi-
derando os vetores unitarios e ortogonais 7, ] e I
definidos no paralelepipedo ABCDEFGH com di-
mensdes 5 X 4 X 3 e vetores ortogonais e unitarios 7,
Te I , conforme a figura abaixo, teremos:
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F H

B
C

a) a = 1@) A_(f = 25, pois:
o= AB-AC
=(57)- (b7 +47)
= (57-57)+ (57 -47)

=25-| 7| +20-(7 - 7)
—25.1+20-0 = 25
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—

b) b= AG - AG = 50, pois:

—

- AG

—>

AG

b

—
P
™
+
e~
<
+
A
0 /N
~ e
. o
\,) —+
EI
oy
e~
<« =
+ /rm\
5 :
i Is
~—— 0

— 1=
)a.won o
ﬁ. =S
po -«
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~ + —~
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i~ w
T
NN
24+ o+
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b=25 7> +20(7-7) + 15.(7. /T)
+20-(7 - ?)+16-H7\|2+12-(7- ?)
15 (K- 7) 412 (1 7) + 9-H?H2
=25-(1)* +20-0+15-0
+20-0416-(1)? + 120

+15-0+12-0+9-(1)
=25+1649 =50

¢) O comprimento do segmento AG é dado pela norma
—>
do vetor AG, isto é:

o] - Vi T v

Portanto o comprimento do segmento sera igual a

\/% ~ 7,07 u.c

' A simbologia u.c. significa unidade de comprimento, por exemplo:
m (metro), cm (centimetro), etc.
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d) d= A_é . C'—E) = —32, pois:

—s —

d=AG . -CE
57+47+3?) - (—57—47+3?)

/N

d=—25-(1)>—20-0 + 15-0
—20-0 —16-(1)* + 12-0
—15-0—12-0+9-(1)

= —25-16+9 = —32
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—_—> _—_—> -
e) Os vetores AG e C'E estdo representados por duas
diagonais internas e usando a definicdo do produto
interno para esses vetores, teremos:

0.2 = [T [ o (70.57)
—32 = v/50-v/50-cos (A—CE, (ﬁf)

logo
— —— —-32
cos | AG, C’E) = —
( v/50-4/50
=32 16
- 50 25

{cos (A_G), CTE>> = —(),64}

Portanto podemos calcular o angulo entre as diago-
nais, ou seja, entre esses vetores como:

{(A—G), C—E)> = arccos (—0,64) ~ 129,80}
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Exemplo 2.4 Uma Demonstragdo do teorema de Pi-
tagoras para um triangulo retangulo qualquer. Usando
o tridngulo ABC' da figura abaixo.

A b b'O

C_m)lsiderando_o)s vetores definidos por d = A_B> b=
AC e ¢ = CB, teremos que:

T (i)

—>
Logo a norma do vetor a = AB, ou seja, o compri-
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mento da hipotenusa a, serd determinado por:

1@ = 3| +2 (- )+

N
como o triangulo ABC' é retangulo, os vetores b e

— —
sdo perpendiculares (b 1 ), entio b - =0,0

que resulta em:

—> 12 _>2 2 2 2 2
Ll T e e PV

R ) o d —d -
Proposicdo 2.1 Em uma base 3 = { bi,b2,b 3}
ortonormal no espaco tridimensional e considerando
dois vetores U e U quaisquer escritos nessa base, ou
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seja:
N — — —
U =u1bi1+usbs+ugbs
_
v

— — —
:U1b1+’U2b2+’U3b3

Entao o produto interno entre os vetores U eV écal-
culado como:

[U - U = uy-v1 + ug-va + U3'U3]

Exemplo 2.5 Utilizando a proposigdo|z.1| e conside-
rando a base ortonormal B = 3 7, 7, P definida no

paralelepipedo ABCDEFGH de dimensoes5 x4 3,

conforme a figura abaixo, teremos:

E
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a) a = AB - AC = 25, pois:
a=AB-AC
- (57+07+0?) - (5
= (5)-(5) + (0)-(4) + (0)-(0) = 25

=|
+
o
=)
+
(e
=
~—

b) b= AG - AG = 50, pois:
b:A—G’)-A_G>
- (5?+47+3F) - (5?+47+3E)
=(5)-(5) + (4)-(4) + (3)-(3)
—25+4+16+9 =50

Lembre-se que: HA—G:H = VAG - AG = V/50.
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c) (::A_é- C—E>: —32, pois:
AG CE
— (57+4] +3k> (—57—47+3?)

= (5)-(=5) + (4)-(=4) + (3)-3)
=-25-164+9=-32

d) Conszderando os vetores d1 =17+27 —|—3A e
dQ—l’L*l] —f—lA entdo:

e) Considerando os vetores €1 = 37 + 27 + 1% e
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€o=—174+17 + 1%, entéo:

- -

€1 €2
= (37 +27 +1F) - (17 +17 +17)
= (3)-(~1) +(2)-(1) + (1)-(1)

:—3+2+1:0:>

f) Considerando os vetores ?1 =-7T+27+ 3% e
- Tk
f2:§+z,entao:
=T 112
_<—1?+27+3A)-<1‘z’+ 7+117>
3 4
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2.2 Produto Vetorial

O produto vetorial entre dois vetores quaisquer é um
vetor cuja norma esta relacionada geometricamente
com uma medida em duas dimensdes, ou seja, uma
area. O fato do produto vetorial néo ser o vetor nulo,
serda um indicativo, por exemplo, de que:

» Trés pontos, que definem dois vetores, formam
um tridngulo, ou seja, nédo sdo colineares;

+ Os vetores nio sio paralelos;

+ Que duas retas sdo paralelas (Capitulo 4);

Além disso, o produto vetorial tem muitas aplicacdes
na fisica/engenharias como campo magnético, torcao,
etc.

Definicao 2.2 (Produto Vetorial)
Dados dois vetores 1 e U ndo nulos, definiremos como
o produto vetorial (ou produto externo) entre esses
vetores o vetor denotado por , definido pelas
seguintes caracteristicas vetoriais:
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e Norma:

A norma do vetor U X U é definido por:

13 x Tl = |17 Jsen (2, 7))

e Direcdo:

A diregdo do vetor i X U é perpendicular aos
-  — .
vetores U e U, ou seja,

(@xT7L@)e (dxv L7

e Sentido:

O sentido do vetor i X U é dado pela “regra da
mado direita” que é equivalente algebricamente a
base {1, v, X U} ser uma base positiva do
R3,

Observacio 2.3 Observando a figura abaixo em re-
lacao a definigdo do produto vetorial.
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D

Aix U

0 A

* Note que apenas com a dire¢do teriamos uma
mﬁmdade de vetores para representar o vetor
U X U, pois qualquer vetor AD ondeD € r,
satisfaz a direcdo exigida, onde r é a reta que
contém o ponto A e é perpendicular aos vetores
- -

Ueuv;

e Com a caracteristica da norma, teriamos duas
posszbllldades para o vetor U X U, ou seja, 0
vetor AD e o vetor AE, desde que estes tenham
anorma igual a | @ X U

e Para que o vetor U X U seja bem definido, te-
remos que escolher um deles. A escolha sera
feita usando a “regra da mao direita’, exibida no
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topico a seguir, mas ja adiantando que o vetor

— -
U X U éovetor AD.

—>
e Note que o vetor AE, tem mesma direcdo, mesmo
comprimento, mas sentido oposto, logo este vetor
z b d —-> .
é 0 oposto do vetor . X U, ou seja,

—

AE = — (U X V)

Observacao 2.4 Geometricamente o niimero associ-

\ —> —> 7
ado a norma |w X || corresponde exatamente a area
do paralelogramo ABC D formado pelos vetores U e
U, conforme a figura abaixo.

A x U

* Basta observar que a area de um paralelogramo
qualquer é sempre comprimento da base vezes a
91 ‘ 375
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altura. Logo, no caso do paralelogramo ABC D
formado pelos vetores, a area é dada por:

Areay, = base- altura = HA_B)HHD—E)H

Do triangulo retangulo ADE temos a seguinte
relacdo:

-
v

[55] - [ -

|sen (@, 7)|
logo a area é dada por:
s ] | ]
=[]l | 7| [sen (2, 7))

(Areay = |7 x 7|

e Note que as areas dos triangulos ABD e BCD

sdo iguais a metade da area do paralelogramo,
logo:

2 2

I
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Regra da mio direita: A regra da méo direita serve
informalmente para definir se trés vetores LI formam
uma base positiva ou orientagao positiva e, no nosso
caso em particular, para determinar o sentido do vetor
—> —>
U X U.

Esta regra consiste em usar a méo direita e os dedos
desta mao da seguinte maneira, conforme a figura
acima.

1° Posicionar o dedo indicador na direcéo e sentido
do vetor U (primeiro vetor);

2° Posicionar o dedo médio na dire¢éo e sentido do
—>
v (segundo vetor);
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3° O polegar indicara qual sentido o vetor @ X ¥
deve ter, que sera necessariamente perpendicular
—> > s X
aos vetores u e v, por definicéo.

Exemplo 2.6 Considerando a base ortonormal
g = {T, 7, ?} definida no paralelepipedo
ABCDEFGH de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a
figura abaixo, teremos:

FE
FH

B
C

—

.
a) 7 X 7 =k, pois:
e 7 . -
l: é perpendicular aos vetores v e j;
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e Anorma |7 X || = HTH =1, pois
17 % Tl = 171171 [sen (7, 7))
=1-1-Jsen (90°)| = 1

 Usando a regra da mao direita, confirmamos
o resultado.

b) 7 X k = 7, analogo ao anterior;
c) k

) T X 7T = ~, pela definigdo;

— — , .
X © = J, andlogo aos anteriores;

S

e) (37) x (27) = 61, pois:
c 61 é perpendicular aos vetores 37 27 ;

e Anorma |37 X 27| = HG?

= 6, pois

137 % 271 = 37 27| [sen (37, 27)]
= 3-2-|sen (90°)| = 6
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 Usando a regra da mao direita, confirmamos
o resultado.

f) T X T =0, pois:
17 x 7| = 17| 7] |sen (7, 7)]

=1-1-]sen(0%)| =0

Propiedade 2.1 Dados trés vetores i, U e i quais-
quer e um escalar = € R, temos que:

PV1 - Anticomutatividade:

(ExT=-(F x )]

PV2 - Homogeneidade:
Seja v € R, entdo:

(5(F x ¥) = () x ¥ =¥ x (x7)]
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PV3 - Distributiva sobre Adicao:

[ﬂ’x(?Jr )=U X U+ U X }

[(?[Jr?)x = X +U><j

Exercicio 2.3 Encontre os produtos vetoriais de todas
as combinagdes entre os vetores 7, ] e K da figura do
exemplo anterior, bem como de seus opostos.

Exemplo 2.7 Utilizando as propriedades do pro-
duto vetorial e considerando a base ortonormal
g = {T, 7,?} definida no paralelepipedo
ABCDEFGH de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a
figura abaixo, teremos:
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+3?)
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T+ 0?, pois:

30"

—
1 —

—_—>

— AG x CE = 24

c) C

- (57,+47+3?) x (—57—47+3?)

— »M o Tee
ﬁmm v X X
X s s
el
w ~— + »
~— + — —
— s~
Pt~ < _ T~
Tlox
s

X r~ »3 ~
%Z < ~~— o
v o¥ o+«
¥ A |
— ﬁl QZ ﬁ\l/
A,Z 0 10O =
0 | _ X
lox X g
X 4 e
s = (3\ %
L+ 4+ |
I

)—16-(

S

X

A~

—20-(
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@ ==25-(T) - 20- (7) +15-(—7)
~ 20 (-?) — 16- (6) +12.(7)
~15(7) - 12-(—7)+9-(6)

= 20k —157 + 20k + 127 — 157 + 127
=247 —307 +0Fk

.. ) - >
Proposicio 2.2 Em uma base 5 = ¢ b1, ba, b 3}
ortonormal no espaco tridimensional e considerando
dois vetores U e U quaisquer escritos nessa base, ou
seja:

_ — —> —>

u :u1b1 +U2b2+U3b3

—

—> —> —>
U =v1by4+v2by+wv3b3

entdo produto vetorial entre os vetores i e U ¢é calcu-
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lado como um “determinant”, da forma:

— — —
b1 bo b3

— —

U X U =|uy Uz U3

(%] )9 V3

Exemplo 2.8 Utilizando a proposicdo|z.2| e conside-
rando a base ortonormal 3 = {T, 7, e definida no

paralelepipedo ABCDEFGH de dimensoes x4 x 3,
conforme a figura abaixo, teremos:

E

F H

B

D
C

> O determinante estd entre aspas, para enfatizar que o cdlculo é

igual ao de um determinante qualquer, porém a primeira linha é
composta de vetores.
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—->

e

= AB X A_é =20k, pois:

a) a

A

+0k

7

) X (57+4
+

]+0?

—

N
a

> — (57+0
7
5
5
0
4
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—

X A_é = 0, pois:

b = AG

b)

) x (57+47+3?)

]+3?

- (57+4*

b
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¢) T =AG x CF =247 — 307, pois:

7= (57 14T+ 3?) % (—57—47 n 3?)

T 7k
=5 4 3
5 —4 3
Tlea 3"t T =5 3 T =5 —a”

—

=(24)-7 —(30)- 7+ (0)- &
=247 —307 +0k =247 — 307

d) Aa Jarea do paralelogramo formado pelos vetores AG
eCL é, por defini¢do, a norma do vetor AG x CE
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isto é:

Areq = HA—G' X c—E’H

- \/<24T—307+0/7> : (247—307+0?>

)+ (—30)-(—30) + (0)-(0)

Il
—~
[\]
NG
SN— SN—
—~
[\&)
g

Area = /1476

Portanto a area do paralelogramo sera igual a

V1476 ~ 38,32 u.afi|
2.3 Produto Misto

O produto misto é uma juncdo dos dois produtos an-
teriores, isto é, produto interno e produto vetorial, e
com um resultado geométrico muito importante: o
mobdulo do produto misto esté relacionado, geome-
tricamente, com uma medida em trés dimensoes, ou

3 A simbologia w.a. significa unidade de drea, por exemplo: m?

(metro quadrado), em? (centimetro quadrado), etc.
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seja, um volume de um paralelogramo. O fato que
este volume ser positivo revelara, por exemplo, que
trés vetores sao LL

Definicao 2.3 (Produto Misto)
Dados trés vetores 1, U e i ndo nulos, definiremos
como produto misto entre esses vetores o niimero

_>.,>

denotado por| [, | | e definido pela expressao:

)

Observacio 2.5 Ndao é necessdria a colocagdo de pa-
rénteses em U X U na definigdo, pois a unica maneira
de se calcular este niimero é como sendo o produto in-
— — ..
terno entre o vetor U X U e o vetor i, ja que o produto
. — p —> ~
vetorial entre o vetor U« e o niimero (U - ') ndo faz
sentido.

Exemplo 2.9 Considerando a base ortonormal
g = {T, 7, Z)} definida no paralelepipedo
ABCDEFGH de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a

figura abaixo, teremos:
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[77?] —Tx Tk
b) [l?, 7, 7} =1, pois

=
-
=4
I
=
X
=)
<4

|

|

=}
=}

=

<
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d) [? x, 7} — 1, pois:

9 [ﬂ;’, AD, ,E’] = 60, pois:
[ZE,E,ZE} — ABx AD - AE
=57 x47 -3k
=207 -3k =20-3 = 60
g) [A_CE, C—E), B—H)] = —240, pois:
[AC.CE,BH| = 4 x CE - BH
= (247 —307) - (—57+ 47+ 3?)

= 24.(=5) + (—30)-4 + 0-3 = —240
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Observacao 2.6 Geometricamente o valor absoluto

do produto misto dos vetores U, U e i, ou seja,
— —>

Hu, v, H representa exatamente o volume do pa-

ralelepipedo definido por esses trés vetores, conforme a

figura abaixo.

R

Pois basta observar que o volume (V') de um paralele-
pipedo qualquer é sempre a area da base ( ) vezes

a altura (h), ou seja:

V= -h

No caso do paralelepipedo ABCDFEFGH, formado
pelos vetores, temos:
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e Area da base é dada por

(Ao = 17 x 7]

* Do triangulo retangulo AFE E temos a seguinte

~ = . e
relagdo para a altura h = HAE2 , isto é:

=) feos (0)]

como angulo = (4 X U, );
Logo o volume do paralelepipedo é

V = -h

= I X T[] -|eos (i x ¥, )|
——

h

que por definicdo de produto interno implica em:

V= Apuch = |8 x T -0 = |[T, 7, 7
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> > >
Proposicio 2.3 Em uma base = { b1, bo, b;;}
ortonormal no espago tridimensional e considerando
trés vetores i, U e quaisquer escritos nessa base, ou
seja:

—>

=u1 by +ugbs+ushs

=l

<

v = ’Ulz)l + 0232 + U:J;:;
= 31-i- 324- 33

entdo produto misto entre os vetores w, Ve écalcu-
lado através do determinante, da forma:

(75} u2 U3
— —
[W, vV, 0] =|vi vy w3

Exemplo 2.10 Considerando a base ortonormal
g = {T, 7, ?} definida no paralelepipedo
ABCDEFGH de dimensdes 5 x 4 x 3, conforme a

figura abaixo, teremos:
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E
FH
B D

C

a) [7, 7, ﬂ = 1, pois como:
T=17+07+0k
T=0T+17+0k
E=0T+07+1k

Entdo, utilizando a proposi¢do[2.3;
00
10

R 1
[7,7, k} — o —1
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b) Zl—é, 1—4—]3, ZE)] = 60, pois como:

AB=57+07+0k
AD =07 +47 +0k
AE =07 +07 +3k
Entao, utilizando a proposi¢dolz.3;
[AB,AC,JL} —10 4 0/=60
0 0 3

c) [E, CTE), BH| = —240, pois como:

—_
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Entao, utilizando a proposicdolz.3;

o 5 4 3
AG,CE, ]: 5 —4 3| =—240

d) Ov volume do paraleleplpea'o gerado pelos vetores
AG, CE e BH ¢ 240w. U.H, pois é o modulo do

produto misto, ou seja:

V—HA_G’,(TE, H—y—240|—240

2.4 Vetores em Coordenadas do R?

Deste ponto em diante, iremos trabalhar em um sis-
tema ortonormal de coordenadas do espaco tridimen-
sional R?, onde representaremos pontos e vetores por
um trio de nimeros, chamados de coordenadas, e na

4 A simbologia w.v. significa unidade de volume, por exemplo: m>

(metro ctibico), em?® (centimetro ciibico), | (litro), etc.
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qual aplicaremos toda a teoria dos vetores e produtos
anteriormente estudados.

Para tanto, iremos usar uma base ortonormal po-
sitiva de R3, que chamaremos de base candnica e

denotaremos por:
{7, 7, k }

Definic¢ao 2.4 (Sistema de Coordenadas)
Considere um ponto O € R3 e 3 = {7, 7, ?} uma
base canénica (ortonormal positiva). O par (O, 3) é

chamado de sistema ortogonal de coordenadas do

espaco tridimensional R3, com origem no ponto O e na
base 3.
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Figura 2.4: Eixos coordenados do R3.
z

Observacao 2.7 Com base na Figura|2.4]

* Consideraremos o sistema ortogonal de coorde-
nadas em R3, ou simplesmente sistema de co-
ordenadas, sendo O a origem do sistema de co-
ordenadas, e escolhendo os vetores 7 = OA

—0OBek =0C.

e Indicaremos por Oz, Oy e Oz as trés retas de-
ﬁnldas pelos segmentos orientados OA OB e
OC respectivamente, que sdo chamadas usual-
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mente de eixos dos x (das abscissas), eixos dos y
(das ordenadas) e eixos dos z (das cotas).

e As setas na figura indicam o sentido positivo de
cada eixo.

Definicao 2.5 (Coordenadas do Ponto P)
Dadom ponto P € R? qualquer e considerando o
vetor O P escrito na base candnica isto é:

[O_P’ =P.T+P, T+ Pzﬂ

entdo as coordenadas do ponto P (Figura nesse
sistema de coordenadas (O, [3), serdo denotadas pelo
terno de niimeros reais P, PP, e P., da forma:

[P = (Pm Py7 PZ)]
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Figura 2.5: Representacdo de um ponto P com coordenadas
(Px, Py, P-) emR®.

Exemplo 2.11 Na figura abaixo esta a representacdo
do ponto A com coordenadas (4, 3,2) em R3, portanto
teremos:
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a) Como o vetor OA = 47 + 37 + 9% entdo as
coordenadas do ponto A sao A = (4,3,2);

b) Como o vetor OO = 07" + 07 + 0k = 0 entdo
as coordenadas da origem O sdao O = (0,0,0);

¢) Os outros pontos marcados possuem como coorde-
nadas:

X4 =(4,0,0) Y4=1(0,3,0) Zs=(0,0,2)
B=(4,0,2) C D

Proposicdo 2.4 Dados dois pontos quaisquer
no nosso sistema de coordenadas do R3, A =
(Ax,Ay,Az) e B = (BT,,By,BZ),entdo as coor-
denadas do vetor A sdo dadas por:

[A_B’ — (B, — Ay, By — Ay, B. — Az)}

Demonstragdo: Note que qualquer vetor Xé, pode
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ser escrito como:
AB=A0+0B=-0A+0B
— (4T + 4,7 + AF)

+ (Bﬁ + B, 7+ Bzi?)
= (By—As)T + (By—Ay) T+ (B.—A) k
que, escrito em coordenadas, tem-se o resultado.

Observacao 2.8 Para encontrar as coordenadas de
um vetor AB basta fazer a diferenca, coordenada a
coordenada, entre o ponto final B e o ponto inicial A.

Observacio 2.9 Dois vetores U = (um,uy,uz) e
v = (’Ux, Uy, vz) sdo iguais quando suas coordena-

das sdo iguais, ou seja, U, = U, Uy = Uy €Uy = V.

Exemplo 2.12 Considerando os pontos da figura
abaixo, temos que as coordenadas dos vetores sdo:
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OB =(4,0,2) OC=(0,3,2) OD = (4,3,0)
AB =(0,-3,0) AC = (—4,0,0) AD = (0,0, -2)
BC = (—4,3,0) BD = (0,3,—-2) CD = (—4,0,2)

2.5 Exemplos

A partir deste momento iremos refazer, via exerci-
cios e exemplos, todos os produtos entre vetores, bem
como calcular comprimentos, areas, volumes e outras
« .. o . .

coisinhas mais”, considerando o sistema de coorde-
nadas do R? canénico definido.
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Para todos os exemplos a seguir, consideremos os
pontos A, B e C' definidos como:

(A=(3,01)] (B=(212)] [C=(0,-1,3)]

2.5.1 Os pontos A, B e C' sdo vértices de um
triangulo?

Para verificar que sdo vértices de um tridngulo, basta
verificar que os pontos néo sédo colineares, ou seja,
que nao estdo na uma mesma reta.

Como fazer isso?
1) Desenhe um tridngulo qualquer;

2) Escolha dois vetores formad_0§ pelos pontos, por
exemplo, @ = ABe v = AC;

3) Note que esses dois vetores ndo sio paralelos;
4) Logo esses vetores sdo LI;

5) Dois vetores sdo LI quando um é multiplo do outro
(correto?)
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6) ERRADO, o certo é que, quando sdo LI, ndo existe
combinacéo linear entre eles;

7) Logo vamos verificar se é possivel achar uma com-
binac¢do linear entre esses vetores;

8) Note que:
T=AB=(2-3,1-0,2—1)=(=1,1,1)
T=AC=(0-3,-1-0,3-1)=(-3,-1,2)

9) Se ha essa combinacéo linear, teriamos que existe
. —> —
um numero ~ € R tal que v = K7, que em
coordenadas seria:

(-1,1,1) = k (=3, —1,2) = (—3k, — 1k, 2K)

logo teriamos:

-1 =-3k k=1/3
1l =—-1lk=qr=-1
1 =2k kr=1/2
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ou seja, é impossivel existir um ~ € R, tal que
—> —> ~

u = kU, portanto os vetores sdo LI, logo os pon-
tos A, B e C sdo vértices de um triangulo.

2.5.2 Qual é a altura relativa ao maior lado do

triangulo ABC'?

Para determinar a altura relativa, temos que determi-
nar primeiro qual é o maior lado e s6 depois calcular
a altura.

Como fazer isso?

1) Vamos calcular as normas dos trés vetores, ou seja,
a norma dos vetores:

T =AB=(-1,1,1)
T =AC = (-3,-1,2)
—BC=(221)

- s
Portanto como a norma de um vetor @ é dado por

|d|| =V - d, teremos:
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17 = |AB| = (12 + (12 + (1)

TFTET1=3

171 = |38 = (3% + 02+ @

T TTd= Vil

1l = B[ = /(- 22+ 22+ (1)
Y7 v v S

ou seja, AC é o maior lado do triangulo ABC,

pois || 7| = V14 > 3 > V/3;
2) Desenhe um tridngulo com essas caracteristicas;

3) Note que a altura procurada é relativa a base AC'
e como a area de um tridngulo qualquer é

{AA _ base-altura} (2.1)

2
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basta encontrar a area, pois o comprimento da
base, ja sabemos que mede || V|| = /14.

Lembre-se que a area do paralelogramo definido

pelos vetores @ e U é dado por |7 X ||, isto é

T 7k -
UXU=|-1 1 1[=37-7+4k
-3 -1 2

E a area do tridAngulo Aa é dada por:

7% 7 @+ )P+ @)

A =
A 9 2

Concluimos finalmente de que a altura rela-
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tiva ao maior lado AC é:

2-An _ 2-An _ 2'<
base ||V /14

V% [13
-

[altura ~ 1,36277 u.c.]

altura =

2.5.2.0.1 Lembrete: Dado o nimero \/a € R,
qualquer, é sempre possivel achar dois nimeros na-
turais consecutivos n e n + 1, tais que, n < \/a <
n + 1. Por exemplo:

3=vV9<VI1<V16=14

2.5.3 Encontrar um vetor perpendicular aos
—> —>
vetores u e v.

Como fazer isso?

1) Lembre-se que o vetor @ X ¥ é um vetor perpen-
dicular aos vetores 7 e U ao mesmo tempo, logo
ele sera o nosso vetor /;
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2) Portanto o vetor procurado sera:

=uUX7U
— AB x AC

[ :37—7+4?}

Ja determinado no exemplo anterior.
—> —> .
2.5.4 Mostre que {w, v, '} é uma base
positiva do R,
Como fazer isso?

1) Para verificar que os trés vetores formam uma
base, basta mostrar que eles sio LI;

2) Usando o teorema, basta verificar que a equacédo
—> —> e . X Al
U +Yyv + zw = 0 possui solucdo tnica x =
y = z = 0, ou seja, a solugdo trivial;
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3) Escrevendo a equagio em coordenadas temos:

l’(—l, ]-a 1)+y (73, 7172)_{'2( ) ) ) = (07070)
(—x,x,x)+(—3y, *ya2y)+(3z7 *2,42) = (07070)
(—x—=3y+3z,x—y—z,x+2y+4z) = (0,0,0)

que resulta no seguinte sistema linear:

—lz — 3y z = 0
lz — 1y z = 0
1l + 2y z = 0

4) O sistema possui solugéo Unica, pois o determi-
nante da matriz M dos coeficientes dos sistema é
diferente de zero, no caso:

-1 -3
det(M)=|1 -1 =26 £0
1 2

e como temos a solucdo trivial, o sistema possui
solucéo Unica e a trivial.

N
v

5) A base é positiva porque ' = U x
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2.5.5 Calcule o volume do paralelepipedo
formado pelos vetores U, U e

Como fazer isso?

1) Lembre-se que o mddulo do produto misto é exa-
tamente o volume pedido.

-1 -3 3
@, 7, 0] =1 -1 —1|=26

2) Note que o valor do determinante é o0 mesmo do
sistema do item anteriorP} portanto o volume do
paralelepipedo é:

V =4, 7, ]| = |26] = 26 u.v.

5 Determinante de uma matriz M é igual ao determinante de sua
matriz transposta M, ou seja, det(M) = det(M*).
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2.5.6 Escrever o vetor @ = (4,2,4) na base
{w, 7, u}.

Como fazer isso?

1) Isto significa escrever o vetor @ como combinagio
linear dos vetores U, U e ), ou seja:

a=zU+yv +2

2) Temos que determinar os valores de x, y e 2 que
satisfacam as equacdes acima, e escrevendo em
coordenadas ficaria:

.17(—1,1, 1)+y (_37 _172)+Z( ) ) ) = (47274)
(—$,$,$)+(—3y, _y72y)+(327 —Z,4Z) = (43274)
(—x =3y +3z,0—y—z,x+2y+4z) = (4,2,4)

que resulta no sistema

-1z — 3y z = 4
1x — 1y z = 2
lx  + 2y z = 4
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3) Como ja sabemos que o sistema possui solu¢io
Unica, pois o determinante da matriz dos coefi-
cientes é 26, podemos resolvé-lo pela regra de
Cramer;

4) Usando a regra, temos que determinar os seguin-
tes trés determinantes:

4 -3
det (M) =12 —1 = 52
4 2
. det (M) 52
~ det (M) 26

~-1 4
det (My)=|1 2 =—26
1 4
_ ., det (My)  —26
Y= et (M) ~ 26

y=-—1
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-1 -3 4
det(Mz): 1 -1 2/=26
1 2 4
det (M,) 26
== —
det (M) 26
z=1

5) Concluimos entio que @ = 2% — 17 + 1

Desafio:
Encontre esta mesma resposta para o sis-
tema usando o método do escalonamento.

2.6 Avaliando o que foi construido

Foram introduzidas, nesta unidade, no¢des béasicas
de vetores, suas caracteristicas, juntamente com as
suas operacdes basicas de soma e multiplicacdo por
escalar.
Definimos também os trés produtos entre vetores:
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+ Produto interno relacionado com a medida de
um comprimento, ou seja, projecio de um vetor
em relacédo a direcdo do outro;

« Produto vetorial relacionando com a medida
de uma area, ou seja, com o calculo da area de
um paralelogramo formado por dois vetores;

» Produto misto relacionado com o volume, ou
seja, com o céalculo do volume de um paralele-
pipedo, definido por trés vetores.

E finalmente foram dadas coordenadas aos vetores,
trazendo de vez os vetores para 0 nosso espaco com
trés dimensdes, ou seja, as no¢des de comprimento,
largura, altura, LI, LD e base foram todos tratados
algebricamente.
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Capitulo 3

Planos

3.1 Introducdo

Neste capitulo estudaremos e definiremos os planos,
através de suas equacdes vetoriais e algébricas, utili-
zando de vetores e de suas operagdes e produtos.
Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um es-
boco, de um plano, como sera mostrado aqui, mas
mesmo se ndo tiver habilidades no desenho, imagine
sempre planos, aqueles que estdo ao seu redor, como
paredes, chio, teto, telhados, pois sera muito impor-
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tante observar, ou pensar, de como esses planos po-
dem estar dispostos no espaco tridimensional.

3.2 Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por
exemplo, posicoes relativas entre os planos, bem
como calcularemos o dngulo, distincias e interse¢des
entre estes elementos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas
operacdes elementares e seus produtos, com suas
respectivas caracteristicas geométricas e algébricas.

3.3 O Plano

Vamos definir um plano, nas se¢des a seguir, de trés
modos diferentes, porém equivalentes, ou seja:

(1) Por 3 pontos ou
(2) Um ponto e dois vetores ndo nulos ou

(3) Um ponto e um vetor perpendicular ao plano.
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Isto é, vamos encontrar uma relacdo que um ponto
€ R? qualquer do espaco tridimensional, tenha
que satisfazer para que pertenga a um plano definido
por um dos modos acima. Sempre em mente que uti-
lizaremos as ferramentas e ideias dadas pelos vetores
(e sistemas) estudados nas capitulos anteriores.
Vamos representar um plano graficamente por um
“pedaco”, usualmente na forma de um paralelogramo,
pois seria impossivel representa-lo em um espaco
limitado, pois o plano é infinito, veja na figura 3.1}

Figura 3.1: Representagdo de um ponto I’ € .

/0

Utilizaremos uma das letras gregas minusculas
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para designar/representar os planos no nosso texto.
Segue na Tabela[3.1]as letras gregas e os seus respec-
tivos nomes.

Tabela 3.1: Letras gregas e seus nomes.

Letra Nome Letra Nome Letra Nome
a Alfa L Tota p, 0 RO
B Beta K Capa 0,6, % Sigma
v, I Gama A A Lambda T Tau
o, A Delta w Mi v, T Upsilon
€,€ Epsilon v Ni ©, 0, P Fi
¢ Zeta £ E Csi b% Qui
n Eta o Omicron P, Psi
6,9 —0© Teta 7, I1 Pi w, N Omega

3.3.1 Treés Pontos

Considere o plano 7 definido pelos trés pontos A, B
e (' quaisquer néo colineares, isto é, que formam um
triangulo do espaco tridimensional R?, conforme a

Figura
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Figura 3.2: Representagdo de um plano 7 definido por trés pontos.
—
70
BAD
A

C* AC

As condigdes para um ponto /> = (r,1,2) € R?
qualquer, pertencer ao pl_apo T, Sa0:

e Osvetores AP, AB e AC estdo “contidos” no plano
7, na realidade sdo paralelos ao plano 7, portanto o
volume do paralelepipedo formado por estes 3 vetores
é nulo, ou seja, o médulo do produto misto é zero,
portanto:

UA_:E,%} :0} (3-1)

_— - — .
e Os vetores A/”, AB e AC sao linearmente depen-
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dentes (LD), logo existe uma combinacéo linear do
e . e .

vetor A/ em relagdo aos vetores AB e AC), ou seja,

existem dois nimeros reais x| e ko, tais que:

[T = H,pﬁ + H'QE} (3-2)

Definic¢ao 3.1 (Equacio vetorial do plano)

A equagdo é chamada de equacdo vetorial do
plano 7 e os dois vetores AB e AC sdo chamados de
vetores diretores do plano.

Em um sistema de coordenadas do espaco tridimensi-
onal R? considerando o plano 7 definido por 3 pontos
nao colineares dados por:

A= (szAyvAz
B = (B, By, B:)
C=(Cy,Cy,C,
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e um ponto genérico / = (r, 1, ~) do plano 7. Defi-
. N — ) ey Ly
nindo os vetores © = AB, v = AC e AP teremos:

U= AB = (Ug, Uy, 1)
T =AC = (Vg5 0y, V)

14—)

( _A:m _Aya _Az)

o Utilizando o fato do volume do paralelepipedo for-
mado por esses 3 vetores ser nulo, temos do produto

misto (3.1) que:

[T,A‘E,A‘é]:[f U,ﬂ
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Desenvolvendo o determinante acima teremos:

(1 — Az) (uyv. — vyu,) +
—_——

+ ( - Ay) (U,’L‘uz - u:E/UZ) + (33)
D e —
b
+ (2 — A2) (ugvy — vpuy) =0
—_———

&

Substituindo os valores definidos por:

a = (uyv, — vyu;)
(Vpuy — ugvs)
c= (uxw — Uplly)

d= (an +bA, + (:AZ)

na equacao (3.3), teremos a chamada equacao geral,
ou equagao normal, ou simplesmente equacio do
plano 7 definido como:

{w:a + by +c —i—dzO} (3.4)
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e Utilizando o fato que esses 3 vetores sdo LD, temos
da equacdo vetorial (3.2)) que:

( — Ay, *Aya *Az) = K1 (uxvuyauz)
—_——

=1 —

A U
+ Ko (Vg, Uy, V2)
—_—————

e
v

ou seja, escrevendo cada coordenada como uma equa-
cao:

— A, = uzr1 + Ugko
— Ay = uyk1 + Uyk2
— A, = uzk1 + Uik9
logo isolando as variaveis =, y e =, temos o seguinte

sistema de equagdes, chamado de sistemas de equa-
cOes paramétricas do plano 7 ou simplesmente de
equacdes paramétricas do plano:

= A, + ugk1 + Ugko
s = Ay + w1 + vyra| (3.5)
A, + uzr1 + Uike

|
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Exemplo 3.1 Considerando o  paralelepipedo
ABCDEFGH, definido anteriormente, de dimensoes
5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.

teremos que o plano 7., que contem a origem O e os
eixos = e 1/, pode ser definido pelos pontos nao colinea-
res:

O =(0,0,00 B=(500) D=(0,4,0)

Seja I’ = (1,1, ~) um ponto qualquer do plano T, e
vamos considerar os vetores:

OB = (5-0,0—0,0—0) = (5,0,0)
OD = (0—0,4—0,0—0) = (0,4,0)
OF =(r—0,y—0,2—0) = (r,1,7)
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e Como esses 3 vetores sdo LD, temos da equagdo veto-

rial que:
( s Ys ) = K1 (57 0, 0) +H2 (0’470)

—— — —
@) OB oD

que resulta nas equagoes paramétricas do plano

= 0 4+ Hr1 + Oro
Ty = 0 + 0r1 + 4ro
= 0 4+ 0Or; 4+ Ors

ou simplificado:

= 5/-’\'1 = T1
s = 4dko | &= | Ty ¢ = 1
= 0 = 0

Isto significa que qualquer ponto I’ que tenha a terceira
coordenada igual a 0, pertence ao plano 7., ou seja
— (1,,0) € 7
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e Como o volume do paralelepipedo formado por esses
3 vetores é nulo, temos do produto misto que:

[o7.08.0¢] -

resultando na seguinte equacdo normal do plano

{w : 0z 4 Oy + 20 +0:0]

ou simplificado:
Ty t2=0

Esse plano 7., é chamado de plano coordenado +O
ou simplesmente plano

Exercicio 3.1 Determine as equacgdes dos outros dois

planos cartesianos +O = e yO~, ou seja dos planos
e
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Exercicio 3.2 Determinar as equagdes paramétricas
e a equagdo normal do plano ™ que contém os pontos:

A=(3,0,1) B=(21,2) C=(0,-1,3)

e verificar se o ponto D = (1,—6,1) e a origem do
sistema pertencem ao plano 7.

Solugao: Seja I’ = (x,1, ) um ponto qualquer do
plano 7 e definindo os vetores:

AB=(2-3,1-0,2—1) = (—1,1,1)

AC=(0-3,-1-0,3—1)=(-3,-1,2)
‘4_>:( _3a _O> _1):( _37 ) _1)
p.AB @

A
C* AcC
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e Como esses 3 vetores sdo LD, temos da equagéo

vetorial (3.2) que:

(r=3,y,2—1)=r1 (=1,1,1) +r2 (—3,-1,2)
AP AB AC

resultando nas equacdes paramétricas do plano 7:

3 — 1k — 3k
T = 0 4+ 1k — 1ko
= 1 4+ 1rk1 + 2k

e Como o volume do paralelepipedo formado por
esses 3 vetores é nulo, temos do produto misto (3.1)
que:

@ =3) (- —1)
[A ,AB,AC}: 11 1 |=0
-3 —1 2

resultando na seguinte equagio normal do plano 7:

@:344 ¢4443:®
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e Para verificar que o ponto D = (1, —6,1) e a ori-
gem O = (0,0,0) pertencem ou néo ao plano T,
basta substituir as trés coordenadas de cada um dos
pontos na equacdo do plano 7. Se a igualdade for
satisfeita, o ponto pertence ao plano, caso contrario,

ndo pertence, logo
« Para o ponto D = (1, —6, 1) temos:

(
3 (1) —1(=6) +4 (1) —13=0
—~ =~ =~

logo D pertence ao plano 7.

« Para a origem do sistema de coordenadas, o
ponto O = (0,0, 0) temos:

3(0) —1(0) +4(0) —13=-134£0
—~— ~— ~—

logo a origem O nao pertence ao plano 7.

Observacio 3.1 Em relagdo as caracteristicas das
equacgoes parametrlcas dos planos:
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e Note que, nas equagoes paramétricas do plano
7 determinadas no exercicio anterior, as coor-
denadas do ponto A = (1,2,3), estao “soltas”
em unﬂ)coluna e as coordenadas dos dois ve-
tores AB = (—1,1,1) e AC = (—3,-1,2)
também estdo nas colunas, porém multlpllcadas
pelos dois parametros k1 e Ka.

e Substituindo os pardmetros 1 e ko por valores
especiais nas equacoes paramétricas do plano T,
teremos:

e Parar, =0 ekry =0, temos:

=3-1-0-3-0 = 3
=0+10-1.0 = = 0
=14+1-04+2-0 = 1
ou seja, sao as coordenadas do ponto A.
e Parar, =1 ekry =0, temos:
=3-1-1-3-0 = 2
=04+11-1-0 = = 1
=1+1-14+2-0 = 2
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ou seja, sao as coordenadas do ponto B.

o Parar, =0 ero =1, temos:

=3-1.0-31 = 0
=0+10-11=<y= -1
=1+1-0+421 = 3

ou seja, sdo as coordenadas do ponto C.

e Para cada par de parametros r1 e ko correspon-
dem a um unico ponto do plano e para cada
ponto I” do plano corresponde um unico par de
parametros.

3.3.2  Um Ponto e Dois Vetores

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimensi-
onal e dois vetores 1 e U, ndo paralelos, ou seja, line-
armente independentes, como na Figura|[3.3] As con-
di¢des para que um ponto qualquer /” = (7,1, 2) €
IR pertenca ao plano 7 sio as mesmas utilizadas ante-
riormente para planos definidos por trés pontos, pois
s6 foram utilizados o ponto A e os vetores diretores
T=ABeT =AC.

153 ‘ 375



Sérgio de Albuquerque Souza | VET - eBook

Figura 3.3: Representacao de um plano 7 definido por um ponto e
dois vetores.

— s
U

A

<y

Exemplo 3.2 Considerando o  paralelepipedo
ABCDEFGH, definido anteriormente, de dimensdes
5 %X 4 X 3, conforme a figura abaixo.
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teremos que o plano 7,. que contem a origem O e
os eixos = e z, pode ser definido por um ponto e dois
vetores:

0=(0,0,00 7 =(1,0,00 & =(0,0,1)

Seja P = (x,1, =) um ponto qualquer do plano T, . e
vamos considerar o vetor:

—

OP =(r—-0,y—0,2—0) = (r,v,2)

e Como esses 3 vetores sdo LD, temos da equagdo veto-

rial (3.2) que:
(r,y,2) = r1(1,0,0) 4+r2(0,0,1)

o ? k

resultando nas equacdes paramétricas do plano

= 0 4+ 1k + Ore
Tz = 0 + Orx1 + Ore
= 0 + 0r; + 1ko

155 375



Sérgio de Albuquerque Souza | VET - eBook

ou simplificado:

= ki
s = 0

= /{2

Isto significa que qualquer ponto I que tenha a se-
gunda coordenada igual a 0, pertence ao plano 7, ., ou
seja I’ = (1,0,2) €

e Como o volume do paralelepipedo formado por esses
3 vetores é nulo, temos do produto misto que:

1 0 0]=0
0 01

resultando na seguinte equagdo normal do plano

[w : 02+ 1y +0 +0:0]

ou simplificado:
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3.3.3 Um Ponto e Um Vetor Perpendicular

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimen-
: —>

sional e um vetor 77, (chamado de vetor normal),

néo nulo, perpendicular ao plano 7, como na Figura

B-4

Figura 3.4: Representacdo de um plano 7 definido por um ponto e

um vetor perpendicular ao plano.
=

Nr

Note que a condicdo para um ponto qualquer /> =
(2,1, lg R? pertencer ao plano 7, é que os vetores

7. e AP sejam perpendiculares, ou seja, 77, L A
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e portando o produto interno entre eles é nulo:

—>

. AP =0 (3-6)

Logo se o plano 7 é definido pelo ponto A =
(Az, Ay, A.) e pelo vetor normal 77, = (a,b, c), en-

tao pela condigéo (3.6), temos:

—

n A
((1,%),(,:)-( — A, Ay, AZ)
a(r—Az)+b( —A) c(z—A,)
ar + by + ¢z — (ady + bAy + cA;)

0
0
0

Considerando d = — (aA, + bA, + cA.), temos a
equacdo geral do plano 7, dada por:

[7(:(1, + by + ¢ —i—d:O}

Observacio 3.2 Os coeficientes das varidveis ', 1 e
da equacgao geral de um plano qualquer, definido por

[W:a +b —?—C —i—d:Oj
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sdo exatamente, na ordem, as coordenadas de um vetor
normal ao plano 7, ou seja,

= (a,b,c)
Exemplo 3.3 Considerando o  paralelepipedo

ABCDEFGH, definido anteriormente, de dimensoes
5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.

teremos que o plano 7. que contem a origem O e os
eixos i e z, pode ser definido por um ponto e um vetor
perpendicular ao plano:

0 = (0,0,0) 7 =(1,0,0)
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Seja I’ = (r,1, =) um ponto qualquer do plano 7. e
vamos considerar os vetores:

6“+:( —0,y=0,2=0)=(r,4,2)

Hr=1in =7=(1,0,0)

e Como esses vetores sdo perpendiculares, temos do

produto interno (3.6) que:

Logo

—
(r,y,2)+(1,0,0) =0
1)+ 0(y) +0(:) =0
1o +0y+024+0=0

resultando na seguinte equacgdo normal do plano

@ :1+0—H)+O:®

ou simplificado:
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Isto significa que qualquer ponto I” que tenha a pri-
meira coordenada igual a 0, pertence ao plano 7., ou
seja I’ = (0,y,2) €7

Exercicio 3.3 Determinar as equacdes paramétricas
e a equagdo normal do plano ¢ que contém o ponto
S =(1,1,1) e é perpendicular ao vetor ' = (2,1, 3).

Solugao: Vamos primeiro, determinar a equagéo geral
do plano, considerando como vetor normal do plano
© o vetor 11, = « = (2,1,3), portanto um ponto

= (r,y,~) para pertencer ao plano i, tem que
satisfazer a equagdo 17, - S/ = 0, logo:

o 57
——
(2,1,3)-(r =1,y —1,-—-1) =0
2~ D)+ 1y —1)+3(—1)=0

20+ 1y+3-—(21+1-1431)=0

que resulta na equacéo do plano ¢:

(p:204+1y+32-6=0)
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A partir dessa equagdo, para achar as equagdes para-
métricas do plano, podemos:

e Determinar outros dois pontos, recaindo em
um plano definido por trés pontos, atribuindo
valores para duas das trés variaveis encon-
trando, desta forma, pontos que satisfacam a
equacdo do plano , como por exemplo, os pon-
tos R = (0,0,2), T = (3,0,0), @ = (2,4,0),
etc.

e A outra maneira, bastante algébrica, seria con-
siderar duas variaveis da equagéo do plano ¢
igual a dois parametros 7| e 7 quaisquer, como
por exemplo, considere © = 7| e 2 = 7, logo
da equacéo normal do plano ¢ teremos que:

=6—22r+3
as equacdes paramétricas do plano ¢ seriam

= 6—21 —3n
= 7'2

AS)
|
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ou na forma completa

= 0 4+ 17 4+ On
P = 6 — 211 — 3n
= 0 + 0nn + 1m

5
|

3.4 Posicdo Relativa entre Planos

Para o estudo de posicdes relativas, é importante “en-
xergar” os planos, juntamente com os elementos que
o definem, ou seja, FACA varios esbocos, por exem-
plo, dois planos paralelos, dois planos nio paralelos
e dois planos concorrentes, etc.

Para resolver problemas, como angulos, distancias
e intersecdes, envolvendo planos, ndo como eles estdo
definidos pelas suas equacdes, mas genericamente, é
necessario saber como eles estéo colocados no espago,
ou seja, em que posicdo um esta em relagdo ao outro.

Existem trés possibilidades para a posicio relativa
entre dois planos e para efeito de estudos das posicdes
relativas, vamos considerar os seguintes planos:
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« O plano « definido pelo ponto A e pelo vetor
normal 77, ou pelo ponto A e dois vetores
diretores @1 e @o.

« O plano [ definido pelo ponto B e pelo vetor
normal 77 g, ou pelo ponto B e dois vetores
diretores b1 e b2

3.4.1  Planos Coincidentes
Observando os dois planos coincidentes « e 3, na
Figura|[3.5] concluimos que:

Figura 3.5: Representacao de dois planos coincidentes o e 3 com
seus correspondentes elementos.

Na ﬁg
JQ 51 P
b~ B
A C_il o
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« Os vetores normais 77, € 71 g sio paralelos, ou

seja,
o
+ O ponto e o ponto ;

- . . —
e O vetor AB € perpendlcular aos vetores Na €
—>
n B>

—> —
Nag=TN

— —
« Os vetores AB, a1 e do sao LD, bem como os
—

vetores AB b 1€ bosdoLD;

-0 Volume do paraleleplpedo formado ) pelos ve-
tores AB @1 e a3 ou pelos vetores AB b 1€
b 2 é nulo, ou seja,

_ = —>:|

[ﬂ?, El,a’l} —0= [AB, b1, bo

- - 7 g A A
« Osvetores a1, a2, b1e bo, podem, trés a trés,
ser representados em um plano, logo qualquer
conjunto com trés destes vetores é LD;
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« O angulo entre os planos « e 3 é nulo, ou seja,
(o, 5) =0°

« A intersecdo entre os planos « e /3 é o proprio
plano « (ou f3), ou seja,

[04 NG =al= [3)}

« A distancia entre planos o e 3 é nula, ou seja,

d(a,8)=0

3.4.2 Planos Paralelos

Observando os dois planos paralelos e distintos « e

/3, na figura[3.6] concluimos que:

166 375



Sérgio de Albuquerque Souza | VET - eBook

Figura 3.6: Representagdo de dois planos paralelos o e 3 com seus
correspondentes elementos.

'1>-[
by
Na
Z’ a
« Os vetores normais 72, € 77 g sio paralelos, ou

seja,

—
+ O vetor AB nao é perpendicular aos vetores
— —
N e 1lg;
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Os Vetores AB a e @9 sdo LI, bem como os
vetores AB b 1 e b 5 sdo LI;

0 Volume do paraleleplpedo formado Le)los ve-
tores AB @1 e dyoupelos vetores AB, by e
b- 2 € positivo, ou seja,

>0 e

(78,77 (4B, 7., 7]

—> —> g g A A
Osvetores a1, a2, b1 e by, podem, trés a trés,
ser representados em um plano, logo sdo LD;

O angulo entre os planos « e 3 é nulo, ou seja,

A intersecdo entre os planos a e [ é vazia, ou
seja,

(ang={}=0

A distancia entre planos « e 3 é positiva, ou

seja,
d(a,3) >0
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3.4.3 Planos Concorrentes

Observando os dois planos concorrentes (néo parale-
los) « e 3, na Figura[3.7] concluimos que:

Figura 3.7: Representagdo de dois planos concorrentes o e 3 com
seus correspondentes elementos.

T, ng
b
ay
a b
A o

. —_> —> ~ ~
+ Osvetores normais 77, e 7. 3 ndo sdo paralelos,

logo

« A intersecdo entre os planos « e 3 é uma reta,
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a ser determinada posteriormente na defini-
¢do de uma reta por dois planos do proéximo

ou seja,

capitulo;

+ O angulo entre os planos « e [ é positivo, ou

seja,

3.5 Angulos

Para determinar dngulos entre planos, é necessario
primeiro, saber qual é a posigdo relativa entre eles,
pois dependendo do caso, o angulo é nulo e nada para
se calcular, mas quando néo for nulo, o dngulo sera
calculando, usando o calculo do 4ngulo entre os dois

vetores normais dos planos.
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3.5.1 Angulo Nulo

O angulo entre os planos « e 3 serd nulo, ou seja,
(a, B) = 0°, quando:

« Os planos « e ( forem paralelos, ou

+ Os planos «a e 3 forem coincidentes.

o Mg

61 A a1 o

3.5.2  Angulo Néo Nulo

O angulo entre os planos « e /3 serd nao nulo, ou
seja, (o, 3) # 0°, quando:

+ Os planos « e /3 forem concorrentes.
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b7

Neste caso, o dngulo entre os planos ave 3 é
igual ao Angulo definido pelos vetores normais
T € 71, Ou seja:

[(a, B) = (Wa, ﬁﬁ)}

3.6 Intersecoes

As interse¢des entre planos, depende da posigio rela-
tiva. Se a intersecéo for vazia, nada a de ser calculado
e se nao for vazia deve-se, basicamente, resolver sis-
temas, para encontrar a solucéo.

3.6.1 Interse¢do Vazia

A intersecéo entre os planos « e (3 sera vazia, ou seja,
an = {1}, quando:
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« Os planos « e /3 forem paralelos distintos.

T3
; ’

3.6.2 Intersecdo Ndo Vazia

A interse¢do entre os planos « e 3 sera nao vazia,
ou seja, « N 3 # { }, quando:

« Os planos « e /3 forem paralelos coincidentes.

o g

A Ela

Neste caso a interse¢ao sera o proprio plano «
ou 3, ou seja:
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« Os planos « e /3 forem concorrentes.

Neste caso a interse¢do sera uma reta r, ou

Essa reta r sera definida no préximo capitulo.

seja:

3.7 Distancias

As distancias entre dois planos e entre um ponto e
um plano, também depende da posicéo relativa des-
ses objetos pois, se a distancia for nula nada a ser
calculado e se for positiva, deve-se, basicamente, cal-
cular comprimentos (produto interno) e/ou volume
(produto misto).
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Observacio 3.3 A distdncia entre dois pontos A e B,
quaisquer é calculado com a norma do vetor ZE, ou
seja,

a0 -

3.7.1  Distancia Nula

A distancia entre um ponto @) e o plano « sera nula,
ou seja, d (Q, o) = 0, quando:

« O ponto @) qualquer pertencer ao plano «, ou
seja, Q) € o

d(Q,a) =0

E a distancia entre os planos « e 3 sera nula, ou seja,
d (e, ) = 0, quando:

+ Os planos « e (3 forem coincidentes ou concor-
rentes.
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- = -
N ngz Mo, ng

3.7.2 Distancia Positiva

A distancia entre um ponto B e o plano « sera posi-
tiva, ou seja, d (B, ) > 0, quando:

« O ponto B qualquer nio pertencer ao plano
a, ou seja, B € a:

d(B,a) >0
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A distancia entre um ponto B e um plano «, sera
encontrada através do calculo de um determinado
volume.

« Lembre-se: o volume de um paralelepipedo é
igual a area da base vezes altura.

« Da figura acima, temos que volume do parale-
lepipedo é dado pelo modulo do produto misto

[31,32,1@)}’ = ”a)l X EQH - h
—_—

Areadabase Altura

Volume

logo a distancia entre o ponto 5 e o plano « é

dado por:
Volume
Altura = —————
Area da base
|:a>17 327 AB:| ’
d(B,a) =

@1 X s
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Observacio 3.4 Se considerarmos i, = @1 X do,
teremos:

ﬁa-ﬁ‘
d(Bya)=1—— 1

17

A outra possibilidade de distancia entre os planos o
e [ ser positiva, ou seja, d (o, 5) > 0 é quando os
planos a e [ forem paralelos.

Portanto a distancia entre o plano « e o plano (3 é
igual a distancia do ponto A € « ao plano 3, ou igual
a distancia do ponto B € [ ao plano «, ou seja:

(d(a,8) =d(4,8) = d(B,0a)]
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3.8 Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via exerci-
cios e exemplos, todos os conhecimentos anteriores,
como definir planos e determinar a posigdo relativa,
a intersec¢do, o Angulo e a distancia entre eles, sem-
pre considerando o sistema de coordenadas do R3
definido.

Em todos os exemplos a seguir, vamos considerar
os seguintes pontos:

[A = (1, 2,3)] [B = (2,3,4)} [C = (3,1, 1)]

e ponto genérico /” = (i, 1, ) € R3,

Exemplo 3.4 Determinar o plano 7 que passa pelos

pontos A, B eC.

Para determinar o plano 7, ou seja, determinar as
equacdes deste plano, vocé terd que escolher um dos
pontos e dois vetores LI e paralelos ao plano, por
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—> —> . ’
exemplo o ponto A e os vetores u e U, isto é:

Pontos: A, B eC C
T Vetores: . = AB e v = AC

Como fazer isso?

+ Esboce um plano com 3 pontos e um ponto

genérico /7;
BAB a
A
C*AC

. Represente e de determine os 3 vetores U = AB
T=ACe Al no plano 7:

T=(2-1,3-24-3)=(1,1,1)
T=0B-1-1-21-3)=(2-3,-2)
AP =(r—1,y—2,-—3)
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« Observe que o volume V' do paralelepipedo
formado pelos 3 vetores deve ser zero;

[[Porque o volume é zero?ﬂ

+ Logo a equacéo normal do plano 7 é dada por:

[w:1 +4y—5 +6:0]

Vamos verificar que os 3 pontos pertencem ao
plano 7:

A=(1,23)en?
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Sim, pois as coordenadas do ponto A satisfa-
zem a equacdo do plano.

1(1) +4(2) — 5(3) +6 =0
1+8—154+6=0v

B =(2,3,4) en?

Sim, pois as coordenadas do ponto B satisfa-
zem a equacdo do plano.

12) +4(3) — 5(4) +6 =0
24+12-204+6=0V

C =(3,-1,1)en?

Sim, pois as coordenadas do ponto C' satisfa-
zem a equacdo do plano.

13) +4(=1) — 5(1) +6 = 0
3-4-5+6=0V
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« Para escrever as equacdes paramétricas do
plano 7 partindo de sua equagio normal, temos
pelo menos duas possibilidades:

Determinar dois vetores diretores do plano T,
para tanto, determinaremos outros dois pontos
do plano 7, como por exemplo os pontos

Cl = (3, 4, 5) € 02 = (2, —2, 0)
e encontrando os dois vetores diretores:
ACl = (2,2,2) € ACZ = (1,—47 —3)

logo teremos uma equacdo paramétrica do
plano 7 dada por:

=1 4+ 21 + 1n
T = 2 4+ 21 — 4n
= 3 + 211 — 3n
2* Considerar y = k| e 2 = K9, logo da equagéo
normal do plano 7, teremos que
=—6—-4y+5
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logo teremos uma equagdo paramétrica do
plano 7 dada por:

= —6 — 4r; + Dbk
T = K

K9

ou na forma completa:

= —6 — 4r; + Dk
0 + 1rk1 + Ory
= 0 4+ 0xk1 + 1ks

3
Il

Exemplo 3.5 Determinar a equagdo normal do plano
© que contenha o ponto a origem O = (0,0,0) e seja
paralelo ao plano 7.

Para determinar a equacdo normal do plano ¢, vocé
ter4 que determinar um vetor normal do plano 77,
ou dois vetores diretores do plano.

Como fazer isso?
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« Esboce os dois planos paralelos ¢ e ;

iy
[
° O

3

« Represente o ponto A e o vetor normal 7 no
plano 7 e os pontos O e / no plano ¢;

+ Observe que, para definir o plano ¢, s6 falta
determinar um vetor normal ﬁ@;

« Escolha como vetor normal do plano ¢ o

. —
mesmo do plano 7, ou seja, | 77, =

L[Porque posso escolher esse vetor? ﬂ

Como 7 : 1o+ 4y — 52 4+ 6 = 0, temos que o
vetor normal sera 77, = (1,4, —5).
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« Temos, portanto, que o plano ¢ é definido pelo
ponto O e um vetor normal 77, ou seja,

~} Ponto: O = (0,0,0)
"] Vetor normal: 77, = 77, = (1,4, —5)
— A
» Como o vetor 7., é ortogonal a O /7, temos que
—>
o produto interno ﬁ’sp - OF =0, ou seja:
T or

——
(1141_5)'(7 ) ):1 +4y —52=0

+ Logo a equacdo normal do plano ¢ sera dado
por:

[(p:l +4y —5 :Oj

Exemplo 3.6 Determinar a distdncia entre os dois
planos paralelos 7 e .

Para determinar a distincia entre os planos 7 e ¢,
vamos de fato calcular um volume.
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« Esboce dois planos paralelos 7 e o ponto 0 no
plano ¢

« Represente o ponto A e o vetor normal 7 No
plano 7 e o ponto 0 no plano ¢;

—
« Represente o vetor AO;

- Observe que, o vetor 77, pode representar o
produto vetorial de dois vetores diretores u e
v d d 1 P . —> _ > —>'
v do plano 7, ou seja, 7, = U X U;

« O volume do @lelepipedo gerado pelos ve-
tores 1, U e AQO sera o modulo do produto
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misto, ou seja:

V= [U,TJ’,A_OH = ’u X U AO‘
Logo
V= ‘T{ﬂfé@"
= (1,4, -5) « (~1,-2,-3)]
= [(1)(=1) + ()(=2) + (-5)(-3)|
\

{{Lembre—se: volume de um paralelepipedoﬂ

¢ area da base vezes altura.

« A area da base (Apyse) do paralelepipedo é ge-
rado pelos vetores 1 e U, ou seja, é dada por:

Abase = ||U X ?H = Hﬁ’ﬁ” = \/Zﬁu.a.
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« A distincia entre os planos ¢ e 7é igual a dis-
tancia entre o ponto O e o plano 7, que corres-
ponde a altura (h) do paralelepipedo, ou seja:

d (907 7‘—) = (Ov 7‘_)

Volume

3.9 Avaliando o que foi Construido

« Foram introduzidos, neste capitulo os planos
e como olhar este elemento de uma maneira
geométrica.

+ Definimos também as equagdes paramétricas
dos planos, bem como a equacdo a equagédo
geral de um plano.

« Foi bastante enfatizado que determinar a posi-
co relativa entre os planos é, de fato, muito
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importante, pois facilita a compreensao dos
problemas e principalmente a sua resolucéo.

+ Mostramos também como determinar angulos
e distancias entre planos deixando as interse-
¢Oes para o proximo capitulo.
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Capitulo 4

Retas

4.1 Introdugdo

Neste capitulo estudaremos e definiremos as retas,
através de suas equacdes vetoriais e algébricas, utili-
zando de vetores e de suas operagdes e produtos.

Uma das possibilidades para a defini¢do de uma
reta é a interse¢io de dois planos néo paralelos (pense
na intersecéo do plano do chio com o plano de uma
parede: é uma reta).

Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um
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esboco, de uma reta, como sera exibido aqui, mas
mesmo se ndo tiver habilidades no desenho, imagine
sempre as retas, aqueles que estdo ao seu redor, como
quinas das paredes, pois serd muito importante ob-
servar, ou pensar, de como essas reatas podem estar
dispostas no espaco tridimensional.

4.2 Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por
exemplo, posicdes relativas entre as retas, bem como
calcularemos o angulo, distancias e interse¢des en-
tre estes elementos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas
operacdes elementares e seus produtos, com suas
respectivas caracteristicas geométricas e algébricas.

4.3 A Reta

Uma reta pode ser definida de trés modos distintos,
bastando observar os dados que se dispde para defini-
la, mas esses modos, observando com atencio, se
reduzem a um sd, ou seja:
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(1) Por 2 pontos ou
(2) Por um ponto e um vetor nao nulo ou
(3) Por dois planos.

Para tanto, vamos encontrar uma relagdo que um
ponto ” = (r,1, 2) € R? qualquer do espaco tridi-
mensional, tenha que satisfazer para que pertenca a
uma reta definido por um dos modos acima.

Figura 4.1: Representagdo de uma retar.
r_-

Sempre em mente que utilizaremos as ferramentas
e as ideias dadas pelos vetores (e sistemas) e planos
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estudados nos capitulos anteriores. Usaremos letras
latinas minusculas para representar as retas, como
por exemplo:

a,b, ..., 18, ...

Vamos representar a reta graficamente por um
“pedaco”, por um segmento, pois seria impossivel
representa-la em um espaco limitado, pois a reta é

infinita (Figura|g.1).
4.3.1  Dois Pontos

Considere dois pontos distintos A e B quaisquer do
espaco tridimensional R3, como na Figura
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Figura 4.2: Representacdo de uma reta r definida por dois pontos

AeB.
/

B

=1

A

Observe que a condigdo para que um ponto qualquer
P= (;), ) € R3 pertencer a reta r é que os vetores
AB e AP’ sejam paralelos, ou seja, sdo linearmente
dependentes, logo sdo multiplos e portanto existe um
nimero r que resulta a seguinte equacio vetorial:

@)

Definic¢ao 4.1 (Vetor Diretor)
Qualguer vetor ndo nulo, que da a dire¢do de uma reta
r, é chamado de vetor diretor da reta r.
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Em um sistema de coordenadas do espaco tridi-
mensional R?, considerando a reta r definido por
dois pontos néo distintos dados por:

A= (A, Ay A)
B = (B, By, B.)

e um ponto genérico /” = (r, 1, ») da reta r. Defi-
. — D A0
nindo os vetores 7 = AB e A/° teremos:

7 =AB = (rasTy,72)

AP = (1 — Ag,yy — Ay, = — A)

Portanto, da equacéo vetorial (4.1), teremos:
(0 —Ag,y— Ay, 2 —AL) = K (rg, 1y, 72)

—

A P?=AB

ou seja, escrevendo cada coordenada da equacio ve-
torial acima separadamente, teremos:

— A, = ek
— Ay = ryK
— A, = 7.k
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logo isolando as variaveis z, i e =, temos o seguinte
sistema de equacdes, chamado de sistemas de equa-
cOes paramétricas da reta r ou simplesmente de
equacdes paramétricas da reta:

= A, + 1k
T = A, + myk (4.2)
= A, + nrus

Se nenhuma das coordenadas do vetor diretor 77 =
a—

AB for nula, podemos isolar o parametro ~ de cada
uma das equagdes (4.2) acima, obtendo

A, — A, A,
R = _ K = _— R= —
Ty Ty T,

ou seja, teremos a seguinte igualdade

o A, y—4Ay z2—-A,
' Ty Ty T,
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Definicio 4.2 (Equac¢des Simétricas)
O sistema de equagoes

— A, y—A4, -—A,

= — (4.3)
Ty Ty Ty

¢ chamado sistema de equacées na forma simé-
trica da reta r, ou simplesmente equacgées simétri-
casdaretar.

Exercicio 4.1 Determinar as equacdes paramétricas e
simétricas da reta r que contém os pontos A = (3,0, 1)
e B =(2,1,2), e verificar se o ponto E = (1,2,3) e
a origem do sistema pertencem d retar.

Solugao: Seja I’ = (7, v, >) um ponto qualquer da
reta 7 e definimos os vetores:

P=AB=(2-31-02—1)=(-1,1,1)
AP =(r—=3,y—0,-—1) = (r—3,1,- — 1)
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e Da equacio vetorial (4.1) temos:

(r=3,y,2—1)=r(-1,1,1)
—_,}_/ T

A T

que resulta nas equacgdes paramétricas da reta 7:

3 — 1k
7 = 0 4+ 1k
1 + 1k

Isolando o pardmetro ~ das equagdes acima, obtemos
as equagdes simétricas da reta 7:

. -3 y—-0 =-—1
-1 11

ou simplificando

{r:?:— =y= —1]

e Para verificar que o ponto £ = (1,2, 3) e a origem
O = (0,0,0), pertencem a reta 7, basta substituir as
199 | 375




Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

trés coordenadas dos pontos nas equacdes simétricas
da reta, se as igualdades forem satisfeitas, o ponto
pertence a reta, caso contrario, ndo pertence, logo:

+ Para a origem do sistema de coordenadas, o
ponto O = (0,0, 0) temos:

(0)=3 2 (0)=0 2 (0)~1

-1 1 1
=3 = =

como 3 # 0 # —1, entdo a origem .

« Para o ponto F = (1,2, 3) temos:

(H-32 (-0 ()1

-1 1 1
=9 = =

como 2 = 2 = 2, entdo ponto .
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4.3.2  Um Ponto e Um Vetor

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimen-
sional e um vetor 7°, ndo nulo, como na figura

Figura 4.3: Representagdo de uma reta r definida por um ponto A

R
e um vetor r.
/

=l

A

Observe que a condi¢do para que um ponto qualquer

= (7,1,2) € R3 pertencer a reta 7 é a mesma
utilizada anteriormente para uma reta definidas por
dois pontos, pois s6 foram _ut)ilizados, de fato, o ponto
A e o vetor diretor 7 = AB.
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4.3.3 Dois Planos

Considere dois planos concorrentes « e /3 quaisquer,
ou seja, ndo paralelos e ndo coincidentes, como na

figura

Figura 4.4: Representacdo de uma reta r definida por dois planos

aef.
Ty ng
N\ B

A
B

Para determinar a reta r intersecédo destes dois pla-
nos « e (3, vamos considera-los definidos pelas suas
equagdes normais:
a:ar+by+c:+d=0
B:pr+qy+rz+s5=0
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logo a reta r é definida como a solucéo do sistema:

ar+by+cz+d=0
pr+qy+rz+s=0

Lembre-se que para definir uma reta, sdo necessa-
rios 2 pontos ou 1 ponto e um vetor diretor.
e Dois Pontos:

Neste caso podemos determinar duas soluc¢des para
o sistema acima, ndo necessariamente tendo que re-
solver o sistema.

Sera que esta reta tem algum ponto com
a primeira coordenada sendo 0?

« Fazendo = = 0, o sistema acima, fica apenas
com duas variaveis, que é bem mais facil de
resolver, ou seja,

by+cz+d=0
qu+rz+s=0
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Se tiver solucdo, achamos o primeiro ponto,
caso contrario, faca y = 0 ou = = 0 ou qual-
quer outro valor para uma das coordenadas.

« Para achar um segundo ponto, siga a mesma
procedimento de achar o primeiro ponto.

e Um ponto e um vetor diretor:

Neste caso determinar um ponto como anterior-
mente. Observe que um vetor diretor 7 da reta r é
perpendicular aos vetores normais dos planos « e 3,
ou seja,

T 1L, e 7 1L ng
logo podemos determinar um vetor diretor 77 como
sendo o produto vetorial:

?ZFL)(XXRQ

Exercicio 4.2 Determinar as equagdes paramétricas
e simétricas da reta r dada pela interse¢do dos planos

a:lr+1y+124+1=0
B:2r4+3y+2=0
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Solucdao:

1° Vamos primeiro determinar esta reta r, como so-
lugéo do sistema (S) abaixo:

vy + 1y + 1
() { 200 + 3y + 1= = 0
Para resolver este sistema (.5) vamos usar o mé-

todo do escalonamento, com as operagdes linhas-
equivalentes na matriz ampliada do sistema (.5).

I
|
—_

As operacdes chamadas linhas-equivalentes sdo
operacdes basicas realizadas nas linhas da matriz:

(1) Trocar a linha L; pela linha L ;:

(2) Multiplicar uma linha L; por um escalar nio
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(3) Somar uma linha L; com o multiplo da linha

Lj:

[Li + k- Lj — Li]

Seguindo esses passos podemos escalonar qual-
quer sistema e determinar as soluc¢des do sistema.

Aplicando o escalonamento na matriz ampliada
do sistema (.5), teremos:

111 -1
(S)N 2 3 1 O]L2 2Ly — Lo
11 1 —1]unon

1 -1 2

10 2 -3

01 -1 2

Resultando no sistema equivalente ao sistema (5)
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de resolucéo mais simplificada:

+ 20 = -3
— - 9

escolhendo e substituindo no sistema

equivalente, obtemos as equacdes paramétricas
da reta

= -3 — 2k
T = 2 4+ 1k
= 0 4+ 1k

e destas, obtemos as equacdes simétricas da reta

2° Se néo gostar de escalonamento, podemos entdo
determinar dois pontos da reta r, atribuindo valo-
res para uma das variaveis, por exemplo:
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* Para a variavel , reduzimos o sistema (.5)

para o sistema:

+ 2 = -1
2: 4+ - = 0

tendo como solugéo[ = 1] e [ = _2}, ou seja,
um primeiro ponto da reta r serd dada por
A=(1,0,-2)}

* Para a variavel , reduzindo o sistema (5)

para o sistema:
+ = -1
200 + 3y = 0

tendo como solugio [ = —3} { ] ou seja,

um segundo ponto daretar sera| B = (—3,2,0) |

Logo um vetor diretor da reta r é o vetor

= AB = (-4,2,2)
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e portanto, as equacdes paramétricas da reta sio:

= 1 - 4k
T = 0 + 2k
= -2 4 2r

e destas equacdes, obtemos as equacdes simétricas

-1 +2

3° Pode-se também determinar um ponto e um vetor
diretor da reta.

* Para encontrar um ponto, fazemos como
anteriormente, logo vamos utilizar o ponto

A=(1,0,-2)]

* Para determinar um vetor diretor da reta r, basta
calcular o produto vetorial entre os vetores nor-
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mais dos planos « e 3, ou seja:

?:ﬁaXﬁﬂ
T 7k
=1 1
2 3 1

@%>47+7+?}

Portanto as equagdes paramétricas da reta sdo:

= 1 - 2k
T = 0 + 1x
= -2 4+ 1k

e destas, obtemos as equacdes simétricas

1 +2}
ri—— === —

Observacio 4.1 Apesar das equagdes paramétricas e
simétricas da reta r, encontradas no exercicio acima,
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serem diferentes, elas representam a mesma reta r, o
que as diferencia é a escolha de um ponto inicial e de
um “novo” vetor diretor, multiplo do vetor diretor obtido
anteriormente.

4.4 Posicdao Relativa entre Retas

Para o estudo de posicdes relativas, é importante
“enxergar” as retas e os planos, juntamente com os
elementos que o definem, ou seja, FACA vérios es-
bocos, por exemplo, duas retas paralelas, uma reta
perpendicular a um plano, etc.

Para resolver problemas, como &ngulos, distancias
e interse¢Oes, envolvendo retas, ndo como eles estdo
definidos pelas suas equacdes, mas genericamente, é
necessario saber como eles estdo dispostos no espago,
ou seja, em que posicdo um esta em relagéo ao outro.

Existem quatro possibilidades para a posi¢do rela-
tiva entre duas retas, ou seja, as retas podem ser:

(1) Coincidentes;

(2) Paralelas;
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(3) Concorrentes ou
(4) Reversas.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posi-
¢Oes relativas:

« A reta r definida pelo ponto R = (R, Ry, R>)
e pelo vetor diretor 77 = (14, 7y,72) €

« Areta s definida pelo ponto S = (5, 5, 5)
e pelo vetor diretor s = (s, 5y, 52).
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4.4.1 Retas Coincidentes

Figura 4.5: Representagdo de duas retas coincidentes e s.
S

S r

s,

=y

R

Observando as duas retas r e s paralelas coincidentes
na figura [4.5] concluimos que:

» Representam a mesma reta;

« Os vetores diretores 7 e s sdo paralelos, ou
seja,

« O ponto e o ponto ,
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_—>
« O vetor RS é paralelo aos vetores diretores 7°
es;

+ A intersecdio entre as retas r e s é a propria
reta, ou seja,

rNs=r(=s)
+ O angulo entre as retas 7 e s é nulo, ou seja,

(r,s

« A distancia entre as retas r e s é nula, ou seja,

d(r,

214 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

4.4.2 Retas Paralelas

Figura 4.6: Representagdo de duas retas paralelasr e s.
. S
S

S r

=y

R

Observando as duas retas r e s paralelas distintas na
figura[4.6] concluimos que:

« Os vetores diretores 77 e s sdo paralelos, ou

seja,
— —
r=KS

« O ponto e o ponto ;
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—>

« O vetor RS nao é paralelo aos vetores direto-
- -
resT e s;

+ A area do paralelogramo formado pelos vetores
—>
7 e RS é positiva, ou seja,

H?X}TS)H >0

« A intersecio entre as retas r e s € vazia, ou
seja,

{rﬂs:{}ZVJJ

+ O angulo entre as retas r e s é nulo, ou seja,

« A distancia entre as retas r e s é positiva, ou
seja,
d(r,s) >0
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4.4.3 Retas Concorrentes

Figura 4.7: Representacdo de duas retas concorrentesr e s.
S iy

=l
0y

R S

Observando as duas retas r e s concorrentes na figura
concluimos que:

. —> - ~ ~
+ Os vetores diretores 7 e s nao sao paralelos,

ou seja,
T #KS

> > a3
« Osvetores 7, s e SR podem ser representados
em um plano, logo sio LD;
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« O volume do ga_r)alelepipedo formado pelos ve-
tores 77, 5 e SR é nulo, ou seja,

[?, ?,S_R’} —0

A intersecgdo entre as retas r e s é um ponto,

+ O angulo entre as retas r e s é agudo, reto ou
obtuso, ou seja, esti entre

ou seja,

[00 < (r,s) < 18()0}

« A distancia entre as retas r e s é nula, ou seja,

d(r,s)=0
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4.4.4 Retas Reversas

Figura 4.8: Representagdo de duas retas reversasr e s.

Observando as duas retas e s reversas na figura[g.§|
ou seja, as retas estdo em planos paralelos distintos,
concluimos que:

. Os vetores diretores 7’ e 5 ndo sio paralelos,

—> — B o~
« Os vetores 7, s e RS ndo podem ser repre-
sentados em um plano, logo séo LI;
219 ‘ 375
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« O volume do ga_r)alelepipedo formado pelos ve-
tores 77, 5 e RS é positivo, ou seja,

[?,y,R_s’H >0

A intersecdo entre as retas r e s é vazia, ou
seja,

[rﬂs:{}Z(@

« O angulo entre as retas r e s é agudo, reto ou
obtuso, ou seja, esta entre

(07 < (r,5) < 180°)

« A distancia entre as retas r e s é positiva, ou
seja,

d(r,s) >0

4.5 Posi¢do Relativa entre Retas e
Planos

Existem trés possibilidades para a posicéo relativa
entre uma reta e um plano, ou seja, eles podem ser:
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(1) A reta contida no plano;
(2) A reta paralela ao plano ou
(3) A reta concorrente ao plano.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posi¢des
relativas:

+ A reta r definida pelo ponto R e pelo vetor
diretor 7 e

« O plano « definido pelo ponto A e pelo vetor
normal 77, ou pelo ponto A e dois vetores
diretores @ e @o.
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4.5.1 Reta Contida no Plano

Figura 4.9: Representagdo de uma reta r contida no plano .
Nq

A i

T

Observando a reta r paralela e contida no plano « na
figura[4.9] concluimos que:

« O ponto R pertence ao plano «, ou seja,
(Rea)

— — ~ .
« Os vetores 7° e 7, sdo perpendiculares, ou

seja,
Telia=0
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=7 . . —>
« O vetor RA é perpendicular ao vetor 7 ;

—> —
« Osvetores 7, a1 e a2 podem ser representa-
dos em um plano, logo sdo LD;

+ O volume do paralelepipedo formado pelos ve-
tores 7, @1 e @9 é nulo, ou seja,

[?7 ?;17 ZL}Q} =0

+ A intersecdo entre a reta r e o plano « é a
propria reta r, ou seja,

ria=r

« O angulo entre a reta r e o plano « é nulo, ou
seja,
00

(o, 7

+ A distancia entre a reta r e o plano « é nula,
ou seja,

d(a,7)=0
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4.5.2 Reta Paralela ao Plano

Figura 4.10: Representagdo de uma reta r paralela ao plano .

R 7

o
r

ﬁa

Observando a reta r paralela ao plano « na figura

concluimos que:

« O ponto R nao pertence ao plano «, ou seja,
(R}

—> — ~ .
« Os vetores 7 e 17, sdo perpendiculares, ou
seja,

7o =0
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- . .
« O vetor AR nao é perpendicular ao vetor 7 ,;

—> —>
« Os vetores 7, a1 e a2, podem ser representa-
dos em um plano, logo sdo LD;

+ O volume do paralelepipedo formado pelos ve-

3 — —> . .
tores AR, a1e a9 é positivo, ou seja,

“:Zﬁ, 31,32} >0

« A intersecdo entre a reta r e o plano « é vazia,
ou seja,

[rﬂa:{}ZQJ

+ O angulo entre a reta r e o plano « € nulo, ou

seja,

« A distdncia entre a reta 1 e o plano « é positiva,
ou seja,
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4.5.3 Reta Concorrente ao Plano

Figura 4.11: Representagdo de uma reta r concorrente ao plano c.

Observando a reta r concorrente ao plano a, ou seja,

que o intercepta em apenas um ponto, na ﬁgura
concluimos que:

. Os vetores 7 e 71, ndo sdo perpendiculares,

logo

— — ~
« Os vetores 7, a1 e a2, ndo podem ser repre-
sentados em um plano, logo séo LI;
226 ‘ 375



Sérgio de Albuquerque Souza | VET - eBook

« O volume do paralelepipedo formado pelos ve-
tores 7, @1 e @ é positivo, ou seja,

|[?,31,32H >0

« A intersecio entre a reta r e o plano « é um
ponto, ou seja,

+ O angulo entre a reta r e o plano « é agudo,
reto ou obtuso, ou seja, esta entre

(0% < (a,7) < 180°

« A distancia entre a reta r e o plano « é nula,
ou seja,

d(a,7) =0

4.6 Angulos

Para determinar 4ngulos entre as retas e entre as
retas e os planos, é necessario primeiro, saber qual é
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aposicao relativa entre eles, pois dependendo do caso,
o dngulo é nulo e nada para se fazer, mas quando néo
for nulo, o 4ngulo sera calculando, usando o célculo
do angulo entre dois vetores.

4.6.1  Angulo Nulo

O angulo entre as retas r e s ou entre aretar e o plano
«, serdo nulos, ou seja, (r,s) = 0° ou (r,a) = 0°,
quando:

+ Asretas r e s forem paralelas ou coincidentes

+ A reta r for paralela, ou estiver contida no
plano a.
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Tl R 7

<

4.6.2  Angulo Néo Nulo

O angulo entre as retas e s ou entre a reta r e o
plano «, serdo nao nulos, ou seja, (r,s) # 0° ou
(r, ) # 0°, quando:

. Asretas r e s forem concorrentes ou reversas.

Neste caso, diremos que o dngulo entre as retas
r e s, denotado por (r, s), serd o menor angulo
—> —>)

entres os angulos (77, §) e (=7, s

229 ‘ 375



Sérgio de Albuquerque Souza | VET - eBook

« A reta r for concorrente ao plano «

Neste caso, o éngulo enfrearetareo plano
«, denotado por («, ), é igual ao angulo com-
~ —> -
plementar do menor angulo ¢ entre (77, 77) e
— = .
(=7, T), ou seja,

[(a, r) =90° — 9}

4.7 Intersecoes

As intersecOes entre as retas, entre as retas e os pla—
nos, dependem da posicéo relativa. Se a intersecio
for vazia, nada a fazer, se nao for vazia, deve-se, basi-
camente, resolver sistemas, para encontrar a solugéo.
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4.7.1 Interse¢do Vazia

A intersecdo entre as retas r e s ou entre a reta r
e o plano «, serdo vazias, ou seja, rN's = { } ou
rNa ={}, quando:

« Asretas r e s forem paralelas distintas ou re-
versas:

[rﬁs:{}:(i)]

+ A reta r for paralela ao plano .
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[rﬂa:{}za)}

4.7.2 Intersecdo Nao Vazia

A intersecdo entre as retas e s ou entre aretar e
o plano «, serdo nao vazias, ou seja, r N's # { } ou
rNa # { }, quando:

« Asretas r e s forem coincidentes, e neste caso,
a intersecgdo sera a propria reta r (ou s), ou seja,

rNs=r(=s)|

« Asretas r e s forem concorrentes:
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Neste caso, a interse¢do sera um ponto /, ou

seja,

Considere as retas r e s definida pelas seguintes
equagdes paramétricas

=R, +ryk =5, + 5,7
T =Ry +rys e s: =Sy + 5,7
=R, + 1.5 =S5+ 5.7

O ponto / de intersecdo das retas é um ponto
que deve satisfazer as duas equagdes paramé-
tricas, ou seja,

I= (Rx + ek, Ry +rys, R, + rzfs:) er

1= (Sx + 5,7, Sy + 57,5 + SZT) €s
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Portanto, basta resolver o seguinte sistema, nas
incoégnitas x e 7:

R, +rprx =S, + 8,7
I § Ry +rys =95, +s,T
R.+r.xn=5,4+s.7

Uma vez determinado o valor do parametro
r ou de 7, basta substituir na equacédo da reta
correspondente ao parametro, obtendo o ponto
de intersecéo /.

+ A reta r estiver contida no plano a:

Neste caso a intersecdo sera a propria reta 7,

ou seja,
rfa=r

234 375



Sérgio de Albuquerque Souza | VET - eBook

« A reta r for concorrente ao plano «:

Neste caso a intersecdo sera um ponto I, ou

seja,

Considere a reta r definida pelas equacdes pa-
ramétricas

=Ry + 1k
T =Ry +rys
=R, +r1.k
e o plano « definida pela equacio geral

a:ar+by+cz+d=0
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O ponto / de intersecdo daretar com o plano «,
¢ um ponto que deve satisfazer as equagdes pa-
ramétricas da reta r e a equagio geral do plano
@, ou seja, basta resolver a seguinte equagao,
do primeiro grau, na incognita ~:

a(Ry +145) + b (Ry + ryr) +
+c(R,+rr)+d=0

Uma vez determinado a solu¢io, ou seja, o valor
para r, basta substituir esse valor na equacio
da reta r, obtendo o ponto de intersecéo /.

4.8 Distancias

As distancias entre as retas, entre as retas e os pla-
nos, também dependem da posigéo relativa pois, se a
distancia for nula, nada a fazer, se ndo for nula, deve-
se, basicamente, calcular comprimentos (produto in-
terno), areas (produto vetorial) e volume (produto
misto).
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4.8.1 Distancia Nula

A distancia entre um ponto () e a reta r, entre as
retasr e souentrearetareo plano «, serdao nulas,
ou seja, d (Q,7) = 0,d(r,s) = 0oud(r,a) =0,
quando:

« O ponto ) qualquer pertencer a reta r, ou
seja,

d(Q,7)

« As retas r e s forem coincidentes ou concor-
rentes:

d(r,s)=0

« A reta r estiver contida ou for concorrente ao
no plano o
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d(r,a)

4.8.2 Distancia Nao Nula

A distancia entre um ponto () e a reta r, entre as retas
r e souentrearetar e o plano «, serdo nao nulas, ou
seja, d (Q,r) #0,d (r,s) #0oud (r,«) # 0. Para
tanto, vamos considerar antes de definir as demais
distancias ndo nulas, a distancia entre um ponto ()
e uma reta 7, pois os outros casos restantes recaem
neste caso.
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4.8.2.1 Distancia entre um ponto e uma reta

Figura 4.12: Representacdo de uma retar e um ponto P & .

-
s 7
! /
!
:
!
.
:
:
!
:
!
.
:
!
.
:
:
:
.
:
:

oy
il
ﬁ

A distancia entre um ponto /” e uma reta r sera en-
contrada através do calculo de uma determinada area.

« Lembre-se: a area de um paralelogramo é igual
a base vezes altura.

. Da figura temos que a area do paralelo-
gramo formado pelos vetores 7" e R/’ é dada
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pela norma do produto vetorial:

H?XR H: 17 h
_~
— base altura
Area

logo a distancia do ponto /” a uma reta r, é

dada por:
Area _ || % BT
d —h=
(£or) base 171

4.8.2.2  Outros casos de distdncias ndo nulas
« Asretas r e s sdo paralelas e distintas:

Neste caso a distancia entre as retas r e s é
igual a distancia do ponto S € s aretar, que
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¢ igual a distancia do ponto R € r areta s, ou
seja:

(d(r,s) = d(S,r) = d(R,s))

« Asretas r e s sdo reversas:

Neste caso a distancia entre as retas r e s é
igual a distancia do ponto S € s ao plano «
(definido pelo ponto R € 7 e pelos vetores 7°
e ), que é igual a distancia do ponto R € r
ao plano [ (definido pelo ponto S € s e pelos
vetores 7 e 5), ou seja:

(d(r,5) = d(S,0) = d(R, 5))

« A reta r paralela ao plano a:
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Neste caso a distancia entre a reta r e o plano
«v éigual a distancia do ponto R € r ao plano
@, ou seja:

(d(r,0) = d(R,0))

4.9 Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via exerci-
cios e exemplos, todos os conhecimentos anteriores,
como definir retas, determinar a posicéo relativa, a
interse¢do, o dngulo e a distidncia entre eles, sem-
pre considerando o sistema de coordenadas do R3
definido.

Em todos os exemplos a seguir consideraremos:
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+ Os pontos:

[A = (3,0, 1)] [B = (2,1, 2)][0 = (0,1, 3)]

« O ponto genérico: I’ = (r,1, ~)

+ A reta r definida por:

= 3 — 1k
r = + 1x
= 1 4+ 1k

+ O plano « definido por:
(@:204+1y+3-—6=0]

Exemplo 4.1 Determinar a reta s, que passa por C' e
é paralela a retar.

Para determinar a reta s, ou seja, determinar as equa-
¢Oes desta reta, vocé tera que achar um vetor diretor
da mesma.

Como fazer isso?
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« Esboce duas retas paralelas r e s quaisquer;

« Represente o ponto R e o vetor 7 naretare
os pontos C' e /” nareta s;

+ Observe que, para definir a reta s, s6 falta de-
terminar o vetor diretor;

+ Escolha como vetor diretor parareta s o mesmo
da reta 7, ou seja, 5 = T;

[[Porque posso escolher esse vetor?ﬂ

« Temos que a reta s sera definida pelo ponto
—

C = (0,—1, 3) e pelo vetor diretor § = 7 =
(_17 17 1)5

—
« Como C'/” e 7 sio paralelos (LD), temos a equa-
¢do vetorial .
CP=kr7
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« Escrevendo as equagdes paramétricas da reta

s, temos
= 0 - 1r
S: = -1 4+ 1k
= 3 + 1k

« Escrevendo as equagdes simétricas (isolando «
em cada uma das equagdes paramétricas) obte-

mos:
L POyl - 3}
—1 1 1
ou simplificado:
(s: —e=y+1=2-3]

Exemplo 4.2 Determinar o plano [3 que passa C' e é
perpendicular a reta r.

Para determinar o plano /3, ou seja, determinar as
equagdes deste plano, vocé tera que achar um ponto
e um vetor normal para o plano [3.
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Como fazer isso?

+ Esboce um plano e uma reta perpendicular
quaisquer;

+ Represente o ponto R e o vetor T naretare
os pontos C' e /” no plano /3;

« Observe que, para definir o plano £, s6 falta de-
terminar um vetor normal, logo escolha como
vetor normal do plano /5 0 mesmo da reta r, ou
seja,

Ts=7=(-1,1,1)

[[Porque posso escolher esse vetor?ﬂ

« Temos, portanto que, o plano [ é definido por
C=(0,-1,3)ens=7=(-1,1,1);

— _ . -
« Como C'/” L 7 oproduto interno C'/°- 7 = 0;
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« Logo a equacéo normal do plano /3 é dado por:

[8:—1 +1y+1 —2:0]

« Para escrever as equacdes paramétricas do
plano [ partindo de sua equacdo normal, temos
pelo menos duas possibilidades:

1* Determinar dois vetores diretores do plano,
para tanto, determinaremos outros dois pontos
do plano /3, como por exemplo os pontos

¢y =1(0,0,2) e (Cy=(-2,0,0)
e encontrando os dois vetores diretores:
CCI = (0,1,—1) € CCg = (—2,1,—3)

logo teremos uma equacdo paramétrica do
plano [ dada por:

= 0 4+ 0k — 2ro
B = -1 + 1k + 1k
== 3 - 1h",1 - 3h",2

|
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2* Considerar y = 71 e 2 = 7, logo da equagdo
normal do plano [, temos que:

= —2+1y+1

logo teremos uma equagdo paramétrica do
plano /3 dada por:

= -2 4+ 1 + 1n
T1

Il

= 7'2

ou na forma completa:

= -2 4+ 11 + 1n
5 = 0 + 1In + On
= 0 4+ 0 + 1In

Exemplo 4.3 Determinar a posi¢do relativa, o angulo,
a distancia e a intersecdo ente o plano (3 e a reta s.

Para determinar o angulo, a distincia e a intersecéo,
verifique, antes de qualquer coisa, a posi¢io relativa
248 ‘ 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

entre o plano [ e a reta s, pois dependendo do caso,
ndo sera necessario fazer contas.

Como fazer isso?

« Pense nas trés possibilidades que existem, com
relacdo a posicdo relativa entre uma reta e um
plano.

Pense na sua mesa como um plano (infinito)
e o seu lapis como uma reta (infinita)!

(1) Coloque o lapis sobre a mesa (primeira
possibilidade);

(2) Afaste da mesa paralelamente o lapis (se-
gunda possibilidade);

(3) Encoste apenas a ponta do lapis na mesa
(terceira possibilidade).

» Esboce um plano e uma reta quaisquer;

249 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

—
» Represente o ponto r e o vetor 7 naretar o
—> Ve
ponto C' e vetor 72 3 no plano /3;

« Verifique se os vetores 7° e 7 3 sdo perpendicu-
lares, ou seja, calcule o produto interno 7« 77 3;

« Como o resultado 7 - 77 5 = 3, os vetores ndo
sdo perpendiculares, portanto a reta s6 pode
ser concorrente ao plano;

« Como sdo concorrentes a distincia entre a reta
r e o plano /3 seréa:

. Observe que 775 = 7 = (—1,1,1), logo o
angulo entre a reta r e o plano /3 sera:

portanto sio perpendiculares;
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+ Finalmente para determinar a interse¢ao, que
ja sabemos que é um ponto /, basta pegar um
ponto qualquer da reta s definida por:

= 0 - 1r
S: = -1 + 1k
= 3 + 1r

logo o ponto de intersecéo I € s sera:
I=(0-1k,—-14+1k,3+ 1k) = (=K, -1+ %,3

portanto basta substituir as coordenadas do
ponto / na equacio geral do plano /3, ou seja:

~ = — ——
A=)+ (1 +r)+1(B+r)—2=0

Resolvendo a equacéo em relagdo a variavel x,

teremos como solucédo , logo a ponto

intersecao sera:

[s ng=1=(, —1,3)}
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4.10 Avaliando o que foi construido

« Foram introduzidos, nesta unidade, as retas e
os planos e como olhar estes elementos de uma

maneira geométrica.

+ Definimos também as equacgdes paramétricas

e simétricas das retas.

« Foi bastante enfatizado que determinar a po-

si¢do relativa entre as retas e entre as retas e
os planos é, de fato, muito importante, pois
facilita a compreensdo dos problemas e princi-

palmente a sua resolugéo.

« Mostramos também como determinar angulos,
intersecdes e distancias entre as retas e entre

retas e planos.
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Capitulo 5

Conicas

5.1 Introdugdo

Nesta unidade estudaremos e definiremos as cOnicas,
como por exemplo, circunferéncias, elipses, hipér-
boles e parabolas, a partir das suas equacgdes gerais
dadas por equacdes do segundo grau em duas varia-
veis, usando ferramentas algébricas, como matrizes,
determinantes, polindmios caracteristicos, autovalo-
res e autovetores, introduzidos nesta unidade.
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5.1.1  Problematizando a Tematica

Na classificacdo da conica, trataremos de modo algé-
brico a equagéo geral, para obter a conica na forma
reduzida, simplificando, desta maneira, a equagéo
para a obtencdo dos seus elementos basicos.

Para a visualizagdo das cdnicas utilizaremos o pro-
grama Geogebra (geogebra.org) para exibir as c6-
nicas, bem como resolver exercicios e interagir com
as curvas, nele definidas, de maneira simples e agra-
davel.

5.1.2 Conhecendo a Tematica

O tratamento mais basico, ou seja, considerando as
cbnicas com o eixo focal paralelo ao eixo = ou ao
eixo 1, para definir as equacgdes e determinar todos
os elementos definidos nas conicas.

Para a classificacao das conicas, usaremos os con-
ceitos basicos de como encontrar os autovalores e
autovetores, associados a uma determinada matriz.
A definicao e aplicacdes serdao objetos da disciplina
Introducio a Algebra Linear, mas aqui introduzidas
parcialmente, apenas para usa-las em nossos estudos.
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5.2 Conicas

As cdnicas ou seccdes cdnicas sdo curvas obtidas pela
interseccdo de um plano com um cone duplo. Depen-
dendo da inclinacéo desse plano em relacdo ao eixo
central do cone, a curva intersecio sera: uma circun-
feréncia, uma elipse, uma hipérbole, uma parabola,
uma reta, um ponto ou duas retas, visualizados nas
figuras abaixo, respectivamente.

o\

Vamos considerar neste texto, para o estudo inicial
das conicas o plano cartesiano, ou seja, o espago de
duas dimensdes R2.
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Definic¢ao 5.1 (Conica)

O lugar geométrico dos pontos I’ = (1, 1) € R? que
satisfazem a equacdo do segundo grau em duas varia-
veis:

[A 2L Bay+Ci2+Dr+E +F:O} (5.1)

¢ denominado de conica.
Observacio 5.1 Da equagdo conica , temos que:

* Pelos menos um dos coeficientes A, B ou C' deve ser
ndo nulo (# 0), caso contrario a equagdo seria a de
uma reta em R2;

x Os termos:

. e sdo denominados de termos

quadraticos;

. @ ¢ denominado de termo quadratico
misto;

. @ e sdo os termos lineares;
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. ¢ o termo independente;

* A conica é o lugar geométrico do plano que satisfa-
zem a equagao (5.1)), ou seja, é o conjunto de pontos:

{( ) ERZJ A2+ Bry+Ci2+Dr+E +F:0}

* Podemos escrever a equagao na forma matricial
(verifique):

]

Exemplo 5.1 Algumas conicas com suas equagoes
nas formas reduzidas, completas e matriciais, respecti-
vamente. Teste todas essas conicas no programa Geo-
gebra.

a) Circunferéncia: m

[6;1 200y + 1240040 —1:0}
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1 0
e e ]
2 2

b) Elipse:
e 4L =27 +3/=6

(£:2:2 4 00y + 3% + 00 40y — 6= 0)
e B L ] -oe

¢) Hipérbole:
2 2
L =22 -32=6

(#2202 4+ 00y — 3%+ 00 + 0y — 6=0]

wel b S ]
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d) Parabola:
P:x?2—y=0

[P.-1 2 L 00y +02+00 —1 +0:0j

: +[0 —1}- +0=0

Pl

e) Um ponto (circunferéncia ou elipse degenerada):

Ep:at+92=0
& )

[Ep:l 24+ 00y + 1Y% + 02+ 0 +0:0]

10
& [ ]'[0 i
f) Vazio (circunferéncia ou elipse degenerada):

[&): 24 2:—1}
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[&:12+0 +12+0-H)+1:0j

el o]y S

&) Uma reta (parabola degenerada):

+1=0

+@ @-

[nﬁ(+)2:@¢:»2+2 +2=0

[Rﬁ12+2 +12+0-H)+0:®

Pl

h) Duas retas paralelas (parabola degenerada):

: -%@ 0] +0=0

(P s (04 ) (0 +y+1) =0

= P+ 2y+ 1 +r+y=0

[ﬂw12+2 +12+1-+1+0:@
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Pl ]

i) Duas retas concorrentes (hipérbole degenerada):

+[1 1|} +0=0

(Hor (0 ) (=) =0) =22 =2 =0

(Hor 107 400y — 1%+ 00 4 0y + 0 = 0

we [ o )

Apresentaremos nas proximas sec¢des as quatro prin-
cipais cOnicas e as mais conhecidas, ou seja:

+[0 o}- +0=0

5.2.1] Circunferéncia C (Pagina [262)
5.2.2] Elipse £ (Pagina[270)
Hipérbole # (Pagina[280)
Parabola P (Paginalzgo)
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Serdo apresentadas as equacdes nas formas vetorial,
reduzida, paramétrica e matricial, bem como os prin-
cipais elementos e caracteristicas dessas 4 cOnicas.
Para efeito de simplificacdes sera considerado nulo o
coeficiente do termo quadratico misto (B = 0). Utili-
zaremos os pontos I’ = (1,7) € R? como um ponto
qualquer da conica.

5.2.1  Circunferéncia

Definic¢ao 5.2 (Circunferéncia C)

Na geometria euclidiana, uma circunferéncia C é o
lugar geométrico dos pontos I’ de um plano que equi-
distam de um ponto fixo (Figurals.1)). O ponto fixo C' é
denominado de centro e a equidistancia r é denomi-
nada de raio da circunferéncia.
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Figura 5.1: Representagdo de uma circunferéncia C de raio r.

C

5.2.1.1 Equacodes da Circunferéncia
Considerando os pontos /” = (7, ) € R? e o centro
C = (C,,C,), temos as seguintes equagdes:

* Equacéo vetorial:

c;‘

o =

* Equacédo na forma reduzida:
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% Considerando v = (2 + C:,,2 — 72, a equacio na
forma geral:

[0:1 2 4 0wy + 192 — 20,0 — 2C, +v:0]

* Equacéo na forma matricial:
10
C‘[ ]'[o 1

* Equacéo na forma paramétrica:

+v=0

+[-20. —20,]

. = C, + r-cos(h)
‘ = C, + r-sen(f)

Exemplo 5.2 Considerando a circunferéncia C; de
centro C' = (1,—1) e raio r = 2, teremos que:

a) A equacdo na forma reduzida:

Ci:(r =12+ (y+1)>=4
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b) Grafico da circunferéncia Cy :

¢) Os pontos da circunferéncia Cy correspondentes aos
pontos cardeais Norte, Sul, Leste e Oeste, sdo:

N =(1,1) S =(1,-3)
L=(3-1) 0=(-1,-1)

d) A equagdo na forma geral:

Cr:1e? 4+ 00y + 12 =20 +2)—2=0
e) A equacdo na forma matricial:

s g S A ) e
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Observacio 5.2 (Completamento de Quadrados)
O completamento de quadrados é uma técnica
para reescrever um polinémio do segundo grau
p(r) = ar? + br + ¢ na forma:

() =al =) +1)

Para determinar o completamento do quadrado do po-
linémio, considera-se:

b . b2
L PR
2a n=e 4a

ou seja:

b\2 b2
ar?+brt+c=alr+—) +|c——
2a 4a

Exemplo 5.3 Considerando a circunferéncia Ca defi-
nida pela equagdo:

Co:i?+ 12 =2 —4y+1=0

Teremos que:
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a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis = e v, da forma:
Cy - [ 2_9 }+[2—4}+1:0 (5.2)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[2—2]=( —1)?-1 (5-3)
[P =0-2"-14 G

* Substituir os completamentos de quadrados (5.3) e

na equagao da circunferéncia Cs (5.2)):

Co: [(r =12 =1] + [(s - 2? - 4] + 1=0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

(G -1+ (122 =4
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b) A circunferéncia Cy possui centro C' = (1,2) e raio
r=2.

¢) Grdfico da circunferéncia Cs:

Co

d) Os pontos da circunferéncia Cy correspondentes aos
pontos cardeais Norte, Sul, Leste e Oeste, sdo:

N = (1,4) S = (1,0)
L=(32) 0= (-1,2)

e) A equagdo na forma geral:
Co:1i? + 00y + 12 =20 —4y+1=0
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f) A equacao na forma matricial:

+[—2 —4]- +1=0

ol s 3]

Exercicio 5.1 Determinar todos os elementos e as
equacoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Circunferéncia C, com centro C' = (2,1) e raio

r = 3[@)

b) Circunferéncia C, com centro C' = (3,2) e que
contenha o ponto Q = (1,1)[P)

¢) Circunferéncia C. com diametro dado pelos pontos

A=(2,0)eB = (-4,8)[]

@, (=224 (y=1)2 =9,C0 : 102 4 00y + 1% —4r —2y —4 =0,
N =(2,4),5=(2,-2),L = (51)e0 = (~1,1).
O = B.Cp: (1—3)2 4 (1—2)% = 5,Ch 1 122400y +1y? — 61 —4y+8 =
0,N = (3,v/5+2),S = (3,2—V5), L = (v/5+3,2) eO = (3—5,2).
©C = (—1,4),r =5,Cc: (v + 1)+ (y — 4)% = 25,Cc : 22 + 0wy +
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5.2.2  Elipse

Definicao 5.3 (Elipse &)

Na geometria euclidiana, uma elipse £ é o lugar ge-
ométrico dos pontos I’ de um plano cuja a soma das
distancias deste ponto a outros dois pontos fixos I e F>
do plano (Figura[s.2), denominados de focos da elipse,
¢ um valor constante.

Figura 5.2: Representagdo de uma elipse £.

£

12 +2: —8/ -8 =0,N = (-1,9),S = (=1,-1), L = (4,4) e
O = (—6,4).
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5.2.2.1 Elementos da Elipse
Principais elementos de uma elipse £ sdo:

51' B] (c;l/ AI
I a
c
Al Ag 1 BQ B1
F] C F2 c
1 a
Bg A-)

* Pontos I} e I'; denominados de focos.

* Ponto médio C' dos focos F} e Fy, denominado de
centro.

* Pontos Ay, Ao, By e By denominados de vértices.

* Segmentos ’F} e I”F5 denominados de raios fo-
cais.

* Segmento A; Ay denominado de eixo maior (ou
focal).
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* Segmento B; By denominado de eixo menor (ou
transverso).

* O comprimento do eixo maior 2a = HAl Ay H
* O comprimento do eixo menor 2b = H31 By H
* O comprimento 2¢ = HF 1F5 H denominado de dis-

tancia focal.

* Vale a relagdo notavel entre os comprimentos
C
* A razdo — = ¢ denominada excentricidade
a
0 <e<).

5.2.2.2  Equagées da Elipse
Considerando os pontos /” = (7, ) € R? e o centro
O = (C,,C,), temos as seguintes equagdes:
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* Equacéo vetorial:

e [l =

* Equacdes na forma reduzida:

Com eixo focal paralelo ao eixo = teremos:

— )2 — )2
ngx G, 0=G) :1}

Com eixo focal paralelo ao eixo ; temos:

{gy: CRTA N 1}

a2

% Considerando v = C,2h% + C;,jza2 —a?b?a equa-
¢do na forma geral:

(£2:8202 400y +a%)2— 20,820 — 2C,a%y+0=0]
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* Equacdo na forma matricial:
b 0
s lff

* Equacédo na forma paramétrica:

+v =

+[—2(1,.b2 —QG,,aZ]-

c. = C, + a-cos()
’ = Cy, + b-sen(d)

Exemplo 5.4 Considerando a elipse £, com focos
Fi = (-4,0) e I, = (4,0) e um dos vértices
By = (0, 3), teremos que:

a) A distancia focal 2c = HFlFQH =8, logoc = 4.

b) O centro C' é o ponto médio dos pontos F e F», ou
seja:

—44+4 0+0
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031H —3

¢) Do eixo menor temos que b =

d) Da relagio notavel temos que a® = 32 + 4% = 25,
logoa = 5.

e) A equagdo na forma reduzida:
(=02, (y-0)?
52 32

2 2

E:—+Z-—=1
195 Ty

&

f) Eixo focal paralelo ao eixo

&) Grafico da elipse & :
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h) Os vértices da elipse &1, sdo:

Ay = (=5,0) Ay = (5,0)
By = (0,3) By = (0,-3)

i) A equacdo na forma geral:

E1 92+ 00y +2502+ 00 +0y—225=0

J) A equacgdo na forma matricial:

51:[ ][g 205 +[0 o]-”-225:0

Exemplo 5.5 Considerando a elipse £; definida pela
equagao:

Ey 12502 + 9% + 1000 — 36y — 89 =0
Teremos que:

a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:
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* Agruparemos as variaveis 1 e v, da forma:

&y [25 24100 ]+[9 2_36 }—8920 (5.5)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[25 24100 } —925(r +2)2-100  (56)
[9 2_36 } —9(y —2)% - 36 (5.7)
* Substituir os completamentos de quadrados (5.6) e
na equacdo da elipse & (5.5):
Ex: [25( + 2)2—100} + [9( - 2)2—36} ~89=0
Ey:25(r +2)2 +9(y —2)? =225

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

(42?2 (y—-2?
{SQ’ 9 T _1}

|
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b) A elipse Es possui centro C' = (—2,2).

¢) O eixo maior mede a = 5 (Lembre-se que a > b) e
é paralelo ao eixo 1. O eixo menor mede b = 3.

d) Da relagdo notavel temos que 52 = 32 + 2, logo a
distancia focal c = 4.

e) Grafico da elipse Es:

B,

123456

f) Os vértices e os focos da elipse &3, sdo:

1 =(-2,7) Ay = (—2,-3)
B =(1,2) By = (—5,2)
Fi = (—2,6) Fy = (—2,-2)
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&) A equagao na forma geral:

&y 2522 + 0ry + 9y* 4+ 1002 — 36y — 89 = 0
h) A equacdo na forma matricial:

}250

52:[ ) ol +[100 —36} —89=0

Exercicio 5.2 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Elipse £, com centro C' = (2,1) e distancia focal
¢ = 3 e eixo maior a = 5 e paralelo ao eixo

b) Elipse &, com centro C' = (—3,5) e que tangencia
0s eixos I e

@ b =4,&, : % + % = 1, eixo focal paralelo ao eixo =, €, :
1622 + 0y + 2502 — 642 — 50y — 311 = 0, Fy = (5,1), Fa = (—1,1),
Ay = (7,1), Ay = (=3,1), B1 = (2,5) e Bo = (2, -3).

®) a=5b=3,c=4,&: # + % = 1, eixo focal paralelo ao eixo

€ 2502 4+ 00y + 992 + 1500 — 90y +225 = 0, Fy, = (—3,9), Fy =
(=3,1), Ay = (—3,10), Ay = (—3,0), By = (0,5) e B = (—6,5).
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5.2.3 Hipérbole

Defini¢ao 5.4 (Hipérbole)

Na geometria euclidiana, uma hipérbole é o lugar
geométrico dos pontos I’ de um plano cuja a diferenca
das distancias deste ponto a outros dois pontos fixos F
e I do plano (Figura[s.3)), denominados de focos da

hipérbole, é um valor constante.

Figura 5.3: Representacgdo de uma hipérbole H.

H
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5.2.3.1 Elementos da Hipérbole
Principais elementos de uma hipérbole H séo:

* Pontos I} e I'; denominados de focos.

* Ponto médio C' dos focos F} e Fy, denominado de
centro.

* Pontos A1 e Ay denominados de vértices.

* Segmentos ’F} e I”F5 denominados de raios fo-
cais.

* Segmento A; Ay denominado de eixo maior (ou
focal) e o eixo perpendicular passando pelo C' é
denominado eixo imaginario.
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* O comprimento do eixo maior 2a = HAl Ay H

* O comprimento 2c = HF1 Fy H denominado de dis-

tancia focal.

* Vale a relagdo notavel entre os comprimentos
? = a? + b?

* Asretas e 7o denominadas assintotas com equa-
coes:

c . . .
*x A razio — = ¢ denominada excentricidade
a

(e > 1).
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5.2.3.2 Equagées da Hipérbole
Considerando os pontos /> = (i, ) € R? e o centro
C = (C,,C,), temos as seguintes equagdes:

_ 2“}

Com eixo focal paralelo ao eixo = teremos:

* Equacéo vetorial:

|77 - |77

* Equacdo na forma reduzida:

Com eixo focal paralelo ao eixo v temos:

{% W-GF -G 1}

2 b2

% Considerando v = C,2b%— C a’—a?b? aequacio
na forma geral:

(o 0?20y —a? 2= 20,070~ 2C,a%y+v=0)
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* Equacdo na forma matricial:
b2 0
A [

* Equacédo na forma paramétrica:

+v-=

208 20,02

2 = C, + a-sec(h)
' = C, + b-tan(0)

Exemplo 5.6 Considerando a hipérbole H 1 com focos
Fy = (=5,0) e F5 = (5,0) e um dos vértices Ay =
(3,0), teremos que:

a) O centro C' é o ponto médio dos pontos F'| e F5, logo

545 040

b) A distancia focal 2c = HFlFQH = 10, logo c = 5.
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¢) Do eixo maior temos que a = HCA2H = 3.

d) Da relagdo notavel temos que 5 = 32 + b2, logo
b=4.

e) A equacdo na forma reduzida:

N R

Hq 32 2 1
2 2
T
f) Grafico da hipérbole H :
N
F\Al 2 .42/% .
&) As retas assintotas sao:
4 4
riy =g r2iy=-—3
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h) A equagdo na forma geral:

Hy:16:2+0017—92+00+0y—144=0

i) A equacdo na forma matricial:

Hl:[ }-[106 _% +[0 0}-[ ]—144:0

Exemplo 5.7 Considerando a hipérbole Ho definida
pela equagao:

Ho: — 912 +164%2 + 18 — 32— 137=0
Teremos que:

a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis 1 e 1, da forma:

7‘[2-’[—9 2418 }—i—[lG 2_39 }—137:0 (5.8)
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* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[—9 2118 ] = 9 —1249 (59
[16 2_ 32 } —16(y—1)2—16  (5.10)

* Substituir os completamentos de quadrados (5.9) e
na equacdo da hipérbole 15 (5.8):
HQ.-[—g( —1)2+9}+[16( —1)2—16}—137:0
Ho: —9(r —1)> +16(y — 1)% = 144

* Teremos a equacdo na forma reduzida:

{7—[2 :< _91)2 — ( I61)2 = 1}

b) A hipérbole Ho possui centro C' = (1,1).
¢) Da equagé temos quea = 3 eb = 4.

© Na equacdo reduzida de uma hipérbole o valor a* é sempre o
numerador da parte “parte positiva” da equacao.

287 ‘ 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

d) Da relagéo notavel temos que > = 3% + 42, logo a
distancia focal ¢ = 5.

e) Grafico da hipérbole Ho:

A= (1,4) Ay =(1,-2)
Fy = (1,6) Fy = (1,-4)

g) As retas assintotas sao:

T —].:—g( —1) o —1=

h) A equagdo na forma geral:

Ho:— 902 4+00y+16/2+18:—32)—137 =0
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i) A equacdo na forma matricial:

wl 3

| +[18 =32}t '] ~137=0
0 16 —i{

Exercicio 5.3 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Hipérbole H, com centro C' = (2,1) e distancia
focal ¢ =5 e eixo maior a = 4 e paralelo ao eixo

b) Hipérbole H;, com centro C’ (—1,1), foco F} =
(—1,6) e vértice Ay = (— @

@p =390, s G322 =D 3,092 4 00y — 1602 — 361 +
32y — 124 = 0, Fy = (7,1), F, = (=3,1), A1 = (6,1), Ay = (—=2,1),
ri(y—1)==x3-1).

a=4,b=3,¢c =5 Hyp : % — # = 1, eixo focal paralelo
ao eixo y, Hy @ —1622 + 0ry + 92 — 182 — 32y — 151 = 0, C =
(=1,1), Fy = (—1,6), F, = (—1,—4), Ay = (—1,5), Ay = (—1,-3),
i ( 71)::|:2( +1).

(b)
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5.2.4 Parabola

Definicao 5.5 (Parabola)

Na geometria euclidiana, uma parabola é o lugar geo-
métrico dos pontos I” de um plano que sdo equidistantes
de uma reta fixa d, denominada de reta diretriz, e de
um ponto fixo I’ denominado de foco da parabola.

Figura 5.4: Representacdo de uma parabola P com reta diretriz d.

P

5.2.4.1 Elementos da Parabola
Principais elementos de uma parabola P séo:
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+ Ponto F denominado de foco.
* Ponto V' denominado vértice.
* A reta r denominada reta diretriz.

* A reta s definida pelos ponto F'e V' denominada
de eixo de simetria.

* O valor ¢ = HWH = d(V,r) denominado de
parametro da parabola P.

5.2.4.2 Equagées da Parabola

Considerando os pontos /” = (i, ) € R? e o vértice
V = (V,, V), temos as seguintes equacdes:
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* Equacéo vetorial:
[p: |77 = a @

* Equacdo na forma reduzida:

Com eixo de simetria paralelo ao eixo 1 teremos:

(Por : (0 = V2)? = ey - V)

[Px* (= Vw)2 = —de(y — Vy)j

Com eixo de simetria paralelo ao eixo 7 teremos:

[Py+ (y = V) = de(r — Vm)]

Py (=) = —te(e = Vi)

* Considerando v = 4cV), + V.2, a equacdo na forma
geral:

(P12 400y 4057~ 2V0— dey+v=0]
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* Equacdo na forma matricial:
10
P‘[ ][0 0

* Equacdo na forma paramétrica:

P.{ =V, + o

Exemplo 5.8 Considerando a parabola Py de vértice
V' =(0,0), foco F'= (0,4) e reta diretrizd : y = —4,
teremos que:

: +{—2Vx 74(1' +u=0

a) O parametro da parabola c = HWH =4.
b) Eixo de simetria é o eixo 1, ou seja, s : v = 0.
¢) A equagdo na forma reduzida:
Pri(r—0)2=44-(y—0)
P22 =16
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d) Grafico da hipérbole P :

e) A equacdo na forma geral:

P1: 102400y —0y2 400 —16y+0=0

f) A equacdo na forma matricial:
10
P“[ }b 0

Exemplo 5.9 Considerando a parabola P» definida
pela equacao:

+0=0

+{0 —1@-

Py —4r—20+1=0

Teremos que:
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a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos a variavel v, da forma:
732:[ 2_92 }—4 +1=0 (5.11)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesse agrupamento, ou seja:

[2—2]:( —1)2—1 (5.12)

* Substituir o completamento de quadrados na
equagao da parabola Py (5.11)):

7>2.-[( —1)2—1}—4 +1=0
Py:(y—1)2—4r=0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

P2 =1 =4 - 0)]
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b) O vérticeV = (0,1).

¢) Eixo de simetria paralelo ao eixo
d) O parametro da parabola c = 1.
e) O foco FF=(1,1).

f) Grafico da parabola Ps:

d 3y 7)2

il
g) As retas diretriz d e de simetria s sdo:
d:r=-1 s:y=1

h) A equacdo na forma geral:

Po: 002 4+0ry+112—4r—2y4+1 =0
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i) A equacdo na forma matricial:

00
: - : 4 —2}- 1=
Py { ] 0 1 —i—[ +1=0
Exercicio 5.4 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-

racteristicas das conicas abaixo:
a) Parabola P, definida pela equacdo y = 2@

b) Parabola Py com foco F' = (—2, —2) que tangencia

0 eixo
¢) Parabola P. com reta diretriz d : = = 2, eixo de
simetria s : y = 1 e com o vértice pertencente ao
eixo
(@ V = (0,0), F = (0,1/4), ¢ = 1/4, eixo de simetria paralelo ao eixo 1,
Po 122 + 00y + 002+ 02 —1y +0=0,d:y = —1/4,5:2 = 0.
Oy — (—=2,0), ¢ = 2, eixo de simetria paralelo ao eixo y, Py : (v + 2)? =
—8(y—0), Py : 102 +0xy +0y+40+8y+4=0,d:y =2,5:0 = —2.

@y = (0,1), F = (=2, 1), ¢c = 2, eixo de simetria paralelo ao eixo =, P¢ : (y —
1)?2 = —8(x — 0), Pe : 022 + 0wy + 142 + 82 — 2y + 1 = 0.
297 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

5.3 Classificagdo

Para a classificagdo das cOnicas nos casos na qual a
equacdo geral da conica ndo conste do termo quadra-
tico misto, ou seja, o coeficiente B = 0, tal classifi-
cacdo dar-se-a através de operacdes como completa-
mento de quadrados e operacdes algébricas basicas
obtendo as equacdes na forma reduzida.

Caso a equagdo geral da conica contenha o termo
misto (B # 0), utilizaremos ferramentas algébricas
dos autovalores e autovetores para determinar os
novos eixos das conicas, em relagdo aos eixos coor-
denados, a partir da equacéo geral, eliminando desta
forma o termo quadratico misto. O detalhamento e
0 uso mais intensivo desta teoria sera tema da disci-
plina Introdugéo a Algebra Linear.

5.3.1 Autovalores e Autovetores

As definigdes a seguir sdo para matrizes quadradas de

qualquer ordem, porém nos utilizaremos apenas com

as matrizes 2 X 2, que serdo nosso principal elemento
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produzido pelas equag¢des matriciais das conicas.

Definic¢io 5.6 (Polindmio Caracteristico)
Chamaremos de polinémio caracteristico de uma
matriz Apxn ao polindmio definido por:

(p()) = det (A — A1)

sendo I,, a matriz identidade n x n.

Exemplo 5.10 Considere a matriz Aax2:
5 =2

-2 8

O polinémio caracteristico da matriz A sera o determi-
nante da matriz

10

0 1

A— NI = [5 _2] Y

A:

-2 8

IR
T -2 8-
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ou seja,
p(A) = det(A — \-1s)

5—A =2
-2 8-

—(5-\)B-))—4
(p()) = X* — 13\ + 36

Definicao 5.7 (Autovalores)

Chamaremos de autovalores de uma matriz A, xn,
as raizes, caso existam, do polinémio caracteristico da
matriz, ou seja, as solugdes da equagdo:

p(A) =0

Exemplo 5.11 Considere a matriz no exemplo ante-

rior
5 =2
-2 8
com o seu polinémio caracteristico dado por p(\) =

A2 — 13\ + 36. Portanto os autovalores da matriz
300 ‘ 375
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A, isto é, as raizes do polinémio p()\) sdo: A\ = 4 e
Ao =9.

Definicio 5.8 (Autovetor)

Chamaremos de autovetor o vetor ndo nulo v, as-
sociado ao autovalor \ de uma matriz A, xn, a uma
solugdo do seguinte sistema linear:

A-X =\

Sendo X = | -+-1,]" a matriz coluna composta
de n variaveis. A solugao da equacdo matricial
. ’ —> ~
acima, nos da as coordenadas do vetor v\ em relacdo

a uma base de R".

Exemplo 5.12 Considere os autovalores \y = 4 e
Ao = 9 da matriz

do exemplo anterior. Logo:
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x Para o autovalor , teremos:
5 =2 4
—

Apds a multiplicacdo das matrizes resulta no se-
guinte sistema homogéneo:

—2, +8y=4 —20 +4y =0

— (=)

Obtendo os autovetores associados:

7;/\1:(2 ’ )
comy # 0.

Logo, um autovetor unitario sera dado por:

=)

|
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1
VB
* Para o autovalor teremos:

s Ak

————
A

considerando 1) =

Apés a multiplicacdo das matrizes resulta no se-
guinte sistema homogéneo:

{5—2:9 :{4—220
2,1 8/=9 2.~ =0
~=2

Obtendo os autovetores associados:

com 1 # 0.
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Logo, um autovetor unitario sera dado por

-G

1
considerando 1 = ———.

V5

5.3.2  Classificando as Conicas

Para a classifica¢do e esbo¢o de uma cénica C, deve-
mos seguir os seguintes procedimentos:

1° Escrever a equacdo da conica C
C:A*+Bry+Cy*+Dr+Ey+F=0

na forma matricial:

el

. g s s — —
2° Determinar os autovetores unitarios u e v asso-
ciados aos dois autovalores da matriz M, formada
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pelos termos quadraticos:

A BJ/2
M=1gn ¢

obtendo-se a direcdo dos novos eixos coordenados

para a conica C;

3° Considerando os autovetores unitarios @ =
—> .
(uz,uy) € U = (vy,v,) associados aos autovalo-
res Ay e Ay respectivamente, definir as seguintes
matrizes auxiliares:

0 Az Uy Uy
4° Escrever a nova equacio da conica C a partir da
equacdo matricial, utilizando a mudanca das va-
riaveis = e y por X e Y, ou seja,

. Az 0 [| X Ug Vg || X _
C.[X Y} ol +[D E] ur o [y [FF=0
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5° Esbogar o grafico da conica C considerando os
« » . —> —>
novos” eixos dados pelos autovetores u e v.

Proposicido 5.1 Considerando a cénica C definida
pela equagao

C:A2+ Bry+Cy®?+Dr+Ey+F=0

com os autovalores \| e \y da matriz dos termos qua-
draticos
A BJ2

M=\gn ¢

entdo teremos \-\o = A-C' — B?/4 e

* Se A\i-A2 > 0, entdo a conica é uma elipse, um ponto
ou o conjunto vazio;

* Se Ao < 0, entdo a conica é uma hipérbole ou
um par de retas concorrentes;

* Se \i-\y = 0, temos duas possibilidades:
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(1%) A1 # 0 ou Ay # 0 entdo a coénica é uma para-
bola, ou um par de retas paralelas ou uma reta
ou o conjunto vazio;

(28) A1 = Ao = 0 entdo a conica é uma reta.

Observacio 5.3 So utilizaremos este método de clas-
sifica¢do nos casos em que o coeficiente do termo misto
for diferente de zero (B # 0).

Exemplo 5.13 Para classificar e esbogar a conica
Cp:50% —4ry+8/2—36=0

e como a equagdo possui o termo quadratico misto
B = —4 utilizaremos o procedimento via autovalores
e autovetores, para determinar uma equacdo na forma
reduzida em um novo sistema de eixos, ou seja:

* Completando a equagdo temos

Cy:502 —4ry+8/240r+0y—36=0
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logo a equacgdo na forma matricial sera:

el A%

10 4 +[0 0]- ~36=0

* Para determinar os autovetores unitdrios U e v da
matriz dos termos quadraticos

temos que determinar o polinémio caracteristico, que

¢ dado por:
p(\) =A% — 13\ + 36

com os autovalores da matriz sendoA\y = 4ely = 9,
portanto com os autovetores unitarios:

()« ()
u=|—,—= e Uv=|-—=,—%=
V5 V5 V5 V5
respectivamente (ver exemplos anteriores);
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* Considerando as matrizes auxiliares:

M':[4 O] e P=

—1

0 9

S5
S sl

* Escrever a nova equacdo da conica Cy a partir da
equagdo matricial, utilizando a mudancga das varia-
veis v ey por X eY, ou seja,

cl:[X Y}é 8;( +[0 0} i é )Y( —36=0

Obtemos a equacao da conica Cy dada pela equacao
Cp:4X%+9Y?-36=0

no novo sistema de eixos X e Y, que apoés uma sim-
ples divisao, obtemos a conica na forma reduzida:

X2 y?
et — =1
{C1 9 + 1 }

que é uma elipse com eixo focal paralelo ao eixo X ;
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* Grafico da elipse C :

a v

Exemplo 5.14 Para classificar e esbogar a conica

20 80
CQ :H 2_ 4 + 8 + 7 7 =0
e como a equagdo possui o termo quadratico misto
B = —4 utilizaremos o procedimento via autovalores
e autovetores, para determinar uma equacdo na forma
reduzida em um novo sistema de eixos, ou seja:

* Observe que a equagao Cy ja estd na forma completa,
logo a equacgado na forma matricial sera:

o O N [ R e T R
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* Como é a mesma matriz dos termos quadraticos do
exemplo anterior, ou seja,

[

os autovalores da matriz sGéo \1 = 4 e Ny = 9,
portanto com os autovetores unitarios:

=(57) ¢ ()
vw=|—,— e Uv=|—,—
V5 V5 V5 V5

* Considerando as matrizes auxiliares:

Mf:[g g] . Po

ANEYN
S Sl

* Escrever a nova equacdo da conica Cy a partir da
equagdo matricial, utilizando a mudanga das varia-
veis v ey por X eY, ou seja,

40
09

X
Y

Cl:[X Y}

Sl= Sl
Sk &IL

3]
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Obtemos a equagdo da conica Co dada pela equagao:
Cy:4X24+9V2 —8X —36Y +4=0
no novo sistema de eixos X eY;

* Transformando a equacdo Co e completando os qua-
drados, obtemos:

Co:4(X —1)24+9(Y —2)2-36=0

Apos uma simples divisdo, obtemos a cénica na
forma reduzida:

(X;1)2+(Y;2)2:1

Cy :

que é uma elipse com eixo focal paralelo ao eixo X
e com centro é C' xy = (1,2) no sistema de eixos X
eY.

* Grafico da elipse Co:
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. )
Cy J

B,
A,

5.4 Avaliando o que foi construido

« Foram mostradas as quatro conicas principais,
com as suas respectivas equagoes vetoriais, re-
duzidas e paramétricas.

« Foram introduzidas no¢oes basicas de autova-
lores e autovetores, como ferramentas utiliza-
das para a classificacdo de uma conica que néo
estd na sua forma reduzida, dando um roteiro
de como, a partir de uma equagéo do segundo
grau em duas variaveis que define uma conica,
achar novos eixos, de tal forma que a equacéo
se reduza a uma forma conhecida.

+ Todos os exemplos e exercicios propostos nas
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aulas terdo um apelo ao visual e usando o Geo-
gebra (geogebra. org).

314 375


geogebra.org

Capitulo 6

Quadricas

6.1 Introducdo

Nesta unidade estudaremos e definiremos as qua-
dricas, como por exemplo, Superficies Cilindricas,
Elipsoides, Hiperboloides, Paraboloides, a partir das
suas equagdes gerais dadas por equagdes do segundo
grau em trés variaveis, usando ferramentas algébri-
cas, como matrizes, determinantes, polindmios ca-
racteristicos, autovalores e autovetores, introduzidos
nesta unidade.
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Faremos também uma introdugdo as superficies
quédricas, bem como serdo exibidas algumas superfi-
cies de revolucio, cilindricas e cOnicas, com o intuito
de fazer o aluno olhar os objetos ao seu redor e ten-
tar ver que tipo de superficie se trata tal objeto e
que é possivel existir uma equacéo associada a tal
superficie.

6.1.1  Problematizando a Tematica

Como desenhar uma quadrica, ou pelo menos ter
uma ideia de como a quadrica se encontra no espago
tridimensional R3, sendo capaz de visualizar suas
intersecdes com planos, determinando qual curva, em
duas dimensdes, ira surgir nestas intersecdes/cortes.

6.1.2 Conhecendo a Tematica

O tratamento mais basico, ou seja, considerando as
quadricas com o eixo focal paralelo ao eixo = ou
ou ao eixo -, para definir as equacdes e determinar
todos os elementos definidos das quadricas.

Para a classificacdo das quadricas a partir das equa-
cOes na forma reduzida, usaremos as caracteristicas
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das conicas contidas nessas quadricas via intersecdes
com planos paralelos ao planos coordenados. Pode-se
usar os conceitos de autovalores e autovetores asso-
ciados a uma matriz formada pelos coeficientes dos
termos mistos, do mesmo modo como aplicado as
cOnicas.

6.2 Quadricas

Vamos considerar para o estudo das quadricas, o es-
paco tridimensional R? com o sistema de eixos co-
ordenados definidos nos capitulos anteriores e para
efeito de simplificacdes, os principais eixos das qua-
dricas serdo paralelos a esses eixos.

Defini¢iao 6.1 (Quadrica)

O lugar geométrico dos pontos I’ = (1,1, ~) no es-
paco tridimensional R® que satisfazem a equacdo do
segundo grau em trés variaveis:

[A >4 By’ +C*+ Day+Eyz+Faz+Guo+Hy+1 +J:0}
(6.1)
¢ denominado de superficie quadrica Q ou simples-
mente de quadrica Q.
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Observaciao 6.1 Da equacdo da quadrica Q , te-
mos que:

* Pelos menos um dos coeficientes A, B, C, D, F ou
F' deve ser nao nulo (# 0), caso contrario a equagdo
seria a de um plano em R3;

x Os termos:

. , e sdo denominados de ter-

mos quadraticos;

. @ e sdo denominados de

termos quadrdticos mistos;

. , e sdo os termos lineares;
. ¢ o termo independente;

* Podemos escrever a equagdo na forma matricial

(verifique):
] +J=0

A D/2 E/2
[ }[D/Q B F/2:|~|: ]+[G H 1}
E/2 F/2 C
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* Iremos considerar que os coeficientes quadraticos
mistos serdo nulos, ou seja, D = F = ' = 0.

Exemplo 6.1 Algumas quadricas e suas equagdes:

a) Esfera:[gs; 2424 2:1]

Es 1024192 +12°4+00y+0y24+0224-024+0y+02—1 = 0

2 2 2
b) Elipsoide: {51 S + 5 + 5 = 1}

& 202 +312 4322 4+02y+0y 2 +022402+0y+02—6 = 0

2 2 2
¢) Hiperboloide:| 724 . —— — 2 4+ = _—1
e

H 222307 +322+00y+0y24+022402+0y+02—6 = 0

d) Paraboloide: [7?: 2 4 2= 0}

P 12241024022 +00y4+0y2+0224024+0y—1240 = 0
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e) Cone:[C: 242 220}

C:12° 412 =122 4020y+0y 24022 +02+0y+0240 = 0

f) Cilindro: [ci a4+ —1= 0}

Ci 112241924022 402y+0y24+02240240y+02—1 = 0

g) Umponto:[P: 2402+ 2:0}

P 122 +10° 4122 4+02y+0y2+0224+0240y4+024+0 = 0

h) Vazio:[v,- 2424 2+1:0]

V124124122 400y+0y2402240240y+02—1 = 0

i) Umareta:[Rl;( — )2-1-( — )2:0}

R 1024202 +122 4200202402 24004+0y+02+0 = 0

Jj) Um plano: [7)1 =)= 0}

Pr 12241924022 4+220040y 2402240240y +024+0 = 0
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k) Dois planos paralelos:

(Pt y+ ) +y+2+1) =0

Py s 10° +1y2 +122 4 20y 42y 24202 —1o—1y—1240 = 0
1) Dois planos concorrentes:
(Pac: (0 +2) (0 = 2) = 0)

Pac : 1024012 =122 402y+0y 2402 24024-0y+0240 = 0

Apresentaremos nas préoximas sec¢des as principais
quéadricas e as mais conhecidas, ou seja:

Esfera &, (P.
Elipsoide £ (P.[333)

Hiperboloide de uma Folha #;  (P.[344)
Hiperboloide de duas Folhas 7{,; (P.

Paraboloide Eliptico P, (P.|364)
Paraboloide Hiperboélico Py, (P.
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6.2.1 Classificagao

A classificacdo inicial se dara a partir das equagdes
na forma reduzida da quadrica Q, e para tal, serdo
utilizadas interse¢des desta quadrica com planos bem
definidos que resultam em conicas. Utilizando destas
conicas poderemos classifica-las e esboga-las. Para
tanto utilizaremos o procedimento abaixo:

1° Fazer intersecdes da quéadrica Q com os planos
paralelos aos planos coordenados, ou seja:

gt = Cy Ty * :C'U Mz =0,

Estes planos sdo escolhidos de tal forma que a
intersecgdo resultante com a quadrica Q, seja uma
coOnica conhecida, tendo com ideia basica “fazer
sumir” uma das variaveis da equacédo da quadrica;

2° Caso a interse¢do da quadrica @ com o plano
Ty, seja uma das conicas conhecidas, classificar e
observar quais sdo as caracteristicas desta conica
em relacdo aos eixos paralelos ao plano 7,;
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Caso a interse¢do da quadrica Q com um dos pla-
nos 7, seja um ponto, duas retas ou vazia, deve-se
encontrar um outro plano «,, paralelo ao plano
7y, de tal forma que a intersecdo da quadrica Q
com esse novo plano «,, seja uma das conicas
conhecidas, voltando para o segundo item;

Caso a intersecio da quadrica Q com o plano 7,
seja uma circunferéncia a superficie sera deno-
minada de superficie de revolucéo, ou seja, gira
em torno de uma reta perpendicular ao plano 7,
passando pelo centro C' ou pelo vértice V' da qua-
drica.

6.2.2 Esfera &,

Definic¢ao 6.2 (Esfera)

Na geometria euclidiana, uma esfera & ¢ o lugar geo-
métrico dos pontos I = (1, =) do espago tridimensi-
onal R? que equidistam de um ponto fixo (Figura .
O ponto fixo C' é denominado de centro e a equidis-
tancia r é denominada de raio da esfera.
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Figura 6.1: Representacdo de uma esfera &, de raio r.

Es

6.2.2.1 Equagbes da Esfera
Considerando os pontos /” = (i, 1, ~) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equagdes:

* Equacéo vetorial:

o e -

* Equacdo na forma reduzida:

(&0 (0= Co2 4+ (y=C) P (= C.)2 =] (E2)
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% Considerandov = (2 +C!,2 +C.2—r2 a equacéo
na forma geral:

(£.:102+1)241:2-20,0-2C,y—2C, y+v =0

* Equacdo na forma matricial:

00
Es:] }[ (1) TH }[2 O 2Cy 2(,'2}[ } +v=0

* Equacédo na forma paramétrica:

o o=

= (., + r-cos(f)cos(p)
Es: = C, + r-sen(d)sen(p)
= (. + r-sen(0)

6.2.2.2 Intersecoes com a Esfera
Considerando a esfera & definida pela equacédo na
forma reduzida , temos que as trés intersecoes
(Figura[6.2) com a esfera séo:
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* Com o plano 7, : © = (), a intersecdo m, N E; é a
circunferéncia:

(Coi(v=C+ (- - )P =)

* Com o plano 7, : y = (), a intersecdo 7, N &s é a
circunferéncia:

[cy (= O 4 (- — L) :rﬂ

* Comoplanom, : = = C, ainterseciom, N & é a
circunferéncia:
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Figura 6.2: Representagio de uma esfera &, de raior e as intersegdes
com os planos.

Exemplo 6.2 Considerando a esfera £, de centro
C'=(1,2,3) eraior = 2, teremos que:

a) A equagdo na forma reduzida:
Eq:t(r =12+ (=2 + (-3 =4

b) Grafico da esfera &, :
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¢) Intersegdes com os planos:

* Planom, : v = 1 a interse¢do 7w, N E, € a circun-
feréncia de raior = 2:

Co:(y—202%2+(--3)*=4

* Plano 7, : iy = 2 a interse¢do my, N &, € a circun-
feréncia de raior = 2:

Cy:(r—1)2+(-—3)?=4

% Planom, : © = 3 a intersecdo 7, N &, € a circun-
feréncia de raior = 2:

C.:(r =12+ (y—272%=4
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d) Os pontos da esfera &, correspondentes aos pontos
cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal
e Traseiro sdo:

N, = (1,2,5) S, =(1,2,1)
Ly, =(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F, = (3,2,3) T, = (—1,2,3)

e) A equacdo na forma geral:

[531:1 2412412220 —4y—6 +10:0}

f) A equacao na forma matricial:

100
Eot| ].[8 (1) (1)” ]—[2 4 6}[ ]+10=0

Exemplo 6.3 Considerando a esfera &, definida pela
equacgao:

Eoy i+ 124+ 420 -2y —2:-6=0

Teremos que:
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a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis r, i e ~ da forma:
5{ 249 }+[ 29 ]+[ 2_9 }—6:0 6.2)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

(2] =@+12-1 63)
o2 =0-12-1 G
22| = (- - 12 -1 65)

* Substituir os completamentos de quadrados (6.3),

e na equacdo da esfera &, (6.2)):

552:[( +1)2—1}+[( —1)2—1}+[( —1)2—1}—6:0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

[552:( +1)% 4 (y = 1)* +( —1)2:9J
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b) A esfera Es, possui centro C' = (—1,1,1) e raio
r=3.

c¢) Grafico da esfera &, :

d) Intersecoes com os planos:

% Plano m; : © = —1 a interse¢ao m, N Es, € a
circunferéncia de raior = 3:

Co:(y—1724+(-12=9
% Planom, : iy =1 a interse¢do m, N &, € a circun-
feréncia de raior = 3:

Cy:(r+1)2+(>--1)2=9
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% Planom, : = =1 a intersecdo 7, N &, € a circun-
feréncia de raior = 3:

Coi(r+1)P2+(y—12%=9

e) Os pontos da esfera &, correspondentes aos pontos
cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal
e Traseiro sdo:

N, =(-1,1,4) S, =(-1,1,-2)
Ly = (_1747 1) Oy = (_17 _27 1)
Fm: (27171) Tx:(_47171)

f) A equacdo na forma geral:

(60,102 4124122 4202y~ 2: ~6=0]

g) A equacdo na forma matricial:

[ A~
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Exercicio 6.1 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das quadricas abaixo:

a) Esfera &, com centro C' = (2,1,2) eraior = 3@

b) Esfera £, com diametro dado pelos pontos A =
(2,0,4) e B = (—4,8,4)[0)]

6.2.3 Elipsoide €

Definicao 6.3 (Elipsoide &)

Na geometria euclidiana, um elipsoide £ (Figural6.3)) é
o lugar geométrico dos pontos I’ = (1,1, =) do espago
tridimensional R® com centro C' = (C,,C,,C.) e

(a)gsa:( —2)2 4 (=12 (2 —2)2 = 9,E., 102+ 12 + 122 400y +
Oyz + 020 —dr —2y —2- —4 =0,N, = (2,1,5), 5. = (2,1, —1),
Ly, =(2,4,2),0, = (2,-2,2), F, = (5,1,2) e Ty, = (—1,1,2).

Do o (c1,4,4),r =56, (1 4+1)>+ (1 —4)> + (- —4)*> = 25,8, :
102412 41-2400y+0y 24020420 —8y—8-48 = 0, N, = (—1,4,9),
S. = (—1,4,—1), Ly = (—1,9,4),0, = (=1, —1,4), F, = (4,4,4) ¢
T, = (—6,4,4).
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definido pela equacgdo:
e agm) L bgy) NE C§z> —1| (E]

com a, b e c numeros reais ndo-nulos.

Figura 6.3: Representac¢do de um elipsoide .

6.2.3.1 Equagées do Elipsoide
Considerando os pontos /” = (i,1, ) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equagdes:
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* Equacdo na forma reduzida:

—Cr)Q ( _Cy)2+( _02)2

(r=Ca
& 5 T2 2

a

* Equacio na forma paramétrica:

= C, + a-cos(0)cos(p)
E: = (Cy + b-sen(¥)sen(p)
= (. + csen(V)

6.2.3.2 Intersecoes com o Elipsoide

Considerando o elipsoide £ definida pela equagdo na
forma reduzida @ temos que as trés intersecdes

(Figura[6.4) com & sdo:

* Com o plano 7, : © = U, ainterseciom, NE é a
elipse:
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* Com o plano 7, : y = C, aintersecido 7, N € éa
elipse:

2

==,

* Comoplanom, : 2 = C, aintersegdom, N E é a
elipse:
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Figura 6.4: Representagdo de um elipsoide € e as interse¢des com
os planos.

Observacao 6.2 Em relagdo ao elipsoide £ definido
pela equagao (ET), teremos:

* A esfera é um caso particular de elipsoide, bastando
considerar os valores a = b = ¢ = r, na equagao
acima.

* Todos os coeficientes dos termos quadraticos do pri-
meiro membro da equacdo (E1)) sdo positivos.
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* Duas das trés intersegdes da quadrica € com os pla-
nos m,, T, e T, sao elipses, por este motivo é deno-
minado elipsoide.

* Se a terceira interse¢do com a quadrica & for uma:

e Elipse sera denominado elipsoide eliptica;

e Circunferéncia sera denominado elipsoide cir-
cular ou elipsoide de revolucao.

Exemplo 6.4 Considerando quddrica &£, definida
pela equacgao:

51_,( —41)2+( ;2)2+( —93)2:1
a) Centro C' = (1,2,3).
b) Intersecoes com os planos:
* Plano m; : © = 1 a intersegdo m, N &) é a elipse

com eixo focal paralelo ao eixo
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% Plano m, : 1y = 2 a intersecdo 7, N &1 € a elipse
com eixo focal paralelo ao eixo
(r=1% (=3
Cy: =1
Y 1 T
* Planom, : ~ = 3 a interse¢do , N E;, € a circun-

feréncia de raior = 2 no plano paralelo ao plano

¢) Denominagdo da quadrica &;: elipsoide circular
ou elipsoide de revolucao.

d) Grafico do elipsoide circular & :
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e) Os pontos da elipsoide £, correspondentes aos pon-
tos cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos
Frontal e Traseiro sdo:

N. = (1,2,6) S, = (1,2,0)
L,=(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F:B = (3>273) TI = (_1>273)

f) A equagao na forma geral:

(£1:36:2 436> +16-2 72, — 144y —96- +180=0)

&) A equacao na forma matricial:

{ 36 0 0
&1:] }{0 36 OH }—[72 144 96}{ :|+180:0J
0 0 16

Exemplo 6.5 Considerando a quadrica &; definida
pela equagao:

Eyidi?+ 12 4+42-8:—2/—-845=0

Teremos que:
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a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis =, i e > da forma:
52.-[4 2_3g ]+[ 2_9 ]+[4 2_3g }+5=o (6.6)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[42—8]:4( —1)2-4  (67)
[2—2]:(—1)2—1 (6.8)

[42—8]:4( 124 (69)

* Substituir os completamentos de quadrados (6.7),
e na equacao £ (6.6):

&34 =1 =4+ (1=1)2 - {4 (-~ 12~ 445 =0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

{gzx “12 -1 —1)2:1}

1 4 1
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b) A quadrica E; possui centro C' = (1,1,1).
c) Intersecoes com os planos:

* Plano m, : © = 1 a intersegdo m, N &y é a elipse

com eixo focal paralelo ao eixo

YU B etV

% Planom, : 1y =1 a intersecdo m, N & é a circun-

feréncia de raior = 1:

* Planom, : = = 1 a intersecdo m, N & a elipse com

eixo focal paralelo ao eixo

d) Denominagao da quadrica E;: elipsoide circular
ou elipsoide de revolucao.
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e) Grafico do elipsoide circular Es:

f) Os pontos do elipsoide circular E; correspondentes
aos pontos cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e o0s
pontos Frontal e Traseiro sdo:

N, = (1,1,2) S, = (1,1,0)
L, =(1,3,1) 0, =(1,-1,1)
F, =(2,1,1) T, = (0,1,1)

g) A equacdo na forma matricial:

400
& }[8 (1) 2” ]—[8 2 8}[ ]+5:0
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Exercicio 6.2 Determinar todos os elementos e as
equacdes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das quadricas abaixo:

a) Elipsoide £, com centro na origem e contida numa
caixa de dimensoesc, X ¢, X c. =8 X 6 X 4@

6.2.4 Hiperboloide de uma folha H,

Definicao 6.4 (Hiperboloide de uma folha)

Na geometria euclidiana, um hiperboloide de uma

folha H, ; (Figural6.5) é o lugar geométrico dos pontos
= (i, v, ) do espago tridimensional R? com centro

@ £, ¢ um elipsoide eliptico, £, : “2 + o + = = 1,E, : 3602 + 64,7 +
144-2 4 02y + 0y + 022 + = + 0y + 0= — 576 = 0, N, = (0,0, 2),
S. = (0,0,-2), L, = (0,3,0), O, = (0,—3,0), Fx = (4,0,0) e
T, = (—4,0,0).
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C = (C,,Cy,C.) edefinido por uma dessas equagdes:

(x_cx)z (U_C )2 (Z_Cz)2
Hipe i a2 b2y 2 =1
(r=C)* (y=Cy)?* (:=C.)
Hiy, 5 — bzy 5 =1/ (H1)
(1=C)? | (y=Cy)? (:—C.)?
Hiy. ) + bzy 2 =1

com a, b e ¢ numeros reais ndo-nulos.

Figura 6.5: Representacdo de um hiperboloide de uma folha H,y.
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6.2.4.1 Equagées do Hiperboloide de uma folha
Considerando os pontos /” = (i, 1, 2) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

* Equacdo na forma paramétrica:

= (C, 4+ a-cosh(0)cos(p)
Hiyp: = (Cy + b-cosh()sen(p)
= (. + c-senh(0)
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6.2.4.2 Intersecées com o Hiperboloide de uma folha
Considerando o hiperboloide de uma folha H s de-
finido pela equagéo na forma reduzida (1), temos
que as trés intersecoes (Figura com H ¢ sdo:

* Com o plano 7, : = = C, aintersecdo 7, N Hys é
a hipérbole:
C ( _031)2 _( _02)2 -1
v b2 c2 -
* Com o plano 7, : y = (), aintersecdo m, N H s é
a hipérbole:
—C,)? — ()2
{Cy:( 2“) = 2/') _1}
a C
* Comoplano 7, : = = (. aintersecdo m, N H é
a elipse:
(r=C)?  (y=Cy)?
LCZ T2 e T 1

347 | 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

Figura 6.6: Representagdo de um hiperboloide de uma folha H 1y e
as intersegdes com os planos.

Observacido 6.3 Em relagdo ao hiperboloide de uma
folha H,; definido pela equagao (I11]), teremos:

* Apenas um dos coeficientes dos termos quadraticos
do primeiro membro da equacao (1)) é negativo.

* Duas das trés intersecoes da quadrica H1y com os
planos 7, m, e 7, sdo hipérboles, por este motivo é
denominado hiperboloide.

* Se a terceira intersecdo com a quadrica H1 y for uma:
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e Elipse sera denominado hiperboloide eliptica
de uma folha;

e Circunferéncia sera denominado hiperboloide
circular de uma folha ou hiperboloide de
revolugdo de uma folha;

* O “sobrenome” uma folha é uma superficie contendo
apenas uma parte, ou seja uma folha, e também para
diferenciar do hiperboloide de duas folhas.

Exemplo 6.6 Considerando quadrica 1y, definida
pela equagao:

SN G | U S Gl L

a) Centro C' = (1,2,3).
b) Intersegdes com os planos:

x Plano 7, : » = 1 a interse¢do m, N Hiy, € a hi-
pérbole com eixo focal paralelo ao eixo y:

(=27 (=372
C, : 1 — 9 =1
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% Planom, : iy = 2 a intersecdo my N H1y, € a hipér-
bole com eixo focal paralelo ao eixo

% Plano, : = = 3 a intersecdo m, N Hiy, € a cir-
cunferéncia de raio r = 2 no plano paralelo ao
plano

¢) Denominagdo da quadrica H ¢, : hiperboloide cir-
cular de uma folha ou hiperboloide de revolu-
¢do de uma folha.

d) Grdfico do hiperboloide circular de uma folha H 1, :
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Hp,

e) Os pontos da hiperboloide H s, correspondentes aos
pontos Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro
sdo:

L,=(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F, =(3,2,3) T, =(-1,2,3)

f) A equagao na forma geral:

(#17,:36/2436,>~16-2~ 72, 144/+96- ~ 108 =0

&) A equacao na forma matricial:

{ 36 0 0
Hag [ }[0 36 0 H }—[72 144 96}[ }4—1080}
0 0 -16
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Exemplo 6.7 Considerando a quadricaH, y, definida
pela equacgao:

Hipy :4o® — P +4:2 =810 +2y—8:+3=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis r, i e ~ da forma:

Hpe:[402=80] = [12-2y] + [4:2=8:] +3=0
(6.10)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

PQ—S}:4(—1V—4 (6.11)
[2—2}:( 121 (6.12)
P2—8}=4(—1f—4 (6.13)
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* Substituir os completamentos de quadrados (6.11)),
¢ {13 na equacio €,

Hag,: [0 =12 =41 =144~ 1)2—443=0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

{%lfz:( T SR

b) A quadrica Hy, possui centro C' = (1,1,1).

c) Intersegoes com os planos:

* Plano m,, : » = 1 a interse¢do w, N H1y, € a hi-
pérbole com eixo focal paralelo ao eixo =:

Cm:_( —41)2+( —11)2:1

x Planom, : y = 1 a intersecdo m, N Hiy, € a cir-
cunferéncia de raior = 1:

G N Gl Vi
Cpi g f =1
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% Plano 7, : ~ = 1 a interse¢do . N H1y, a hipér-
bole com eixo focal paralelo ao eixo

(=1 (y=1)?
C:: 1 4

d) Denominacdo da quadrica H 1,: hiperboloide cir-
cular de uma folha ou hiperboloide de revolu-
¢do de uma folha.

e) Grdfico do elipsoide circular H ,:

f) Os pontos do elipsoide circular Hy, corresponden-
tes aos pontos Norte, Sul, e os pontos Frontal e
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Traseiro sdo:

g) A equacgao na forma matricial:

4.0 0
Hip, | }[8 —01 2” ]—[8 -2 8}[ ]+3=0

6.2.5 Hiperboloide de duas folhas H;

Definicio 6.5 (Hiperboloide de duas folha)

Na geometria euclidiana, um hiperboloide de duas

folhas Hs; (Figural6.7)) é o lugar geométrico dos pontos
= (,1, ) do espago tridimensional R com centro
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C = (C,,Cy,C.) dada pelas equagdes:

f _CT 2 _07 2 _07 2

S G G VT :1} (Hy)
( (1—C,)2  (y=C)? (-—C.)
Hny:_ a? * b2/ N 2 =1

( (1=C)?  (y=Cy)? | (—C.)?
Hop.:— 2 bzu T =1

com a, b e ¢ niimeros reais ndo-nulos.

Figura 6.7: Representacdo de um hiperboloide de duas folha Hojy.

e

\\\__-/,

oC

Hay /\
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6.2.5.1 Equagées do Hiperboloide de duas folhas
Considerando os pontos /” = (i, 1, 2) € R? e o cen-

tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

(1—C)? ()=Cy)?  (-—C.)?
HQfI: a? - b2/ B 2 =1
f (1—C)2  (y=C)? (:=C.)2
Hag,: — e + b2/ > =1
f (1=Cu)?  (y=Cy)? | (—C.)2

* Equacdo na forma paramétrica:

= C, + a-senh(0)cos(p)
Hoy - = (C, + b-senh(0)sen(p)
= (. £ c-cosh(f)
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6.2.5.2 Intersecoes com o Hiperboloide de duas
folhas

Considerando o hiperboloide de duas folhas H de-
finida pela equagdo na forma reduzida (1), temos
que as trés intersecdes (Figura com Hyy sdo:

* Com o plano 7, : © = (), aintersecdo m, N Hoy é
vazia, pois:
_ 01 2 —C. 2
{C$:_< ) (=0 _1}
b2 2

Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o,
ao plano 7, de tal forma que a intersecio o, NHo
seja uma cdnica conhecida, no caso a elipse:

— )2 —C.)?
{%x G| =0 :1}

2
* Com o plano 7, : y = (), aintersecdo m, N Hoy é
a hipérbole:
o GG (O
y 2 2
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% Com o plano 7, : » = (. aintersecdo 7, N Hyy é
a hipérbole:
_ Cr 2 -C 2
{sz C.P _(1=C) :1}
a b

Figura 6.8: Representacdo de um hiperboloide de duas folhas Ho
e as intersegoes com os planos.

Observacio 6.4 Em relagdo ao hiperboloide de duas
folhas .y definido pela equagao (I3)), teremos:
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* Apenas um dos coeficientes dos termos quadraticos
do primeiro membro da equacao (H ) é positivo.

* Duas das trés intersecoes da quadrica Hyy com os
planos 7, m, e . sdo hipérboles, por este motivo é
denominado hiperboloide.

* A terceira interse¢do com a quddrica Hyy € vazia.

* Apbs uma a escolha de um novo plano auxiliar o,
a interse¢do com a quadrica Hoy for uma:

e Elipse sera denominado hiperboloide eliptica
de duas folha;

e Circunferéncia sera denominado hiperboloide
circular de duas folha ou hiperboloide de
revolucado de duas folha;

* O “sobrenome” duas folhas a superficie é tem duas
partes separadas, ou seja, duas folhas.
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Exemplo 6.8 Considerando quadrica Hyy, definida
pela equacgao:

(=1 (=27 (-3

- — =1
Hop 1 1 + 5
a) CentroC' = (1,2,3).
b) Intersegdes com os planos:
% Plano m,, : © = 1 a intersecdo m, N Hay, € a hi-
pérbole com eixo focal paralelo ao eixo =:
(v—2?*  (--3)°
Cp: — =1
; 1 T
* Planom, : iy = 2 a intersecdo my N Hay, € a hipér-
bole com eixo focal paralelo ao eixo =:
-1 2 -3 2
PGt VR Ct L

361 375



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ VET - eBook

* Plano 7, : = = 3 a interse¢do m, N Hoy € um
conjunto vazi@'!!!

e\ ) (=27 _,

ou

Neste caso deve-se escolher um outro plano auxi-
liar m,» paralelo ao plano 7, de tal forma que a
intersecdo com a quadrica Hay, seja a de uma co-
nica conhecida. No caso por exemplo, para o plano
Tt 2 = O ainterse¢do w, N Hay, € a circun-
feréncia de raio 2 no plano paralelo ao plano 1,
pois:

® Observe que o resultado do lado direito da equagio C, é negativo e
portanto nunca sera igual a 1.
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Logo:

¢) Denominacdo da quadrica Hoy, : hiperboloide cir-
cular de duas folhas ou hiperboloide de revo-
lugdo de duas folha.

d) Grafico do hiperboloide circular de duas folhas
Hop:

\

s:ief/
Hay /f—i

e) Os pontos da hiperboloide Hoy, correspondentes aos
pontos Norte, Sul sao:

N, =(0,0,v/2) 5.=1(0,0,-v2)
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f) A equagao na forma geral:

(Hag = 1212422 42044y~ 12:—4=0]

&) A equacao na forma matricial:

-1 0 0
{7—[%:[ }{ 0 -1 0:|-|: }Jr[z 4 —12}{ ]—4_0J
0 0 2

6.2.6  Paraboloide Eliptico P,

Definicéao 6.6 (Paraboloide Eliptico)
Na geometria euclidiana, um paraboloide eliptico

Pe (Figural6.9) é o lugar geométrico dos pontos I’ =
(,1, 2) do espaco tridimensional R® com vértice V =
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(Va, Vy, V2) definido por uma dessas equagoes:

=) W)
Pe, : b2 + 2z a(r=Vz)

V) (W)
xlpey : a? + 2 = b( _Vy) (Fe)
(o @V =W
\77@2: o c(==V,)

com a, b e ¢ nimeros reais ndo-nulos.
Figura 6.9: Representacdo de um paraboloide eliptico Pe.
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6.2.6.1 Equagées do Paraboloide Eliptico
Considerando os pontos /” = (7,1, 2) € R e o vér-
tice V = (V,,V},, V.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

( 12 2
R e —vl)}
P L L —m}
( 2 12
\Pezx AN _Vz)}

* Equacdo na forma paramétrica:

= a-r-cos(f)
= b-r-sen(0)
K2

C
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6.2.6.2 Intersecoes com o Paraboloide Eliptico
Considerando o paraboloide eliptico P, definido pela
equacdo na forma reduzida (7)), temos que as trés
interse¢des (Figura[6.10) com a elipsoide sdo:

* Com o plano 7, : © = V,; a intersecdo m, NP, é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : y = V,, a intersecdo 7, NP é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : = = V, aintersecdo m, N Hyy é
um ponto (V) pois:
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Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o,
ao plano 7, de tal forma que a intersecdo o, N P,
seja uma cdnica conhecida, no caso a elipse:

VP (=)

a? b2 =1

Figura 6.10: Representacdo de um paraboloide eliptico P. e as
intersecdes com os planos.

Observaciao 6.5 Em relacdo ao paraboloide eliptico
Pe definido pela equacgao (1)), teremos:
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* Os dois coeficientes dos termos quadraticos do pri-
meiro membro da equagdo possuem o mesmo
sinal.

* Duas das trés intersecoes da quadrica P. com os
planos ., m, e . sdo parabolas, por este motivo é
denominado paraboloide.

* A terceira interse¢do com a quadrica P, é um ponto
do vértice (V).

* Apo6s uma a escolha de um novo plano auxiliar o,
a interse¢do com a quadrica P, for uma:

e Elipse sera denominado paraboloide eliptica;

e Circunferéncia sera denominado paraboloide
circular.

6.2.7 Paraboloide Hiperbdlico Py,

Definic¢io 6.7 (Paraboloide Hiperbdlico)
Na geometria euclidiana, um paraboloide Hiperbo-
lico Py, (Figura[6.9) é o lugar geométrico dos pontos
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= (i, v, ) do espaco tridimensional R® com vértice
V = (V,, V,, V) definido por uma dessas equagoes:

U2 U2
th:( b;/y) B ( (‘;/Z) = a( _Vf”)}
L OIS QN —m} ()
( )2 12
Ph. ( a;/z) ( b;/y) = ¢( _Vz)}

com a, b e c numeros reais nao-nulos.
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Figura 6.11: Representacdo de um paraboloide hiperbdlico Pp,.

6.2.7.1 Equagées do Paraboloide Hiperbélico
Considerando os pontos /” = (7,1, ) € R3 e o vér-
tice V = (V,, V},, V), temos as seguintes equagdes:
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* Equacdes na forma reduzida:

W VP
Phoi™5 - 2 -l
Ve (VP
Phy a2 o c2 :b( _Vy)
( —V)2 (y—V,)?
Ph. ( " ) b2y =c(2=V,)
* Equacdo na forma paramétrica:
= K+T
_ b
Pe I
B K2+ 2-KeT
L B a’c )

6.2.7.2 Intersecoes com o Paraboloide Hiperbélico

Considerando o paraboloide hiperbdlico Py, definido
pela equacéo na forma reduzida (P), temos que as
trés intersecdes (Figura com a paraboloide séo:
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* Com o plano m, : © =V, a interse¢do 7, NP, é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : y = V,, a intersecdo m, NP, é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : = = V, a intersecdo 7, N P}, sdo
duas retas pois:

[Q:<;wv_<—w@2:ﬂ

2 b2

Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo «,
ao plano 7, de tal forma que a intersecdo o, NPy
seja uma cdnica conhecida, no caso a hipérbole:

[@ﬁ(‘”y—(‘%V:@

2 b2
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Figura 6.12: Representagdo de um paraboloide hiperbdlico Py, e as
interseg¢des com os planos.

Observaciao 6.6 Em relacdo ao paraboloide hiperbo-
lico Py, definido pela equacao (74)), teremos:

* Os dois coeficientes dos termos quadraticos do pri-
meiro membro da equagao (P]) possuem sinais opos-
tos.

* Duas das trés intersecbes da quadrica P. com os
planos ., m, e . sdo parabolas, por este motivo é
denominado paraboloide.
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* A terceira interse¢do com a quadrica Py, sdo duas
retas concorrentes.

* Apo6s uma a escolha de um novo plano auxiliar o,
a interse¢do com a quadrica Pp, é uma hipérbole,
portanto denominada paraboloide hiperbélico.

* O paraboloide hiperbélico também é conhecida como
“cela de cavalo” e vértice é denominado de “ponto de
cela”
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