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1.1 Introducado
1.1.1 Situando a Temdtica

Nesta unidade estudaremos e definiremos wvetores, bem como as
operacoes com esses vetores, obtendo resultados geométricos e analiticos,
utilizando como base os conceitos basicos da trigonometria, como
triangulos retangulos e suas relagoes.

O tratamento vetorial de varios problemas matemdaticos e fisicos
simplifica a compreensao e o estudo destes problemas, possibilitando
a ampliacao, generalizacao e confirmacao dos conceitos e definicoes
existentes.

1.1.2 Problematizando a Tematica

Trataremos vdrios problemas geométricos, como por exemplo, drea
de um triangulo qualquer, projecoes, volume de um paralelogramo,
perpendicularismo, paralelismo e angulos, utilizando as facilidades
dadas pelas propriedades encontradas nos vetores e suas operacoes.

1.1.3 Conhecendo a Tematica

O estudo de vetores iniciou-se no final do século XIX. FEles constituem
0s instrumentos ideais para o desenvolvimento de muitos conceitos
importantes nas vdrias dreas do conhecimento, como em Fisica e em
Matemdtica.

FExistem basicamente trés modos de se introduzir o estudo de vetores:
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Geometricamente:
Os vetores sao representados por segmentos de reta orientados
(setas) e as operagoes com eles sao definidas geometricamente;

Analiticamente:
Os vetores e correspondentes operacoes sao descritos em termos
de numeros, chamados componentes dos vetores. A descricao
analitica resulta naturalmente da descricao geométrica, desde
que seja introduzido um sistema de coordenadas;

Axiomaticamente:

Nao se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as
operacgoes algébricas com vetores. Neste caso, vetores e operagoes
vetoriais sao considerados conceitos nao definidos, relativamente
aos quais se sabe apenas que eles satisfazem certo conjunto
de axiomas. Tal sistema algébrico, com ariomas apropriados,
chama-se espaco vetorial. Em todos os ramos da Matemdtica
se encontram espacos vetoriais e eles sao apresentados em cursos
de dalgebra Linear.

Nesta unidade, tnicialmente introduzimos vetores geometricamente
de modo construtivo e ja apelando para a visualizacao do mesmo,
dentro de um espaco tridimensional. Depois, utilizamos o método
analitico e geométrico para introduzir outros conceitos e operagoes
entre os vetores.

1.2 Segmentos Orientados

Definicdo 1.1 — Segmento.

Dados dois pontos distintos A e B quaisquer, que determinam uma,
tinica reta r, chamaremos de segmento AB, ao conjunto formado
pelos pontos extremos A e B e por todos os pontos da reta r entre
esses dois pontos (Figura 1.1).
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Figura 1.1: Representacdo grafica do segmento AB.

" AB

A B

Definicdo 1.2 — Segmento Nulo.
Um segmento nulo AA sera o conjunto unitario formado apenas
pelo ponto A (Figura 1.2).
Figura 1.2: Representacoes graficas dos segmentos nulos AA e BB.
- AA BB
@ @

Definicdo 1.3 — Segmento Oriento_dc)). L
Um segmento orientado AB é definido por um segmento AB
e uma escolha de um dos seus extremos como ponto inicial A e
o outro como ponto final B, ou seja, daremos uma orientagao de
como deve ser olhado esse segmento (Figura 1.3).

Figura 1.3: Representacao grafica do segmento orientado AB.

—

r Ab

® L

A B

Observacao 1.1. Em relacao aos segmentos e segmentos orientados
temos:

o O segmento AB = BA,

e O segmento AA € chamado de segmento nulo.
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e O segmento orientado AB + BA e

e O segmento orientado AA ¢ chamado de segmento orientado
nulo.

= Exemplo 1.1 No paralelogramo dado pelos pontos ABC'D conforme
a Figura 1.4, considere os 4 lados, os 4 pontos e as diagonais, entao
teremos:

Figura 1.4: Representacao do paralelogramo ABC'D.

Do o’

A® °B

e 10 Segmentos:

AA,BB,CC,DD,
AB =BA,BC =CB,0D = DC,
DA=AD,AC = CA,BD = DB

e 16 Segmentos orientados:

AA,BB,CC,DD, AB, BA, BC,CB,
CD,DC,DA,AD,AC,CA, BD,DB

Exercicio 1.1 No paralelepipedo definido pelos pontos ABCDEFGH
da Figura 1.5, verifique que existem 36 segmentos que podem ser
definidos pelos 8 pontos, 12 arestas e todas as diagonais. Sao 64
os segmentos orientados?
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Figura 1.5: Representacao do paralelepipedo ABCDEFGH.
H

1.3 Norma, Direcdo e Sentido

Para efeito da definicao e estudo dos vetores, precisamos comparar
e
segmentos orientados, por exemplo um segmento orientado AB a um
—
outro C'D, observando as trés sequintes caracteristicas geométricas:

Norma:
. . e ,
A norma ou comprimento de um segmento orientado AB ¢é

denotado por HA_B)H . Portanto dois segmentos orientados AB

e C—D) terao mesma norma se HEH = HC—D)H )
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Figura 1.6: Segmentos AB e @: mesma norma.

B AB A

Direcao:
. . % _—_) ~ . ~
Dois segmentos orientados AB e C'D terao mesma direcao
se, as retas que os contém, sao coincidentes ou paralelas.

Figura 1.7: Segmentos AB e CD: mesma direcao.

Sentido:
. . —_—> —_—>
Dois segmentos orientados AB e C'D que tenham a mesma
direcao e nao forem colineares, terao o mesmo sentido quando



1.3 Norma, Direcdo e Sentido %

a intersecdo dos segmentos AC e BD for vazio, isto é:
ACNBD={}=10

caso contrario tém sentidos opostos. Os segmentos orientados

— —

AB e CD colineares tém o mesmo sentido, quando um outro
>

segmento auziliar A’ B' nao colinear com C'D e no mesmo sentido
de AB, satisfaz ACNB'D ={}=1

Figura 1.8: Segmentos AB e C'D: mesmo sentido.

= Exemplo 1.2 Considerando o paralelepipedo dado pelos pontos ABCDEFGH,

temos:
H
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a) 8 segmentos orientados com a mesma norma do segmento orien-
—
tado BG:

{Bé, GB.FC.CF.AH. HA.ED, DE’}

b) 4 segmentos orientados com o mesmo sentido do segmento ori-
entado AFE:

{AE’, BE.CC, DH}

¢) 8 segmentos orientados com a mesma dire¢ao do segmento ori-
—
entado AB:

{AB, BA.EF. FE.HG.GH,DC, CD}

Definicdo 1.4 — Segmentos Equipolentes. N N

Diremos que dois segmentos orientados AB e C'D, nao nulos,
sao segmentos equipolentes (equivalentes) se esses segmentos
orientados possuem:

mesma norma mesma direcao mesmo sentido

e representaremos essa relacao por:

AB ~ CD (1.1)

Observacao 1.2. Todos os segmentos orientados nulos sao conside-
— —

rados equipolentes entre si, ou seja, sao equivalentes AA ~ BB, pois

neste caso, a norma € nula e o sentido e a direcao sao indefinidos.

= Exemplo 1.3 Considerando o paralelepipedo dado pelos pontos ABCDFEFGH,
temos que: 77
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a) AB ¢ equipolente aos segmentos: DC, EF ¢ HG

AB~DC ~ EF ~ HG

b) AE ¢ equipolente aos segmentos: BF , CGe DH

AE ~ BF ~ CG ~ DH

c) AD ¢ equipolente aos segmentos: Bd, EH e FG

AD ~ BC ~ EH ~ FG

d) AF ¢ equipolente ao segmento DG

e) AH ¢ equipolente ao segmento BG

AH ~ BG

f) AC ¢ equipolente ao segmento EG

AC ~ EG

g) AG 6 equipolente apenas a ele, pois nao é equipolente a nenhum
dos outros segmentos formado por esses pontos.

Exercicio 1.2 Encontrar todos os segmentos orientados equipolen-
tes, que podem ser formados com os pontos do paralelepipedo

ABCDEFGH da Figura 1.5 (pagina 7). .

>
Propriedade 1.3.1 Dados trés segmentos orientados quaisquer AB,
R
CD e , temos em relagao a equipoléncia as seguintes proprieda-

des:
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E1 — Reflexiva:

Todos os segmentos orientados sao equipolentes a si mesmos,
ou seja:

AB ~ AB

E2 — Simétrica:
0 segmento orientado AB ¢ equipolente a CD se, e somente
se, CD ¢ equipolente a AB ou seja:

E3 — Transitiva: . .
Se o segmento orientado_@B ¢ equipolente a C'D e CD ¢é
equipolente a entao AB € equipolente a , OU Seja:

AB~CD e¢CD ~ EF —> AB ~

E4 — Paralelogramo:
O segmento orientado AB € equipolente a CD se, e somente
se, AC ¢ equipolente a BD ou seja:

E5 — Segmento Genérico:
Dado um ponto P qualquer € posswel determinar outro ponto
@, de tal forma que PQ AB ou seja, podemos construir
em qualquer local do espaco n-dimensional, um segmento equi-
polente a um outro segmento orientado.

Observacao 1.3. Toda relacao definida em um conjunto que € refle-
Tva, stmétrica e transitiva € chamada na matemdtica de relacao
de equivaléncia, portanto a equipoléncia (~) entre segmentos ori-
entados ¢ uma relacao de equivaléncia.

Vetores
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Definicao 1.5 — Vetor. N

Chamaremos de vetor AB como sendo um representante do con-
junto formado por todos_g_s) segmentos orientados XY equipolentes
ao segmento orientado AB, ou seja,

AB = {XYsegmento orientado / XY ~ A—B)}

Observacao 1.4. O vetor AB ndo € o segmento orientado AB como
conjunto de pontos, mas um representante do conjunto formado por
todos os segmentos orientados que tem a mesma norma, mesma
direcao e mesmo sentido do um segmento orientado AB.

Observacao 1.5. O vetor determinado pelo segmento orientado AB
serd representado por AB, ou por uma letra miniscula i, isto é:

B

U =AB

Definicao 1.6 — Vetor Nulo.
O vetor determinado por todos os segmentos orientados nulos, sera
chamado de vetor nulo, denotado por:

— —
0 =AA

Definicdo 1.7 — Vetor Unitario.

Um vetor @ qualquer é chamado de vetor unitdrio, se a sua

norma for igual a um, isto é:

= Exemplo 1.4 Considerando o paralelepipedo dado pelos pontos ABCDEFGH
da Figura 1.9 e os vetores u, v e 1/ como sendo 0s representantes

da classe dos segmentos orientados equipolentes a AB, AC e
respectivamente.
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Figura 1.9: Vetores 1, U e ' no paralelepipedo ABCDEFGH.
E H

<y

]

B C

a) O vetor U pode ser representado por um dos elementos do
conjunto:

{AB, DC.HG, EF}

b) O vetor U pode ser representado por um dos elementos do
conjunto:

{Aﬁ, BC.FC. EH}

c) O vetor pode ser representado por um dos elementos do
conjunto:

{AE’, BE.CC, D}f}

. - —> .
ou seja, como representantes dos vetores u, v e « temos as seguintes
igualdades:

Desafio:
Quantos e quais sao os vetores que podem ser represen-
tados pelos pontos na Figura (1.9)7
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1.5 Operacoes Elementares com Vetores

1.5.1 Soma

A soma de dois vetores U e U quaisquer (ver Figura 1.10, é obtida
graficamente, da sequinte maneira (ver Figura 1.11):

Figura 1.10: Representaciao dos vetores o e .

S|
]

a) Escolha um ponto qualquer A;

b) Em um ponto A qualquerﬂnstrua um outro representante para
o vetor U, ou seja, U = AB;

c) No ponto ponto final B, construa um outro representante para o
—> . — =
vetor v, ou seja, v = BC;

d) O vetor soma 1 + U serd representado pelo vetor A_C), com ponto
inicial A e ponto final C'.
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. ~ — — — —
Figura 1.11: Representacao dos vetores u e v e do vetor soma u + v.

C

Propriedade 1.5.1 Dados trés vetores quaisquer @, U e ' temos em

relacao a soma dos vetores as seguintes propriedades:

S1 — Comutatividade da Soma:

Propriedade comutativa da soma entre vetores:

—> —> —> —>
U+ v=v+u

Da Figura 1.11, temos que:

=l =

=l 2

1B +
1D+

=l =

_|_
_|_

S2 — Elemento Neutro da Soma:

Propriedade da soma do elemento neutro por um vetor:

T=U4+0=0+7

Da Figura 1.11, temos que:

T+ 0=AB+BL =
O+7 = A+AL
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S3 — Inverso da Soma:

Propriedade do elemento inverso da soma de um vetor:

-

T+(-W)=0=-T+7

Da Figura 1.11, temos que:

T+ (-0)=AB+Bil=Ai=70
(- + T =BA+AB=BE=0

S4 — Associatividade da Soma:
Propriedade associativa da soma entre vetores:

Ve

(@+D)+ T =2+ (T+T) |

\

J

Figura 1.12: Representacao dos vetores i, v, « e do vetor soma o + v + .
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Da Figura 1.12, temos que:
(T+7T)+ 10 = (1@’+B_C’) +CD
— AC +CD
= AD
T+ (T+10)=AB+ (B_O’+55)
— AB+ BD
= AD
= Exemplo 1.5 Considerando o paralelepipedo dado pelos pontos ABCDEFGH
e os vetores U, v e i, verifique os seguintes resultados:

) H

<y

a) AB+ EH = AC

)

b) HG + EH = AC
)
)

BC + AE + HG = AG
AB+ DA+ HD =HB

C

d

1.5.2 Multiplicacao por Escalar
Definicdo 1.8 — Multiplicacdo por Escalar.

A multiplicacao de um vetor ¥, nao nulo, por um escalar ~ € R, é
o vetor, representado por ;7 , com as seguintes caracteristicas:

. ~ —>
e mesma direcao do vetor v,

. —> -
e norma igual a || v || = |k|-|| V]|,
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e mesmo sentido do vetor v, se k > 0 e
sentido oposto ao vetor U se xk < 0.

Observacao 1.6. Qualquer vetor multiplicado por k = 0 serd o vetor
nulo, ou seja,
07 =0
e qualquer valor v € R multiplicado pelo vetor nulo serd o vetor nulo,
1sto €
k0 =0
As operacoes aritméticas comuns também sao idénticas com as

operacoes de multiplicacao de escalar por vetores, que sequem nas
propriedades exibidas a sequir.

Propriedade 1.5.2 Dados os vetores 1 e U quaisquer e os nmeros
K, k1, ko € R, temos que:

ME1 — Distributividade do Escalar
Propriedade distributiva do escalar em relacao a soma de
vetores:

— —
v

k(U4 7)=rU + k-

ME2 — Distributiva da Soma de Escalares
Propriedade da soma de escalares em relacao a um vetor:

ME3 — Elemento Neutro
Propriedade do elemento neutro da multiplicacao pelo vetor:

== =
l-u = u

ME4 — Associatividade da Multiplicacgao:
Propriedade associativa da multiplicacao de escalares em relacao
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a um vetor:

(k1-K2) U = K1+ (Ko U) = Ko (K1- W)

Observacgao 1.7. Um conjunto qualquer V onde sao definidas duas
operacoes, normalmente denominadas de soma e multiplicacao,
e que satisfazem as propriedades da soma S1, S2, 83, S4 e as
propriedades da multiplicacao por escalar ME1, ME2, MES3 e
MEY ¢ chamado de espago vetorial. Os elementos desse conjunto
com as duas operacoes (V,+,+) sao chamados de vetores (este tema
serd abordado no prorimo semestre na disciplina Introducao a /flgebm
Linear).

Observacgao 1.8. Nesse texto utilizaremos apenas o espaco vetorial
bidimensional (R +, ) ou o espaco vetorial tridimensional (R3,+,-),
com as operacoes de soma e multiplicacao do conjunto dos numeros

reais R.

s Exemplo 1.6 Na Figura 1.13, a partir do vetor v, observe os vetores:

Figura 1.13: Representacao dos vetores U, —27, 37, —

<y

3vU

a) 37 € o vetor com mesmo sentido e com o triplo do comprimento
do vetor U;

b) —27 é o vetor com sentido oposto e com o dobro do compri-
mento do vetor v;
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1 U / .
—_ 7 = — ¢ o vetor com mesmo sentido e com a metade do
2 2
. —
comprimento do vetor v.
Q
o_, ov |, : .
d) ——7 = " é o vetor com sentido oposto e com cinco tergos
3

. —>
do comprimento do vetor v

= Exemplo 1.7 Considere um triangulo ABC' qualquer, e os pontos M
e NV como pontos Eédios dos segmentos AB e BC' respectivamente
eu=AB, U =DBCe il = , como exibido no triangulo abaixo,
logo:

B

a) 4+ U =u;
— — 1_)
b)AM:MB=§ue
— — 1., 5 o
c) BN:NC’ziv,pms M e N sao pontos médios;
d) VN = SAC = i
IN =3 =5 , pois
MN =MB + BN
R S
B
L,
—§(u+v)
MN:1
2
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e) Além de mostrar que o segmento M N é paralelo ao segmento
AC, mostramos também que o segmento M/ N tem exatamente
a metade do comprimento do segmento AC'.

= Exemplo 1.8 Dado um quadrilatero ABC'D qualquer e pontos £/,
F, G e H como pontos médios dos segmentos AB, BC, CD e
DA respectivamente, exemplificado como na figura abaixo, entao

EF = HG e HE = GF, ou seja, EFGH é um paralelogramo.
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1.6 Angulos entre Vetores

Figura 1.14: Menor angulo ¢ = (U, U) entre os vetores U e V.

u

Definicdo 1.9 — Angulo.

Vamos considerar o angulo orientado, denotado por (u, v), entre
dois vetores ¥ e ¥ nao nulos, como sendo a medida do menor
A : . —> —
angulo entre dois representantes quaisquer dos vetores u e v,
tendo ambos o mesmo ponto inicial, com

—7mrad <

< (¥,7) < 7rad (radianos)
~180° < (T

v
, U) < 180° (graus)
Sew=0ouv=0o0 angulo nao estd definido.

Observacao 1.9. Note que, independente da escolha dos represen-
tantes dos vetores U = A—é = ﬁ eV = A—é = ﬁ (ver figura
abaizo), a medida 0 do angulo BAC ¢ tqual a medida 6 do angulo
ﬁ, POILS:

B E

4
ﬁf C

<y
<y
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e a reta definida pelos pontos A e C € paralela a reta definida
pelos pontos D e F' e

e a reta definida pelos pontos A e B € paralela a reta definida
pelos pontos D e E.

Observacao 1.10. Os angulos podem ser representados em graus ou
em radianos, com 180° (graus) equivalente a wrad (radianos).

Observacgao 1.11. Dados dois vetores U e U ndo nulos e um nimero
k€ R, temos:

u
0 = (u,v
B (i,
- .
0l
—1U
o (T, 0)=0°¢ (—,7) = 180°
o (U, V)=—(U,u) e (—u,7)=(u,—70)
e Se >0 entio (v, V) = (U, V)

Defini¢do 1.10 — Vetores Ortogonais.
Diremos que dois vetores @ e ¥ sao ortogonais (“perpendicula-
res”) se

(7, 7) = 90° (: grad>

— | —>
Denotaremos neste caso como u | v.

Combinac¢ado Linear
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Definicdo 1.11 — Combinacado Linear.
Diremos que um vetor v é uma combinacao linear dos (é gerado
— —> —> —> . . Ve .
pelos) n-vetores w7y, ws, Us, ..., U, se existirem n-nimeros reais
. —>
K1, Ko, K3, ..., K,, tais que o vetor v possa ser formado pela soma:

—> —> —> —> —>
U =K|{Ul+ Kog+ R3Ug+ -+ K, U

Observagao 1.12. Os numeros ki, ko, K3, ..., Kk, Sao chamados de
. —> ~ —> —> —>
coeficientes do vetor v em relagao aos vetores w1, ws, Us, ...,
N
u

= Exemplo 1.10 Considere um triangulo ABC' qualquer, e os pontos M
e N como pontos _rriédios dos segmentos AB e BC respectivamente
et =AB, U = BC e i = AC', como exibido no triangulo abaixo,
logo:

B

A

) >, . ~ . —> —> . .
a) M N é uma combinagao linear dos vetores w e v pois existem
coeficientes tais que:

MN =

ﬁ
v

u +

N | —
DN | =

b) ' é uma combinagao linear dos vetores @ e U pois existem
coeficientes tais que:

R —
¢) « é uma combinagao linear do vetor M N pois existe um coefi-
ciente tal que:

=2MN
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= Exemplo 1.11 Considerando o paralelepipedo dado pelos pontos
ABCDEFGH e os vetores 1, U e i, temos:

E H

<l

u

B C

-2, . ~ . — — . .
a) AG é uma combinacao linear dos vetores uw, v e « pois existem
coeficientes tais que:

AG=1T+17+1

S . . ~ . - — . .
b) BE é uma combinagao linear dos vetores w, v e ' pois existem
coeficientes tais que:

BE = 10 +00 +1

—
2z s . ~ . —> .
¢) BE é também uma combinacao linear dos vetores u e ' pois
existem coeficientes tais que:

——

BE =—1u +1

B ~ , . ~ . —> —> .
d) BE nao é uma combinagao linear dos vetores © e v pois, para
determinar o vetor é necessario usar o vetor

. : =
Exercicio 1.3 Considerando os vetores @, v e i da figura do exemplo
anterior, verifique que:

= 7 . ~ . —> —> (?
BG é uma combinacao linear dos vetores w, v e 7
S 2 . ~ . — =29
b) BG é uma combinacao linear dos vetores u e 0’7
—>
CE 0

/ . ~ . _)
é uma combinacao linear dos vetores w, v e w?
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1.8 Dependéncia Linear
Definicdo 1.12 — Dependéncia Linear.
Diremos que os 7-vetores
—> —>
V1, V92y...,V4y..., U
sao linearmente dependentes (LD), se um dos vetores, por
exemplo, U; for cominagao linear dos outros (1 — 1) vetores, isto é:

—> —> —> —>
UVi=KVl+ KU+ -+ K,V

caso contrario, diremos que os 7-vetores sao linearmente inde-
pendentes (LI).

Apesar da definicao de dependéncia linear ser geral, no nosso texto
trabalharemos no mdzrimo no espaco tridimensional, portanto teremos
algumas relacoes geométricas, “visivers”, em relacao a dependéncia
linear, quais sejam:

. —> —> ~ .
e Dois vetores u e v sao LD se os mesmos tiverem a mesma
. ~ . 27 - —>
direcao, ou seja, se um vetor for multiplo do outro vetor: u =
__)
KU,

o Trés vetores U, U e i sdo LD se sao paralelos a um plano;
e QQuatro vetores sao sempre LD no espaco tridimensional.

s Exemplo 1.12 Considerando os vetores @, © e ' da figura abaixo,
temos que os vetores:

E H

<l

]
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a) AB, AC e AD sao LD;
b)
c)

—_ @ —

B e DC sao LD;

NN

=)

, U e 1w sao LI (verifique!).

1.9 Base do Espaco Vetorial
Definicdo 1.13 — Base.
Dado um conjunto ordenado (3 formado por n-vetores do espaco
vetorial R" (espago com 7 dimensoes):

(> = —>
ﬁ—{vl,vg,...,v }

diremos que [ é uma base para o espaco vetorial R" se esses
- —> ~ . .

-vetores vy, Vs, ..., U, sao linearmente independentes (LI) em
R". Portanto qualquer vetor @ do espaco vetorial R" é determi-
nado/escrito de modo tinico como combinagao linear dos 7-vetores
na forma:

_)
v

%
v

— —
U =K U1+ KU2+" " +K

s Exemplo 1.13 Considerando os vetores 1, ¢ e ' da figura abaixo,
temos que os vetores:

E H

<y

u

B C

a) B, = {u, 7, '} é uma base do R’, pois sao 3 vetores LI no
espaco tridimensional;

b) B, ={U,d, ' }(# B,) é uma base do R’, pois sao 3 vetores LI
no espaco tridimensional;
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c) fe= {Aé, Aﬁ’, A]j} ¢ uma base do R”, pois sao 3 vetores LI

no espaco tridimensional;

d) B4 = {u, 7} nao é uma base do R’, pois é um conjunto com
apenas 2 vetores;

e) B. = {u, U} é uma base do R”, pois sdo 2 vetores LI no espaco
bidimensional,

f) By ={u, 7, ACY nio é uma base do R, pois sio 3 vetores LD;

={u, v, w,AG} nao é base do R is é '
g) By ={u, v, uw,AG} nao é uma base do R”, pois é um conjunto
com 4 vetores.

Defini¢do 1.14 — Base Ortogonall.
Uma base

6—{01,02,...,0 }

para o espago R" é chamada de base ortogonal se dois a dois os
seus vetores sao ortogonais e de base ortonormal se além de ser
ortogonal, os seus vetores sao todos unitarios, ou seja, de norma
. —>

igual a 1 (|| v5]] = 1).

= Exemplo 1.14 Considerando os vetores ©, v e i da figura 1.9, temos
que:

a) B, = {u, v, '} é uma base ortogonal do R3, pois seus vetores
sao perpendiculares dois a dois;

— —
b) By = {H%H, H;,H, H H} ¢ uma base ortonormal do R3, pois

seus vetores sao perpendiculares dois a dois e sao unitarios.

A wvantagem de se trabalhar em wma base ortonormal é que a
mesma facilita a visualizagdo tridimensional (pense na quina do chdo
de sua sala/quarto), bem como as futuras operagoes algébricas que
surgirao no decorrer da disciplina.
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Teorema 1.9.1 — Linearmente Independentes.
Os vetores U1, Us, U3, ..., U, sao linearmente independentes (LI)
se, e somente se, a equacao vetorial

— — — — =
K1U1+ ReUg+ K3Ug+ -+ KU, =0
possuir como unica solucao:

Ki=ky=Ky3="+-=kK, =20

ou seja, apenas a solucao trivial nula.

Demonstracao: Na demonstracao deste teorema, usaremos o
método da reducao ao absurdo, ou seja, nega-se a tese e chega-se a
uma contradi¢ao.

(IDA) Hipotese:

Vamos supor que sao LI os vetores:

Se a equacao vetorial
KiU]+ koUo+-+rU;++r,U, =0

possuir uma solucao nao trivial, ou seja, um dos coeficientes nao €

. —>
nulo, por exemplo, r; # 0 (1 <i <n). Neste caso, temos r;v; com
a sequinte combinacao linear:

T — 7 re -
RiVj= —RK1U1 —RaVU2 — "+ —RKpUp
- R1 - R2 Rn —
Vi=—"701——0VU2— "= —Uy
K K K

ou seja, existe uma combinacao linear entre esses vetores, logo sao
LD, o que é um absurdo, pois por hipotese os vetores sao LI

(VOLTA) Hipotese:

Vamos considerar que a equacao vetorial

— — — — -
K1U1+kKeUo+ -+ KU+ + KU, =0
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so admita a solucao trivial
Kl =hky=-+=K =+-+=#k, =0

~ —> =g . ~
Se um dos vetores for nao nulo, por exemplo v,; # 0, for combinagao
. —> —> —>
linear dos outros n — 1 vetores vy, Vo, ..., U,, teremos

— — — —
Vi=T101+ToUg+ - +T,0Uy

logo podemos escrever a igualdade:

—

7_1?1+7_272+"'+(_1Ui)+"'+7—n?n:6

ou seja, T, To, ..., T, = —1, ..., 7, também é uma outra solucao
da equacao, o que ¢ um absurdo pois, por hipotese, a equacao so
admaite uma unica solucao, a trivial.

Observacao 1.13. Note que a solucao trivial
Ki=Ky="-"+=K; ==K, =10
¢ sempre solucao para a equacao, pots
0T+ 0Ty 4+ 0T34 ---+07F, =0

mas a forca do teorema € a exigéncia da solucdo da equacdo vetorial
ser unica.

= Exemplo 1.15 Considerando a figura abaixo, verifique que o conjunto
£ = {AC’, AF, AH} também é uma base do R3.

E H

<L

]
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Solugao:

Para verificar que {Ad : AF , AH } é base, basta ver que sao 3 vetores

LI em R3. A quantidade de vetores estd ébvia e para mostrar que
sao LI utilizaremos o teorema acima, mas para tanto utilizaremos
dois fatos:

- — ~ . ~ ~
e Os vetores u, v e w sao LI, pois nao sao paralelos a um plano,
temos pelo teorema acima que uma equacao vetorial:

—>

/ilﬂ) + KJQU + k3w = 0
possui solucao unica:

/{12/432:/13:0

e Os vetores AC, AF e AH sao combinacoes lineares dos vetores
— — ~
w, v e w podemos escreve-los da forma:

AC =10 +1T0+00 =0+ 7T
AF =10+ 00 +10=0+0
AH =00+ 1T +10 =T +

Vamos montar a equacao exigida no Teorema 1.9.1 e verificar que a
equacao vetorial:

> > —>
TlAO—f—TQAF—l—ngAH =0
possui solucao unica:
T — T9g = T3 — 0

De fato:

—

T](I—L)—FU)—FTQ(U—{- )—FT;;(U—F ):

—>

0
(1 4+ )0+ (11 +1)0 + (n+m)0 = 0

Note que a ultima equacao acima possui solucao unica, pois:

H12(71+T2):0
Ii’QI(Tl-i—Tg):O
/13:(72+7f3):0
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O que resulta em um sistema de trés equagoes e trés incognitas:

1 + D) =0
1 + T3 = O
™+ 1 =0

cuja solucao é a trivial e tnica:

n=T=1=0

Pelo teorema 1.9.1 os 3 vetores Aé’, AF ¢ AH sio LI, logo B é uma
base do R3.

Exercicio 1.4 Considerando a figura abaixo, verifique se o conjunto
g = {Aé, BH, CE} é uma base do R3.

E H

<l

£







Produto Interno
Propriedades do Produto Interno
Produto Vetorial
Produto Misto
Vetores em Coordenadas do R?
Exemplos
Os pontos A, B e C sdo vértice
um tridngulo?
Qual é a altura relativa ao maio
lado do triangulo ABC?
Encontrar um vetor « perpendicular
aos vetores v e v.

—> —>

Mostre que {u, 7, '} € uma base
positiva do R3.
Calcule o volume do parale

Deste momento em diante, estaremos sempre trabalhando no espaco
tridimensional R?, porém algumas ideias também podem ser ex-
pandidas para dimensoes maiores, que serao tratadas na disciplina
Introducao a Algebm Linear.

Os produtos entre vetores sao operacoes que trazem um apelo
geométrico bem interessante e que serao muito uteis na compreensao
das definig¢oes, propriedades e resolugoes de alguns problemas, pois
estes produtos estao relacionados com as grandezas:

e Comprimento (produto interno) — uma dimensao,
o Area (produto vetorial) — duas dimensdes

e Volume (produto misto) — trés dimensoes

gerado por vetores em certas condicoes.

2.1 Produto Interno

O produto interno estd muito relacionado com uma medida de uma
dimensao, um comprimento, seja olhando como o tamanho de uma
projecao de um vetor em relacao a um outro, seja vendo como o
comprimento de um vetor qualquer.

Definicdo 2.1 — Produto Interno.

Dados dois vetores @ e v nao nulos, definiremos como produto

interno (ou produto escalar) entre esses vetores o ntimero real
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denotado por 7.7 e definido pela expressao:
w -V = (||| [|T)|-cos (W, V)

Se W =0 ou ¥ = 0 entdo definiremos que ¥ - © = 0.
Observacao 2.1. Este numero, produto interno, aparentemente
vindo do nada, na realidade surge de uma simples razao trigo-
nométrica em um triangulo retangulo ABC (Figura 2.1), dada por:

c=a-cos(0) ou

cateto adjacente

c
cos () =—=
(©) a hipotenusa

Figura 2.1: Triangulos retangulos semelhantes ABC ¢ DEF'.

B E

!

r.
A ¢ C D u

Observacao 2.2. Considerando como vetor unitdrio o vetor U, isto
¢ |U]| =1 e do tridngulo retangulo DEF (Figura 2.1), temos que a
norma do vetor DF €

|DF|| = 1711-leos (0]

= | ZI]-I12 - |cos (¥, 20

—>
‘ DFE ‘ —|7-T
ou seja, podemos ver este numero como sendo o comprimento da
. ~ —> ~ \ . ~ I —>
projecao do vetor v em relacao a direcao do vetor unitario w. Desta
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forma podemos definir um vetor chamado vetor projecao do vetor
U na direcdo do vetor unitdrio U, como:

. - o\ >
proj_v = (v - u)u

Figura 2.2: Paralelepipedo ABCDFEFGH com dimensoes 5 x 4 X 3.

E
I H

|

A U
B D
C

= Exemplo 2.1 Considerando os vetores ortogonais u, ¢ e ', com
||| =5, || 7| =4e]| ]| = 3 definidos no paralelepipedo ABC DEFGH
(Figura 2.2), entao:

a) u - v =0, pois:

w0 = ||| 7)|-cos (W, V)
= 5-4-cos (90%)
= 20-cos (90°) =0
b) U - =0, pois:
et = [Tl -cos (V1)
= 4-3-cos (90%)
= 12-cos (90°) =0
c) © = 0, pois

)
I

[N - )| cos (i, 22)
= 3-5-cos (90%)
= 15-cos (90°) =0
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d) @ - @ = 25, pois:

7T = |77 cos (T, T)

= 5-5-cos (0%)
= 25-cos (0%) = 25

(=) - = |- ]| -cos (=, )
= 5-5-cos (180°)
= 25-cos (180°) = —25

f) (2W) - (37) = 0, pois:
(2w) - (37) = [|22]|- 37| -cos (2, 37)
= (2-5)-(3-4)-cos (90°)
= 120-cos (90°) =0
g) (=37) - (217) = 0, pois:
(=37) - (20) = [[=37|-]]207]| -cos (=37, 2177)
= (| = 3]-4)-(2-3)-cos (=90°)
= 72-cos (—90°) =0
h) EF-BC =0, pois:
77 . 50 - |77

EF. BC)

’B_C)H-cos (EF,BC’

= ||| ]|-cos (4, ¥')
= 5-4-cos (90%)
= 20-cos (90°) =0

i) CG-EH = 0, pois:
G- EH = ||CC||- | EH]|-cos (C¢, EH)
= || ¥]|-cos (v, ¥)
= 3-4-cos (—90°)
= 12-cos (—90°) =0
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Exercicio 2.1 Encontre os produtos internos de todas as combinacoes
— — .

entre os vetores u, v e w da figura abaixo, bem como de seus

opostos.

Propriedades do Produto Interno

. A > —> . ’
Considerando trés vetores u, v e quaisquer e oS numeros 7,k € R,
teremos:

PI1 — Propriedade Comutativa:
Propriedade comutativa do produto interno:

— - —
V=70V -°-U

—
u .

Como o cosseno € par, isto €, cos (0) = cos (—0), para todo angulo 0
A - — —> — ~
e como os angulos (u, V) e (U, w) sdo opostos, temos:

cos (i, V) =cos (— (U, u)) = cos (U, )

Logo seque o resultado:

U-U = ||T[H-H5’H-cos(1_[, E’)
= | TN -cos (U, &
| [ || ]| -cos (¥,
—> —
:’U.u

PI2 — Propriedade Distributiva:
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Propriedade distributiva do produto interno em relacao a soma:

- (T+0)=U- T+ -

Figura 2.3: Propriedade PI2.

Considerando o vetor U wunitdrio (||| = 1) e os vetores U e i,
como na Figura 2.3, teremos:

. —> —
e Considerando os vetores u e U, que:

AB|| = [loroj 7]
= ||| |7 -cos (W, V)

—> —

ABill=u -0

. —>
e Considerando os vetores u e 1, que:

|51 s, 71

= @[ [ -cos (3, )

i -

e Considerando os vetores U e (U + 1), que:

ACH|| = ||proj (7 + )

= @117 + | -cos (3, ¥ + 1)

ACH|| =4 - (U + )
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Logo como:
Jaci] = 4z + 5]

seque o resultado:

C-(VH ) =d T +d w0

Exercicio 2.2 Mostre que a propriedade PI2 também ¢ valida quando

a — —> - — o
pelo menos um dos angulos (u, v') ou (w, «') for maior do que
90°. .

PI3 — Homogeneidade:
Seja v € R, entao:

k(T-T)=(W) - T=71-(x7)|

e Se v >0, os angulos

(W, V) e (ki, V) sao iguais, logo:
V) =

(- s ||| -cos (U, ¥)

= |x2||- | V]|-cos (v, )

(V)= (rT)- T
e Se <0, os dngulos (U, V) e (ku, V) sdo suplementares, ou
seja,
(W, V) + (v, V) = 180°
logo:
cos (U, V) = cos [180° — (K, V)]
= —cos (KU, V)

temos que:

=
=
=|

) = w1 V]-cos (W0, ¥
= [l [T [= cos (s
= = [[@|l- | V]|-cos (rd, *)
= [s| 1|17 -cos (v, v
= |- V]| cos (w70, V')

(@) = (x7) - T
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PI4 — Norma:

T-U =2 ou |U|=VU- U

> 7 ~ —> >

Se u € nao nulo, o angulo entre os vetores uw e u € zero graus, ou
. — — .o~ .

seja, (u, w) = 0° e portanto da defini¢do do produto interno temos:

-l = |34 ]|-cos (W, W)
= ||@]*-cos (0°)

— 12
=[]
E claro que U = 0 satisfaz a propriedade PI4.

PI5 — Ortogonalidade:

. ~ —> —> ~ .

Dois vetores nao nulos u e v sao ortogonais se, e somente
- —

se, u+v =0

- —
u - v

TR 0

Se w L U, entao (U, V) = 90° e como U e U sdo ndo nulos, ou
) N — = —
seja, ||ull # 0 e[| V] # 0 logo

-0 = ||| V]]-cos (W, V)
= [[Z]]-[I7]]-0
u-U =0

PI6 — Desigualdade de Schwarz:

@ - 7| < (|27l

Como o valor absoluto do cosseno de qualquer angulo 6 € menor ou
igual a 1, isto é, 0 < |cosl| < 1, temos:

- = = — —> —>
[ - o] = ([ [|7]]-cos (u, )]
= — - —>
= [[][- |7 |eos (w, ¥)]
< [l - 7)1
< [l [177]
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PI7 — Positividade:

!

>0 € |g.T=0<=7u=0

= Exemplo 2.2 Supondo que || 7| = /3, |7 = 2 e que 30° é medida
do angulo entre os vetores @ e U, entao os valores:
a) a =1 - U = 3, pois por defini¢ao temos que:

—>

I
:i

—>

= 1] [|7]|-cos (W, ')
(\/§> -(2)-cos (30°)

a=3

b) b= |37 — 27| = V/7, pois:
2 = 137 - 27
= (3u —20) - (3u —27)
= (3u) - (3u) + (3W) - (—27)
+(=27) - (3W) + (=27) - (—27)
= |I37]* +2-(3%) - ( 27) + | -27|°
= BEE* - 12(@ - )+ |21 7

=9-<\/§> ~12:3 4 4-(2)°
— 27— 36+ 16
=7
Logo: b= ||37 — 27| = V7

= Exemplo 2.3 Com base nestas propriedades e considerando os ve-
. ;. . —> o 4 - . z

tores unitarios e ortogonais 7, j e £ definidos no paralelepipedo

ABC’DEF G H com dimensoes 5 X4 X3 e vetores ortogonais e unitarios

—>

. T e k conforme a figura abaixo, teremos:
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a) a = AB . AC = 25, pois:

- AC

a=AB

i<t I
+ N
W~ T
0 s
S
ts I T
L0 N

25-1+20-0 =25

L AG

— AG

J+3k

—

-(57+4
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b= 25| 7|* +20-(7+ )+ 15-(T - ¥)
+20-(7 - T)+16-|| T2 +12- (7- Z—’)
415 (17 7) 412 (Z- 7) + 9-”?”2
— 25-(1)* 4 20-0 + 15-0
+20-0+16-(1)* 4+ 12.0

+15-04+12-0+9-(1)
—25+1649 =50

c) O_():omprimento do segmento AG é dado pela norma do vetor
AG, isto é:
|4¢]| = VG- 30 = v

Portanto o comprimento do segmento sera igual a /50
7.07u.c.t.

12

47 + 32—’) : (—57 474 3%’)

)+ (57 : 3?)

I
—
ot
=
|
ot
~
N—
_|_
—
(@)
=
|
=~

'A simbologia u.c.

significa unidade de comprimento, por exemplo: m (metro), cm
(centimetro), etc.
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d=—25-(1)*=20-0+15-0
—20-0 — 16-(1)* + 12-0
—15-0 — 12-0 + 9-(1)?

= —25—-16+9 = —32

— —

e) Os vetores AG e C'E estao representados por duas diagonais
internas e usando a definicao do produto interno para esses
vetores, teremos:

0.8 =[] | o (30.5%)
—32 = v/50-v/50-cos (A—G), C—E))

logo
CoS (;fé’ @) = _—32
v/50-1/50
=32 16
50 25

coS (A—G), CTE)) = —0,64

Portanto podemos calcular o angulo entre as diagonais, ou seja,
entre esses vetores como:

(Z@, 55) — arccos (—0,64) ~ 129.,8°

= Exemplo 2.4 Uma Demonstracao do teorema de Pitagoras para um
triangulo retangulo qualquer. Usando o triangulo ABC' da figura
abaixo.
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A b b C

Considerando os vetores definidos por @ = AB, b = AC e ¢ = CB,
teremos que:

A—B):A—C)—f-C—B): a’:?_*_

—
Logo a norma do vetor @ = AB, ou seja, o comprimento da hipote-
nusa a, sera determinado por:

como o triangulo ABC' é retangulo, os vetores b e ¢ sao perpendi-
culares <b il >, entao b - ¢ =0, o que resulta em:

o 1 I et e P

]
—>

—> >
Proposicdo 2.1 Em uma base [ = { by, bo, b «;} ortonormal no espaco

—

tridimensional e considerando dois vetores
nessa base, ou seja:

— . :
e U quaisquer escritos

ﬂ):ulbl—l-l@bg—l-u?,bg
UT=v1b1+v2by+1v3b3
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~ . —> —> 7
Entao o produto interno entre os vetores u e v é calculado como:
—> —
UV = ULV + U Vg + U3 V3

= Exemplo 2.5 Utilizando a proposicao 2.1 e considerando a base or-
tonormal 3 = {7, 7, k} definida no paralelepipedo ABCDEFGH
de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo, teremos:

)

B

= (95)-(5) + (0)-(4) + (0)-(0) = 25
b) b= AG - AC = 50, pois:
b=AG - AG
= (57+47+3?> : (57+47+3?)
= (5)-(5) + (4)-(4) + (3)-(3)
— 95416+ 9 = 50

Lembre-se que: HA—G)H — VAG - AG = V/50.

= () (=5) +4)-(-=4) + (3)-(3)
=—-25—-164+9=-32
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d) Considerando os vetores di=17 +27 +3kedy =17 — 17+

1A entao:
d=d,- ds
:(17+27+3f) (11—1]+1A)
= (1)-(1) +(2)-(~=1) + (3)-(1)
—1-2+43=2

e) Considerando os vetores €1 =37 +27 + 1k e €9 =—17 +
17 +1k entao:

6231
(3 +27+ﬂlj (—174—£7+1Z>
=3)-(=1)+(2)-()+(1)-(1)
=-34241=0= ¢, L ¢,
f) Considerando os vetores f1=—7 +27 +3k e fo= §+Z’
entao:
f=1Fu 12
—(—1"+2"+3T) L 07+ 17
T 3¢ VT
= (1) (5 ) + @0 +3)-( ;
B 3 4
1 3 —-449 5
:———'—-: —_
3 4 12 12

2.2 Produto Vetorial

O produto vetorial entre dois vetores quaisquer é um vetor cuja
norma estd relacionada geometricamente com uma medida em duas
dimensoes, ou seja, uma drea. O fato do produto vetorial nao ser o
vetor nulo, serd um indicativo, por exemplo, de que:
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e Trés pontos, que definem dois vetores, formam um triangulo, ou
seja, nao sao colineares,

e Os vetores nao sao paralelos;

e Que duas retas sao paralelas (Capitulo 4);

Além disso, o produto vetorial tem muitas aplicagoes na fisica/engenharias
como campo magnético, torcao, etc.
Definicdo 2.2 — Produto Vetorial.
Dados dois vetores % e © nao nulos, definiremos como o produto
vetorial (ou produto externo) entre esses vetores o vetor denotado
por u X v , definido pelas seguintes caracteristicas vetoriais:

¢ Norma:

A norma do vetor @ X v ¢ definido por:

1 x ) = || [17]]-]sen (4, 0))]

e Direcao:
A direcao do vetor @ X U é perpendicular aos vetores U e v,
ou seja,
UXULu e UXTLU

e Sentido:

O sentido do vetor ¥ X ¥ é dado pela “regra da mao direita”
/4 : . - —> — —

que é equivalente algebricamente a base {w, v, w X U} ser

uma base positiva do R3.

Observacao 2.3. Observando a figura abaizo em relacao a definicao
do produto vetorial.



2.2 Produto Vetorial 51

]

<y

B

Note que apenas com a direcao teriamos uma infinidade de
ﬁ .
vetores para representar o vetor 1 X U, pois qualquer vetor
—>
AD, onde D € r, satisfaz a direcao exigida, onde r € a reta que
5 e . —> —>
contém o ponto A e € perpendicular aos vetores u e v;

e Com a caracteristica da norma, teriamos duas possibilidades
— —
para o vetor @ X U, ou seja, o vetor AD e o vetor AE, desde
. — —
que estes tenham a norma igual a ||u X U|;

—> . .
o Para que o vetor @ X U seja bem definido, teremos que escolher
um deles. A escolha serd feita usando a “regra da mao direita”,
7. . . ., . —> —>
exibida no topico a seguir, mas ja adiantando que o vetor u X v
¢ o vetor AD.

—>
e Note que o vetor AE, tem mesma direcao, mesmo comprimento,
. s —> —>
mas sentido oposto, logo este vetor é o oposto do vetor u X v,
ou seja,

—>

AE = — (4 X 0)

Observacao 2.4. Geometricamente o numero associado a norma
—> —> ’
|w X V|| corresponde exatamente a drea do paralelogramo ABC D
—> — .
formado pelos vetores w e v, conforme a figura abaixo.
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>
=
@)
Q
<

e Basta observar que a drea de um paralelogramo qualquer € sem-
pre comprimento da base vezes a altura. Logo, no caso do
paralelogramo ABC'D formado pelos vetores, a drea € dada por:

A/reao = base- altura = HA—B)HHﬁH
Do triangulo retangulo ADE temos a sequinte relacao:
|DE|| = | AD|-Isen ()] = I71]-[sen (7, 7)
logo a drea € dada por:
v = ][]
= [|Z||-[I7]|-]sen (37, 7))

Areay = |0 x 7|

e Note que as dreas dos triangulos ABD e BCD sao iguais a
metade da drea do paralelogramo, logo:

Ao — Area || x 7|
2 2

Regra da mao direita: A regra da mao direita serve informalmente
para definir se trés vetores LI formam uma base positiva ou orienta¢ao
positiva e, no nosso caso em particular, para determinar o sentido
do vetor @ X U.
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]

Esta regra consiste em usar a mao direita e os dedos desta mao da
sequinte maneira, conforme a figura acima.

. . . . . ~ . —>
1° Posicionar o dedo indicador na direcao e sentido do vetor U
(primeiro vetor);

29 Posicionar o dedo médio na dire¢do e sentido do U (sequndo
vetor);

. . , . —> ’

32 O polegar indicard qual sentido o vetor © X U deve ter, que serd
. . —> —> .o~

necessariamente perpendicular aos vetores u e v, por defini¢cao.

. - - 77
= Exemplo 2.6 Considerando a base ortonormal § = < 7, 7, A:} de-

finida no paralelepipedo ABCDEFGH de dimensoes 5 x 4 X
conforme a figura abaixo, teremos:

B
FH

B

)

C

—

a) © X 7 =k, pois:

—>

- 7’ . —>
e /o ¢é perpendicular aos vetores 7 e 7;
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e A norma |7 X 7| = HZH =1, pois
17 T = 117017 N - Isen (77, 7)]
=1-1-]sen (90%)| =1
e Usando a regra da mao direita, confirmamos o resultado.
- = 7, andlogo ao anterior;
—> ’ .
= 7, analogo aos anteriores;
= —Z—’, pela definicao;

37) X (27) = 61, pois:

~~

o 6/ 6 perpendicular aos vetores 37 e 27;

e A norma (|37 X 27| = H6f

‘ = 0, pois

137 x 27| = [|37||- 127 - |sen (37, 27)]|
= 3-2-|sen (90°)| = 6
e Usando a regra da mao direita, confirmamos o resultado.
f) 7x 7 =0, pois:

17 7 = 17N I7M- Jsen (7, 7))

=1-1-|sen(0°)| =0

Propriedade 2.2.1 Dados trés vetores U, ¥ e 1 quaisquer e um escalar
r € R, temos que:

PV1 — Anticomutatividade:

UXU=—(UX1u)

PV2 — Homogeneidade:
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Seja v € R, entao:

k(4 X T)=(rkd) X T =1 X (k0)

PV3 — Distributiva sobre Adicao:

<

UX(U+u0)=Uu X T+1d X

U X W+ U X

(4 +7) X

Exercicio 2.3 Encontre os produtos vetoriais de todas as combinacoes
— = .

entre os vetores 7, j e k da figura do exemplo anterior, bem

como de seus opostos.

= Exemplo 2.7 Utilizando as propriedades do produto vetorial e conside-
rando a base ortonormal 5 = {T, 7,k } definida no paralelepipedo

ABCDFEFGH de dimensoes 5 X 4 x 3, conforme a figura abaixo,
teremos:

)
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1

t

)

—

+ 3k

7

)+20-(

b =25

b = AG x AG = 0, pois:

)+16-(

P

X

P

+20-(

—

(4

—

0

—

20k + 12

—

+0Fk

j J—

—

)+12-(—7)+9-<

7

20k — 15

+07

—
—

+15+(
1

0
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— = —
Proposicdo 2.2 Em uma base [ = { b1, bo, b 3} ortonormal no espaco

—

tridimensional e considerando dois vetores 4
nessa base, ou seja:

— . :
€ U qualsquer escritos

U =u by +uybo+uzbs

T=vby+vabs+uv3b3

—

entao produto vetorial entre os vetores @ e v é calculado como um

“determinante®”, da forma:

— — —
b1 by b3
—> —>
U X U =|u Uy Us
V1 V2 U3

20 determinante estd entre aspas, para enfatizar que o cdlculo é igual ao de um determinante
qualquer, porém a primeira linha é composta de vetores.
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= Exemplo 2.8 Utilizando a proposicao 2.2 e considerando a base or-
tonormal [ = {7, 7, k} definida no paralelepipedo ABCDEFGH
de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo, teremos:

E
FH

B
C

a) d = AB x AC = 20?, pois:

ﬁ
a
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c) ¢ = AG x OF =247 — 307, pois:

7= (57+47+3?> X <—57—47+3?>

T 7k
=5 4 3

5 —4 3
O S I R
~ -4 3 5 31" |5 —4

—>

k
=247 —307 +0k =247 — 307

d) A drea do paralelogramo formgl}o p@g& vetores AG e C'E é, por
definicao, a norma do vetor AG X C'E, isto é:

Area = Hz‘l—CS X @)H

- \/ (247—307+0?) : (247—307+0?>
= /(24)-(24) + (=30)-(—30) + (0)-(0)
- \/(24)2 + (—30)* 4 (0)?

Area = /1476

Portanto a 4rea do paralelogramo serd igual a v/1476 ~ 38,32 u.a.?.

2.3 Produto Misto

O produto misto ¢ uma juncao dos dois produtos anteriores, isto €,
produto interno e produto vetorial, e com um resultado geométrico
muito importante: o modulo do produto misto estd relacionado, ge-
ometricamente, com uma medida em trés dimensoes, ou seja, um
volume de um paralelogramo. O fato que este volume ser positivo
revelard, por exemplo, que trés vetores sao L.

2 2

3A simbologia wu.a. significa unidade de area, por exemplo: m? (metro quadrado), cm

(centimetro quadrado), etc.
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Defini¢ao 2.3 — Produto Misto.
Dados trés vetores @, v e ' nao nulos, definiremos como produto
. P —> —
misto entre esses vetores o niimero denotado por [uw, v, ] e
definido pela expressao:
@, =T X T
Observacao 2.5. Nao ¢ necessdria a colocacao de parénteses em

—> —> . ~ . , . . Ve

u X U na definicao, pois a unica maneira de se calcular este niumero
’ . —> —> 4
€ como sendo o produto interno entre o vetor u X v e o vetor ', jd

que o produto vetorial entre o vetor U e o nimero (VU - ') nao faz
sentido.

—>
= Exemplo 2.9 Considerando a base ortonormal § = < 7, 7, A} de-

finida no paralelepipedo ABCDEFGH de dimensoes 5 X 4 X
conforme a figura abaixo, teremos:

)

Y
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d) [7, Z), 7} = —1, pois:

) [AB,Aﬁ,AE] — 60, pois:

[AB’,AD,AE} — AB x AD - AE
— 57 x 47 -3k
— 20k -3k =20-3 =60

g) [Aé, CE,BIﬂ = —240, pois:
|AC,CE,BH| = AG x CE - BH
— (247 —307) - (—57 FAT 32-’)
=24-(—5) + (—30)-4 4+ 0-3 = —240

Observacao 2.6. Geometricamente o valor absoluto do produto misto
— > . — >

dos vetores w, U e ', ou seja, |[w, v, ]| representa exatamente o

volume do paralelepipedo definido por esses trés vetores, conforme a

figura abaizo.

AVix v H G

’
’
’
’
’
’
’
’
/
_- 7
- | ’
1 ’
| ’
| ’
|
1
1




62 Produtos entre Vetores

Pois basta observar que o volume (V') de um paralelepipedo qualquer
¢ sempre a drea da base (Ay,..) vezes a altura (h), ou seja:

V = A{}(IS’(Z -h

No caso do paralelepipedo ABCDEFGH, formado pelos vetores,
temos:

o Area da base é dada por

Aba.s'e - HU X 6>||

e Do triangulo retangulo AEFEs temos a sequinte relacao para a
altura h = HAE2

, isto €:

h = [1]-Jeos ()
com o angulo 0 = (U X U, 0);

Logo o volume do paralelepipedo é

V = Almsu'h
— |13 x @[ ]l-eos (i x T, )]

que por definicao de produto interno implica em:
V= Apee-h=|d X 00| =|[d, 7, ]

- > —>
Proposicdo 2.3 Em uma base [ = { b1, bo, b3 ortonormal no espaco
tridimensional e considerando trés vetores i, v e

nessa base, ou seja:

quaisquer escritos

U:u1b1+u2b2+u363
U=uv1b1+v2ba+uv3b3
=w; by +wsbo+wsbs

entdo produto misto entre os vetores 1, U e 1 é calculado através
do determinante, da forma:

uyp uz us
- — -
[uv v, ] = |U1 VU2 U3
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. - > 7
= Exemplo 2.10 Considerando a base ortonormal = ¢ 7, 7, k} de-

finida no paralelepipedo ABCDEFGH de dimensoes 5 x 4 X
conforme a figura abaixo, teremos:

b
FH

B

Y

C

a) {7, 7, f} = 1, pois como:

T=17T+07+0k
T=0T+17+0k
E=0T+07+1k
Entao, utilizando a proposicao 2.3:
. 1 00
fﬁ7wizo 10/ =1
b) [Aé, Alj, AE} = 60, pois como:
AB=57407 +0k
AD =07 +47 +0k
=07 +07 +3k

Entao, utilizando a proposicao 2.3:

o 50 0
AB, AC, }:()4():60
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c) [Aé’, C’E},Blﬂ = —240, pois como:

AG =57 +47 + 3k
CE=-57-47 +3k
= 57 +47 +3Fk
Entao, utilizando a proposicao 2.3:
5 4 3

AG,COF, }: 5 4 3| =—240

d) O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores AG , CE e BH
é 240 u.v.%, pois é o médulo do produto misto, ou seja:

v:HZé,c_E’, ”:|—240\:240

2.4 \Vetores em Coordenadas do R?

Deste ponto em diante, 1remos trabalhar em um sistema ortonormal
de coordenadas do espaco tridimensional R3, onde representaremos
pontos e vetores por um trio de numeros, chamados de coordenadas, e
na qual aplicaremos toda a teoria dos vetores e produtos anteriormente
estudados.

Para tanto, iremos usar uma base ortonormal positiva de R3, que
chamaremos de base candnica e denotaremos por:

{7.7.7}

Definicdo 2.4 — Sistema de Coordenadas.
.__)
Considere um ponto O € R? e 3 = {7, 7, k} uma base canonica

(ortonormal positiva). O par (O, ) é chamado de sistema orto-
gonal de coordenadas do espaco tridimensional R?, com origem

4A simbologia u.v. significa unidade de volume, por exemplo: m? (metro ciibico), cm?

(centimetro cibico), { (litro), etc.
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I no ponto O e na base f3.
Figura 2.4: Eixos coordenados do R?.

Z

'

EI

4
l

M

(S
//

’ll

/

D) ‘
\\\
of
\

Observacao 2.7. Com base na Figura 2.4

o Consideraremos o sistema ortogonal de coordenadas em R3, ou

simplesmente sistema de coordenadas, sendo O a origem do
—

sistema de coordenadas, e escolhendo os vetores 7 = OA, 7 =

OB e | =OC.

e Indicaremos por Ox, Oy e Oz as trés retas definidas pelos
segmentos orientados OA, OB e OC, respectivamente, que sao
chamadas usualmente de eizos dos x (das abscissas), eixos dos
y (das ordenadas) e eixos dos z (das cotas).

e As setas na figura indicam o sentido positivo de cada eizo.

Definicao 2.5 — Coordenadas do Ponto P.

—
Dado um ponto P € R? qualquer e considerando o vetor O P escrito
na base canonica isto é:

OP =P, 7 +P,7+P.k

entdo as coordenadas do ponto P (Figura 2.5) nesse sistema de
coordenadas (O, ), serao denotadas pelo terno de nimeros reais
P,, P, e P., da forma:

P = (P, P, PF.)



66 Produtos entre Vetores

Figura 2.5: Representagao de um ponto P com coordenadas (P, P,, P.) em R®.

= Exemplo 2.11 Na figura abaixo esta a representacao do ponto A com
coordenadas (4,3,2) em R3, portant2 teremos:

a) Como o vetor OA =47 + 37+ 2]; entdo as coordenadas do
ponto A sdo A = (4, 3,2);

b) Como o vetor 00 =07 + 07 + 0% = 0 entio as coordenadas

da origem O sdo O = (0,0,0);
¢) Os outros pontos marcados possuem como coordenadas:

XA - (47 07 O) YA = (07 37 0) ZA = (07 07 2)
B = (4,0,2) ¢ = (0,3,2) D = (4,3,0)
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Proposicdo 2.4 Dados dois pontos quaisquer no nosso sistema de co-
ordenadas do R%, A = (A,,A,,A.) e B = (B,, B,, B.),entao as
coordenadas do vetor AB sao dadas por:

AB = (B, — Ay, B, — A, B. — A.)

Demonstracao: Note que qualquer vetor fTé, pode ser escrito
como:

AB=A0+O0B = -0A+ 0B
= (A7+AT+AT)
+(B.7+B,7 +B.F)
= (B,—A) T+ (B,—A)T + (B.— Ak
que, escrito em coordenadas, tem-se o resultado.

Observacao 2.8. Para encontrar as coordenadas de um vetor AB
basta fazer a diferenca, coordenada a coordenada, entre o ponto final
B e o ponto inicial A.

~ . — —
Observagao 2.9. Dois vetores u© = (uy, Uy, uz) € U = (Uy, 0y, 0.)
sa0 tquais quando suas coordenadas Sao 1quals, ou Seja, U, = Uy,
Uy = Vy €Uy = V.

= Exemplo 2.12 Considerando os pontos da figura abaixo, temos que as
coordenadas dos vetores sao:
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OB = (4,0,2) OC = (0,3,2) OD = (4,3,0)
AB =(0,-3,0)  AC =(—4,0,0)  AD = (0,0, -2)
BC =(-4,3,00 BD=(0,3,—2) CD=(-4,0,2)

2.5 Exemplos

2.5.1

A partir deste momento iremos refazer, via exercicios e exemplos,
todos os produtos entre vetores, bem como calcular comprimentos,
dreas, volumes e outras “coisinhas mais”, considerando o sistema de
coordenadas do R3 canénico definido.

Para todos os exemplos a sequir, consideremos os pontos A, B e

C' defintdos como:

A=(3,0,1) B=(21,2) C =(0,-1,3)

Os pontos A, B e C sdo vértices de um tringulo?

Para verificar que sao vértices de um triangulo, basta verificar que
0s pontos nao sao colineares, ou seja, que nao estao na uma mesma
reta.

Como fazer isso?
1) Desenhe um triangulo qualquer;

2) gs_c)olha doz’s_z_))etores formados pelos pontos, por exemplo, U =
AB e U = AC;

3) Note que esses dois vetores nao sao paralelos;
4) Logo esses vetores sao LI;
5) Dois vetores sao LI quando um € maltiplo do outro (correto?)

6) ERRADO, o certo é que, quando sao LI, nao existe combinag¢do
linear entre eles;

7) Logo vamos verificar se é possivel achar uma combinacao linear
entre esses vetores;
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8) Note que:

AB=(2-3,1-02—1)=(-1,1,1)
AC=(0-3,-1-0,3—1)=(~3,-1,2)

< &
I

9) Se hd essa combinagao linear, teriamos que existe um nimero
— —> .
k€ R tal que w = KV, que em coordenadas seria:

(—=1,1,1) = 1 (=3, —1,2) = (=3k, —1r, 2)

logo teriamos:

-1 =-3k kr=1/3
1l =—lk = ¢ r=-1
1 =2k k=1/2

ou seja, € impossivel existir um x € R, tal que @ = kU, portanto
os vetores sao LI, logo os pontos A, B e C sao vértices de um
triangulo.

2.5.2 Qual é a altura relativa ao maior lado do triingulo ABC?

Para determinar a altura relativa, temos que determinar primeiro
qual € o maior lado e so depois calcular a altura.

Como fazer isso?

1) Vamos calcular as normas dos trés vetores, ou seja, a norma
dos vetores:

T =AB=(-1,1,1)
T =AC=(-3,-1,2)
—BC=(221)

Portanto como a norma de um vetor @ ¢é dado por ||@| =

> —
vVa - a, teremos:
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170 = | AB] = /(-1 + (1) + (1)
Y s B

171 = ||ac]| = /(=32 + (~1)2 + )7

T d= il

1l = ||BE] = /(- 27+ (27 + (1)
T ==

ou seja, AC é o maior lado do triangulo ABC, pois | V]| =

V14 >3 >/3;

2) Desenhe um triangulo com essas caracteristicas;

3) Note que a altura procurada € relativa a base AC' e como a drea
de um triangulo qualquer é

Ap = base-;ltum (2.1)

basta encontrar a drea, pois o comprimento da base, jd sabemos
%
que mede ||v|| = /14,

s . —

Lembre-se que a drea do paralelogramo definido pelos vetores u
—> s —> —> . s’
e U € dado por ||u X V||, isto é

T 7k N
UXvU=|-1 1 1|=37—-7+4Fk
-3 -1 2




2.5 Exemplos 71

Concluimos finalmente de (2.1) que a altura relativa ao maior

lado AC ¢é
V26
It Z-AA 2- AA 2: (T)

altura =
base |7 V14
\/_ 3

altura ~ 1,36277 u.c.

Lembrete:

Dado o nimero \/a € R, qualquer, é sempre possivel achar dois
nimeros naturais consecutivos n e n + 1, tais que, n < y/a < n+ 1.
Por exemplo:

3=v9<V11<V16=14

2.5.3 Encontrar um vetor ' perpendicular aos vetores v e v
Como fazer isso?

1) Lembre-se que o vetor @ X U € um vetor perpendicular aos
vetores U e U ao mesmo tempo, logo ele serd o nosso vetor

)

2) Portanto o vetor procurado serd:

—>

X v
— AB x AC

I
s

=37 — 7 +4k

Ja determinado no exemplo anterior.

2.5.4 Mostre que {u, v, '} € uma base positiva do R3.
Como fazer isso?

1) Para verificar que os trés vetores formam uma base, basta mos-
trar que eles sao LI;

2) Usando o teorema, basta verificar que a equa¢o TU +yv + 21 =

—

0 possui solucao unica x =y = z = 0, ou seja, a solucdo trivial;
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3) Escrevendo a equagdo em coordenadas temos:

x(—1,1,1)+y(—3,—1,2)—|—z( ) ) ) - (07070)
(—z,z,2)+(—-3y, —y, 2y)+ (32, —z,42) = (0,0,0)
(—x—3y+3z,x —y—z,2+2y+4z) = (0,0,0)

que resulta no sequinte sistema linear:

—1lx — 3y z =0
lz — ly =0
le + 2y z =0

4) O sistema possui solu¢do unica, pois o determinante da matriz
M dos coeficientes dos sistema € diferente de zero, no caso:

-1 -3
det(M)=|1 -1 =26 #0
1 2
e como temos a solucao trivial, o sistema possui solucao unica e
a trivial.
5) A base € positiva porque ' = U X U

2.5.5 Calcule o volume do paralelepipedo formado pelos vetores

u, v e
Como fazer isso?

1) Lembre-se que o mddulo do produto misto é exatamente o volume
pedido.
-1 -3 3
(7,7, 0]=1 —1 —1| =26

2) Note que o valor do determinante € o mesmo do sistema do item
anterior®, portanto o volume do paralelepipedo é:

V= [T, T, ] = |26] = 26 u.v.

5Determinante de uma matriz M é igual ao determinante de sua matriz transposta M?*, ou
seja, det(M) = det(M?).
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2.5.6 Escrevero vetor ¢ = (4,2,4) nabase {u, v, '}.
Como fazer isso?

. . —> . ~ .
1) Isto significa escrever o vetor @ como combinagdao linear dos
- —> .
vetores u, U e i, ou Seja:

d=zU+yv +2

2) Temos que determinar os valores de x, y e z que satisfacam as
equacgoes acima, e escrevendo em coordenadas ficaria:

:U(—l,l,l)—l—y(—?),—l,Z)—i—z( ,—1, ) = (4,2,4)
(—z,x,2)+(=3y, —y,2y)+ (32, —z,42) = (4,2,4)
(—z—3y+3z,0 —y—z,x+2y+4z) = (4,2,4)

que resulta no sistema

—1lz — 3y z = 4
lz — ly = 2
le + 2y z = 4

3) Como jd sabemos que o sistema possui solu¢do unica, pois o
determinante da matriz dos coeficientes € 26, podemos resolvé-lo

pela regra de Cramer;

4) Usando a regra, temos que determinar os sequintes trés determi-
nantes:
4 -3
det (M) =12 —1 =52
4 2
_ det (M,) 52
~det (M) 26

Tr =

—
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-1 -3 4
det (M.)=|1 —1 2| =26
1 2 4
_det (M) 26
T det(M) 26
.

5) Concluimos entdo que @ =21 — 10 + 1

Desafio:

Encontre esta mesma resposta para o sistema usando o
método do escalonamento.

2.6 Avadliando o que foi construido

Foram introduzidas, nesta unidade, nocoes bdsicas de vetores, suas
caracteristicas, juntamente com as suas operacoes bdsicas de soma e
multiplicacao por escalar.

Definimos também os trés produtos entre vetores:

e Produto interno relacionado com a medida de um comprimento,
ou seja, projecao de um vetor em relagao a direcao do outro;

e Produto vetorial relacionando com a medida de uma drea, ou
seja, com o calculo da drea de um paralelogramo formado por
dois vetores;

e Produto misto relacionado com o volume, ou seja, com o cdlculo
do volume de um paralelepipedo, definido por trés vetores.

E finalmente foram dadas coordenadas aos vetores, trazendo de
vez 0s vetores para 0 nosso espaco com trés dimensoes, ou seja, as
nocoes de comprimento, largura, altura, LI, LD e base foram todos
tratados algebricamente.



Introdugcdo
Problematizando a Temdtica
O Plano
Trés Pontos
Um Ponto e Dois Vetores
Um Ponto e Um Vetor Perpendic
Posicao Relativa entre Planos
Planos Coincidentes
Planos Paralelos
Planos Concorrentes

Angulos

Angulo Nulo

Angulo N&o Nulo
Intersecoes

Intfersecdo Vazia

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos e definiremos os planos, através de suas
equacoes vetoriais e algébricas, utilizando de vetores e de suas operacoes
e produtos.

Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um esboco, de um plano,
como serd mostrado aqui, mas mesmo se nao tiwer habilidades no
desenho, imagine sempre planos, aqueles que estao ao seu redor, como
paredes, chao, teto, telhados, pois serda muito importante observar,
ou pensar, de como esses planos podem estar dispostos no espaco
tridimensional.

3.2 Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por exemplo, posicoes
relativas entre os planos, bem como calcularemos o angulo, distancias
e intersegoes entre estes elementos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas operacoes elemen-
tares e seus produtos, com suas respectivas caracteristicas geométricas
e algébricas.

3.3 OPlano

Vamos definir um plano, nas segoes a sequir, de trés modos diferentes,
porém equivalentes, ou seja:
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(1) Por 3 pontos ou
(2) Um ponto e dois vetores nao nulos ou

(3) Um ponto e um vetor perpendicular ao plano.

Isto é, vamos encontrar uma relacdo que um ponto 1> € R® qualquer
do espaco tridimensional, tenha que satisfazer para que pertenca a
um plano definido por um dos modos acima. Sempre em mente que
utilizaremos as ferramentas e ideias dadas pelos vetores (e sistemas)
estudados nas capitulos anteriores.

Vamos representar um plano graficamente por um “pedaco”, usual-
mente na forma de um paralelogramo, pois seria impossivel representa-
lo em um espaco limitado, pois o plano € infinito, veja na figura 3.1.

Figura 3.1: Representagao de um ponto /” € 7.

T

Utilizaremos uma das letras gregas minusculas para designar/representar
0s planos no nosso texto. Seque na Tabela 3.1 as letras gregas e os
seus respectivos nomes.

Tabela 3.1: Letras gregas e seus nomes.

Letra Nome Letra Nome Letra Nome
«@ Alfa L Tota p, 0 Ro
B8 Beta K Capa 0,6,% Sigma
v, T Gama A A Lambda T Tau
4, A Delta m Mi v, T Upsilon
€, & Epsilon v Ni @, p, P Fi
¢ Zeta £, = Csi b% Qui
n Eta o Omicron P, U Psi
0,9 —0© Teta m, IT Pi w, N Omega
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Trés Pontos

Considere o plano m definido pelos trés pontos A, B e C' quaisquer nao
colineares, isto €, que formam um triangulo do espaco tridimensional
R3, conforme a Figura 3.2.

Figura 3.2: Representacao de um plano 7 definido por trés pontos.
AB "

A

o
C AC
As condigoes para um ponto I = (1,1, ) € R qualquer, pertencer

ao plano m, sao:

e Os vetores AP, AB e AC estao “contidos” no plano m, na realidade
sao paralelos ao plano , portanto o volume do paralelepipedo formado
por estes 3 vetores € nulo, ou seja, o modulo do produto misto € zero,
portanto:

A ’,AB’,A&} ~0 (3.1)

e Os vetores AP, AB e AC' sao linearmente dependentes (LD), logo
—

existe uma combinacao linear do vetor AP em relacao aos vetores

— —

AB e AC, ou seja, existem dois numeros reais ki € ko, tais que:

—

AP = li];l—é + KJQZ@ (32)

Definicdo 3.1 — Equacdo vetorial do plano.

A equagdo (3.2) é chamada de equagao vetorial do plano 7 e
os dois vetores AB e AC sio chamados de vetores diretores do
plano.
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Em um sistema de coordenadas do espaco tridimensional R3 conside-
rando o plano 7 definido por 3 pontos nao colineares dados por

A (A A%A )
B = (B,, By, B.)
C=(Cy,CyCY)
e um _ponto gené_ﬂ)co P = (r,1,2) do plano 7. Definindo os vetores
U =AB, v = AC e AP teremos:
T =AB = (Uy Uy, 1)
T =AC = (U, 0y, 02)
AP =

( _Aaca _Ay: _Az)

e Utilizando o fato do volume do paralelepipedo formado por esses 3
vetores ser nulo, temos do produto misto (3.1) que:

[A ’,AB’,A(i} - [A_’, T, U]

Desenvolvendo o determinante acima teremos:

(v — Az) Euyvz - U:UUZ) +

e

~\~
¢

+ (v — Ay) (vau, — uzv.) +

b
+ (= — A.) (upvy — vpuy) =0

-~
c

Substituindo os valores definidos por:

= (uyv: — vyu;)
b= (vTuZ Uy
= (uzvy — vyuy)

d = —(aA, + bA, + cA.)
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na equacao (3.3), teremos a chamada equag¢ao geral, ou equacao
normal, ou simplesmente equacao do plano © definido como:

Trar+by+cz+d=0 (3.4)

e Utilizando o fato que esses 3 wvetores sao LD, temos da equacao
vetorial (3.2) que:

(v — Ag, — Ay, —A;) = K1 (U:L'auyauz)
—— ——

— il

1 U
+ Ko (U:m Uys UZ)
\‘/—/

=5
(%

ou seja, escrevendo cada coordenada como uma equacao:

— A, = ugk] + UKo
— Ay = uyk1 + vk
— A, = U,k + UKo
logo isolando as varidveis v, 1 e =, temos o sequinte sistema de

equacoes, chamado de sistemas de equacoes paramétricas do
plano 7 ou simplesmente de equagcoes paramétricas do plano:

= A, + uzk] + Upko
T = A, + uyk1 + vyko (3.5)
A, 4+ u,k1 4+ V.ko

= Exemplo 3.1 Considerando o paralelepipedo ABCDFEFGH, definido
anteriormente, de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.
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teremos que o plano 7,, que contem a origem O e os eixos = e 1,
pode ser definido pelos pontos nao colineares:

O = (0,0,0) B = (5,0,0) D = (0,4,0)

Seja I’ = (, 1, 2) um ponto qualquer do plano 7,, e vamos considerar
0s vetores:

OB =(5—0,0-0,0-0) = (5,0,0)
OD = (0—0,4— 0,0 — 0) = (0,4,0)

—

OF =(r—0,y—0,2—0)=(r,y,2)
e Como esses 3 vetores sao LD, temos da equagao vetorial (3.2) que:

(r,1,2) = r1(5,0,0) +r2 (0,4,0)
—— ~—— ——

—

19) OB oD

que resulta nas equacoes paramétricas do plano m

= 0 4+ 5r1 4+ Oro
s = 0 4+ 0wy 4+ 4ko
=0 + Ofil + 0/12
ou simplificado:
= 5/‘{'1 = T
Moy = 4Ry | T,y : = T

Isto significa que qualquer ponto /7 que tenha a terceira coordenada
igual a 0, pertence ao plano 7,,, ou seja /> = (r,1,0) €

e Como o volume do paralelepipedo formado por esses 3 vetores é
nulo, temos do produto misto (3.1) que:

[0 ,OB,OC}: 8 — 0

5 0
0 4
resultando na seguinte equacao normal do plano 7

Tt 0 +0y +202+0=0
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ou simplificado:
Tyt 2=0

Esse plano 7, é chamado de plano coordenado »Oy ou simplesmente
plano . .

Exercicio 3.1 Determine as equagoes dos outros dois planos cartesia-
nos +0z e yO~=, ou seja dos planos 7 e 1-. "

Exercicio 3.2 Determinar as equacoes paramétricas e a equagao
normal do plano 7 que contém os pontos:

A=(3,0,1) B=1(2,1,2) C=(0,-1,3)
e verificar se o ponto D = (1, —6, 1) e a origem do sistema perten-
cem ao plano .

Solucao:
Seja P = (1,1, 2) um ponto qualquer do plano 7 e definindo os
vetores:
AB=(2-3,1-0,2—1)=(-1,1,1)
AC=(0-3,-1-0,3—1)=(-3,-1,2)
AP (r=3,y—=0,2=1)=(r—=3,y,2—1)

LA T

P A

AC
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e Como esses 3 vetores sao LD, temos da equacdo vetorial (3.2)
que:

(r—=3,y,2—1)=r1 (—1,1,1) +K2 (—3,-1,2)
AP AB AC

resultando nas equacoes paramétricas do plano :

r =3 — 1l€1 — 3%2 |
T y = 0 4+ 1k — 1ko
z = 1 +

1;‘11 a4 2:‘%2

e Como o volume do paralelepipedo formado por esses 3 vetores é
nulo, temos do produto misto (3.1) que:

(r=3) uy (=—=1)

[Aﬁ,AB’,Ad}: 1 1 1 |=0
3 1

resultando na sequinte equacao normal do plano 7 :

{ﬂ s 3xr — 1y + 42 — 13=0f\

e Para verificar que o ponto D = (1, —6,1) e a origem O = (0,0, 0)
pertencem ou nao ao plano 7w, basta substituir as trés coordenadas
de cada um dos pontos na equacao do plano 7w. Se a igualdade for
satisfeita, o ponto pertence ao plano, caso contrdrio, nao pertence,
logo

e Para o ponto D = (1,—6,1) temos:

3(1) —1(=6) +4 (1) —13=0

X

logo D pertence ao plano 7.
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e Para a origem do sistema de coordenadas, o ponto O = (0,0, 0)
temos:

3(0) —1(0) +4(0) —13=—13#£0
~ =~ =~

logo a origem O mao pertence ao plano 7.

Observacao 3.1. Em relacao as caracteristicas das equacoes pa-
ramétricas dos planos:

e Note que, nas equacoes paramétricas do plano m determinadas
no exercicio anterior, as coordenadas do ponto A = (1,2,3),
estao “soltas” em uma coluna e as coordenadas dos dois vetores
AB = (—1,1,1) e AC = (=3, —1,2) também estdo nas colunas,
porém multiplicadas pelos dois parametros ki e ko.

e Substituindo os parametros ki e ko por wvalores especiais nas
equacoes paramétricas do plano m, teremos:

e Para k1 =0 e ko =0, temos:

=3-1-0-3-0 = 3
=0+10-10=<y= 0
=1+1-0+2-0 =1

ou seja, sao as coordenadas do ponto A.

e Para k1 =1 e ko =0, temos:

=3—-1-1-30 = 2
=0+11-10 = =1
=141-1420 = 2

ou seja, sao as coordenadas do ponto B.

e Para k1 =0 e ko =1, temos:

=3-1-0-3-1 = 0
=0+10-11 =< y= —1
=1+1-04+2-1 = 3

ou seja, sao as coordenadas do ponto C.
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e Para cada par de parametros ki e ko correspondem a um Unico
ponto do plano e para cada ponto I” do plano corresponde um
unico par de parametros.

Um Ponto e Dois Vetores

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimensional e dois
vetores U e U, ndo paralelos, ou seja, linearmente independentes,
como na Figura 3.83. As condi¢coes para que um ponto qualquer
= (1,y,2) € R® pertenca ao plano © sdo as mesmas utilizadas
anteriormente para planos definidos por trés pontos, pois so foram
utilizados o ponto A e os vetores diretores 1 = AB e T = AC.

Figura 3.3: Representacao de um plano 7 definido por um ponto e dois vetores.

— [
U

A

= Exemplo 3.2 Considerando o paralelepipedo ABCDFEFGH, definido
anteriormente, de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.
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teremos que o plano 7,. que contem a origem O e os eixos I e =,
pode ser definido por um ponto e dois vetores:

O = (0,0,0) 7 =(1,0,0) i =(0,0,1)
Seja /7 = (,y, 2) um ponto qualquer do plano 7. e vamos considerar
o vetor:

OP=(r—-0,y—0,2—0)= (1,1, )
e Como esses 3 vetores sao LD, temos da equagao vetorial (3.2) que:

( 'Y ) = k1 (17070) +hR2 (0707 1)
k

—

@) 7

resultando nas equagoes paramétricas do plano m

= 0 + 1r 4+ Orxy
Topn - = 0 + 0ry 4+ Ony
= 0 + 0/<C1 + 1/%22

ou simplificado:
= /{1
Ty = 0

= /{/2

Isto significa que qualquer ponto /” que tenha a segunda coordenada
igual a 0, pertence ao plano 7,., ou seja I’ = (1,0,2) € 7
e Como o volume do paralelepipedo formado por esses 3 vetores é
nulo, temos do produto misto (3.1) que:
{O_’j,ﬂ: 10 0/=0
001
resultando na seguinte equacao normal do plano 7
Tt O+ 1y +02+0=0

ou simplificado:
ety =0
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Um Ponto e Um Vetor Perpendicular

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimensional e um vetor
1, (chamado de vetor normal), nao nulo, perpendicular ao plano
m, como na Figura 3.4.

Figura 3.4: Representagao de um plano 7 definido por um ponto e um vetor
perpendicular ao plano.

_)
A7,
T
o 4
Note que a condi¢ao para um ponto qualq_u)er = (1,1,2) € R?

z —> . .
pertencer ao plano 7, € que os vetores 1. e AP sejam perpendiculares,
—
ou seja, 1. L AP’ e portando o produto interno entre eles é nulo:

AP =0 (3.6)
Logo se o plano m € definido pelo ponto A = (A,, Ay, A.) e pelo vetor
normal 1. = (a,b,c), entao pela condigao (3.6), temos:
T AP

7\

/_/Hr ™~
(CL)b)C)'( _Ax7 _Ay7 _Az):
a(r—Ay) +0(y—A4y) +c(z—A4,)
ar 4+ by + cz — (aAy + bA, + cA,) =

Considerando d = — (aA, + bA, + cA.), temos a equagao geral do
plano 7, dada por:

Trar+by+cz+d=0

Observacao 3.2. Os coeficientes das varidveis v, 1 e ~ da equacao
geral de um plano qualquer, definido por

mrar+by+c:+d=0
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sao exatamente, na ordem, as coordenadas de um vetor normal ao
plano m, ou seja,

.= (a,b,c)
= Exemplo 3.3 Considerando o paralelepipedo ABCDEFGH, definido
anteriormente, de dimensoes 5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.

teremos que o plano 7,. que contem a origem O e os eixos 1 e =,
pode ser definido por um ponto e um vetor perpendicular ao plano:

0 = (0,0,0) 7 =(1,0,0)
Seja /> = (1,1, 2) um ponto qualquer do plano 7,. e vamos considerar
0s vetores:
OF = (r—0,y—0,-—0) = (1,1, )
ne=mn. =1 =(1,0,0)

e Como esses vetores sao perpendiculares, temos do produto interno
(3.6) que:

Logo

(r,0,2)+(1,0,0) =0
L()4+0(y)+0(2)=0
lo+0y+02+0=0

resultando na seguinte equagao normal do plano 7

7T, lo+0y+024+0=0
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ou simplificado:
m,. 0 =10

Isto significa que qualquer ponto /7 que tenha a primeira coordenada
igual a 0, pertence ao plano 7,., ou seja /> = (0,1, 2) € 7,.. .

Exercicio 3.3 Determinar as equacoes paramétricas e a equagao nor-
mal do plano ¢ que contém o ponto S = (1,1, 1) e é perpendicular
ao vetor « = (2,1, 3).

Solucao:
Vamos primeiro, determinar a equacgao geral do plano, conside-
rando como vetor normal do plano ¢ o vetor 1, = = (2,1,3),
portanto um ponto P = (1,1, ) para pertencer ao plano p, tem
que satisfazer a equagao 1, +SF =0, logo:
i 57
—— S

(2,1,3) - (z—1,y—1,2—1) =0
2 =) +1(y=1)+3(:=1) =0
27+ 1y +32 — (2:1+1-1+3-1) =0

que resulta na equagao do plano ¢:
p:2x4+1y4+32 —6=0

A partir dessa equacdo, para achar as equacoes paramétricas do
plano, podemos:

e Determinar outros dois pontos, recaindo em um plano definido
por trés pontos, atribuindo valores para duas das trés varidveis
encontrando, desta forma, pontos que satisfacam a equacao
do plano p, como por exemplo, os pontos R = (0,0,2), T' =
(3,0,0), Q = (2,4,0), etc.

e A outra maneira, bastante algébrica, seria considerar duas
varidvels da equacao do plano ¢ igual a dois parametros 7, e
Ty QUAISqUET, como por exemplo, considere © = T| € = = Ty,
logo da equacao normal do plano ¢ teremos que:

=6 —2zx4+3
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as equacoes parameétricas do plano o seriam

QO : = 6—211 —3n
s ’7'2

ou na forma completa

=0 + 1Inn + On
6 — 27’1 — 37’2
=0 + 0y + 17’2

©
I

3.4 Posicdo Relativa entre Planos

Para o estudo de posicoes relativas, € importante “enxergar” os
planos, juntamente com os elementos que o definem, ou seja, FACA
varios esbocos, por exemplo, dois planos paralelos, dois planos nao
paralelos e dois planos concorrentes, etc.

Para resolver problemas, como angulos, distancias e intersecoes,
envolvendo planos, nao como eles estao definidos pelas suas equacoes,
mas genericamente, € necessdrio saber como eles estao colocados no
espaco, ou seja, em que posicao um estd em relacao ao outro.

FExistem trés possibilidades para a posicao relativa entre dois planos
e para efeito de estudos das posicoes relativas, vamos considerar os
sequintes planos:

e O plano a definido pelo ponto A e pelo vetor normal 1, ou pelo
ponto A e dois vetores diretores @1 e @s.

e O plano 3 definido pelo ponto B e pelo vetor normal 15, ou
pelo ponto B e dois vetores diretores b1 e bo.

3.4.1 Planos Coincidentes

Observando os dois planos coincidentes o e 3, na Figura 3.5, con-
cluimos que:
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Figura 3.5: Representagao de dois planos coincidentes o e 5 com seus correspon-
dentes elementos.

A 61@

. — ~ .
e Os vetores normais n, e 1 g sao paralelos, ou seja,

— — =g
Ng=TNg 0U na)(nﬁ):o

e Oponto A€ 3 eoponto B e a;

4 : — —
o O vetor AB € perpendicular aos vetores 1, € 1 3;

—_— _ B —
e Os vetores AB, a1 e as sao LD, bem como os vetores AB, b,
—
e by sao LD;

e O volume do parciel)epz_’;eeda igrmado pelos vetores A—B), a1 e ds
ou pelos vetores AB, b1 e by € nulo, ou seja,

[ZE, @1, 31] 0= [ZE, b1, 32}

> - 7 i A A
e Os vetores a1, ao, b1 e bo, podem, trés a tres, ser representa-

dos em um plano, logo qualquer conjunto com trés destes vetores
¢ LD;

e O angulo entre os planos o e 3 € nulo, ou seja,

(0475) =0°
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e A intersecdo entre os planos o e 5 € o prdprio plano o (ou [3),

ou seja,
anf=a=p)
e A distancia entre planos o e [ € nula, ou seja,
d(a,0) =0

3.4.2 Planos Paralelos

Observando os dois planos paralelos e distintos o e [3, na figura 3.6,
concluimos que:

Figura 3.6: Representacao de dois planos paralelos « e 3 com seus correspondentes

elementos.
g
by 2
52 —tlf— B
T
az &
A -1

. > — ~ .
o Os vetores normais 1, e 1 g sao paralelos, ou seja,

— _ _ —
Ng=TNgpg| 00U nax'nﬂzo

e O ponto A¢ 3 eoponto B¢ a;

-3 ~ . . —> —
o O vetor AB nao € perpendicular aos vetores 1, € 1 3;

—_— _ B —
e Os vetores AB, a1 e ay sdo LI, bem como os vetores AB, by
_)
e by sao LI;

e O volume do parcﬂep@edo igrmado pelos vetores 1@, a1 ey
ou pelos vetores AB, b1 e by € positivo, ou seja,

’[14—3),31,32”>0 e ’[ITB))FI)?Q:H>O
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> > 7 7 A A
e Os vetores a1, ao, b1 e bo, podem, trés a tres, ser representa-
dos em um plano, logo sao LD;

e O angulo entre os planos o e 3 € nulo, ou seja,
(a, 5) = 0°
e A intersecao entre os planos o e [ € vazia, ou seja,
anpg={}=10
e A distancia entre planos o e [ € positiva, ou seja,

d(a,5) >0

3.4.3 Planos Concorrentes
Observando os dois planos concorrentes (nao paralelos) o e 3, na
Figura 3.7, concluimos que:

Figura 3.7: Representacao de dois planos concorrentes o e 3 com seus correspon-

dentes elementos.
—

ﬁa‘ ng

A T«

. > — ~ ~
e Os vetores normais 1, e 13 nao sao paralelos, logo
— — — — =
Mo #TNg o0U nog X 1ng# 0

e A intersecao entre os planos o e [ € uma reta, ou seja,

anNp=r
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a ser determinada posteriormente na definicao de uma reta por
dois planos do proximo capitulo;

e O angulo entre os planos « e [ € positivo, ou seja,
(@, 5) >0

e A distancia entre planos o e [ € nula, ou seja,

d(a,8) =0

3.5 Angulos

Para determinar angulos entre planos, € necessdrio primeiro, saber
qual € a posicao relativa entre eles, pois dependendo do caso, o angulo
¢ nulo e nada para se calcular, mas quando nao for nulo, o angulo
serd calculando, usando o cdlculo do angulo entre os dois vetores
normais dos planos.

3.5.1 Angulo Nulo

O angulo entre os planos « e [ serd nulo, ou seja, (o, ) = 0°,
quando:

e Os planos o e [ forem paralelos, ou

e Os planos o e 3 forem coincidentes.

ng ﬁa ng
_, B as by
by
Tl B . b * B
as
a A a1 o
A

3.5.2 Angulo Néo Nulo

O angulo entre os planos « e [ serd nao nulo, ou seja, (o, 5) # 0°,
quando:

e Os planos o e 3 forem concorrentes.
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3.6.1

3.6.2

Q4 Planos

Neste caso, o angulo entre os planos o e [ € igual ao angulo
definido pelos vetores normais n, € 13, 0U S€ja:

Intersecoes

As intersecoes entre planos, depende da posicao relativa. Se a in-
tersecao for vazia, nada a de ser calculado e se nao for vazia deve-se,
basicamente, resolver sistemas, para encontrar a solucao.

Intersecao Vazia

A intersecdo entre os planos « e [ serd vazia, ou seja, « N[ ={ },
quando:

e Os planos o e 3 forem paralelos distintos.

n 8
b p
by B
7, ) .
ay
A %

Intersecao Nao Vazia

A intersecao entre os planos o e 3 serd nao vazia, ou seja, N3 #
{ }, quando:

e Os planos o e [ forem paralelos coincidentes.
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A 6104

Neste caso a intersecao serd o proprio plano « ou [3, ou seja:

aNf=a=p
e Os planos o e 3 forem concorrentes.

T, ng

Neste caso a intersecao serd uma reta r, ou seja:
anNpg=r

Essa reta r serd definida no proximo capitulo.

3.7 Distancias

As distancias entre dois planos e entre um ponto e um plano, também
depende da posicao relativa desses objetos pois, se a distancia for nula
nada a ser calculado e se for positiva, deve-se, basicamente, calcular
comprimentos (produto interno) e/ou volume (produto misto).

Observacao 3.3. A distancia entre dois pontos A e B, quaisquer €
calculado com a norma do vetor AB, ou seja,

4.5)= 73]
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3.7.1 Distancia Nula

A distancia entre um ponto () e o plano « serd nula, ou seja,
d(Q,a) =0, quando:

e O ponto () qualquer pertencer ao plano «, ou seja, Q) € «:

d(Q,a) =0

E a distancia entre os planos « e [ serd nula, ou seja, d («, ) = 0,
quando:

e Os planos o e 3 forem coincidentes ou concorrentes.

d(a,8) =0
ﬁoz ﬁﬁ ﬁa ﬁﬁ
62 51 13 g
dy
- B 4
b3 i / b
A a:1 o A (8

3.7.2 Distancia Positiva

A distancia entre um ponto B e o plano « serd positiva, ou seja,
d(B,a) > 0, quando:

e O ponto B qualquer nao pertencer ao plano o, ou seja, B & «:

d(B,a) >0
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A distancia entre um ponto B e um plano «, serd encontrada através
do cdlculo de um determinado volume.

e Lembre-se: o volume de um paralelepipedo € iqual a drea da base
vezes altura.

e Da figura acima, temos que volume do paralelepipedo é dado
pelo modulo do produto maisto

[31,32,@’} — |71 X Tol|-_ B
N\ ) E/_/

Vo?z?me Area da base

Altura

logo a distancia entre o ponto B e o plano o € dado por:

Altura = — Volume

Area da base
’ |:a)17 ZL)27 A_E] ‘

@1 X @

d(B,a) =

Observacao 3.4. Se considerarmos n, = @1 X @, teremos:

7o AD|
d(B,Oé):W

A outra possibilidade de distancia entre os planos o e [ ser positiva,
ou seja, d (v, 5) > 0 € quando os planos o e 3 forem paralelos.

Portanto a distancia entre o plano « e o plano [ € igual a distancia
do ponto A € a ao plano 3, ou iqual a distancia do ponto B € [ ao
plano «, ou seja:

d(a, ) =d(4,5) =d(B,a)
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Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via erercicios e exemplos,
todos os conhecimentos anteriores, como definir planos e determinar
a posicao relativa, a intersecao, o angulo e a distancia entre eles,
sempre considerando o sistema de coordenadas do R? definido.

Em todos os exemplos a sequir, vamos considerar os sequintes
pontos:

A=(1,2,3) B=(2,3,4) C=(3,-1,1)

e ponto genérico I’ = (1,1, ) € R3.

= Exemplo 3.4 Determinar o plano 7 que passa pelos pontos A, B e C.

Para determinar o plano w, ou seja, determinar as equacoes deste
plano, voceé terd que escolher um dos pontos e dois vetores LI e
—> —> . s’

paralelos ao plano, por exemplo o ponto A e os vetores u e v, isto é:

| Pontos: A,B eC
e Vetores: © = AB e v = AC

Como fazer isso?

e Fsboce um plano com 3 pontos e um ponto genérico

)

LAB 7
A
C*AC
o Represente e determine o0s 3 vetores 1 = ZB), v = 1—4_5 e AD

no plano :
©=2-1,3-2,4-3)=(1,1,1)
v=3-1,-1-2,1-3)=(2,-3,-2)
AP =(r—1,y—2,-—3)
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e Observe que o volume V' do paralelepipedo formado pelos 3 vetores
deve ser zero,

Porque o volume

é zero?
V= [T,U,ﬂ — 0
-1 y—2 -3
= 1 1 1 =0
2 —3 —2

e Logo a equacao normal do plano © € dada por:
molr4+4y —5-46=0
Vamos verificar que os 3 pontos pertencem ao plano :

A=(1,2,3)en ?

Sim, pois as coordenadas do ponto A satisfazem a equacao do
plano.

1(1)+4(2) — 5(3)+6=0
14+8—154+6=0v

B =(2,3,4)en ?
Sim, pois as coordenadas do ponto B satisfazem a equacao do

plano.

1(2) +4(3) — 5(4)+6 =0
2+412-20+6=0 v

C=@3,-11)en?

Sim, pois as coordenadas do ponto C satisfazem a equacao do
plano.

1(3) + 4(=1) — 5(1)+ 6 =0
3—4-54+6=0V
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e Para escrever as equacoes paramétricas do plano m partindo de
sua equacao normal, temos pelo menos duas possibilidades:

1% Determinar dois vetores diretores do plano 7, para tanto, deter-
minaremos outros dois pontos do plano 7, como por exemplo os
pontos

Cl = (3, 4, 5) € CQ = (2, —2, 0)
e encontrando os dois vetores diretores:
ACT = (2,2,2) e ACh = (1, -4, —3)

logo teremos uma equacao paramétrica do plano ™ dada por:

1 + 2 + 1n
T = 2 + 271 — 4n
3 + 27’1 — 37‘2

2% Considerar ) = k1 e ~ = ko, logo da equacao normal do plano
T, teremos que
=—6—4y+5

logo teremos uma equacgao paramétrica do plano © dada por:

= —6 — 4r; + Dko
ol = K1
= /{2

ou na forma completa:

= —6 — 4/{,1 + 5/%'2
VI, == 0 + 1/&?1 + 0/452

= Exemplo 3.5 Determinar a equacao normal do plano ¢ que contenha
o ponto a origem O = (0,0,0) e seja paralelo ao plano 7. .

Para determinar a equacao normal do plano ¢, vocé terd que deter-
. —> . .

manar um vetor normal do plano n,, ou dois vetores diretores do

plano.
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Como fazer isso?

e Fsboce os dois planos paralelos ¢ e 7;

'@1

é
e Represente o ponto A e o vetor normal 1, no plano 7™ e o0s
pontos O e I’ no plano ¢;

e Observe que, para definir o plano ¢, so falta determinar um
—>
vetor normal 10,

e Fscolha como vetor normal do plano ¢ o mesmo do plano 7, ou
. —> —
seja, My = 1y

Porque posso escolher
esse vetor?

Como m : 1o +4y — 5246 =0, temos que o vetor normal serd
n,=(1,4,-5).

e Temos, portanto, que o plano ¢ é definido pelo ponto O e um
vetor normal T, ou seja,

o { Ponto: O =(0,0,0)

Vetor normal: 7, = 1, = (1,4,-5)

—
e Como o vetor 1, € ortogonal a O, temos que o produto interno

—
9 .
n,+0F =0, ou seja:
e, or
——

——
(1,4,—5)- (0,0, ) = Lo+ 4y — 5- =0
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e Logo a equacao normal do plano ¢ serd dado por:

@ :lr4+4y — 52=0

= Exemplo 3.6 Determinar a distancia entre os dois planos paralelos m
€ Q. ]

Para determinar a distancia entre os planos 7 e ¢, vamos de fato
calcular um volume.

e FEsboce dois planos paralelos m e o ponto 0 no plano ¢

e Represente o ponto A e o vetor normal 17, no plano 7 e o ponto
0 no plano ¢;

e Represente o vetor A—O);

__) .
e Observe que, o vetor n . pode representar o produto vetorial de
9

dois vetores diretores w e v do plano w, ou seja, .= U X U,

—> 2

e O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores U, v e AO serd

o modulo do produto misto, ou seja:
v—|[@ 7,40]| = |7 x 7 - 4]

Logo:

D(=1) + (4)(=2) + (-9)(=3)|
1



3.9 Avaliando o que foi Construido 103

Lembre-se: volume de um
paralelepipedo é area da
base vezes altura.

e A drea da base (Apuse) do paralelepipedo é gerado pelos vetores
7 e U, ou seja, € dada por:

Abase = HU X 7“ = Hﬁﬂ—H = V42 u.a.

e A distancia entre os planos ¢ e wé igual a distancia entre o ponto
O e o plano 7 , que corresponde a altura (h) do paralelepipedo,
ou seja:

d(p,m)=d(0,7)
B Volume

Abase

d(p,7) = — u.c.

V42

3.9 Avaliando o que foi Construido

e Foram introduzidos, neste capitulo os planos e como olhar este
elemento de uma maneira geométrica.

e Definimos também as equacoes paramétricas dos planos, bem
como a equacao a equacao geral de um plano.

e Foi bastante enfatizado que determinar a posicao relativa entre os
planos €, de fato, muito importante, pois facilita a compreensao
dos problemas e principalmente a sua resolucao.

e Mostramos também como determinar angulos e distancias entre
planos deixando as intersecoes para o prorimo capitulo.
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4.1 Introducdo

Neste capitulo estudaremos e definiremos as retas, através de suas
equacoes vetoriais e algébricas, utilizando de vetores e de suas operacoes
e produtos.

Uma das possibilidades para a definicao de uma reta € a interse¢ao
de dois planos nao paralelos (pense na intersecao do plano do chao
com o plano de uma parede: é uma reta).

Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um esboco, de uma reta,
como serd exibido aqui, mas mesmo se nao tiver habilidades no dese-
nho, imagine sempre as retas, aqueles que estao ao seu redor, como
quinas das paredes, pois serd muito importante observar, ou pensar,
de como essas reatas podem estar dispostas no espaco tridimensional.

4.2 Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por exemplo, posicoes
relativas entre as retas, bem como calcularemos o angulo, distancias e
intersecoes entre estes elementos, utilizando as facilidades dadas pelas
propriedades encontradas nos vetores e suas operacoes elementares
e seus produtos, com suas respectivas caracteristicas geométricas e
algébricas.
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A Reta

Uma reta pode ser definida de trés modos distintos, bastando observar
os dados que se dispoe para defini-la, mas esses modos, observando
com atencao, se reduzem a um S0, ou Seja:

(1) Por 2 pontos ou
(2) Por um ponto e um vetor nao nulo ou
(8) Por dois planos.

Para tanto, vamos encontrar uma relagdo que um ponto P = (1,1, 2) €
R3 qualquer do espaco tridimensional, tenha que satisfazer para que
pertenca a uma reta defintdo por um dos modos acima.

Figura 4.1: Representacao de uma reta r.

r -

Sempre em mente que utilizaremos as ferramentas e as ideias dadas
pelos vetores (e sistemas) e planos estudados nos capitulos anteriores.
Usaremos letras latinas minusculas para representar as retas, como
por exemplo:

a,b,...,r,s,...

Vamos representar a reta graficamente por um “pedaco”, por um
segmento, pois seria impossivel representd-la em um espaco limitado,
pois a reta € infinita (Figura 4.1).
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Dois Pontos

Considere dois pontos distintos A e B quaisquer do espaco tridimen-
sional R3, como na Figura 4.2.

Figura 4.2: Representacao de uma reta r definida por dois pontos A e B.

r
ﬁ
r

Observe que a condi¢ao para que umﬂntOﬂalquer = (r,1,2) € R3

pertencer a reta r € que os vetores AB e AP sejam paralelos, ou seja,
sao linearmente dependentes, logo sao mailtiplos e portanto existe um
numero r que resulta a sequinte equacao vetorial:

AP = kAB (4.1)

Definicao 4.1 — Vetor Diretor.
Qualquer vetor nao nulo, que dé a direcao de uma reta r, é chamado
de vetor diretor da reta r.

Em um sistema de coordenadas do espaco tridimensional R3,
considerando a reta v definido por dois pontos nao distintos dados
por:

A= (A;,A,A,)
B = (B,, By, B.)

um ponto genérico I’ = (r,u,2) da reta r. Definindo os vetores
- —

e
7 = AB e AP teremos:

7= AB = (72y 7y, 72)

AP = (1= Ay, y— Ay, - — A.)
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Portanto, da equagdo vetorial (4.1), teremos:

( - A:E7 - Aya - Az) =K (TI,Ty,TZ)

(. J/ (. J
-~ -~
—

A P=AB

ou seja, escrevendo cada coordenada da equacao vetorial acima sepa-
radamente, teremos:

— Ay, = 1k
— A, = 1k
logo isolando as wvaridaveis v, 1 e =, temos o sequinte sistema de

equacoes, chamado de sistemas de equacoes paramétricas da
reta r ou simplesmente de equacoes paramétricas da reta:

= A, + 7.k
T = A, + rys (4.2)
A, + 1k

Se nenhuma das coordenadas do vetor diretor 7 = AB for nula,
podemos isolar o parametro r de cada uma das equagoes (4.2) acima,
obtendo

Definicdo 4.2 — Equacdes Simétricas.
O sistema de equagoes

T = = (4.3)

Ty Ty T,

é chamado sistema de equagoes na forma simétrica da reta
r, ou simplesmente equacoes simétricas da reta r.
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Exercicio 4.1 Determinar as equacgoes paramétricas e simétricas da
reta 1 que contém os pontos A = (3,0,1) e B = (2,1, 2), e verificar
se o ponto F = (1,2,3) e a origem do sistema pertencem a reta r.

Solucao:
Seja P = (r,y,2) wm ponto qualquer da reta v e definimos os
vetores:

PT=AB=(2-3,1-0,2—1)=(-1,1,1)
ﬁ:(.1'—3,_/,/—0,:—1):(.1'—3,,{,/,,:—1)

e Da equagao vetorial (4.1) temos:

(x—3,y,2—1)=r(-1,1,1)

N 7

N~
— —>
AP

que resulta nas equacoes paramétricas da reta r:

x = 3 — 1/{
r y = 0 + 1k
z =1 +

1k

Isolando o parametro r das equacgoes acima, obtemos as equacoes
simétricas da reta r:

=3 y—=0 z—1)
—1 1 1

ou simplificando

\/7“ B — == — 1\

e Para verificar que o ponto E = (1,2,3) e a origem O = (0,0,0),
pertencem a reta r, basta substituir as trés coordenadas dos pontos
nas equacoes simétricas da reta, se as iqualdades forem satisfeitas,
o ponto pertence a reta, caso contrdario, nao pertence, logo:
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e Para a origem do sistema de coordenadas, o ponto O = (0,0, 0)
temos:

0)=3-(0)—-0-(0)-1

—1 1 1
:3 = =—

como 3 # 0 # —1, entao a origem O & r .

e Para o ponto E = (1,2,3) temos:

(1)=32(2)-02(3)—1
-1 1 1
:2 = fr—

como 2 =2 =2, entao ponto E € r .

4.3.2 Um Ponto e Um Vetor

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimensional e um vetor
7, ndao nulo, como na figura 4.5.

Figura 4.3: Representacao de uma reta r definida por um ponto A e um vetor 7.

r
—_
T

Observe que a condig¢do para que um ponto qualquer I = (x,y,2) € R?

pertencer a reta r € a mesma utilizada anteriormente para uma reta
definidas por dois pontos, pois so foram utilizados, de fato, o ponto
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A e o vetor diretor ¥ = A—B)

Dois Planos

Considere dois planos concorrentes a e [3 quaisquer, ou Seja, nao
paralelos e nao coincidentes, como na figura 4.4.

Figura 4.4: Representacao de uma reta r definida por dois planos « e [3.
7 n
Mok 3
N\

B

Para determinar a reta r intersecao destes dois planos o e [3, vamos
considerd-los definidos pelas suas equacoes normais:

a:rar+by+c:+d=0
Bipr+qyt+rz+s=0

logo a reta r € definida como a solugcao do sistema:

L Jartby e +d=0
Cprtqutro+s=0

Lembre-se que para definir uma reta, sao necessarios 2 pontos ou
1 ponto e um vetor diretor.
e Dois Pontos:

Neste caso podemos determinar duas solucoes para o sistema
acima, nao necessariamente tendo que resolver o sistema.

Sera que esta reta tem al-
gum ponto com a primeira
coordenada sendo 07
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e Fuzendo » =0, o sistema acima, fica apenas com duas varidveis,
que € bem mais fdcil de resolver, ou seja,

by+c:+d=0
qu+rz+s=20

Se tiwver solucao, achamos o primeiro ponto, caso contrdrio,
faca 1y = 0 ou = = 0 ou qualquer outro valor para uma das
coordenadas.

e Para achar um sequndo ponto, siga a mesma procedimento de
achar o primeiro ponto.

e Um ponto e um vetor diretor:

Neste caso determinar um ponto como anteriormente. Observe
que um vetor diretor 7 da reta r € perpendicular aos vetores normais
dos planos a e (3, ou seja,

7 1R, e 7 L7

. . _)
logo podemos determinar um vetor diretor ¥ como sendo o produto
vetorial:
—> —> —
T ="nyaX Nga
Exercicio 4.2 Determinar as equacgoes paramétricas e simétricas da
reta r dada pela intersecao dos planos

a:lr+1ly+12+1=0
B:2x4+3y+2=0

Solucao:
1?2 Vamos primeiro determinar esta reta v, como solucao do
sistema (S) abaizo:

v + ly + 1z = -1
(S){z + 3y + 1z = 0

Para resolver este sistema (S) vamos usar o método do esca-
lonamento, com as operacoes linhas-equivalentes na matriz
ampliada do sistema (S).

As operacoes chamadas linhas-equivalentes sao operacoes
basicas realizadas nas linhas da matriz:
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(1) Trocar a linha L; pela linha L;:

2) Multiplicar uma linha L; por um escalar nao nulo :
(

(3) Somar uma linha L; com o mailtiplo da linha L;:

Sequindo esses passos podemos escalonar qualquer sistema e
determinar as solucoes do sistema.

Aplicando o escalonamento na matriz ampliada do sistema
(), teremos:

111 —1
(5) ~ 231 0w owmon
N_l 1 1 —=1]un-0n-1
01 -1 2]
N (10 2 —3]
01 -1 2]

Resultando no sistema equivalente ao sistema (S) de resolu¢do
mais simplificada:

T + 22 = =3
y — z = 2

escolhendo - = k| e substituindo no sistema equivalente, ob-

temos as equacoes paramétricas da reta

x = —3 — 2k
T y = 2 + 1k
2 = 0 + 1s
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e destas, obtemos as equacoes simétricas da reta r:

r+3 y—2 =z
-2 1 1

T

29 Se nao gostar de escalonamento, podemos entao determi-
nar dois pontos da reta r, atribuindo valores para uma das
vartavers, por exemplo:

-

* Para a varidvel

y =0, reduzimos o sistema (S) para o sis-

r 4+ 2 = —1
2 + z = 0

tendo como solugao + =1 e - = —2, ou Seja, wm primeiro

N

tema:

N

ponto da reta r serd dada por ‘/A = (1,0,-2)

J
J

* Para a varidvel - = (|, reduzindo o sistema (S) para o sis-
tema:
r + y = —1
2¢ + 3y = 0
tendo como solucao \1 = —3\\ € \ Yy = 2\\, ou seja, um sequndo

ponto da reta r serd ‘/B = (-3, 2,0)\‘.

Logo um vetor diretor da reta r € o vetor
7 = AB = (—4,2,2)

e portanto, as equacgoes paramétricas da reta sao:

r = 1 - 45\

ro y = 0 + 2k
z = —2 + 2K

N J

e destas equacoes, obtemos as equacoes simétricas

r—1 'y 2+ 2

r o

—4 2 2
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3% Pode-se também determinar um ponto e um vetor diretor da
reta.

* Para encontrar um ponto, fazemos como anteriormente, logo
vamos utilizar o ponto A = (1,0,—-2) .

* Para determinar um vetor diretor da reta r, basta calcular o
produto vetorial entre os vetores normais dos planos o e [3,
ou seja:

—
,r.

a X N /3
7?
1 1
3 1

7
1
2

= 1 — 2k
r = 0 + 1k
= =2 + 1k

Observacao 4.1. Apesar das equagoes paramétricas e simétricas
da reta r, encontradas no exercicio acima, serem diferentes, elas
representam a mesma reta r, o que as diferencia € a escolha de um
ponto inicial e de um “novo” vetor diretor, multiplo do vetor diretor
obtido anteriormente.

4.4 Posicao Relativa entre Retas

Para o estudo de posicoes relativas, € importante “enxzergar” as retas
e os planos, juntamente com os elementos que o definem, ou seja,
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FACA wvdrios esbocos, por exemplo, duas retas paralelas, uma reta
perpendicular a um plano, etc.

Para resolver problemas, como angulos, distancias e intersecoes,
envolvendo retas, nao como eles estao definidos pelas suas equacoes,
mas genericamente, é necessario saber como eles estao dispostos no
espacgo, ou seja, em que posicao um estd em relacao ao outro.

Existem quatro possibilidades para a posicao relativa entre duas
retas, ou seja, as retas podem ser:

(1) Coincidentes;
(2) Paralelas;
(3) Concorrentes ou
(4) Reversas.
Vamos considerar, para efeito de estudos das posicoes relativas:

o A retar definida pelo ponto R = (R, Ry, R.) e pelo vetor diretor
T = (ry, 1y, 172 €

o A reta s definida pelo ponto S = (S,,S,,5.) e pelo vetor diretor
S = (S84, Sy, S2).

4.4.1 Retas Coincidentes

Figura 4.5: Representacao de duas retas coincidentes 7 e s.

Observando as duas retas r e s paralelas coincidentes na figura 4.5,
concluimos que:
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e Representam a mesma reta;

. — -  ~ .
e Os vetores diretores 1 e s sao paralelos, ou seja,

— —
r =KS

e Oponto Ser eoponto Re s

4 . — —
e O vetor RS € paralelo aos vetores diretores © e s ;

e A intersecao entre as retas r e s € a propria reta, ou seja,

rNs=r(=s)

e O angulo entre as retas r e s € nulo, ou seja,

(r,s)=0°

e A distancia entre as retas r e s € nula, ou seja,

d(r,s)=0

4.4.2 Retas Paralelas

Figura 4.6: Representacao de duas retas paralelas r e s.

S

—

S

S T

R

Observando as duas retas v e s paralelas distintas na figura 4.6,
concluimos que:
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. — -  ~ .
e Os vetores diretores 1 e s sao paralelos, ou seja,

— —
r=KS

e Oponto S ¢r eoponto Re s ;
e O vetor RS nédo é paralelo aos vetores diretores 7 e s ;

o A drea do paralelogramo formado pelos vetores 7 e RS € positiva,
ou seja,
H? X RS H > 0

e A intersecao entre as retas r e s € vazia, ou seja,
rns={}=10
e O angulo entre as retas r e s € nulo, ou seja,
(r,s) =0°
e A distancia entre as retas r e s € positiva, ou seja,

d(r,s) >0

4.4.3 Retas Concorrentes

Figura 4.7: Representacao de duas retas concorrentes r e s.

S T

Observando as duas retasr e s concorrentes na figura 4.7, concluimos
que:
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. — — ~ ~ .
e Os vetores diretores 1 e s nao sao paralelos, ou seja,
T #KS
- — -3
e Os vetores 1, s e SR podem ser representados em um plano,

logo sao LD;

/

o O volume do paralelepipedo formado pelos vetores 7, s e SR ¢
nulo, ou seja,
7,75 =0
e A intersecao entre as retas r e s € um ponto, ou seja,

rns=1

e O angulo entre as retas r e s é agudo, reto ou obtuso, ou seja,
estd entre
0° < (r,s) < 180°

e A distancia entre as retas r e s € nula, ou seja,

d(r,s)=0

A4.4.4 Retas Reversas

Figura 4.8: Representacao de duas retas reversas r e s.

Observando as duas retas r e s reversas na figura 4.8, ou seja, as
retas estao em planos paralelos distintos, concluimos que:
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. — — ~ ~ .
e Os vetores diretores 1 e s nao sao paralelos, ou seja,

?7&/{3’

- — 5 ~
e Os vetores 1, s e RS nao podem ser representados em um
plano, logo sao LI;

s

e O volume do paralelepipedo formado pelos vetores 7, 5 e RS ¢
positivo, ou seja,

> 5> 12
Hr, S,RSH > ()
e A intersecao entre as retas r e s € vazia, ou seja,

rns={}=10

e O angulo entre as retas r e s € agudo, reto ou obtuso, ou seja,
estd entre
0% < (r,s) < 180°

e A distancia entre as retas r e s € positiva, ou seja,

d(r,s) >0

4.5 Posicao Relativa entre Retas e Planos

FExistem trées possibilidades para a posicao relativa entre uma reta e
um plano, ou seja, eles podem ser:

reta contida no plano;

(1) A reta contida no plano,

(2) A reta paralela ao plano ou
(3) A reta concorrente ao plano.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posicoes relativas:

o A reta r definida pelo ponto R e pelo vetor diretor 7 e

e O plano o definido pelo ponto A e pelo vetor normal 7, ou pelo
ponto A e dois vetores diretores @1 e .
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4.5.1 Reta Contida no Plano

Figura 4.9: Representacao de uma reta r contida no plano «.

e

Observando a reta r paralela e contida no plano o na figura 4.9,
concluimos que:

e O ponto R pertence ao plano o, ou seja, R € o ;

—> —> ~ . .
e Os vetores 1 e 1, sao perpendiculares, ou seja,

- —
ren,=20

g s, - —>
e O vetor RA € perpendicular ao vetor 1 ,;

- — —
e Os vetores 1, a1 e ay podem ser representados em um plano,
logo sao LD;

— —

e O volume do paralelepipedo formado pelos vetores 7, @1 e do €
nulo, ou seja,
—-> = =7
[T7 at, a?] =0

e A intersecao entre a reta v e o plano o € a propria reta r, ou
seja,
rioa=r

e O angulo entre a reta r e o plano o € nulo, ou seja,
(c,r) =0°
e A distancia entre a reta r e o plano « € nula, ou seja,

d(a,7)=0
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4.5.2 Reta Paralela ao Plano

Figura 4.10: Representagao de uma reta r paralela ao plano a.

R 7

Observando a reta v paralela ao plano o na figura 4.10, concluimos
que:

e O ponto R mao pertence ao plano o, ou seja, R & o ;
— — ~ . .
e Os vetores 1 e 1, sao perpendiculares, ou seja,

—
ren,=20

—
o O vetor AR mao é perpendicular ao vetor 1,;

— > —>
e Os vetores 1, a1 e ao, podem ser representados em um plano,
logo sao LD;

e O volume do paralelepipedo formado pelos vetores fﬁ, a1 e do
¢ positivo, ou seja,

s > o
AR, a 1, as|| >0
Y Y
e A intersecao entre a reta r e o plano o € vazia, ou Seja,

rNa=9{}=10

e O angulo entre a reta r e o plano o € nulo, ou seja,

(cr,r) =0°
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e A distancia entre a reta r e o plano o € positiva, ou seja,

d(a,r) >0

4.5.3 Reta Concorrente ao Plano

Figura 4.11: Representagao de uma reta r concorrente ao plano a.

Observando a reta r concorrente ao plano o, ou seja, que o intercepta
em apenas um ponto, na figura 4.11, concluimos que:

— —> ~ ~ .
e Os vetores 1 e 1, nao sao perpendiculares, logo

T ena#0

— — ~
e Os vetores 7, a1 e a9, nao podem ser representados em um
plano, logo sao LI;

— —

o O volume do paralelepipedo formado pelos vetores T, @1 e o €
positivo, ou seja,
H?, 6’1, 5)2” >0

e A intersecao entre a reta r e o plano o € um ponto, ou seja,
ra=1

e O angulo entre a reta r e o plano o € agudo, reto ou obtuso, ou
seja, estd entre

02 < (o, 1) < 180°
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e A distancia entre a reta r e o plano « € nula, ou seja,

d(a,7)=0

4.6 Angulos

Para determinar angulos entre as retas e entre as retas e 0s planos,
€ necessario primeiro, saber qual € a posicao relativa entre eles, pois
dependendo do caso, o angulo € nulo e nada para se fazer, mas quando
nao for nulo, o angulo serd calculando, usando o cdlculo do angulo
entre dois vetores.

4.6.1 Angulo Nulo

O angulo entre as retas r e s ou entre a reta r e o plano «, serao
nulos, ou seja, (r,s) = 0° ou (r, o) = 0°, quando:

e As retas r e s forem paralelas ou coincidentes

. S
S S r
S r

0|

=l
el

R R
e A reta v for paralela, ou estiver contida no plano c.

ﬁu R ,’?‘
A i

-

4.6.2 Angulo Nao Nulo

O angulo entre as retas r e s ou entre a reta r e o plano «, serao
nao nulos, ou seja, (r,s) # 0° ou (r,a) # 0°, quando:
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o As retasr e s forem concorrentes ou reversas.

Neste caso, diremos que o angulo entre as retas r e s, denotado
1 7) o — —
por (r,s), serd o menor angulo entres os angulos (7,5) e

(—7,7).

e A reta v for concorrente ao plano «

Neste caso, o angulo entre a reta r e o plano «, denotado por
(cv,7), € dgual ao dngulo complementar do menor dngulo 0 entre

(it 7

na, T)e(=T1aT), ou seja,

(a,7) =90° — ¢

4.7 Intersecoes

As intersecoes entre as retas, entre as retas e os planos, dependem
da posicao relativa. Se a intersecao for vazia, nada a fazer, se nao
for vazia, deve-se, basicamente, resolver sistemas, para encontrar a
solucao.

4.7.1 Intersecdo Vazia

A intersecao entre as retas r e s ou entre a reta r e o plano «, serdao
vazias, ou seja, rNs=9 } ournNa={}, quando:



126 Retas

e As retas r e s forem paralelas distintas ou reversas:

B S
S
S r
=
R
rns={}=10
e A reta r for paralela ao plano o.
R
7
ﬁ(l’
i y
A i,
rNa={}=10

4.7.2 Intersecao Nao Vazia
A intersecao entre as retas r e s ou entre a reta r e o plano «, serao
nao vazias, ou seja, rNs#{ } ourna#{}, quando:

e As retas v e s forem coincidentes, e neste caso, a intersecao
serd a propria reta v (ou s), ou seja, rNs=r(=s).

e As retas r e s forem concorrentes:
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Neste caso, a intersecao serd um ponto I, ou seja,

rns=1
Considere as retas r e s definida pelas sequintes equacoes pa-
ramétricas
= R, + 1k = Sy + 5,7
ro: =R,+ryx e s: =Sy + 5,7
=R, +r.k =S5, 4+ 5.7

O ponto I de intersecao das retas € um ponto que deve satisfazer
as duas equacoes paramétricas, ou seja,

I =(Ry+ryk, Ry +ryr, R, +7r.r) €T
I = (S, + ;7,8 +8,7,5,+5.7) €5

Portanto, basta resolver o sequinte sistema, nas incognitas r e

T
R, +r,x =5, + 8,7

I:§ Ry+rys=295,+s,T
R, +r,n=25,4+s.7
Uma vez determinado o valor do parametro x ou de 7, basta subs-

tituir na equacao da reta correspondente ao parametro, obtendo
o ponto de intersecao 1.

e A reta r estiver contida no plano o:

—
n(},
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Neste caso a intersecao serd a propria reta r, ou seja,

roa=r

e A reta r for concorrente ao plano «:

Neste caso a intersecao serd um ponto I, ou seja,
ra=1

Considere a reta r definida pelas equacoes paramétricas

=R, +ryx
T = Ry, +ryx
=R, +r.k

e o plano « definida pela equacao geral
a:ar+by+cz+d=0

O ponto I de intersecao da reta v com o plano o, € um ponto que
deve satisfazer as equacoes paramétricas da reta r e a equacao
geral do plano «, ou seja, basta resolver a sequinte equacao, do
PrimeIro grau, na incognita k:

a(Ry+ryr) +0(Ry+ryr)+
+c(R,+r.k)+d=0

Uma vez determinado a solucao, ou seja, o valor para r, basta
substituir esse valor na equacao da reta r, obtendo o ponto de
intersecao .
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Distancias

As distancias entre as retas, entre as retas e os planos, também
dependem da posicao relativa pois, se a distancia for nula, nada a
fazer, se nao for nula, deve-se, basicamente, calcular comprimentos
(produto interno), dreas (produto vetorial) e volume (produto misto).

Distancia Nula

A distancia entre um ponto () e a reta r, entre as retasr e s ou entre
a reta r e o plano «, serdo nulas, ou seja, d (Q,r) =0, d(r,s) =0
ou d(r,a) =0, quando:

e O ponto () qualquer pertencer a reta r, ou seja,

d(Q,r)=0

e As retas r e s forem coincidentes ou concorrentes:

d(r,s)=0

e A reta r estiver contida ou for concorrente ao no plano «:
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4.8.2 Distancia Nao Nula

A distancia entre um ponto (Q e a reta r, entre as retas r e s ou
entre a reta r e o plano «, serdo nao nulas, ou seja, d (Q,r) # 0,
d(r,s) # 0 ou d(r,a) # 0. Para tanto, vamos considerar antes de
definir as demais distancias nao nulas, a distancia entre um ponto
Q) e uma reta r, pois 0s outros casos restantes recaem neste caso.

Distancia entre um ponto e uma reta

Figura 4.12: Representagao de uma reta r e um ponto /” & r.

A distancia entre um ponto P e wma reta r serd encontrada através
do cdlculo de uma determinada drea.

e Lembre-se: a drea de um paralelogramo € igual a base vezes
altura.

e Da figura 4.12_,)temos que a drea do paralelogramo formado pelos
vetores ¥ e RI° € dada pela norma do produto vetorial:

—
7 X R H:H? . h
_~—
5/—/ base  altura
Area

logo a distancia do ponto I” a uma reta r, € dada por:

7 X R

‘ ‘

Area

d(P,r)=h=

base |7
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Outros casos de distancias ndo nulas
e As retas v e s sao paralelas e distintas:

S

S

=l

R

Neste caso a distancia entre as retas r e s € igual a distancia
do ponto S € s a reta r, que € iqual a distancia do ponto R € r
a reta s, ou seja:

d(r,s) =d(S,r) =d(R,s)

o As retas r e s sao reversas:

Neste caso a distancia entre as retas r e s € igual a distancia
do ponto S € s ao plano « (definido pelo ponto R € r e pelos
vetores 7 e S ), que € igual a distdncia do ponto R € r ao plano
B (definido pelo ponto S € s e pelos vetores T e 5 ), ou seja:

d(r,s) =d(S,a) =d(R, )

e A reta v paralela ao plano o:

«
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Neste caso a distancia entre a reta v e o plano o € igual a
distancia do ponto R € r ao plano o, ou seja:

d(r,a) = d(R, «)

Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via exercicios e exemplos,
todos os conhecimentos anteriores, como definir retas, determinar
a posicao relativa, a intersecao, o angulo e a distancia entre eles,
sempre considerando o sistema de coordenadas do R? definido.

Em todos os exemplos a sequir consideraremos:

e Os pontos:

A=(3,0,1) B=(2,1,2) C=(0,-1,3)

e O ponto genérico: P = (1,1, )

e A reta r definida por:

e O plano o definido por:

a:2r+1y+32=-6=0

= Exemplo 4.1 Determinar a reta s, que passa por C' e é paralela a reta
r. [ ]

Para determinar a reta s, ou seja, determinar as equacoes desta
reta, vocé terd que achar um vetor diretor da mesma.

Como fazer isso?
e Esboce duas retas paralelas r e s quaisquer;

ﬁ
e Represente o ponto R e o vetor v na reta r e os pontos C' e
na reta s;
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e Observe que, para definir a reta s, so falta determinar o vetor
diretor;

e [scolha como vetor diretor para reta s o mesmo da reta v, ou
. —> —>
seja, s = 1 ;

Porque posso escolher
esse vetor?

e Temos que a reta s serd definida pelo ponto C' = (0,—1,3) e
pelo vetor diretor s =7 = (—1,1,1);

o Como CP e 7 sio paralelos (LD), temos a equagdo vetorial

—

CP=kr7T

e Escrevendo as equacoes paramétricas da reta s, temos

= 0 - 1k
S : = —1 4+ 1k
= 3 4+ 1k

e Fscrevendo as equagoes simétricas (isolando x em cada uma das
equagoes paramétricas) obtemos:

ou simplificado:

= Exemplo 4.2 Determinar o plano [ que passa C' e é perpendicular a
reta r. n

Para determinar o plano 3, ou seja, determinar as equacoes deste
plano, vocé terd que achar um ponto e um vetor normal para o plano

s.
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Como fazer isso?

e Esboce um plano e uma reta perpendicular quaisquer;

e Represente o ponto R e o vetor 7 na reta v e 0s pontos C e
no plano [3;

e Observe que, para definir o plano 3, so falta determinar um vetor
normal, logo escolha como vetor normal do plano 3 o mesmo
da reta r, ou seja,

ny=7=(-1,1,1)

Porque posso escolher
esse vetor?

e Temos, portanto que, o plano 3 é definido por C = (0,—1,3) e
ng=7=(-1,1,1);
e Como T L 7 o produto interno 6’_+ -7 =0
e Logo a equacdao normal do plano 3 € dado por:
g:—1le+1ly4+12:—-2=0
e Para escrever as equacoes paramétricas do plano [ partindo de
sua equacao normal, temos pelo menos duas possibilidades:

1% Determinar dois vetores diretores do plano, para tanto, determi-
naremos outros dois pontos do plano 3, como por exemplo os
pontos

C1=1(0,0,2) e Cy =(-2,0,0)
e encontrando os dois vetores diretores:
cCcy =(0,1,-1) e CCy=(-2,1,-3)

logo teremos uma equagao paramétrica do plano [3 dada por:

0 + 0/{,1 — 2;‘{2
,B ; = -1 + 1/461 + 1/{2
== 3 - 1/{,1 — 3/9_)
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2% Considerar ) = 71 e = = T, logo da equacao normal do plano [3,
temos que:
=—-2+1y+1

logo teremos uma equacao paramétrica do plano [ dada por:

= -9 + ]_7_1 -+ ]_7_2
!

@
Il

ou na forma completa:

= —2 —I— 17'1 —I— 17'2
ﬁ J = 0 + 17’1 + 07’2
= 0 4+ 0y + 1In

= Exemplo 4.3 Determinar a posicao relativa, o angulo, a distancia e a
intersecao ente o plano [ e a reta s. .

Para determinar o angulo, a distancia e a intersecao, verifique,
antes de qualquer coisa, a posicao relativa entre o plano [ e a reta s,
pois dependendo do caso, nao serd necessdrio fazer contas.

Como fazer isso?

e Pense nas trés possibilidades que existem, com relacao a posicao
relativa entre uma reta e um plano.

Pense na sua mesa como um
plano (infinito) e o seu lapis
como uma reta (infinita)!

(1) Coloque o lapis sobre a mesa (primeira possibilidade);

(2) Afaste da mesa paralelamente o lapis (sequnda possibili-
dade);

(3) Encoste apenas a ponta do ldpis na mesa (terceira possibili-

dade).

e Esboce um plano e uma reta quaisquer;

e Represente o ponto r e o vetor ¥ na reta r o ponto C e vetor
5 no plano [3;
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. —> — ~ . .
e Verifique se os wvetores 1 e 15 sao perpendiculares, ou seja,
. —
calcule o produto interno r - n gz,

e Como o resultado 777 5 = 3, 0s vetores nado sao perpendiculares,
portanto a reta so pode ser concorrente ao plano;

e Como sao concorrentes a distancia entre a reta r e o plano [
serd:

d(r,0)=0

e Observe que 115 =T7 = (—1,1,1), logo o dngulo entre a reta r e
o plano [ serd:
(r,3) =90°

portanto sao perpendiculares;

e Finalmente para determinar a intersecao, que jd sabemos que €
um ponto [, basta pegar um ponto qualquer da reta s definida

por:
= 0 — 1k

S : = —1 4+ 1x

= 3 + 1k

logo o ponto de intersecao [ € s serd:
I'=(0—-1r,—141r,3+ 1k) = (—r, =1 + 1,3+ k)

portanto basta substituir as coordenadas do ponto I na equacao
geral do plano (3, ou seja:

~ = — —
—1(=r)+1(-1+r)+1(B3+r)—2=0

Resolvendo a equacao em relacao a varidvel r, teremos como
solucao r =0, logo a ponto intersecao serd:

snB=1=(0-1,3)

4.10 Avdliando o que foi construido

e Foram introduzidos, nesta unidade, as retas e os planos e como
olhar estes elementos de uma maneira geométrica.
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e Definimos também as equacoes paramétricas e simétricas das
retas.

e Foi bastante enfatizado que determinar a posicao relativa entre
as retas e entre as retas e os planos €, de fato, muito importante,
pois facilita a compreensao dos problemas e principalmente a
sua resolucao.

e Mostramos também como determinar angulos, intersecoes e
distancias entre as retas e entre retas e planos.
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5.1 Introducdo

Nesta unidade estudaremos e definiremos as conicas, como por exem-
plo, circunferéncias, elipses, hipérboles e pardbolas, a partir das suas
equacoes gerais dadas por equacgoes do sequndo grau em duas varidveis,
usando ferramentas algébricas, como matrizes, determinantes, po-
linomios caracteristicos, autovalores e autovetores, introduzidos nesta
unidade.

5.1.1 Problematizando a Tematica

Na classificagao da conica, trataremos de modo algébrico a equagao
geral, para obter a conica na forma reduzida, stmplificando, desta
maneira, a equacao para a obtencao dos seus elementos bdsicos.

Para a visualizacao das conicas utilizaremos o programa Geogebra
(geogebra. org ) para exibir as comicas, bem como resolver exercicios
e interagir com as curvas, nele definidas, de maneira simples e
agradavel.

5.1.2 Conhecendo a Tematica

O tratamento mais bdsico, ou seja, considerando as conicas com o
eizo focal paralelo ao eixo © ou ao eixo 1, para definir as equacoes e
determinar todos os elementos definidos nas conicas.

Para a classificacao das conicas, usaremos os conceitos basicos de
como encontrar os autovalores e autovetores, associados a uma deter-
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minada matriz. A definicao e aplicagcoes serao objetos da disciplina
Introducao a Algebra Linear, mas aqui introduzidas parcialmente,
apenas para usd-las em nossos estudos.

Conicas

As conicas ou seccoes conicas sao curvas obtidas pela interseccao de
um plano com um cone duplo. Dependendo da inclinacao desse plano
em relacao ao eixo central do cone, a curva intersecao serd: uma cir-

cunferéencia, uma elipse, uma hipérbole, uma pardbola, uma reta, um
ponto ou duas retas, visualizados nas figuras abaixo, respectivamente.

Yy ¥

Vamos considerar neste texto, para o estudo inicial das conicas o
plano cartesiano, ou seja, o espaco de duas dimensoes R?.
Definicdo 5.1 — Conica.
O lugar geométrico dos pontos I’ = (1, 1) € R? que satisfazem a
equagao do segundo grau em duas variaveis:

As? 4+ Bay+Cy2 + Do+ Ey+F =0 (5.1)
¢ denominado de conica.
Observagao 5.1. Da equagdo conica (5.1) , temos que:

* Pelos menos um dos coeficientes A, B ou C' deve ser nao nulo
(# 0), caso contrdrio a equacdo seria a de uma reta em R?;

*x Os termos:

o A2 e (2 sao denominados de termos quadrdticos;
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o BB ¢ denominado de termo quadrdtico misto;
e Dy e Euy sao os termos lineares;

e [ ¢ o termo independente;

* A conica € o lugar geométrico do plano que satisfazem a equacao
(5.1), ou seja, é o conjunto de pontos:

{(x,y) eR*/Ar*+Bry+Cy*+Dr+Ey+F =0}

x Podemos escrever a equagdo (5.1) na forma matricial (verifique):

RGE

= Exemplo 5.1 Algumas conicas com suas equacoes nas formas redu-

zidas, completas e matriciais, respectivamente. Teste todas essas
conicas no programa Geogebra.

a) Circunferéncia: C: 2+ 2 =1

C:1:24+0ry+124+00r+0y —1=0

et afy o uf] -

LY — 224+ 3,2=6
E:—+—=—=1 =
3+2

b) Elipse:

E:22400y+324+0r+0y —6=0

et e ]

c¢) Hipérbole:

Y 2:2-3,2=6
H:— L =] = 20" =3y =
3 2
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L’H 0202 402y — 32 +02+0y —6=0 ‘

we oo O[] ] ] e=o

d) Parabola:

‘ P:a?—y= OW

‘ P12 40ry+02+0r —1y+0=0 ‘

Pl by [ Je0 ] om0

Yy Yy

e) Um ponto (circunferéncia ou elipse degenerada):

‘ & 242 =0 ‘

Lgp 1224+ 00y + 12+ 00+ 0y +0 = OJ

I P R G R

f) Vazio (circunferéncia ou elipse degenerada):

‘51) x4yt = —1 ‘

‘ E 1224+ 00y+ 12 +02+0y +1=0 ‘

aor by ] 0] +1=0

g) Uma reta (pardbola degenerada):

P (v +y)? = 0} = 2+ 20y 417 =0

(PT 10?24+ 20y + 12+ 004+ 0y +0=0 ‘

oot L[]0 o] o0
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h) Duas retas paralelas (parabola degenerada):

= P+2y+ P +r+y=0
P 122+ 20y + 12+ 1o+ 1y+0=0

ot o af]

i) Duas retas concorrentes (hipérbole degenerada):

Her (1) (2 =) =0 &= 2" =y =0

Hyr 2 122+ 02y — 10240240y 4+0=0
Hyp o | ]-E _01]-[ ]+[0 0}-H+0=0

Apresentaremos nas proximas secoes as quatro principais conicas €
as mais conhecidas, ou seja:

5.2.1 Circunferéncia C (Pdgina 143)
5.2.2 Elipse £ (Pdgina 148)
5.2.3 Hipérbole H (Pdgina 153)
5.2.4 Pardbola P (Pdgina 159)

Serao apresentadas as equacoes nas formas vetorial, reduzida, pa-
ramétrica e matricial, bem como os principais elementos e carac-
teristicas dessas 4 conicas. Para efeito de simplificacoes serd con-

siderado nulo o coeficiente do termo quadrdtico misto (B = 0).
Utilizaremos os pontos I = (1, 1y) € R* como um ponto qualquer da
conica.

Circunferéncia
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Definicdo 5.2 — Circunferéncia C.

Na geometria euclidiana, uma circunferéncia C é o lugar geométrico
dos pontos /” de um plano que equidistam de um ponto fixo (Figura
5.1). O ponto fixo C' é denominado de centro e a equidistancia r
¢ denominada de raio da circunferéncia.

Figura 5.1: Representacao de uma circunferéncia C de raio r.

C

Equacdes da Circunferéncia
Considerando os pontos I = (r,y) € R* e o centro C' = (C,, (),
temos as sequintes equacoes:

* Fquacao vetorial:

¢ ||c7) =+
* Fquacdao na forma reduzida:
C:(r=C)+(y—C)=r
* Considerando v = C,*> + C,2 — 1%, a equagdo na forma geral:
C : 122+ 0zy + 1y — 2C,x — 2C,y +v =10

* Fquagao na forma matricial:

c:| ][(1) (1)” ]+[—20,r —zq,]-[ ]+v:o



5.2 Cobénicas 145

* Fquacao na forma paramétrica:

C - { = CJ? + T'COS(Q)

= Exemplo 5.2 Considerando a circunferéncia C; de centro C' = (1, —1)
e ralo 7 = 2, teremos que:

a) A equagao na forma reduzida:

b) Grafico da circunferéncia C;:

TN L o K/NE
S

o>

——— L

SO SE

¢) Os pontos da circunferéncia C; correspondentes aos pontos car-
deais Norte, Sul, Leste e Oeste, sao:

N = (1,1)

S =(1,-3)
L=(3-1) O

(_17 _1)

d) A equagado na forma geral:

Ci 1240y +12=2r420—2=0

e) A equacao na forma matricial:

oty o ] -om
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Observagao 5.2 (Completamento de Quadrados). O completamento
de quadrados € wuma técnica para reescrever um polinomio do sequndo
grau p(r) = ar® + br + ¢ na forma:

p(r) =a(r—7)° + 5

Para determinar o completamento do quadrado do polinomio, considera-
se:

b . b2
’7':—— '/: PR —
2 T

) b\’ =
ar”+0b —i—c:a( —|—%> —i—(c—ﬁ)

= Exemplo 5.3 Considerando a circunferéncia Cy definida pela equagao:

ou seja:

Co:n*+ 1> =20 —4y+1=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagao na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis = e 1, da forma:

Co: [?=20]+ [ —4y] +1=0 (5.2)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesses agru-
pamentos, ou seja:

* Substituir os completamentos de quadrados (5.3) e (5.4) na
equagao da circunferéncia Cy (5.2):

Co: [(r =1 =1] + [(y—2)*—4] +1=0
* Teremos a equacao na forma reduzida:

Co:(r =174+ (y—2)%*=4
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b) A circunferéncia Cy possui centro C' = (1,2) e raio r = 2.

c¢) Grafico da circunferéncia Cy:

d) Os pontos da circunferéncia Co correspondentes aos pontos car-
deais Norte, Sul, Leste e Oeste, sao:

N = (1,4)

S =(1,0)
L=(3,2) O=(-1

(=1,2)

e) A equacao na forma geral:

Co:1:240ry+12—2r—4y+1=0

f) A equacdo na forma matricial:

oot a s o -af]om

Exercicio 5.1 Determinar todos os elementos e as equacoes reduzidas
e completas, considerando as caracteristicas das conicas abaixo:

a) Circunferéncia C, com centro C' = (2,1) e raio r = 3.°

b) Circunferéncia C, com centro C' = (3,2) e que contenha o
ponto Q = (1,1).°

¢) Circunferéncia C. com diametro dado pelos pontos A = (2,0)
e B=(—4,8).c
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e (=22 +(y—1)2=9,Cq: 122 +0xy+1y% — 42 — 2y —4 =0, N = (2,4), S = (2,-2), L = (5,1) e O = (=1, 1).
br:\/g,cb:( —3)2 4+ (y—22=5,Cp: 1224+ 02y +1y> — 62 —4y+8 =0, N = (3,V5+2), S = (3,2 — V5),
L=(V5+3,2)eO=(3-+5,2).
€O =(-1,4),r=5,Cc: (e +1)2 + (y—4)2 =25,Cc: 22+ 0xy+ 12 +20 —8y) —8 =0, N = (—1,9), S = (=1, —1),
L =(4,4) e O = (—6,4).
5.2.2 Elipse

Definicao 5.3 — Elipse €.

Na geometria euclidiana, uma elipse £ é o lugar geométrico dos
pontos /7 de um plano cuja a soma das distancias deste ponto a
outros dois pontos fixos Fj e F5 do plano (Figura 5.2), denominados
de focos da elipse, é um valor constante.

Figura 5.2: Representacao de uma elipse £.

E

Elementos da Elipse
Principais elementos de uma elipse £ sao:

g Bl g Al .

x Y

Al A2 T BQ Bl 1

By A

* Pontos Fy e Fy denominados de focos.
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* Ponto médio C' dos focos F e Iy, denominado de centro.
* Pontos Ay, Ay, By e By denominados de vértices.

x Segmentos PFy e 'Fy denominados de raios focais.

* Segmento A Ay denominado de eizo maior (ou focal).

* Segmento B1 By denominado de eixo menor (ou transverso).

* O comprimento do eizo maior 2a = HAlAQH.
* O comprimento do eixo menor 2b = HB]_BQH.
* O comprimento 2c = Hﬁ“ denominado de distancia focal.

* Vale a relacao notdavel entre os comprimentos
a? = b? + 2

e _ ..
*x A razao — = ¢ denominada excentricidade
a

O<e<1)

Equacoes da Elipse
Considerando os pontos I = (r,y) € R* e o centro C' = (C,, (),
temos as sequintes equacoes:

* Fquacao vetorial:
& |R7| + || B = 20

* Equacoes na forma reduzida:

Com eizo focal paralelo ao eixo r teremos:

Er - - + 7 =1
Com eizo focal paralelo ao eixo 1y temos:
o L=CP -Cp
y - =
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x Considerando v = C,20* + C,2a® — a®b*, a equagdo na forma
geral:

Ep 1 V22 +0ry+a®y*— 20,07 r— 2C,a°y+v=0

* Equacao na forma matricial:
& | }b2 o +[20.0* —2C,a’} " |+v=0
T - 0 CL2 x Y

* Fquacao na forma paramétrica:

<. = C, + a-cos(f)
' C, + b-sen(0)

= Exemplo 5.4 Considerando a elipse £ com focos F; = (—4,0) e
Fy = (4,0) e um dos vértices B; = (0, 3), teremos que:

a) A distancia focal 2¢ = Hﬁ” =8, logo ¢ = 4.

b) O centro C' é o ponto médio dos pontos Fi e Fh, ou seja:

O (—4+4 O+O> — (0,0)

2 2
¢) Do eixo menor temos que b = HCBlH = 3.
d) Da relacio notdvel temos que a? = 3% + 4% = 25, logo a = 5.

e) A equagao na forma reduzida:

(=02 (y—0)
51, 52 32

2 2
& —=+—=—=1
155ty

f) Eixo focal paralelo ao eixo

g) Gréfico da elipse &;:
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A = (_570) Ay = (570)

i) A equacao na forma geral:

E 924+ 0ry 42502400 4+0y—225=0

j) A equagao na forma matricial:

&t }B 205” ]+[0 0]-[ ]—225:0

= Exemplo 5.5 Considerando a elipse & definida pela equacao:
&y 1 2507 + 97 + 1002 — 36y — 89 = 0
Teremos que:
a) Para determinar a equagao na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis = e 1, da forma:

& [250°4100] + [9/°—361] —89=0 (5.5)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesses agru-

pamentos, ou seja:

[25:2+100./]
[9°—361/]

25( 4+ 2)% — 100 (5.6)
9(yy — 2)* — 36
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* Substituir os completamentos de quadrados (5.6) e (5.7) na
equacao da elipse & (5.5):

Ex: [25(1 4+ 2)*—100] +[9(y — 2)*—36] —89=0
Ey 1 25(0 +2)* +9(y — 2)* = 225

* Teremos a equacao na forma reduzida:

b) A elipse & possui centro C' = (-2, 2).

¢) O eixo maior mede a = 5 (Lembre-se que a > b) e é paralelo ao
eixo 1. O eixo menor mede b = 3.

d) Da relacio notdvel temos que 5% = 32+ ¢2, logo a distancia focal
c=4.

e) Grafico da elipse &;:

f) Os vértices e os focos da elipse &, sao:
Al (_27 7) A2
Bl = (172) B2 = (_572)
Fi =(-2,6) Fy

g) A equagdo na forma geral:

Ey 2502+ 00y + 9%+ 1000 — 36y — 89 = 0
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h) A equagao na forma matricial:

E: | }[205 SH ]+[100 —36}[ ]—89:0

Exercicio 5.2 Determinar todos os elementos e as equacoes reduzidas
e completas, considerando as caracteristicas das conicas abaixo:

a) Elipse £, com centro C' = (2, 1) e distancia focal ¢ = 3 e eixo
maior a = 5 e paralelo ao eixo 1.*

b) Elipse & com centro C' = (—3,5) e que tangencia os eixos

c .
|
2 2
Yo=a, 8, U527 4 LZDZ — 3 cixo focal paralelo ao eixo «, £q ¢ 1622 + 02y +25y2 — 642 — 50y —311 = 0, Fy = (5, 1),
Fy = (-1,1), Ay = (7,1), A2 = (=3,1), B1 = (2,5) e By = (2, —3).
b, 5 b3 c= L @432 L =52 _ ; - 2 _ _
a=5b=3,c=4,&: 5 + 55 = 1, eixo focal paralelo ao eixo y. &, : 252° +0xy + 9y~ + 150 90y 4225 = 0,
F1 =(=38,9), F2 = (=3,1), A1 = (=3,10), A2 = (=3,0), B1 = (0,5) e By = (=6, 5).

5.2.3 Hipérbole

Definicdo 5.4 — Hipérbole.

Na geometria euclidiana, uma hipérbole é o lugar geométrico
dos pontos /7 de um plano cuja a diferenca das distancias deste
ponto a outros dois pontos fixos F} e Fy do plano (Figura 5.3),
denominados de focos da hipérbole, é um valor constante.
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Figura 5.3: Representacao de uma hipérbole H.

Elementos da Hipérbole

Principais elementos de uma hipérbole H sao:

* Pontos Fy e Fy denominados de focos.

* Ponto médio C' dos focos I') e Fy, denominado de centro.
* Pontos Ay e As denominados de vértices.

x Segmentos P'Fy e 'Fy denominados de raios focais.

* Segmento A1 Ay denominado de eixo maior (ou focal) e o eizo
perpendicular passando pelo C' € denominado eixo tmagindrio.

* O comprimento do eizo maior 2a = HAlAQH.

* O comprimento 2¢c = HFngH denominado de distancia focal.
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* Vale a relacao notavel entre os comprimentos

2 =a’+ b

* As retas r1 e ro denominadas assintotas com equacoes:

. C . ..
* A razao — = ¢ denominada excentricidade

(e>1). ’

Equacoes da Hipérbole
Considerando os pontos I’ = (r,y) € R* e o centro C' = (C,,C,),
temos as sequintes equacoes:

* Fquacao vetorial:

|| - PR =2

* Equacao na forma reduzida:

Com eizo focal paralelo ao eixo 1 teremos:

H., ( _017)2_( _Cil/)2:1

a? b2

Com eizo focal paralelo ao eixo 1y temos:

g WmOF (=G

a? b2

x Considerando v = C.*0* — C,2a* — a*V* a equacdo na forma
geral:

H, 0202 4+00y—a?)?— 20,0% 0 — QCyaQ +0v=0
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* Equacao na forma matricial:
2 0 ) )
Moo uf 0—a2l +[-2C,0* —2C,a’} " |[+v=0

* Fquacao na forma paramétrica:

1 = C, + a-sec(V)
' C, + b-tan(0)

= Exemplo 5.6 Considerando a hipérbole H; com focos F; = (—5,0) e
Fy = (5,0) e um dos vértices Ay = (3,0), teremos que:

a) O centro C' é o ponto médio dos pontos F; e Fj, logo

o (—5+5 o+0> _(0.0)

2 72

b) A distancia focal 2c = HmH = 10, logo ¢ = 5.

¢) Do eixo maior temos que a = HC—AQH = 3.

d) Da relacao notdvel temos que 5% = 32 + b2, logo b = 4.
e) A equacdo na forma reduzida:
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g) As retas assintotas sao:
T = — o . = ——=

h) A equacgédo na forma geral:

Hy: 1602400y —92 40040y —144=0

i) A equacao na forma matricial:

Hi: | }[106 _OQH ]+[O 0}[ ]—144:0

= Exemplo 5.7 Considerando a hipérbole H, definida pela equacao:
Ho: —90° + 1607 + 181 — 32y — 137 =0
Teremos que:
a) Para determinar a equagao na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis = e 1, da forma:

Ho: [—9:°+181|+[16/% — 32y —137=0 (5.8)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesses agru-
pamentos, ou seja:

[—9:% +182] = —9(x — 1) +9 (5.9)
[16/° — 32y] = 16(y —1)* — 16 (5.10)

* Substituir os completamentos de quadrados (5.9) e (5.10) na
equagao da hipérbole H, (5.8):

Ho: [-9(r—1)*+9] + [16(y—1)*—16] —137=0
Ho: —9(r —1)*+16(y — 1)* = 144

* Teremos a equacao na forma reduzida:
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b) A hipérbole Hs possui centro C' = (1, 1).

c) Da equacao'® temos que a =3 e b = 4.

d) Da relagao notdvel temos que ? = 3%+ 42, logo a distancia focal
c=09.

e) Grafico da hipérbole Ho:

i

h) A equacgao na forma geral:

Ho: — 902 4+00y+1612+18:—32y—137 = 0

i) A equacao na forma matricial:

Ha: | ]-[_09 12]-[ ]+[18 —32}[ ]—137:0

(©)Na equacéo reduzida de uma hipérbole o valor a? é sempre o numerador da parte “parte
positiva” da equagao.



5.2 Cobénicas 159

Exercicio 5.3 Determinar todos os elementos e as equacoes reduzidas
e completas, considerando as caracteristicas das conicas abaixo:

a) Hipérbole H, com centro C' = (2,1) e distancia focal c =5 e

eixo maior a = 4 e paralelo ao eixo 1.%

b) Hipérbole H; com centro C' = (—1,1), foco F; = (—1,6) e
vértice A; = (—1,5).°

2 2
=3, Ha s CTBT - WEDT 9, 902 400y — 1602 — 360 + 32y — 124 = 0, Fy = (7,1), Fa = (=3,1), A = (6, 1),

Ay =(-2,1),7:(y—1)=£3(z —1).
2 2
by b=3,c=5 %, ol — DT _ 4 eixo focal paralelo ao eixo v, Hj : —1622 400y 49y% — 182 —32y — 151 = 0,

C = (-1,1), F1 = (-1,6), Fp = (=1,-4), A1 = (=1,5), Az = (—=1,-3), 7: (y = 1) = £ 3 (= + 1).

5.2.4 Pardabola

Definicdo 5.5 — Parabola.

Na geometria euclidiana, uma parabola é o lugar geométrico dos
pontos /” de um plano que sao equidistantes de uma reta fixa d,
denominada de reta diretriz, e de um ponto fixo F' denominado
de foco da parabola.

Figura 5.4: Representacao de uma parabola P com reta diretriz d.

P

Elementos da Pardbola

Principais elementos de uma parabola P sao:
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d

* Ponto I denominado de foco.
*x Ponto V' denominado vértice.
x A reta r denominada reta diretriz.

* A reta s definida pelos ponto F' eV denominada de etxo de
simetria.

* O wvalor ¢ = HWH = d(V,r) denominado de pardmetro da
pardabola P.

Equacodes da Pardbola
Considerando os pontos I’ = (1,y) € R? e o vértice V = (V,,V,),
temos as sequintes equacoes:

* Fquacao vetorial:
P ||PF| =ar.n

* Equacao na forma reduzida:

Com eizo de simetria paralelo ao eixo 1) teremos:

P+ o (0= Vo) = dc(y — V)

Pt (1= Vi) = —dc(y = V})

Com eizo de simetria paralelo ao eixo 1 teremos:

Py o (y— Vy)2 = dc(r = V)

Py (1= V) = —de(r = V2)
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x Considerando v = 4cV,, + V.2, a equacdo na forma geral:
P 102 +020y+0y2— 2Voo— dey+v=0

* Fquacao na forma matricial:
7)-'[ } - +[—2V —4(3] +v=0
00 v '

* Fquacao na forma paramétrica:

=V, + 27
P { =V, + cr?
= Exemplo 5.8 Considerando a parabola P; de vértice V' = (0,0), foco
F = (0,4) e reta diretriz d : y = —4, teremos que:

a) O parametro da parabola ¢ = HWH = 4.
b) Eixo de simetria é o eixo 1, ou seja, s : = = 0.
¢) A equacgao na forma reduzida:

Pr:(r—0)*=4-4-(y—0)

Pr:a? =16
d) Grafico da hipérbole P;:
8 Y Pl
40F/
8 6 -4 -2 7(2) V2 4 6 8
7 4

e) A equacao na forma geral:

P 102400y —002400—16/+0=0
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f) A equac@o na forma matricial:
10
P ]-[O OH ]+[0 —16]-[ ]+0:0

= Exemplo 5.9 Considerando a parabola Py definida pela equacao:
Py —4r—2y+1=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagao na forma reduzida:

* Agruparemos a variavel 1, da forma:
Po: [P =2y] =40 +1=0 (5.11)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesse agrupa-
mento, ou seja:

(=2l =(y—17—-1 (5.12)

* Substituir o completamento de quadrados (5.12) na equacao da
pardbola Py (5.11):

Py [(y—1)*—1] =42 +1=0
Py:(y—1)*—4r=0

* Teremos a equacao na forma reduzida:

b) O vértice V = (0, 1).

¢) Eixo de simetria paralelo ao eixo

)
)
d) O parametro da pardbola ¢ = 1.
e) O foco F'=(1,1).

)

f) Grafico da parabola Ps:
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—
x

h) A equacao na forma geral:

Py: 002 +0ry+1y2—4r—2y+1 =10

i) A equacao na forma matricial:

Py [ u][g (1)]-[’1']+[—4 —2]-H+1:0

Y Y

Exercicio 5.4 Determinar todos os elementos e as equacoes reduzidas
e completas, considerando as caracteristicas das conicas abaixo:

a) Pardbola P, definida pela equacio y = 12.4

b) Pardbola P, com foco F' = (-2, —2) que tangencia o eixo 1.°

c) Parabola P. com reta diretriz d : © = 2, eixo de simetria
s : 1y =1 e com o vértice pertencente ao eixo 1/.¢

|
Gy — (0,0), F = (0,1/4), ¢ = 1/4, eixo de simetria paralelo ao eixo 1, Py : 122 + 0y + 02 4+ 02 — 1y + 0 = 0,
d:y=-1/4,s:z=0.
bV = (—2,0), ¢ = 2, eixo de simetria paralelo ao eixo v, Pp : (2 +2)%2 = —8(y —0), Pp : 122 + 02y + 0y + 42 +8y+4 =0,
d:y=2,8:x=-2.
v = (0,1), F = (=2,1), ¢ = 2, eixo de simetria paralelo ao eixo =, Pe : (y — 1)2 = —8(+ — 0), Pe : 022 + 0xy + 12 +

8x —2y+1=0.
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Classificacao

Para a classificacao das conicas nos casos na qual a equacao geral
da conica nao conste do termo quadrdtico misto, ou seja, o coefi-
ciente B = 0, tal classificagao dar-se-d através de operacoes como
completamento de quadrados e operacoes algébricas basicas obtendo
as equacoes na forma reduzida.

Caso a equagdo geral da conica contenha o termo misto (B #0),
utilizaremos ferramentas algébricas dos autovalores e autovetores
para determinar os novos eixos das conicas, em relacao aos eiros
coordenados, a partir da equacao geral, eliminando desta forma o
termo quadrdtico misto. O detalhamento e o uso mais intensivo desta
teoria serd tema da disciplina Introducao a Algebm Linear.

Autovalores e Autovetores

As definicoes a sequir sao para matrizes quadradas de qualquer ordem,
porém nos utilizaremos apenas com as matrizes 2 X 2, que Serao nosso
principal elemento produzido pelas equacoes matriciais das conicas.
Definicdo 5.6 — Polindmio Caracteristico.
Chamaremos de polinémio caracteristico de uma matriz A,,.,
ao polinomio definido por:

p(\) =det (A — A1)
sendo /,, a matriz identidade n x n.

= Exemplo 5.10 Considere a matriz Asyo:
5 =2
A=
-2 8
O polinomio caracteristico da matriz A sera o determinante da matriz

(5 =2 10
A=Ab=1_, 8}_AL1]

o p=A =2
-2 8-\




5.3 Classificacdo 165

ou seja,

p(A) = det(A — A1)

:‘5—)\ —2|

-2 8-
=0bB-N)8—-))—4

p(A\) = A% — 13\ + 36

Definicao 5.7 — Autovalores.
Chamaremos de autovalores de uma matriz A, ., as raizes, caso
existam, do polinomio caracteristico da matriz, ou seja, as solucoes
da equacao:

p(A) =0

= Exemplo 5.11 Considere a matriz no exemplo anterior
5 =2
A=

com o seu polindmio caracteristico dado por p(\) = A2 — 13\ + 36.
Portanto os autovalores da matriz A, isto é, as raizes do polinomio

p(A) sao: Ay =4e Ny =09. .

Definicao 5.8 — Autovetor.

Chamaremos de autovetor o vetor nao nulo v, associado ao
autovalor A de uma matriz A, .,, a uma solucao do seguinte sistema
linear:

A- X =)\
Sendo X = | -+ 1,]" a matriz coluna composta de n varigveis.
A solucao da equacao matricial acima, nos da as coordenadas

do vetor ¥, em relacdao a uma base de R".

» Exemplo 5.12 Considere os autovalores \; = 4 e Ay = 9 da matriz
5 =2
=155

do exemplo anterior. Logo:
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* Para o autovalor )\; =4 |, teremos:
5 =2 4
5 0Ll
—— =~

Apods a multiplicacao das matrizes resulta no seguinte sistema
homogeéneo:

5 =2y =4r _ —2y=0
2+ 8y =4 —2r 44y =0

com 1 # 0.

Logo, um autovetor unitario sera dado por:

"= ()

1
considerando 1 = —

7
* Para o autovalor )\, =9, teremos:
5 =2 9
5 Lol - )
—— =~

Apés a multiplicacao das matrizes resulta no seguinte sistema
homogeéeneo:
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Obtendo os autovetores associados:

com 1 # (.

Logo, um autovetor unitario serd dado por

= (5 )

considerando » = —

Bl

5.3.2 Classificando as Conicas

Para a classificagcao e esboco de uma conica C, devemos sequir oS
sequintes procedimentos:

1?9 Escrever a equacao da conica C
C:A*+Bry+Cyl+Dr+Ey+F =0

na forma matricial:
¢ }.[B% Bf” }Jr[D E]-[ ]+F:0

. cy s . —> —> . .
2° Determinar os autovetores unitdrios u e v associados aos dois
autovalores da matriz M, formada pelos termos quadrdticos:

A B
M = /2
B/2 C
obtendo-se a direcao dos novos eixos coordenados para a conica
C;
3% Considerando os autovetores unitdrios U = (ug,u,) € U =

(vs,vy) associados aos autovalores Ay e Ay respectivamente,
definir as sequintes matrizes auxiliares:

=P 0] .

0 Az Uy Uy
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42 Escrever a nova equacdo da conica C a partir da equacao matri-
ctal, utilizando a mudanca das varidveis v e 1y por X e Y, ou

SR e Y v N

seja,

59 Esbocar o grdfico da conica C considerando os “novos” eizos
— —
dados pelos autovetores u e v.

Proposicdo 5.1 Considerando a conica C definida pela equacao
C:A*+Bry+Cy*+Dr+Ey+F=0

com os autovalores \; e Ay da matriz dos termos quadraticos

A BJ2
s

entdo teremos \;-\y = A-C' — B?/4 e

|

* Se A\i- Ay > 0, entao a conica é uma elipse, um ponto ou o
conjunto vazio;

* Se Ay < 0, entao a conica é uma hipérbole ou um par de retas
concorrentes;

* Se M-\ = 0, temos duas possibilidades:
(1#) Ay # 0 ou Ay # 0 entdo a conica é uma pardbola, ou um par
de retas paralelas ou uma reta ou o conjunto vazio;
(2%) Ay = Ay = 0 entdo a conica é uma reta.

Observacao 5.3. So utilizaremos este método de classificacao nos
casos em que o coeficiente do termo misto for diferente de zero

(B#0).
= Exemplo 5.13 Para classificar e esbocar a conica

Cp:5:2—4ry4+8/2-36=0

e como a equacao possui o termo quadratico misto B = —4 utilizare-
mos o procedimento via autovalores e autovetores, para determinar
uma equacao na forma reduzida em um novo sistema de eixos, ou
seja:
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* Completando a equacgao temos
Cr: 5% —4ry+8/°+0r+0y—36=0

logo a equacao na forma matricial sera:

oo a2 3]

* Para determinar os autovetores unitarios @ e v da matriz dos
termos quadraticos
b =2
M=

temos que determinar o polinomio caracteristico, que é dado
por:
p(\) = A% — 13\ + 36

com os autovalores da matriz sendo Ay =4 e Ay = 9, portanto
com os autovetores unitarios:

= () ()

U=\ — e v=|-—=—F=

V5 V5 V5 V5
respectivamente (ver exemplos anteriores);

x Considerando as matrizes auxiliares:

2 -1
M’:ﬁg] e P_fol
V5 V5

* Escrever a nova equacao da conica C; a partir da equacao ma-
tricial, utilizando a mudanca das varidveis = e iy por X e Y, ou
seja,

40] X = | [x
: VARV _
Cp:[X Y][O 9”5/]“0 o}-L lHY] —36=0

V5 V5

Obtemos a equacao da conica C; dada pela equacao

Cp:4X?49Y2-36=0
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no novo sistema de eixos X e Y, que apds uma simples divisao,
obtemos a conica na forma reduzida:

X% Y2
— 4 —=1
Cq 9 + 1

que é uma elipse com eixo focal paralelo ao eixo X;

* Grafico da elipse Cy:
Cq e

= Exemplo 5.14 Para classificar e esbocar a conica

20 80
Co: 5% —dry +8)/° + =0 — —=y+4=0
Vb V5
e como a equacao possui o termo quadratico misto B = —4 utilizare-

mos o procedimento via autovalores e autovetores, para determinar
uma equacao na forma reduzida em um novo sistema de eixos, ou
seja:

* Observe que a equacao Cy ja esta na forma completa, logo a
equacao na forma matricial sera:

, 5 =2 20 —80
Cz.[ ]~[_2 8][ }—l—{jg %}[ }-1—4:0
* Como é a mesma matriz dos termos quadraticos do exemplo

anterior, ou seja,
5 —2
=% ]

os autovalores da matriz sao A\y =4 e \y = 9, portanto com os
autovetores unitarios:

(5 0 (G
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x Considerando as matrizes auxiliares:

2 -1
M’:ES] e P:\f“f]
V5 Vb

* Escrever a nova equacao da conica Cy a partir da equacao ma-
tricial, utilizando a mudanca das varidveis = e y por X e Y, ou

seja,
40]|X 2 = X
oYy 20 =80 | | v5 V5
1'[ ]{0 9]'[}/]_*—[\/5\/5][1 2 '[3/]—'_4 0
V5 /5

Obtemos a equacao da conica Cy dada pela equacao:
Co:4X*+9Y? —8X —36Y +4=0
no novo sistema de eixos X e Y;

* Transformando a equacao Cy e completando os quadrados, obte-
mos:

Co:4(X —1)2+9(Y —2)2-36=0
Apds uma simples divisao, obtemos a conica na forma reduzida:

(X-1?2 (V=27
=1

CQZ

que ¢ uma elipse com eixo focal paralelo ao eixo X e com centro
é C'xy = (1,2) no sistema de eixos X e Y.

* Grafico da elipse Cs:

As
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5.4 Avdliando o que foi construido

e Foram mostradas as quatro conicas principais, com as suas
respectivas equacoes vetoriais, reduzidas e paramétricas.

e Foram introduzidas nocoes bdsicas de autovalores e autovetores,
como ferramentas utilizadas para a classificacao de uma conica
que nao estd na sua forma reduzida, dando um roteiro de como,
a partir de uma equacao do sequndo grau em duas varidveis
que define uma conica, achar novos eixos, de tal forma que a
equacao se reduza a uma forma conhecida.

e Todos os exemplos e exercicios propostos nas aulas terao um
apelo ao visual e usando o Geogebra (seogevra. org ).



Introdugcdo
Problematizando a Temdatica
Conhecendo a Tematica
Quadricas
Classificacdo
Esfera &,
Elipsoide &
Hiperboloide de uma folha H, ¢
Hiperboloide de duas folhas H ¢
Paraboloide Eliptico P,
Paraboloide Hiperbdlico P;,

6.1 Introducdo

Nesta unidade estudaremos e definiremos as quddricas, como por
exemplo, Superficies Cilindricas, Elipsoides, Hiperboloides, Paraboloi-
des, a partir das suas equacgoes gerais dadas por equacgoes do sequndo
grau em trés varidveis, usando ferramentas algébricas, como matrizes,
determinantes, polinomios caracteristicos, autovalores e autovetores,
introduzidos nesta unidade.

Faremos também uma introducao as superficies quadricas, bem
como serao exibidas algumas superficies de revolugao, cilindricas e
conicas, com o intuito de fazer o aluno olhar os objetos ao seu redor
e tentar ver que tipo de superficie se trata tal objeto e que € possivel
existir uma equacao associada a tal superficie.

6.1.1 Problematizando a Tematica

Como desenhar uma quddrica, ou pelo menos ter uma ideia de como
a quddrica se encontra no espaco tridimensional R?, sendo capaz de
wisualizar suas intersecoes com planos, determinando qual curva, em
duas dimensoes, ird surgir nestas intersecoes/cortes.

6.1.2 Conhecendo a Temdatica

O tratamento mais bdsico, ou seja, considerando as quddricas com
o eizo focal paralelo ao eixo © ou 1y ou ao eixo =, para definir as
equacoes e determinar todos os elementos definidos das quadricas.
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Para a classificacao das quddricas a partir das equacoes na forma
reduzida, usaremos as caracteristicas das conicas contidas nessas
quddricas via intersecoes com planos paralelos ao planos coordenados.
Pode-se usar os conceitos de autovalores e autovetores associados a
uma matriz formada pelos coeficientes dos termos mistos, do mesmo
modo como aplicado as conicas.

Quddricas

Vamos considerar para o estudo das quddricas, o espaco tridimensio-
nal R3 com o sistema de eizos coordenados definidos nos capitulos
antertores e para efeito de simplificacoes, os principais eixos das
quadricas serao paralelos a esses eixos.

Definicdo 6.1 — Quadrica.
O lugar geométrico dos pontos /” = (7, 1, ~) no espaco tridimensio-
nal R? que satisfazem & equacao do segundo grau em trés varidveis:

A’ + B2 +C24+Dry+FEy:+Frz+Gr+Hy+I1-4J=0 (6.1)

¢ denominado de superficie quadrica QO ou simplesmente de
quadrica Q.

Observacgao 6.1. Da equagao da quddrica Q (6.1), temos que:

* Pelos menos um dos coeficientes A, B, C', D, E ou I' deve ser

nao nulo (#0), caso contrdrio a equagdo seria a de um plano
em R3;

*x Os termos:

e 4.2, By?® e (-2 sdo denominados de termos quadrdticos;

o Dury, Evy- e F-ip saodenominados de termos quadrdticos
mistos;
o (v, Hy e [- sao os termos lineares,

e J ¢ o termo independente;

* Podemos escrever a equagdo (6.1) na forma matricial (verifique):

A D/2 EJ2
[ }|:D/2 B F/2:|-|: ] +J=0
E/2 F/2 C

+[G H I}
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* Iremos considerar que os coeficientes quadrdticos mistos serao

nulos, ou seja, D = F = F = 0.

= Exemplo 6.1 Algumas qudadricas e suas equagoes:

Ve

E i+ 12422 =1 ‘

J

a) Esfera:

E 102 4+1y2 4122 4+02y+0y2+0224+024+0y+02—1 =0

.'I"2 1 /2 .2

E:i—+=+—=1
gty Ty

N J

b) Elipsoide:

& 2,1'2—|—3//2—|—3:2+0A1'y+0//;—1—0,1‘:—|—0,1'—|—01/+0276 =0

a 2 '(/2 22
H:— — o p— =1
>+

¢) Hiperboloide: 3

\

H o 202 -30% + 322 + 02y 4+ 0yz 4+ 022 + 02 4+ 0y + 02—6 = 0

-

d) Paraboloide: :73 cax? 4 — 2= OJ

P:la?+ 1,{/2 + 022 + Oxy +0yz+0xz4+0xr+0y—124+0=0

-

e) Cone: C: 24 )2—-2=0

N

J

C:1:241%-1-2+ Oxy +0yz4+02xz24+0r+0y+024+40=0

-

f) Cilindro: ‘CZ- 242 =-1=0

N

J

Ci - 122 + 1,//2 +022 + Oxy +0yz+ 0224+ 0xr+0y+02—1=0

g) Um ponto:

73:,1,'2—1—!1/24—:2:0‘

\

P12 4+12+ 122+ 00y+0yz 40224+ 0240y +024+0=0

h) Vazio: / |

\

Vo4 24241=0

J

Vil2+ 102+ 122400y + Oyz+0rz240r4+0y+0z—1=0

N

i) Uma reta: ‘/Rl =)+ (y—2)*=0

Ri: 102 4+202 4122 +20y—2y2 4+ 022402 +0y+02+0=0



6.2.1

176 Quadricas

j) Um plano: Py : (v —1)> =0
Pi: 122+ 124022+ 20y + 0yz + 0224+ 02+ 0y + 02+ 0 =0
k) Dois planos paralelos:
Py:(rty+2)(r+y+-4+1)=0
Py 12 + 192 + 122 4+ 20y + 2y2 + 202—1o—1y—124+0 =0
1) Dois planos concorrentes:
Pac o (1 +2)(r—2)=0

Poe : 1024+ 0y2-122 4+ 00y + 0yz + 022402+ 0y +02+0=0

Apresentaremos nas proximas secoes as principais quddricas e as

mais conhecidas, ou seja:

6.2.2 Esfera &

6.2.3 Elipsoide £

6.2.4 Hiperboloide de uma Folha H,;
6.2.5 Hiperboloide de duas Folhas Hy
6.2.6 Paraboloide FEliptico P,

6.2.7 Paraboloide Hiperbolico P,

Classificacao

(P.
(P.
(P.
(P.
(P.
(P.

177)
183)
188)
194)
199)
202)

A classificacao inicial se dard a partir das equagoes na forma reduzida

da quddrica Q, e para tal, serao utilizadas intersecoes desta quddrica

com planos bem definidos que resultam em conicas. Utilizando destas

conicas poderemos classificd-las e esbocd-las. Para tanto utilizaremos

o procedimento abaizro:

19 Fazer intersecoes da quddrica @ com os planos paralelos aos

planos coordenados, ou seja:

Ty &L= Cs Ty < U= C.U Tz - 2= C
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FEstes planos sao escolhidos de tal forma que a intersecao re-
sultante com a quddrica Q, seja uma conica conhecida, tendo
com ideia basica “fazer sumir” uma das varidveis da equacao
da quddrica,

22 Caso a intersecao da quddrica @ com o plano m, seja uma das
conicas conhecidas, classificar e observar quais sao as carac-
teristicas desta conica em relagcao aos eixos paralelos ao plano
Tn;

3% Caso a intersecao da quddrica @ com um dos planos m, seja um
ponto, duas retas ou vazia, deve-se encontrar wm outro plano o,
paralelo ao plano m,, de tal forma que a intersecao da quddrica
Q com esse novo plano o, seja uma das conicas conhecidas,
voltando para o sequndo item;

4° Caso a intersecao da quddrica Q com o plano T, seja uma
circunferéncia a superficie serd denominada de superficie de
revolucao, ou seja, gira em torno de uma reta perpendicular ao
plano m,, passando pelo centro C ou pelo vértice V' da quddrica.

6.2.2 Esfera &,

Definicdo 6.2 — Esfera.

Na geometria euclidiana, uma esfera & é o lugar geométrico dos
pontos /> = (i, 1, ) do espaco tridimensional R que equidistam
de um ponto fixo (Figura 6.1). O ponto fixo ' é denominado de
centro e a equidistancia r é denominada de raio da esfera.
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Figura 6.1: Representagao de uma esfera &, de raio r.

Es

Equacdes da Esfera
Considerando os pontos I’ = (i, 1, ) € R e o centro C = (C,,C,, C.),
temos as sequintes equacoes:

* Fquacao vetorial:

i o=

* Fquacao na forma reduzida:

i (1=C) 4 (y=C )+ (= Co)P =1 (E.)

x Considerando v = C,> + C,2 + C.2 —r%, a equagdo na forma
geral:

Lé’s 12+ 12+ 12220, 020, y—2C, y+v=0 ‘

* Fquacao na forma matricial:

1 0 Off=
55:[96 Y Z}O 1 0y
0 0 1=

* Fquacao na forma paramétrica:

z

xr
—[2C: 2C, 2CZ}|:y:| +v=0

v = C, + r-cos(f)cos(p)
E <y = C, + r-sen(0)sen(p)
» = C. + r-sen(f)
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Intersecoes com a Esfera
Considerando a esfera &, definida pela equacao na forma reduzida
(Es), temos que as trés intersegoes (Figura 6.2) com a esfera sdo:

* Com o plano m, : v = C,. a intersecao m,NEs € a circunferéncia:

Co(y=C)+ (= C) =17

*x Com o plano m, : y = C, a intersecdo m, N Es € a circunferéncia:

Cy i (o= O+ (o= ) =17

* Com o plano 7, : - = C. a intersecao m,NE; € a circunferéncia:

Coi(r=C) 4 (y—C) =12

Figura 6.2: Representagao de uma esfera & de raio r e as intersegbes com os
planos.

= Exemplo 6.2 Considerando a esfera &, de centro C' = (1,2, 3) e raio
r = 2, teremos que:

a) A equagao na forma reduzida:
o (1 =12+ (y—=272+(--3)?2=4

b) Gréfico da esfera &;;:
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¢) Intersegoes com os planos:

* Plano 7, : » =1 a intersecao m, N &, € a circunferéncia de raio
r=2:

Co:(y—22+(-=-3)72=4
x Plano m, : y = 2 a intersec¢ao 7, N &, é a circunferéncia de raio
r=2:
Cy:(r =10+ (-=3)0=4
* Plano 7, : » = 3 a intersegao 7, N &, € a circunferéncia de raio
r=2:
C.:(r =174+ (y—2)%*=4

d) Os pontos da esfera & correspondentes aos pontos cardeais
Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro sao:

N. = (1,2,5) S, =(1,2,1)
L,=(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F, = (3,2,3) T, = (-1,2,3)

e) A equagdo na forma geral:

& L+ 12412220 — 4y —62+10=0

f) A equagao na forma matricial:

1 0 Of|«x T
Espt [.L Y z} 01 Ofly —[2 4 6} y|+10=0
00 1|z z
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= Exemplo 6.3 Considerando a esfera &, definida pela equacao:
Eo i 12414+ 2420 =2y -2-:—6=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagao na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis =, 1 e » da forma:
Esy t [P 420]+ [P —2y] + [-*—22] =6=0 (6.2)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesses agru-
pamentos, ou seja:

[P +20] =(r+1)7 -1 (6.3)
[/ =2y] =(y -1 -1 :
[2—2:]=(--1)0-1 (6.5)

* Substituir os completamentos de quadrados (6.3), (6.4) e (6.5)
na equagao da esfera &, (6.2):

Esy t [t =1+ [(v=1) =1 +[(--1)*~1] - 6=0

* Teremos a equacao na forma reduzida:

(1P (=14 (- —1)2 =9

b) A esfera &, possui centro C' = (—1,1,1) e raio r = 3.

c) Gréfico da esfera &,,:




182 Quadricas

d) Interse¢bes com os planos:

* Plano 7, : © = —1 a intersecao m, N &, é a circunferencia de
raio r = 3:
Co:(y—17+(—-10=9

x Plano 7, : y = 1 a interse¢ao m, N &, ¢ a circunferéncia de raio
r=3:
. 2 2 _
Cp:(r+1)"+(>—-1)=9
* Plano 7, : © =1 a intersecao m, N &, é a circunferéncia de raio
r=3:

C.:(r+1)P2°+(y—1=9

e) Os pontos da esfera &, correspondentes aos pontos cardeais
Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro sao:

N.=(-1,1,4) S, =(-1,1,-2)
L,=(—1,4,1) 0, = (-1,-2,1)
F,=(2,1,1) T, = (—4,1,1)

f) A equacao na forma geral:
Eoy 124102 +12 420 -2 —2-—6=0

g) A equagao na forma matricial:

100
Eot | }{0 1 OH ]+[2 —2 2}{ ]60
001

Exercicio 6.1 Determinar todos os elementos e as equacoes reduzidas
e completas, considerando as caracteristicas das quadricas abaixo:

a) Esfera & com centro C' = (2,1,2) e raio r = 3.°

b) Esfera &, com diametro dado pelos pontos A = (2,0,4) e
B =(—4,8,4).5

Qg i (2 =22+ (y—1)2 4+ (2 —2)% = 9, &5, 1 1% + 192 + 122 4 02y + 0yz + 020 — 40 — 2y — 22 —4 =0, N, = (2,1,5),
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S, =1(2,1,-1), Ly = (2,4,2), Oy = (2,-2,2), Fp =(5,1,2) e T, = (—1,1,2).
bc =(-1,4,4),r =5, Ssb : (-’lf+1)2+(:l/—4)2+(z—4)2 = 25, Ssb 8 1:L'2+1;L/2+122+0<1:y+0yz+02;1:+2;::—8_(/—87,+8 =0,
N, =(-1,4,9), Sz = (=1,4,-1), Ly = (=1,9,4), Oy = (=1, -1,4), Fp = (4,4,4) e T = (—6,4,4).

6.2.3 Elipsoide &
Definicdo 6.3 — Elipsoide &.
Na geometria euclidiana, um elipsoide £ (Figura 6.3) é o lugar
geométrico dos pontos > = (1,1, 2) do espaco tridimensional R?
com centro C' = (C,, C,, C.) e definido pela equacao:

(=GP =G, (:=C.)

a? b2 2 ! ()

£

com a, b e ¢ nimeros reais nao-nulos.

Figura 6.3: Representacao de um elipsoide &£.

Equacoes do Elipsoide

Considerando os pontos I’ = (1,1, 2) € R3 e o centro C = (C,,C,, C.),
temos as sequintes equacoes:

* Fquacao na forma reduzida:

(ZU_C;U)Q (9_0)2 (2_02)2
a? + b2y + c2

E:
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* Fquacao na forma paramétrica:

r = C, + a-cos(f)cos(p)
E:¢ vy = C, + bsen(f)sen(p)
- = (C. 4+ c-sen(d)

Intersecoes com o Elipsoide
Considerando o elipsoide € definida pela equacao na forma reduzida
(El), temos que as trés interse¢oes (Figura 6.4) com & sdo:

* Com o plano 7, : v = C, a intersecao 7, N E € a elipse:

(1=C) , =CF

b2 2

*x Com o plano m, : y = C, a intersecao m, N E € a elipse:

(r —C,)? N (- —C.)?

a? c

* Com o plano 7, : = = C. a intersecao m, NE € a elipse:

(=CP , (1=

a? b2 =1

Figura 6.4: Representacao de um elipsoide £ e as interse¢oes com os planos.
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Observacao 6.2. Em relacao ao elipsoide £ definido pela equacao
(El), teremos:

* A esfera € um caso particular de elipsoide, bastando considerar
os valores a = b= ¢ =r, na equacao acima.

* Todos os coeficientes dos termos quadrdticos do primeiro membro
da equacao (El) sdo positivos.

* Duas das trés intersegoes da quddrica € com os planos m,, ™, e
m, sao elipses, por este motivo € denominado elipsoide.

* Se a terceira intersecao com a quadrica £ for uma:

e Flipse serd denominado elipsoide eliptica,

e Circunferéncia serd denominado elipsoide circular ou
elipsoide de revolucao.

= Exemplo 6.4 Considerando quadrica & definida pela equacao:
(r—=1)2 (v—2? (-3
: =1
& 1 + 1 + 9
a) Centro C' = (1,2, 3).

b) Intersegoes com os planos:

* Plano 7, : ©+ = 1 a intersecao m, N &; é a elipse com eixo focal
paralelo ao eixo

x Plano m, : y = 2 a intersecao m, N &; ¢ a elipse com eixo focal
paralelo ao eixo

*x Plano 7, : = = 3 a intersecao 7, N &, ¢ a circunferéncia de
raio 7 = 2 no plano paralelo ao plano
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¢) Denominagao da quadrica &;: elipsoide circular ou elipsoide
de revolucao.

d) Grafico do elipsoide circular &;:

e) Os pontos da elipsoide & correspondentes aos pontos cardeais
Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro sao:

N. = (1,2,6) S, = (1,2,0)
L, =(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F, =(3,2,3) T, = (—1,2,3)

f) A equacao na forma geral:
E1:36:243612+16-2—72,—144—96-+180=0

g) A equagdo na forma matricial:

36 0 0
&1 }[0 36 OH ]—[72 144 96}[ :|+180:0
0 0 16

= Exemplo 6.5 Considerando a quadrica & definida pela equagao:
Ey 4+ +4:2 —8r—2y—8:+5=0
Teremos que:

a) Para determinar a equagao na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis =, y e >~ da forma:

Ey: [40? =82+ 2 =2y +[4-*—8:]+5=0 (6.6)
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* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesses agru-
pamentos, ou seja:

(407 = 8u] =4(r —1)* -4
[ =2] = (1= 1 =1
(42 —82] =4(- —1)° -4

* Substituir os completamentos de quadrados (6.7), (6.8) e (6.9)
na equagao & (6.6):

Ert [4(r—12 =4+ [(y—1)* =1+ [4(-—1)*—4+5=0

* Teremos a equacao na forma reduzida:

b) A quédrica & possui centro C' = (1,1, 1).
c¢) Intersegoes com os planos:

* Plano m, : # = 1 a intersecao 7, N &, é a elipse com eixo focal
paralelo ao eixo

=1
4 * 1
* Plano 7, : y = 1 a intersecao m, N &, ¢ a circunferéncia de raio
= R G
—1 —1
C =1
Y T
* Plano 7, : = = 1 a intersecao 7, N & a elipse com eixo focal

paralelo ao eixo

d) Denominacao da quadrica &: elipsoide circular ou elipsoide
de revolucao.

e) Grafico do elipsoide circular &:
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f) Os pontos do elipsoide circular & correspondentes aos pontos
cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro

Sao:
N, = (17 1,2) S.=(1,1,0)
L, = (1,3,1) Oy =(1,-1,1)
F, = (2, 1, 1) T.=(0,1,1)

g) A equagao na forma matricial:

[

Exercicio 6.2 Determinar todos os elementos e as equacoes reduzidas
e completas, considerando as caracteristicas das quadricas abaixo:

- O O

40
& }[0 1
00

a) Elipsoide £, com centro na origem e contida numa caixa de
dimensoes ¢, X ¢, X c. =8 X 6 x 4.°

2 2 2
‘Lsaéumenpsoideelfptico,ga:ﬁ+7+7:1,£a:36 2 | 64y2 + 14422 + Ozy + Oyz + 0zz + = + Oy + 0z — 576 = 0,
N. = (0,0,2), Sz = (0,0, -2), Ly = (0,3,0), Oy = (0, —3,0), Fy = (4,0,0) e Ty, = (—4,0,0).

6.2.4 Hiperboloide de uma folha #

Definicdo 6.4 — Hiperboloide de uma folha.
Na geometria euclidiana, um hiperboloide de uma folha #;;
(Figura 6.5) é o lugar geométrico dos pontos /” = (, v, =) do espago
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tridimensional R* com centro C' = (C, C,, C.) e definido por uma
dessas equagoes:

(IE_Ox)Z (y_c )2 (Z_Cz)z
Hlfm - 0,2 + b2 Y + C2 :1
(r—=C.)?% (y=C,)* (=—=C.)?
7‘[1fy : 2 — B SR 5 =1 (Hl)
(x_Cx)Q (y_C )2 (Z Cz)2
%1fz a2 b2 Y C2 = ]_

com a, b e ¢ nimeros reais nao-nulos.

Figura 6.5: Representacao de um hiperboloide de uma folha #, .

Hi

Equacdes do Hiperboloide de uma folha
Considerando os pontos I’ = (1,1, 2) € R3 e o centro C' = (C,,C,, C.),
temos as sequintes equacoes:

* Equacoes na forma reduzida:
(1=Ca)?  W=Cy)?  (z=C.)°
a? * b? i 2

. (‘T_Ox)Q (y—C’ )2 (Z_CZ)Z
Hlfy : CL2 o b? - + C2 =1
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* Fquacao na forma paramétrica:

v = C, + a-cosh(f)cos(p)
Hip: QU C, + b-cosh(f)sen(p)
» = (. 4+ c-senh(0)

Intersecoes com o Hiperboloide de uma folha

Considerando o hiperboloide de uma folha Hiy definido pela equagdo
na forma reduzida (Hy), temos que as trés interse¢oes (Figura 6.6)
com Hiy sao:

*x Com o plano m, : © = C, a interse¢ao m, N His € a hipérbole:

(v=C) (=0
b2 2

*x Com o plano m, : y = C, a intersecao m, N His € a hipérbole:

_(x—C’x)2 (- —C.)?

*x Com o plano 7, : = = C. a intersecao m, N Hiy € a elipse:

e N Uens
C, : > + bezl

Figura 6.6: Representagao de um hiperboloide de uma folha ;e as interse¢oes
com os planos.
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Observacao 6.3. Em relagao ao hiperboloide de uma folha Hiy
definido pela equagao (Hy), teremos:

* Apenas um dos coeficientes dos termos quadrdticos do primeiro
membro da equagdo (Hy) é negativo.

* Duas das trés intersecoes da quddrica Hiy com os planos m,, 7, e
. sao hipérboles, por este motivo € denominado hiperboloide.

* Se a terceira intersecao com a quddrica Hiy for uma:

e Llipse sera denominado hiperboloide eliptica de uma
folha;

o Circunferéncia serda denominado hiperboloide circular

de uma folha ou hiperboloide de revolucao de uma
folha,

* O “sobrenome” uma folha é uma superficie contendo apenas

uma parte, ou seja uma folha, e também para diferenciar do
hiperboloide de duas folhas.

= Exemplo 6.6 Considerando quadrica H;y, definida pela equagao:

PN s Vs g s )

=1
4 4 9
a) Centro C' = (1,2,3).
b) Intersegbes com os planos:
% Plano 7, : © = 1 a intersegao m, N Hyy, ¢ a hipérbole com eixo
focal paralelo ao eixo
—2)? — 3)?
R ) Gt ) 0
4 9
x Plano 7, : y = 2 a interse¢ao m, N H;s, ¢ a hipérbole com eixo
focal paralelo ao eixo
—1)? —3)?
PG VGt L
4 9
x Plano 7, : = = 3 a intersecao 7. N Hyy, ¢ a circunferéncia de
raio 7 = 2 no plano paralelo ao plano
-1 2 -9 2
G N Ut

4 4
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c) Denominacao da quadrica H;s: hiperboloide circular de
uma folha ou hiperboloide de revolucao de uma folha.

d) Grafico do hiperboloide circular de uma folha #,y,:

e) Os pontos da hiperboloide H;y, correspondentes aos pontos
Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro sao:

L, =(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F, = (3,2,3) T, = (-1,2,3)
f) A equacao na forma geral:

Hipy 03607 +3612—16-2—72,—144y+96-—108=0

g) A equagao na forma matricial:

36 0 0
Hap o | }{0 36 0 H ]—[72 144 —96}|: ]+108_0
6

0 0 -1

s Exemplo 6.7 Considerando a quédrica H;y, definida pela equacao:
Hipy 40” — " +42 =81 +2y—8:43=0
Teremos que:

a) Para determinar a equagao na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis =, y e >~ da forma:

Hig, : [402—82] = [2—2y] +[4:2—8:] +3=0 (6.10)
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* Aplicar a técnica de completamento de quadrados nesses agru-
pamentos, ou seja:

(407 — 8] =4(r —1)* —4 (6.11)
[P =2y] =(y—1)* -1 (6.12)
(42— 8] =4(- —1)* —4 (6.13)

* Substituir os completamentos de quadrados (6.11), (6.12) e
(6.13) na equagao & (6.10):

Hipy: [4(r—1)2—d = [(y—1)2 =1+ [4(-—1)* 4 +3=0

* Teremos a equacao na forma reduzida:

77[UQ:( —11)2_( —41)2+( —11)2:1

b) A quadrica H,y, possui centro C' = (1,1, 1).
c¢) Interse¢oes com os planos:

x Plano 7, : = 1 a intersegao m, N Hyy, ¢ a hipérbole com eixo
focal paralelo ao eixo

Cr: — =1
’ T
* Plano 7, : y = 1 a intersecao m, N Hiy, € a circunferéncia de
raio r = 1: ( 2o £
—1 —1
C, : =1
! T
x Plano 7, : © = 1 a intersecao 7, N Hy, a hipérbole com eixo

focal paralelo ao eixo

d) Denominacao da quadrica #,s,: hiperboloide circular de
uma folha ou hiperboloide de revolugcao de uma folha.

e) Gréafico do elipsoide circular #;y,:
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f) Os pontos do elipsoide circular #;, correspondentes aos pontos
Norte, Sul, e os pontos Frontal e Traseiro sao:

N. = (1,1,2) S. = (1,1,0)
F,=(2,1,1) T, =(0,1,1)

g) A equagao na forma matricial:

4.0 0
Hip, o | }!o -1 OH ][8 -2 8}{ ]+30
0 0 4

6.2.5 Hiperboloide de duas folhas #;
Definicdo 6.5 — Hiperboloide de duas folha.

Na geometria euclidiana, um hiperboloide de duas folhas H,y

(Figura 6.7) é o lugar geométrico dos pontos /7 = (r,y,2) do
espaco tridimensional R? com centro C' = (C,, ¢, C.) dada pelas
equacoes:
( _CJL)Q ( —O()Q ( _CZ)2
Hwa a2 b2 o 2 =1 (HQ)
(2=Ca)? , (y=Cy)? (:—C.)"
Hny D= 2 + B o — 2 =1
(r=Ca)* (W=Cy)*  (z=C.)
Hop.: — 2 52/ 2 =1

com a, b e ¢ nimeros reais nao-nulos.
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Figura 6.7: Representacao de um hiperboloide de duas folha Hay.

Equacdes do Hiperboloide de duas folhas
Considerando os pontos I’ = (r,y,2) € R3 e o centro C' = (C,, C,,, C.),
temos as sequintes equagoes:

* Fquacoes na forma reduzida:

(=G (=G (:=C.)°

Haf, a2 b2 2 =1
. ( —C;,,)2 ( _01)2 ( _02)2
Hoy, = a2 T b2 —- 2 =1
. ( —C;,,)2 ( _01)2 ( _02)2
Hoyp. - = a2z b2 —+ 2 =1

* Equacao na forma paramétrica:

= (., + a-senh(0)cos(p)
Hoy - = (), + b-senh(0)sen(p)
= (. £ c-cosh(0)

Intersecoes com o Hiperboloide de duas folhas
Considerando o hiperboloide de duas folhas Hay definida pela equagao
na forma reduzida (Hy), temos que as trés intersegoes (Figura 0.8)

com Hay sa0:
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*x Com o plano 7, : © = C, a interse¢ao m, N Hay € vazia, pois:

(. =GP (-CF_,

b2 c2

Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o, ao plano m,, de
tal forma que a intersecao o, N Hay seja uma conica conhecida,
no caso a elipse:

Cy - R + (?2“ =1
x Com o plano m, : y = C,, a intersecao m, N Has € a hipérbole:
12 12
LGP _(=CF_,
*x Com o plano 7, : = = C. a intersecao m, N Hay € a hipérbole:
Cz . ( _C:L')z o ( _011)2 —1

a? b2

Figura 6.8: Representacao de um hiperboloide de duas folhas Hy; e as intersecoes

com os planos.
A

-
-

= -

Observacao 6.4. Em relacao ao hiperboloide de duas folhas Hiy
definido pela equagao (Hs), teremos:
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* Apenas um dos coeficientes dos termos quadrdticos do primeiro
membro da equagdo (Hy) é positivo.

* Duas das trés intersegoes da qudadrica Haoyp com os planos m,, m, e
m, sao hipérboles, por este motivo € denominado hiperboloide.

* A terceira intersecao com a quddrica Hyy € vazia.

* Apds uma a escolha de um novo plano auxiliar o, a intersecao
com a quadrica Hay for uma:

e FElipse serd denominado hiperboloide eliptica de duas
folha,

e Circunferéncia serd denominado hiperboloide circular

de duas folha ou hiperboloide de revolucao de duas
folha,

* O “sobrenome” duas folhas a superficie € tem duas partes sepa-
radas, ou seja, duas folhas.

= Exemplo 6.8 Considerando quadrica Hy, definida pela equagao:

R G ) M V) M Gt )
Hoy, 1 1 + 5 =1
a) Centro C' = (1,2,3).

b) Interse¢bes com os planos:

* Plano 7, : © = 1 a intersegao m, N Hay, ¢ a hipérbole com eixo
focal paralelo ao eixo

* Plano m, : y = 2 a intersecao m, N Hay, ¢ a hipérbole com eixo
focal paralelo ao eixo

PN | Gt

4 2
x Plano 7, : ~ = 3 a intersecao m, NHyy, ¢ um conjunto vazio®l!|
—1)? —2)?
S Gt VN Ut
4 4

(b) Observe que o resultado do lado direito da equacio C. é negativo e portanto nunca serd igual
al.
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ou

Neste caso deve-se escolher um outro plano auxiliar 7., paralelo
ao plano 7, de tal forma que a interse¢ao com a quadrica Hay,
seja a de uma conica conhecida. No caso por exemplo, para o

plano 7. : = = 5 a intersecao 7, N Hay, € a circunferéncia de
raio 2 no plano paralelo ao plano 11, pois:

—1)? —2)2  (5-3)?

CI/:—( C _w=2" 637
4 4 2
)
4 4

Logo:

¢) Denominagao da quadrica Hsys,: hiperboloide circular de
duas folhas ou hiperboloide de revolucao de duas folha.

d) Grafico do hiperboloide circular de duas folhas Hsy,:

e) Os pontos da hiperboloide #Hyy, correspondentes aos pontos
Norte, Sul sao:

N. = (0,0,v/2) S. = (0,0,—v2)

f) A equacao na forma geral:

Hip o — 10?212 +2:2 42044y —12:—4=0
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g) A equagao na forma matricial:

6.2.6 Paraboloide Eliptico P.
Definicdo 6.6 — Paraboloide Eliptico.
Na geometria euclidiana, um paraboloide eliptico P, (Figura
6.9) é o lugar geométrico dos pontos /” = (r,y,2) do espago
tridimensional R? com vértice V = (V,,V,, V.) definido por uma
dessas equagoes:

P, : ot = a(r—=V,)
P ( _%)2 ( _‘/2)2 —b Vv (P)
v’ a? + 2 = b(y— y) ‘
_% 2 -V 2
Pe.: ( - ) + ( 7 ) =c(=2=V,)

com a, b e ¢ nimeros reais nao-nulos.

Figura 6.9: Representacao de um paraboloide eliptico P,.
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Equacoes do Paraboloide Eliptico

Considerando os pontos I’ = (i, 1y, ) € R3 e o vértice V = (V,,,V,, V.),
temos as sequintes equagoes:

* Equacoes na forma reduzida:

P, 3 —b;/y)2 + ! _(;/Z)Q = a(r—Vz)
Pey ( _a;/;C)Q ( _(;/Z)Q _ b( _Vvy)
Pey ( _CL;/;C)Q ( _b;/;/)2 - (< _sz)

Intersecoes com o Paraboloide Eliptico

Considerando o paraboloide eliptico P, definido pela equacao na forma

reduzida (P.), temos que as trés intersegoes (Figura 6.10) com a
elipsoide sao:

* Com o plano m, : v =V, a intersecao m, NP, é a parabola
com eixo de simetria paralelo ao eixo

—1.)?
C:U ( b2y) :(f( _‘/Z)
x Com o plano m, : y =V, a intersecao m, NP, € a pardbola com

eixo de simetria paralelo ao eixo
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* Com o plano 7. : = =V, a intersecio m, N Hay € um ponto (V')
PO1S:

Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o, ao plano 7.,
de tal forma que a intersecao a, NP, seja uma conica conhecida,
no caso a elipse:

Figura 6.10: Representagao de um paraboloide eliptico P, e as intersecoes com os
planos.

Observacao 6.5. E'm relacao ao paraboloide eliptico P. definido pela
equacao (P.), teremos:

* Os dois coeficientes dos termos quadrdticos do primeiro membro
da equacao (P.) possuem o mesmo sinal.

* Duas das tres intersegoes da quddrica P, com os planos 7, m,
e m, sao parabolas, por este motivo é denominado paraboloide.

* A terceira intersecao com a qudadrica P, € um ponto do vértice

(V).
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* Apos uma a escolha de um novo plano auziliar o, a intersecao
com a quddrica P, for uma:

e Flipse serd denominado paraboloide eliptica;

e Circunferéncia serda denominado paraboloide circular.

6.2.7 Paraboloide Hiperbdlico P,
Definicdo 6.7 — Paraboloide Hiperbdlico.
Na geometria euclidiana, um paraboloide Hiperbdlico P, (Fi-
gura 6.9) é o lugar geométrico dos pontos /” = (i, 1, ~) do espago
tridimensional R? com vértice V = (V,,V,, V.) definido por uma
dessas equagoes:

P, b2’ -0 =a(r—V,)
(r=Vo)? (=)

P, L L2 ) (7
(r=Vo)*  (y=W)?

thi 2 — bQJ :(i( —Vz)

com a, b e ¢ nimeros reais nao-nulos.

Figura 6.11: Representagao de um paraboloide hiperbdlico Pj,.
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Equacodes do Paraboloide Hiperbdlico

Considerando os pontos I’ = (1, v, 2) € R* e o vértice V = (V,, V,,, V),
temos as sequintes equagoes:

* Fquacoes na forma reduzida:

th ; b2( - C2 = a( _Vl’)
(r=V)?  (=W)?

Phy a2 o 2 _b( _V;J)
(r=Vo)*  (w=W)

Py, Ml ()

e

Intersecoes com o Paraboloide Hiperbdlico

Considerando o paraboloide hiperbolico P, definido pela equacao na
forma reduzida (P,), temos que as trés intersegoes (Figura 6.12)
com a paraboloide sao:

* Com o plano m, : © =V, a intersecao m, NP, é a parabola
com eixo de simetria paralelo ao eixo

—V)?
C. —( be) =c(=—=V,)
*x Com o plano m, : y =V, a intersecao m, NP, € a pardbola com

ewxo de simetria paralelo ao eixo
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* Com o plano 7. : = =V, a intersecao w. NPy sao duas retas
PO1S:

Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o, ao plano m,, de
tal forma que a intersecao o, NPy, seja uma conica conhecida,
no caso a hipérbole:

Figura 6.12: Representacao de um paraboloide hiperbdlico P}, e as interse¢oes com
os planos.

Observacao 6.6. Em relacao ao paraboloide hiperbolico Py, definido
pela equacao (Py,), teremos:

* Os dois coeficientes dos termos quadrdticos do primeiro membro
da equacao (P, ) possuem sinais opostos.

*x Duas das tres intersecoes da quadrica P, com os planos 7., m,
e m, sao pardbolas, por este motivo € denominado paraboloide.

*x A terceira intersecao com a quddrica Py, sao duas retas concor-
rentes.
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* Apos uma a escolha de um novo plano auziliar o, a intersecao
com a quadrica Py € uma hipérbole, portanto denominada pa-
raboloide hiperbdlico.

* O paraboloide hiperbolico também € conhecida como “cela de
cavalo” e vértice € denominado de “ponto de cela”.



