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Capitulo 1

Vetores

1.1 Introducgdo

1.1.1  Situando a Temdtica

Nesta unidade estudaremos e definiremos vetores,
bem como as operacdes com esses vetores, obtendo
resultados geométricos e analiticos, utilizando como
base os conceitos basicos da trigonometria, como
tridngulos retangulos e suas relagdes.

O tratamento vetorial de varios problemas mate-
maticos e fisicos simplifica a compreenséo e o estudo

4| 7
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destes problemas, possibilitando a ampliacdo, gene-
ralizacdo e confirmacio dos conceitos e definicdes
existentes.

1.1.2  Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por
exemplo, area de um tridngulo qualquer, projecdes,
volume de um paralelogramo, perpendicularismo, pa-
ralelismo e dngulos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas
operacoes.

1.1.3 Conhecendo a Tematica

O estudo de vetores iniciou-se no final do século
XIX. Eles constituem os instrumentos ideais para o
desenvolvimento de muitos conceitos importantes
nas varias areas do conhecimento, como em Fisica e
em Matematica.
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Existem basicamente trés modos de se introduzir o
estudo de vetores:

Geometricamente:
Os vetores sdo representados por segmentos
de reta orientados (setas) e as operagdes com
eles sdo definidas geometricamente;

Analiticamente:
Os vetores e correspondentes operagdes sdo
descritos em termos de numeros, chamados
componentes dos vetores. A descri¢do anali-
tica resulta naturalmente da descricdo geomé-
trica, desde que seja introduzido um sistema
de coordenadas;
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Axiomaticamente:

Nio se faz qualquer tentativa para se descre-
ver um vetor ou as operagdes algébricas com
vetores. Neste caso, vetores e operacdes veto-
riais sdo considerados conceitos nio definidos,
relativamente aos quais se sabe apenas que
eles satisfazem certo conjunto de axiomas. Tal
sistema algébrico, com axiomas apropriados,
chama-se espaco vetorial. Em todos os ramos
da Matematica se encontram espagos vetoriais
e eles sdo apresentados em cursos de algebra
Linear.

Nesta unidade, inicialmente introduzimos vetores ge-
ometricamente de modo construtivo e ja apelando
para a visualizacdo do mesmo, dentro de um espago
tridimensional. Depois, utilizamos o método anali-
tico e geométrico para introduzir outros conceitos e
operagoes entre os vetores.
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1.2 Segmentos Orientados

Definiciao 1.1 (Segmento)

Dados dois pontos distintos A e B quaisquer, que deter-
minam uma unica reta r, chamaremos de segmento
AB, ao conjunto formado pelos pontos extremos A e B
e por todos os pontos da reta r entre esses dois pontos

(Figura|1.1)).

Figura 1.1: Representacdo grafica do segmento AB.

r AB
A B
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Definicio 1.2 (Segmento Nulo)
Um segmento nulo AA sera o conjunto unitario for-

mado apenas pelo ponto A (Figura|1.2).

Figura 1.2: Representacdes graficas dos segmentos nulos AA e BB.




Prof. Sérgio ‘ Vetorial - Vetores

Defini¢iao 1.3 (Segmento gientado)

Um segmento orientado AB ¢é definido por um seg-
mento AB e uma escolha de um dos seus extremos
como ponto inicial A e o outro como ponto final B, ou
seja, daremos uma orientagdo de como deve ser olhado

esse segmento (Figura[1.3).
Figura 1.3: Representagdo grafica do segmento orientado AB.
—_—
r AB
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Observacio 1.1 Em relagdo aos segmentos e segmen-
tos orientados temos:

* O segmento AB = BA,
* O segmento AA é chamado de segmento nulo.
O segmento orientado A_é # B_/i e

—
¢ O segmento orientado AA é chamado de seg-
mento orientado nulo.
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Exemplo 1.1 No paralelogramo dado pelos pontos
ABC'D conforme a Figura[1.4 considere os 4 lados, 0s
4 pontos e as diagonais, entdo teremos:

Figura 1.4: Representacgdo do paralelogramo ABC D.
D C

e 10 Segmentos:

AA BB,CC,DD,
AB =BA,BC =CB,CD = DC,
DA =AD,AC =CA,BD =DB

16 Segmentos orientados:
AA,BB,CC,DD, AB, BA, BC,CB,
CD,DC,DA,AD,AC,CA,BD,DB

12‘72
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Exercicio 1.1 No paralelepipedo definido pelos pon-
tos ABCDEFGH da Figura[1.5, verifique que exis-
tem 36 segmentos que podem ser definidos pelos 8 pon-
tos, 12 arestas e todas as diagonais. Sdo 64 os segmentos
orientados?

Figura 1.5: Representagdo 3{9 paralelepipedo éBCDEFGH.

F G

1.3 Norma, Direcdo e Sentido

Para efeito da defini¢éo e estudo dos vetores, preci-

samos comparar segmentos orientados, por exemplo
. e NS

um segmento orientado A5 a um outro C'D, obser-

vando as trés seguintes caracteristicas geométricas:

Norma:
13 72
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A norma ou comprimento de um segmento

orientado AB ¢ denotado por HA—B) H . Por-

_—
tanto dois segmentos orientados AB e C'D

3] - oo

terao mesma norma se L

. —_—
Figura 1.6: Segmentos AB e C'D: mesma norma.

oy
=
R
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Direcao:
. . - 3 = ~
Dois segmentos orientados AB e C'D terdo
mesma direcao se, as retas que os contém,
sdo coincidentes ou paralelas.

Figura 1.7: Segmentos AB e CD: mesma direcdo.

cD_—"D
sz

/

AB—
— B
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Sentido:
. . —_—> —_—>
Dois segmentos orientados AB e C'D que te-
nham a mesma direcéo e néo forem colineares,
terdo o mesmo sentido quando a intersecdo
dos segmentos AC' e BD for vazio, isto é:

(ACnBD={} =9

caso contrario tem sentidos opostos Os seg-
mentos orientados AL e C'D colineares tém o
mesmo sentido, quando um outr_o> segmento au-
xiliar A’ B’ ndo colinear com ') e no mesmo
sentido de AB, satisfaz A/CNB'D ={} =10
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Figura 1.8: Segmentos AB e CD: mesmo sentido.

17 72
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Exemplo 1.2 Considerando o paralelepipedo dado pe-

los pontos ABCDEFGH, temos:
H

a) 8 segmentos orientados com a mesma norma do
segmento orientado BG:

{Pa.GB.7C.CF. a1, HA.FD. DE}

b) 4 segmentos orlentados com o mesmo sentido do
segmento orientado AE

{az.57.c¢. b} |

18T72
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c) 8 segmentos orientados com a mesma dire¢do do
—
segmento orientado AB:

{4854, 7. FE.0C. 1. 0C. OB

19 72
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Defini¢iao 1.4 (Segmentos Equipoleérﬁlges)éﬁ
Diremos que dois segmentos orientados AB e C'D, nao
nulos, sdo segmentos equipolentes (equivalentes) se
esses segmentos orientados possuem:

mesma norma mesma diregdo mesmo sentido

e representaremos essa relagdo por:

()

Observacio 1.2 Todos os segmentos orientados nu-
los sao con31derados eq _ulpolentes entre si, ou seja, sdo
equivalentes AA ~ BB, pois neste caso, a norma é
nula e o sentido e a diregdo sdo indefinidos.
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Exemplo 1.3 Considerando o paralelepipedo dado pe-

los pontos ABCDEFGH, temos que:
E H

r G

a) AB ¢ equipolente aos segmentos: D—C’> EF e HG

(4B ~ DC ~ BF ~ C)

b) AE ¢ equipolente aos segmentos: B—F> CG eDH

(4 ~ BF ~ CC ~ DH|

c) AD ¢ equipolente aos segmentos: B—C': EH e FG

(4D ~ BC ~ BF ~ FC)

21‘72
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d) AF ¢ equipolente ao segmento DG

—_—>  —

AF ~ DG

e) AH ¢ equipolente ao segmento BG

—_— —

AH ~ BG

2

f) AC ¢ equipolente ao segmento EG

AC ~ EC

—>
&) AG é equipolente apenas a ele, pois ndo é equipo-
lente a nenhum dos outros segmentos formado por

esses pontos.

Exercicio 1.2 Encontrar todos os segmentos orienta-
dos equipolentes, que podem ser formados com os pon-
tos do paralelepipedo ABCDEFGH da Figura

(paginal13).
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Propiedade 1.1 Dados trés segmentos orientados
quaisquer AB, C'D e /I, temos em relagdo a equipo-
léncia as seguintes propriedades:

E1 - Reflexiva:
Todos os segmentos orientados sdo equipo-
lentes a si mesmos, ou seja:

AB ~ AB

E2 — Simétrica: N
O segmento orientado iBi é equipolente a
@ se, e somente se, C'D é equipolente a
AB, ou seja:

(4B ~ CD <= CD ~ 4B
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E3 — Transitiva:
Se 0 segmento orientado AB ¢ equipolente
aCDeCDé equipolente a entio AD
é equipolente a // /", ou seja:

(4B~ CDeCD ~ EF — 4B ~

E4 — Paralelogramo:
O segmento orientado AB é equipolente a
CD se, e somente se, AC’ é equipolente a
BD ou seja:

(4B ~ CD < AC ~ BD)
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E5 — Segmento Genérico:

Dado um ponto P qualquer é possivel de-
terminar outro ponto (), de tal forma que
—_— —_— . .

P(@) ~ AB, ou seja, podemos construir em
qualquer local do espago n-dimensional, um
segmento equipolente a um outro segmento
orientado.

Observacio 1.3 Toda relagdo definida em um con-
junto que é reflexiva, simétrica e transitiva é cha-
mada na matematica de relagcdo de equivaléncia,
portanto a equipoléncia (~) entre segmentos orienta-
dos é uma relacao de equivaléncia.

25 72



Prof. Sérgio ‘ Vetorial - Vetores

1.4 Vetores

Definicao 1.5 (Vetor) .

Chamaremos de vetor AB como sendo um represen-

tante do conjunto formado por todos os segmentos ori-
_—> . N —_—>

entados XY equipolentes ao segmento orientado AB,

ou seja,

{A—é = {ﬁsegmento orientado / XY ~ A—B>}}

Observa(;ao 1.4 O vetor AB ndo é o segmento ori-
entado AB como conjunto de pontos, mas um repre-
sentante do conjunto formado por todos os segmentos
orientados que tem a mesma norma, mesmﬂ)iregdo e
mesmo sentido do um segmento orientado AB.

Observacio 1.5 O vetor determinado pelo segmento
—> —

orientado AB sera representado por AB, ou por uma

letra minuscula 1, isto é:
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Definicio 1.6 (Vetor Nulo)
O vetor determinado por todos os segmentos orientados
nulos, sera chamado de vetor nulo, denotado por:

—>

0 =AA

Defini¢ao 1.7 (Vetor Unitario)
Um vetor U qualquer é chamado de vetor unitario,
se a sua norma for igual a um, isto é:
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Exemplo 1.4 Considerando o paralelepipedo dado pe-
los pontos ABCDEFGH da Figura[1.d e os vetores
i, U e como sendo os representantes da classe dos
segmentos orientados equipolentes a E, AC e
respectivamente.

Figura 1.9: Vetores U, U e i no paralelepipedo ABCDEFGH.
E H

a) O vetor U pode ser representado por um dos elemen-
tos do conjunto:

(7B, b0, 7C. FF)

b) O vetor U pode ser representado por um dos elemen-
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tos do conjunto:
(4B, 5, 7, 7}
c¢) O vetor w pode ser representado por um dos elemen-
tos do conjunto:
(4%, BF,7G, b}

. —> —>
ou seja, como representantes dos vetores u, U e
temos as seguintes igualdades:

(7 - 4B - bC - BF - iiC)

(7 AD - BC - IC— £l)

(\—AB-BF-Cd-DH)

Desafio:
Quantos e quais sdo os vetores que podem ser
representados pelos pontos na Figura (1.9)?
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1.5 Operacoes Elementares com Vetores

1.5.1 Soma

A soma de dois vetores 7 e U quaisquer (ver Figura
é obtida graficamente, da seguinte maneira (ver

Figura[1.11):

Figura 1.10: Representagdo dos vetores U e U.

gl
i~

Yy

a) Escolha um ponto qualquer A;

b) Em um ponto A qualquer, construa um outro re-
presentante para o vetor i, ou seja, U = AB;

30‘72
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¢) No ponto ponto final B, construa um outro repre-
sentante para o vetor 7, ou seja, v = BC

d) O vetor soma U + U seré representado pelo vetor

AC’ com ponto inicial A e ponto final C.

Figura 1.11: Representacdo dos vetores U e U e do vetor soma
— —
U+ v.

Propiedade 1.2 Dados trés vetores quaisquer U, U
e w temos em relacdo a soma dos vetores as seguintes

propriedades:
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S1 - Comutatividade da Soma:
Propriedade comutativa da soma entre ve-
tores:

— —> —»]

[U+ v=17+7u

Da Figura temos que:

+
+

U+ 7=
T+ T

AB+BC
— 1D+ DC

S2 - Elemento Neutro da Soma:
Propriedade da soma do elemento neutro
por um vetor:

[U:U+6:6+a’]

Da Figura|[1.11} temos que:
T+0=AB+BE =
O+7=1A+AL=
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S3 — Inverso da Soma:

Propriedade do elemento inverso da soma
de um vetor:

ol 9
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S4 — Associatividade da Soma:
Propriedade associativa da soma entre ve-
tores:

(@+0)+ 0 =T+ (T + 1))

Figura 1.12: Representagdo dos vetores i, U, 1 e do vetor soma
— —
U+ U+
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Da Figura [1.12] temos que:

(T+7) + :(E;’JFB_C’)jLC_D’
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Exemplo 1.5 Considerando o paralelepipedo dado pe-
los pontos ABCDEFGH e os vetores U,V e, ve-
rifique os seguintes resultados:

a)E—FE—H):A—C’)
b) HG + EH = AC
¢) BC+ AE + HG = AG

d) AB+DA+HD=HEB
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1.5.2  Multiplicagdo por Escalar

Definicao 1.8 (Multiplicacio por Escalar)
A multiplicagdo de um vetor v, ndo nulo, por um es-

calar k. € R, € o vetor, representado por , com as
seguintes caracteristicas:

e mesma direcdo do vetor U,

. — —>
e norma igual a |7 = |x|-|| U

B

e mesmo sentido do vetor U, serx > 0 e
sentido oposto ao vetor U se 1 < 0.

Observaciao 1.6 Qualquer vetor multiplicado por
r = 0 sera o vetor nulo, ou seja,

07 =0

e qualquer valor r. € R multiplicado pelo vetor nulo
serd o vetor nulo, isto é
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As operagdes aritméticas comuns também sdo idén-
ticas com as operacdes de multiplicacido de escalar
por vetores, que seguem nas propriedades exibidas a
seguir.
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Propiedade 1.3 Dados os vetores U e U quaisquer e
os numeros k, k1, ko € R, temos que:

ME1 - Distributividade do Escalar
Propriedade distributiva do escalar em rela-
¢do a soma de vetores:

[H'(U—F v) = f{-l_L)—Ff{‘T))J

ME:2 - Distributiva da Soma de Escalares
Propriedade da soma de escalares em rela-
¢a0 a um vetor:
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ME3 - Elemento Neutro
Propriedade do elemento neutro da multi-
plicacéo pelo vetor:

1-u=1u
ME4 - Associatividade da Multiplicacao:

Propriedade associativa da multiplicacdo de
escalares em relacio a um vetor:

Observacio 1.7 Um conjunto qualquer V onde sao
definidas duas operacdes, normalmente denominadas
de soma e multiplicacdo, e que satisfazem as pro-
priedades da soma 81, Sz, $3, S4 e as propriedades da
multiplicagdo por escalar ME1, ME2, ME3 e ME4 é
chamado de espaco vetorial. Os elementos desse con-
junto com as duas operagoes (V, +, -) sdo chamados de
vetores (este tema sera abordado no préximo semestre
na disciplina Introducdo a Algebra Linear).
g0 | 72
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Observacio 1.8 Nesse texto utilizaremos apenas o
espaco vetorial bidimensional (R?, +,-) ou o espaco
vetorial tridimensional (R3, +, -), com as operagdes de
soma e multiplicacdo do conjunto dos niumeros reais R.
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Exemplo 1.6 Na Figura[1.13} a partir do vetor U, ob-
serve os vetores:

Figura 1.13: Representacdo dos vetores U, —27, 37, —2 0 e 1T
3 2

v 3¢

a) ¢ 0 vetor com mesmo sentido e com o triplo do

comprimento do vetor v;

b) é o vetor com sentido oposto e com o dobro
do comprimento do vetor U ;

€ 0 vetor com mesmo sentido e com a

metade do comprimento do vetor U.

|
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¢ o vetor com sentido oposto e com

. . v d
cinco tercos do comprimento do vetor v ;
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Exemplo 1.7 Considere um triagngulo ABC' qual-
quer, e os pontos M e N como pontos médiosﬂ)s
segmentos AB e BC' respectivamente e i = AB,
— YL .. PN

v = BCew = , como exibido no triangulo
abaixo, logo:

A
a) U+ U =uj;
— — ]__)
b) AM = MB = Qu e
B> T ]-—> . y ~ s 7.
¢) BN = NC = -, pois M e N sdo pontos médios;
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—_— 11— 1
MN = — = — ]
d) 2AC 5 , pois

MN =MB+ BN

e) Além de mostrar que o segmento M N ¢é paralelo ao
segmento AC, mostramos também que o segmento
M N tem exatamente a metade do comprimento do
segmento AC.
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Exemplo 1.8 Dado um quadrilatero ABC'D qual-
quer e pontos I/, F', G e H como pontos médios dos
segmentos AB, BC,CD eDA respectivamente, exem-
pllﬁcado como na figura abaixo, entdo EF =HGe
HE = GF, ou seja, EF'GH é um paralelogramo.
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Exemplo 1.9 Dado um vetor ndo nulo v # 0 qual-
quer, o vetor

¢ um vetor unitario, ou seja, sua norma é igual a 1,
pois:

17 = |27 = | = |17
il il
1 v

S S i
kil il
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1.6 Combinagdo Linear

Definiciao 1.9 (Combinac¢ao Linear)

Diremos que um vetor U é uma combinacdo linear
. - > — —

dos (¢ gerado pelos) 1n.-vetores U1, U, U3, ..., U, Se

existirem 1. -numeros reais k1, K2, K3, . . ., K, tais que

o vetor U possa ser formado pela soma:

— — —> —> —>
[fu = K1U]+RKoUQ2 + K3UZ+ -+ KU ]

Observacao 1.9 Os numeros ki, K2, K3, - . ., Ky, SG0

chamados de coeficientes do vetor U em relagdo aos
- > — —

vetores U1, U9, U3, ..., U
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Exemplo 1.10 Considere um tridngulo ABC' qual-
quer, e os pontos M e N como pontos médios dos
segmentos AB e BC respectivamente e 1 = AB

= BCe = , como exibido no triangulo
abalxo, logo:

A

TN L NN
a) M N é uma combinacao linear dos vetores 1 e v
pois existem coeficientes tais que:

1, 1
{]\H\' 5 U U+ 27}

b) ' é uma combinagdo linear dos vetores i e U pois
existem coeficientes tais que:
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c) W é uma combinagao linear do vetor M N pois
existe um coeficiente tal que:
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Exemplo 1.11 Considerando o paralelepipedo dado
pelos pontos ABCDEFGH e os vetores i, U e
temos:

L i

a

B C

—>

—>
a) AG é uma combinacdo linear dos vetores 1, U e
pois existem coeficientes tais que:

[E:ﬁ+1?+1 J

—
v

S - . ~ . —>
b) BE é uma combinacao linear dos vetores u, U e

pois existem coeficientes tais que:

[Eﬁ:flﬁ+()?+l }
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c) BE é também uma combinacgdo linear dos vetores
e pois existem coeficientes tais que:

(BE =17 +10)

Y] ~ 7 . ~ . —

d) BE ndo é uma combinagdo linear dos vetores u e
U pois, para determinar o vetor é necessario usar o
vetor

Exercicio 1.3 Considerando os vetores U, U e i da
figura do exemplo anterior, verifique que:

B3 2 L >
a) BG é uma combinacao linear dos vetores u, v e
2

, . ~ . — —>
b) BG é uma combinacgdo linear dos vetores U e v ?

’ . ~ . —_— —>
¢) CE é uma combinagao linear dos vetores u, v e
2
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1.7 Dependéncia Linear

Defini¢iao 1.10 (Dependéncia Linear)
Diremos que os n.-vetores
IO r1s r1s
V1, V2yeeey Ujyen.y, U
sdo linearmente dependentes (LD), se um dos vetores,

por exemplo, U; for cominagdo linear dos outros (n—1)
vetores, isto é:

[5’[:/*'171+H7272+-'-+H 7}

caso contrario, diremos que os 1.-vetores sdo linear-
mente independentes (LI).
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Apesar da definicdo de dependéncia linear ser ge-
ral, no nosso texto trabalharemos no méaximo no es-
paco tridimensional, portanto teremos algumas rela-
¢des geométricas, “visiveis”, em relagido a dependén-
cia linear, quais sejam:

« Dois vetores % e U sdo LD se os mesmos tive-

rem a mesma direciio, ou seja, se um vetor for
T — —
multiplo do outro vetor: & = Kk U;

—
v

« Trés vetores w,
a um plano;

e w sdo LD se sdo paralelos

+ Quatro vetores sdo sempre LD no espaco tridi-
mensional.
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Exemplo 1.12 Considerando os vetores @, U e ' da
figura abaixo, temos que os vetores:

L i

=1

a

B C

a) A—B> A—C) eA—D)s&oLD;
b) A—B> emsdoLD;

¢) U, U e sdo LI (verifique!).
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1.8 Base do Espago Vetorial

Definiciao 1.11 (Base)
Dado um conjunto ordenado [3 formado por n.-vetores
do espago vetorial R" (espaco com 1. dimensaes):

- —
{ﬁ: {1)1,1)2,...,’0 }J

diremos que B é uma base para o espago vetorial R
— — —> ~ .

se esses 1.-vetores U1, U2, ..., U, sdo linearmente

independentes (LI) em R"'. Portanto qualquer vetor U

do espaco vetorial R" é determinado/escrito de modo

unico como combinagao linear dos 1.-vetores na forma:

[U:Hl?l—kﬁgvg—k-“—{—h‘, T))}
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Exemplo 1.13 Considerando os vetores i, U e i da
figura abaixo, temos que os vetores:

L H
F G
v
. A D
u
B C
a) B = {W,V, '} é uma base do R’, pois sdo

vetores LI no espago tridimensional;

b) By = {V, U, '}(# B,) é uma base do R, pois

sdo 3 vetores LI no espaco tridimensional;

c) B = {A—C), ﬁ, ﬁ} ¢ uma base do R”, pois sdo

vetores LI no espaco tridimensional;

d) B4 = {u, U} ndo é uma base do R’, pois é um
conjunto com apenas 2 vetores;
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e) Be = {W, U} éuma base doR”, pois sdo 2 vetores
LI no espaco bidimensional;

f) By =A{4,7, Zé} nao é uma base do R, pois sdo
3 vetores LD;

—_—>
g) By =A{u, 7, , AG} nao é uma base do R, pois
é um conjunto com 4 vetores.
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Definicio 1.12 (Base Ortogonal)
Uma base

— = —
B:{v],vg,...,v }

para o espacoR" é chamada de base ortogonal se dois

a dois os seus vetores sdo ortogonais e de base ortonor-

mal se além de ser ortogonal, os seus vetores sdo todos
A . . —>

unitarios, ou seja, de norma igual a1 (||7;|| = 1).

Exemplo 1.14 Considerando os vetores U,V ew da

figura[1.9 temos que:

a) Bo = {U, U, '} é uma base ortogonal do R3, pois
seus vetores sdo perpendiculares dois a dois;

[T
b) Bb = { ==
Ik e |
do R3, pois seus vetores sio perpendiculares dois a
dois e sdo unitarios.

} é uma base ortonormal
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A vantagem de se trabalhar em uma base ortonor-
mal é que a mesma facilita a visualizagio tridimensio-
nal (pense na quina do chéo de sua sala/quarto), bem
como as futuras operagdes algébricas que surgirdo
no decorrer da disciplina.

Teorema 1.1 (Linearmente Independentes)
Os vetores U1, Ua, Us, ..., Uy sdo linearmente inde-
3 n

pendentes (LI) se, e somente se, a equagdo vetorial

—
[m?}'l + KoUo+ K3VUs+ -+ KpUp = O}

possuir como tnica solugdo:

[H]Zfingf;;:"':l{n:()]

ou seja, apenas a solugdo trivial nula.
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Demonstracdo: Na demonstragdo deste teorema, usa-
remos o método da reducdo ao absurdo, ou seja, nega-se
a tese e chega-se a uma contradigdo.

[IDA] Hipotese:
Vamos supor que sao LI os vetores:
T T 7
Ul, V2, .eey Ujyeuny Upy
Se a equacdo vetorial
-
K1U1+ koUo+ -+ R/ Ui+ +rk,0p=0

possuir uma solugéo néo trivial, ou seja, um dos coefi-
cientes néo é nulo, por exemplo, r; # 0 (1 < i < n).
Neste caso, temos #; U,; com a seguinte combinacdo
linear:

— —> —> —
RiVj = —K1U1 —R2UQ — "+ — RpUp
— R1 - R2 Rn —
V;,=——VU]— —UVUg—++— —1Up
K K Ky

ou seja, existe uma combinacéo linear entre esses
vetores, logo sdo LD, o que é um absurdo, pois por
hipoétese os vetores sdo LL
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[VOLTA] Hipotese:
Vamos considerar que a equacéo vetorial

-
KiU1+ koUo 4+ Kk Ui+ +rp0n=0
s6 admita a solugdo trivial
Kl =Ky=-+=K;,=-+=K, =0

N
Se um dos vetores for nio nulo, por exemplo 7; # 0,
for combinacio linear dos outros 7 — 1 vetores ¥ 1,
— —>

V9, ..., Up,teremos

—> —> —> —>
Vi =T1V1+T2Va+ -+ TpUy
logo podemos escrever a igualdade:
— — — — =g
Ui+ mnves+ o+ (—10)+ - +7,0,=0

ou seja, T, 72, ..., T; = —1, ..., T, também é uma
outra solucdo da equacdo, o que é um absurdo pois,
por hipoétese, a equagio s6 admite uma unica solugéo,
a trivial.

62 72



Prof. Sérgio ‘ Vetorial - Vetores

Observaciao 1.10 Note que a solugdo trivial
Kil=kyg=-+ =K, =+ -=kkp,=20
¢ sempre solugdo para a equagdo, pois
0T1 +0T2 +0T3+---+07, =0

mas a forca do teorema é a exigéncia da solucdo da
equacgdo vetorial ser inica.
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Exemplo 1.15 Considerando a figura abaixo, verifi-
que que o conjunto § = {@, A_F’)7 ﬁ} também é
uma base do R3.

£ i

<L

Solugdo: Para verificar que {A_é, A_ﬁ’ Zﬁ} ¢ base,
basta ver que sdo 3 vetores LI em R3. A quantidade
de vetores esta 6bvia e para mostrar que sdo LI utiliza-
remos o teorema acima, mas para tanto utilizaremos
dois fatos:

e Osvetores i, U e ) sdo LI, pois ndo sdo paralelos
a um plano, temos pelo teorema acima que uma
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equacgdo vetorial:

[mﬂ)—i— KoU + k3 = 6)]

possui solugdo unica:

[&121{2:&3:0]

¢ Os vetores A—C: ﬁ e zﬁ sdo combinacoes line-

—> —> ~
ares dos vetores u, U e 1 podemos escrevé-los

da forma:
AC =10 +1T+00 =T+ T
AF =10 4+00 +10 =0+
AH =00 +17 +10 = T +

Vamos montar a equacdo exigida no Teorema e
verificar que a equacgdo vetorial:

[Tlﬁ + TQA_F: + Tgﬁ = 6)}
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possui solugdo tinica:

[7-]:7—2:7—3:0]

De fato:

H(d+ )+ (d+0)+7m3(0+0) =
(M+ )0+ (1 +7m3)0 4+ (n+7)0 =

Sy

Note que a dltima equagdo acima possui solugdo unica,
pois:

Iilz(Tl—i-TQ):O
/12:(7'1"1‘7'3):0
kg = (T2 +73) =0

O que resulta em um sistema de trés equacoes e trés
incognitas:

T + 7 =0
sl + 73
2 + 13 = 0

Il
o
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cuja solugdo € a trivial e tnica:

[7-127—2:7—3:0]

Pelo teorema os 3 vetores A_C': AF e AH sao L]
logo 3 é uma base do R3.
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Exercicio 1.4 Considerando a figura abaixo, verifi-
que se o conjunto § = {A—é, ﬁ, @} ¢ uma base
doR3.

£ i

<L
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1.9 Angulos entre Vetores

Figura 1.14: Menor angulo 0 = (W, V) entre os vetores U e U .

a

Definicio 1.13 (Angulo)

Vamos considerar o angulo orientado, denotado por
— — . —

(uw, V), entre dois vetores U e U ndo nulos, como sendo
a medida do menor angulo entre dois representantes

. -  —

quaisquer dos vetores U e v, tendo ambos o mesmo
ponto inicial, com

—nrad < (4, V) < wrad (radianos)
—180° < (u, v) < 180° (graus)

— ~ — = oA ~ . .
Seuw = 0 ou v = 0 o angulo ndo esta definido.
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Observacio 1.11 Note que, independente da escolha
dos representantes dos vetores U = AC = DF e
¥ = AB = DE (ver figura abaixo), a medida 0 do
dngulo@ éigual a medida 0 do angulo E/D\F, pois:

* a reta definida pelos pontos A e C é paralela a
reta definida pelos pontos D e F' e

e a reta definida pelos pontos A e B € paralela a
reta definida pelos pontos D e F.

Observacio 1.12 Os dangulos podem ser representa-

dos em graus ou em radianos, com 180° (graus) equi-
valente a wrad (radianos).
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Observacio 1.13 Dados dois vetores U e U ndo nulos
e um numero r. € R, temos:

5

L
>
I
—
=
.
=

y

e (T, W) =00e (—0,T) = 180°
u,

e (U, V) =—(V,u)e (-4, V)= (d,-7)
e Ser > 0entao (ku, V)= (u,7)
e Ser < 0entao(ru,v)=(u,v)—180°

Defini¢io 1.14 (Vetores Ortogonais)
Diremos que dois vetores U e U sdo ortogonais (“per-
pendiculares”) se
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Denotaremos neste caso como U L v.
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