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Capitulo 7

Quadricas

7.1 Introducdo

Nesta unidade estudaremos e definiremos as qua-
dricas, como por exemplo, Superficies Cilindricas,
Elipsoides, Hiperboloides, Paraboloides, a partir das
suas equagdes gerais dadas por equagdes do segundo
grau em trés variaveis, usando ferramentas algébri-
cas, como matrizes, determinantes, polindmios ca-
racteristicos, autovalores e autovetores, introduzidos
nesta unidade.
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Faremos também uma introdugdo as superficies
quédricas, bem como serdo exibidas algumas superfi-
cies de revolucio, cilindricas e cOnicas, com o intuito
de fazer o aluno olhar os objetos ao seu redor e ten-
tar ver que tipo de superficie se trata tal objeto e
que é possivel existir uma equacéo associada a tal
superficie.

7.1.1  Problematizando a Tematica

Como desenhar uma quadrica, ou pelo menos ter
uma ideia de como a quadrica se encontra no espago
tridimensional R3, sendo capaz de visualizar suas
intersecdes com planos, determinando qual curva, em
duas dimensdes, ira surgir nestas intersecdes/cortes.

7.1.2  Conhecendo a Tematica

O tratamento mais basico, ou seja, considerando as
quadricas com o eixo focal paralelo ao eixo = ou
ou ao eixo -, para definir as equacdes e determinar
todos os elementos definidos das quadricas.

Para a classificacdo das quadricas a partir das equa-
cOes na forma reduzida, usaremos as caracteristicas

4 | 76
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das conicas contidas nessas quadricas via intersecdes
com planos paralelos ao planos coordenados. Pode-se
usar os conceitos de autovalores e autovetores asso-
ciados a uma matriz formada pelos coeficientes dos
termos mistos, do mesmo modo como aplicado as
cOnicas.
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7.2 Quadricas

Vamos considerar para o estudo das quadricas, o es-
paco tridimensional R? com o sistema de eixos co-
ordenados definidos nos capitulos anteriores e para
efeito de simplificacdes, os principais eixos das qua-
dricas serdo paralelos a esses eixos.

Definic¢ao 7.1 (Quadrica)

O lugar geométrico dos pontos I’ = (r,1, =) no es-
paco tridimensional R® que satisfazem a equagdo do
segundo grau em trés varidaveis:

[A 2y By’ +C 24 Duey+Eyz4Frz+Gro+Hy+1 +,]:0}
(7.1)

¢ denominado de superficie quadrica Q ou simples-
mente de quadrica Q.
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Observacio 7.1 Da equacdo da quédrica Q (7.1)) te-
mos que:

* Pelos menos um dos coeficientes A, B, C, D, F ou
F' deve ser nao nulo (# 0), caso contrario a equagdo
seria a de um plano em R3;

x Os termos:

. , e sdo denominados de ter-

mos quadraticos;

. @ e sdo denominados de

termos quadrdticos mistos;

. , e sdo os termos lineares;
. ¢ o termo independente;

* Podemos escrever a equagdo na forma matricial

(verifique):
] +J=0

A D/2 E/2
[ }[D/Q B F/2:|~|: ]+[G H 1}
E/2 F/2 C

7‘76
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* Iremos considerar que os coeficientes quadraticos
mistos serdo nulos, ou seja, D = F = ' = 0.
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Exemplo 7.1 Algumas quadricas e suas equagdes:

a) Esfera:[gs: 2424 2:1]

Es : 122 4+1y2+122+02y+0y 2+022402+0y+0

2 2 2
b) Elipsoide: {51 = + ) + 5= 1}

& 2024312 4+3224+02y+0y 2 +0224+02+0y+0

2 2 2
c¢) Hiperboloide: P T
) Hip {H':a >+ @

H 202 =312 +3-2 4+ 02y+0y2+022402+0y—+0

d) Paraboloide: [73: 202 = 0}

P 12241024022 +00y+0y 2402 24+02+0y—1

e) Cone:[C: 22— 2:0}

C: 122412 =122 4+02y+0y2+022+402+0y+0
9‘76
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) Cilindro: [ci 22 1= 0}

Ci 112241924022 402y+0y24+02240240y+02—1 = 0

g) Umponto:[P: 2y24 220}

P 1224102 +122402y+0y 2402240240y +0240 = 0

h) Vazio:[v: 2402+ 2—1—1:0}

V122412 4122402y +0y2+0224024+0y+02—1 = 0

i) Umareta:[Rl:( — )2+( — )2:0}

Ry 1224202412420y — 2y 2402 2402+0y+02+0 = 0

Jj) Um plano: [7?1 H(x—y)?= 0}

Py 10241024022 420940y 2402240240y +0240 = 0

k) Dois planos paralelos:

(P2i(e4y+ ) +y+-41)=0)

Py i 1024102 4122420042y 242202 — 10 —1y—1240 = 0
10 ‘ 76
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I) Dois planos concorrentes:
(Pac: (0 +2) (0 = 2) = 0]

Pac : 1224012 —1224+02y+0y 2402 240240y+0240 = 0
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Apresentaremos nas préoximas se¢des as principais
quéadricas e as mais conhecidas, ou seja:

Esfera &, (P.
Elipsoide £ (P.[28)

Hiperboloide de uma Folha #H,;  (P.
[7-2.5] Hiperboloide de duas Folhas 75y (P.

Paraboloide Eliptico P, (P.
Paraboloide Hiperbdlico P}, (P.
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7.2.1  Classificagdo

A classificacdo inicial se dara a partir das equagdes
na forma reduzida da quadrica Q, e para tal, serdo
utilizadas interse¢des desta quadrica com planos bem
definidos que resultam em conicas. Utilizando destas
conicas poderemos classifica-las e esboga-las. Para
tanto utilizaremos o procedimento abaixo:

1° Fazer intersecdes da quéadrica Q com os planos
paralelos aos planos coordenados, ou seja:

gt = Cy Ty * :C'U Mz =0,

Estes planos sdo escolhidos de tal forma que a
intersecgdo resultante com a quadrica Q, seja uma
coOnica conhecida, tendo com ideia basica “fazer
sumir” uma das variaveis da equacédo da quadrica;

2° Caso a interse¢do da quadrica @ com o plano
Ty, seja uma das conicas conhecidas, classificar e
observar quais sdo as caracteristicas desta conica
em relacdo aos eixos paralelos ao plano 7,;
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30

Caso a interse¢do da quadrica Q com um dos pla-
nos 7, seja um ponto, duas retas ou vazia, deve-se
encontrar um outro plano «,, paralelo ao plano
7y, de tal forma que a intersecdo da quadrica Q
com esse novo plano «,, seja uma das conicas
conhecidas, voltando para o segundo item;

Caso a intersecio da quadrica Q com o plano 7,
seja uma circunferéncia a superficie sera deno-
minada de superficie de revolucéo, ou seja, gira
em torno de uma reta perpendicular ao plano 7,
passando pelo centro C' ou pelo vértice V' da qua-
drica.
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7.2.2 Esfera &

Definic¢ao 7.2 (Esfera)

Na geometria euclidiana, uma esfera & é o lugar geo-
métrico dos pontos I = (1, =) do espago tridimensi-
onal R? que equidistam de um ponto fixo (Figura.
O ponto fixo C' é denominado de centro e a equidis-
tancia r é denominada de raio da esfera.

Figura 7.1: Representagdo de uma esfera £ de raio r.

15 76



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Quadricas

7.2.2.1  Equagées da Esfera
Considerando os pontos /” = (i, 1, 2) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equacdes:

* Equagdo vetorial:

Es

—
C H:r

* Equacdo na forma reduzida:

(£:(0=C*+(1=C?+ (- C.) =12 ()

% Considerandov = (2 +C!,2 +C.2—r2 a equacéo
na forma geral:

(£4102 4102412 -2C,0-2C, =20,y +0=0)

* Equacdo na forma matricial:

{ 00
Es:] }[ 1 0:||: ]—[2(7, 20, 2(7:}[ } +q,»0}
0 1

{

16{76
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* Equacdo na forma paramétrica:

Cy + r-cos(f)cos(p)
Cy, + r-sen(f)sen(p)
= C. + r-sen(V)

£
|

17 76
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7.2.2.2  Intersecées com a Esfera

Considerando a esfera & definida pela equacéo na
forma reduzida (E), temos que as trés interse¢des
(Figura[7.2) com a esfera séo:

* Com o plano 7, : © = (), aintersecdo 7, N Es é a
circunferéncia:

* Com o plano 7, : y = (), a intersecdo m, N & éa
circunferéncia:

(Cys (o= CP + (= P =7

* Comoplanom, : = = C, ainterseciom, N & é a
circunferéncia:
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Figura 7.2: Representagio de uma esfera &, de raior e as intersegdes
com os planos.
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Exemplo 7.2 Considerando a esfera &, de centro
C'=(1,2,3) eraior = 2, teremos que:

a) A equagdo na forma reduzida:

Eo i(r =12+ (-2 + (-3 =4

b) Grafico da esfera &;, :

c¢) Intersegdes com os planos:

% Plano, : © = 1 a interse¢do 7w, N E, € a circun-
feréncia de raior = 2:

Co:(y—202%4+(--3)*=4

20|76
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% Planom, : 1y = 2 a interse¢do m, N &, € a circun-
feréncia de raior = 2:

Cy:(r—1)2+(--3)72=4
* Planom, : = = 3 a intersecdo 7, N &, é a circun-
feréncia de raior = 2:

C.:(r =172+ (y—272=4

d) Os pontos da esfera &, correspondentes aos pontos
cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal
e Traseiro sdo:

N, =(1,2,5) S, =(1,2,1)
L, =(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F:B - (3>273) Tm = (_1>273)

e) A equacgdo na forma geral:

(€0, L2412 412204~ 6+ 10=0)

21‘76
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f) A equacao na forma matricial:

Eai[ } —[2 4 6]{y|+10=0

OO =
o = O
= o O

22 76
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Exemplo 7.3 Considerando a esfera &, definida pela
equagao:

Esg i+ 12+ 22420 -2y —2:-6=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis , |/ e = da forma:
Eoi 22|+ [ -2+ [2-2:]-6=0 ()

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[tz =@+nP-1 9
-2 =0-12-1 G
o)== -1 49

* Substituir os completamentos de quadrados (7.3),
e na equacdo da esfera &, (7.2)):

Eoui [+ 12 =1+ (r=1)2 =1+ [ (= 1)2 - 1]-6=0
23 ‘ 76
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* Teremos a equagdo na forma reduzida:

(0 (1)’ + (- 12+ (- —1)2=9)

b) A esfera Es, possui centro C' = (—1,1,1) e raio
r=3.

c¢) Grafico da esfera Es,:

d) Intersecoes com os planos:

% Plano m, : © = —1 a interse¢ao m, N &, € a
circunferéncia de raior = 3:

Cot(y=17+(-=1)> =9
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% Planom, : 1y = 1 a interse¢do m, N &, € a circun-
feréncia de raior = 3:

Cy:(r4+1)2+(--10°=9

* Planom, : = =1 a intersecdo 7, N &, é a circun-
feréncia de raior = 3:

C.:(r+12%+(-172=9

e) Os pontos da esfera &, correspondentes aos pontos
cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos Frontal
e Traseiro sdo:

N, =(-1,1,4)  S.=(-1,1,-2)
Ly=(-1,41) 0, =(-1,-21)
F,=(2,1,1) T, = (— 4,1,1)

f) A equacao na forma geral:

(€0, 124102412420 -2y~ 2: —6=0)

25‘76
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g) A equacgao na forma matricial:

100
Eoi| Ho 1 0f{u|+[2 =2 —2}{y|—6=0
001
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Exercicio 7.1 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das quadricas abaixo:

a) Esfera &, com centro C' = (2,1,2) eraior = 3@

b) Esfera £, com diametro dado pelos pontos A =
(2,0,4) e B = (—4,8,4)[0)]

(a)gsu:( —2)2 4 (=12 (2 —=2)2 = 9,E, 102+ 12 + 122 400y +
Oyz + 020 —dr —2y —2- —4 =0,N, = (2,1,5), 5, = (2,1, —1),
Ly, =(2,4,2),0, = (2,-2,2), F, = (5,1,2) e Ty, = (—1,1,2).

D= (—1,4,4),r =56, (0 +1)2+ (1 =42+ (- —4)> = 25,5, :
10241924122 400y+0y 24020420 —8y—8-48 = O, N, = (—1,4,9),
S. = (—1,4,—1), Ly = (—1,9,4),0, = (=1, —1,4), F, = (4,4,4) ¢
T, = (—6,4,4).
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7.2.3 Elipsoide £

Definicao 7.3 (Elipsoide &)

Na geometria euclidiana, um elipsoide & (Figura[;.3) é
o lugar geométrico dos pontos I’ = (1,1, =) do espago
tridimensional R® com centro C' = (C,,C,,C.) e
definido pela equacgdo:

('T_Cm)2 (y—C )2 (Z_Cz)2
a2 + H2 - + 2

com a, b e ¢ ntimeros reais ndo-nulos.

E: =1| (&)

Figura 7.3: Representagdo de um elipsoide &.

28|76



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Quadricas

7.2.3.1 Equagées do Elipsoide
Considerando os pontos /” = (i, 1, 2) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdo na forma reduzida:

() (-C (=0
a? + b2/ + 2

E:

* Equacdo na forma paramétrica:

= C, + a-cos(0)cos(p)
E: = C, + b-sen(f)sen(p)
= (C. 4+ c-sen()
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7.2.3.2 Intersecoes com o Elipsoide
Considerando o elipsoide £ definida pela equagdo na
forma reduzida (£, temos que as trés intersecoes

(Figura [7.4) com & sdo:

* Com o plano 7, : @ = (U, a intersecdo m, N E é a
elipse:

b2 2

chﬂ —C)? | (- C.)? :1}

* Com o plano 7, : y = C, a intersecdo 7, N € éa
elipse:

L

2

* Comoplano 7, : 2 = C, aintersecio m, N E é a
elipse:
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Figura 7.4: Representagdo de um elipsoide £ e as interse¢des com
os planos.
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Observacio 7.2 Em relagdo ao elipsoide £ definido
pela equacao (E1)), teremos:

* A esfera é um caso particular de elipsoide, bastando
considerar os valores a = b = ¢ = r, na equagdo
acima.

* Todos os coeficientes dos termos quadraticos do pri-
meiro membro da equacgao (L)) sdo positivos.

* Duas das trés intersecdes da quadrica € com os pla-
nos m,, T, e . sdo elipses, por este motivo é deno-
minado elipsoide.

* Se a terceira interse¢do com a quadrica £ for uma:

e Elipse sera denominado elipsoide eliptica;

e Circunferéncia serda denominado elipsoide cir-
cular ou elipsoide de revolucdo.
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Exemplo 7.4 Considerando quddrica &£, definida
pela equacgao:

=1
4 + 4 * 9
a) CentroC' = (1,2,3).
b) Intersegdes com os planos:
* Plano m; : © = 1 a intersegdo m, N &1 é a elipse
com eixo focal paralelo ao eixo =:
(v—2?  (--3)
Cy: =1
¢ R
% Plano m, : y = 2 a interse¢do m, N &1 € a elipse
com eixo focal paralelo ao eixo = :
(=12 (-—3)
Cy: =1
Y 1 o
* Plano T, : = = 3 a interse¢do m, N E;, € a circun-

feréncia de raio r = 2 no plano paralelo ao plano
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¢) Denominagdo da quadrica &, : elipsoide circular
ou elipsoide de revolucdo.

d) Grafico do elipsoide circular & :

e) Os pontos da elipsoide £, correspondentes aos pon-
tos cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os pontos
Frontal e Traseiro sdo:

N, =(1,2,6) S. =(1,2,0)
L, =(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F:B = (3>2>3) Tm = (_1>273)
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f) A equagao na forma geral:

[51:36 2136,2416-2—72,—144,/—96 +180:0]

g) A equacgao na forma matricial:

{ 36 0 0
E1:] }{o 36 OH }[72 144 96}|: }Hso:o}
0 0 16
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Exemplo 7.5 Considerando a quadrica &5 definida
pela equacgao:

Ey:idi? 4+ 12 +4-2 -8 —2/—8-+5=0
Teremos que:

a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis r, i e ~ da forma:
52:[4 2_38 ]+[ 2_9 ]+[4 2.3 }+5=0 (7.6)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[42—8]:4( —1)2 -4 (7.7)
-2 =@-12-1 @9

[4 2_3 ] =4(--1)2-4  (79)
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* Substituir os completamentos de quadrados (7.7),

(7.8) e (7.9) na equagao & (7.6):

&:[4(r=12 4| (-1~ +]a--1)2~d45=0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

{gzx “12 -1 —1)2:1}

1 4 1

b) A quadrica E; possui centro C' = (1,1, 1).

c) Intersegoes com os planos:

* Plano m; : © = 1 a interse¢do m, N &y é a elipse
com eixo focal paralelo ao eixo y:
-1 (-1
Cs: =1
‘ R
% Planom, : 1y =1 a intersecdo m, N & é a circun-

feréncia de raior = 1:

_1)2 _1)2
ST L)
37‘76
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* Planom, : = = 1 a interse¢do 7, N &y a elipse com
eixo focal paralelo ao eixo

d) Denominagdo da quadrica E;: elipsoide circular
ou elipsoide de revolucdo.

e) Grafico do elipsoide circular Es:

f) Os pontos do elipsoide circular E; correspondentes
aos pontos cardeais Norte, Sul, Leste, Oeste e os
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pontos Frontal e Traseiro sdo:

N, =(1,1,2) S, =(1,1,0)
L, =(1,3,1) 0, =(1,-1,1)
Fy=(2,1,1) T, =(0,1,1)

g) A equacgao na forma matricial:

[Jf]-

o = O
=~ O O

4
| }[8

39 76



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Quadricas

Exercicio 7.2 Determinar todos os elementos e as
equacdes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das quadricas abaixo:

a) Elipsoide £, com centro na origem e contida numa
caixa de dimensoesc, X ¢, X c. =8 X 6 X 4@

@ Eq € um elipsoide eliptico, £, : T§ + ; + 72 =1,&, : 36 2 46412 +
144-2 4 02y + 0y= + 022 + = + 0y + 0= — 576 = 0, N, = (0,0, 2),
S. = (0,0,-2), L, = (0,3,0), O, = (0,—3,0), F, = (4,0,0) e
T, = (—4,0,0).
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7.2.4 Hiperboloide de uma folha H,

Definicao 7.4 (Hiperboloide de uma folha)

Na geometria euclidiana, um hiperboloide de uma

folha H,; (Figural[7.5) é o lugar geométrico dos pontos
= (1,1, ) do espago tridimensional R com centro

C = (C,,Cy,C.) edefinido por uma dessas equagoes:

com a, b e ¢ niimeros reais ndo-nulos.
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Figura 7.5: Representacdo de um hiperboloide de uma folha H ;.
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7.2.4.1  Equagées do Hiperboloide de uma folha
Considerando os pontos /” = (i, 1, 2) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

* Equacdo na forma paramétrica:

= (C, 4+ a-cosh(0)cos(p)
Hiyp: = (Cy + b-cosh()sen(p)
= (. + c-senh(0)
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7.2.4.2  Intersecées com o Hiperboloide de uma folha
Considerando o hiperboloide de uma folha H s de-
finido pela equagéo na forma reduzida (1), temos
que as trés intersecoes (Figura com H ¢ sdo:

* Com o plano 7, : = = C, aintersecdo 7, N Hys é
a hipérbole:
C ( _031)2 _( _02)2 -1
v b2 c2 -
* Com o plano 7, : y = (), aintersecdo m, N H s é
a hipérbole:
—C,)? — ()2
{Cy:( 2“) = 2/') _1}
a C
* Comoplano 7, : = = (. aintersecdo m, N H é
a elipse:
(r=C)?  (y=Cy)?
LCZ T2 e T 1
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Figura 7.6: Representagdo de um hiperboloide de uma folha H.y e
as intersegbes com os planos.
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Observacio 7.3 Em relagdo ao hiperboloide de uma
folha M1y definido pela equagao (1)), teremos:

* Apenas um dos coeficientes dos termos quadraticos
do primeiro membro da equagao (1)) é negativo.

* Duas das trés intersecoes da quadrica Hiy com os
planos ., m, e 7, sdo hipérboles, por este motivo é
denominado hiperboloide.

* Se a terceira intersecdo com a quadrica H, y for uma:

e Elipse sera denominado hiperboloide eliptica

de uma folha;

e Circunferéncia sera denominado hiperboloide
circular de uma folha ou hiperboloide de
revolugdo de uma folha;

* O “sobrenome” uma folha é uma superficie contendo
apenas uma parte, ou seja uma folha, e também para

diferenciar do hiperboloide de duas folhas.
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Exemplo 7.6 Considerando quadrica H,y, definida
pela equacgao:

7‘[1]01 : ( + - =1
a) Centro C' = (1,2,3).
b) Intersegdes com os planos:

% Plano m,, : © = 1 a intersecdo m, N Hiy, € a hi-
pérbole com eixo focal paralelo ao eixo y:

(=2 (-3?*
Corrp =g =1

* Planom, : 1y = 2 a interse¢do m, N H1y, € a hipér-
bole com eixo focal paralelo ao eixo
o -1 (-3
Y 4 9
x Plano . : = = 3 a intersecdo m, N Hiy, € a cir-

cunferéncia de raio r = 2 no plano paralelo ao
plano

1
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¢) Denominacdo da quadrica H , : hiperboloide cir-
cular de uma folha ou hiperboloide de revolu-
¢do de uma folha.

d) Grafico do hiperboloide circular de uma folha H 1y, :

Hip,

e) Os pontos da hiperboloide H1 s, correspondentes aos
pontos Leste, Oeste e os pontos Frontal e Traseiro
sao:

Ly, =(1,4,3) 0, = (1,0,3)
F, = (3,2,3) T, = (~1,2,3)
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f) A equagao na forma geral:

(Hag, 36124362~ 16-2 72/ — 144/ +96- ~ 108 =0

&) A equacao na forma matricial:

{ 36 0 0
Hag | }[0 36 0 H }[72 144 —96}[ }Hoszo}
0 0 -—16
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Exemplo 7.7 Considerando a quadricaH, y, definida
pela equacgao:

Hipy c40? — 24+ 4% — 80 +2y—8-+3=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis r, i e ~ da forma:
Hpe:[402=80] = [12-2y] + [4:2=8:] +3=0
(7.10)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[4 238 } =4(r—1)2—4 (7.11)
[2—2}:( 121 (7.12)
[4 238 } =4(>—1)? -4 (7.13)
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* Substituir os completamentos de quadrados (7.11)),
e na equagao & (7.10):

Hag,: [0 =12 =41 =144~ 1)2—443=0

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

{?{ljé ! T SR

b) A quadrica Hy, possui centro C' = (1,1,1).

c) Intersegoes com os planos:

* Plano m,, : » = 1 a interse¢do w, N H1y, € a hi-
pérbole com eixo focal paralelo ao eixo =:

Cm-'_( —41)2+( —11)2:1

x Planom, : y = 1 a intersecdo m, N Hiy, € a cir-
cunferéncia de raior = 1:

—1)? —1)?
¢, 1>+< 1>:1
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% Plano 7, : ~ = 1 a interse¢do . N H1y, a hipér-
bole com eixo focal paralelo ao eixo

d) Denominacdo da quadrica H 1,: hiperboloide cir-
cular de uma folha ou hiperboloide de revolu-
¢do de uma folha.

e) Grdfico do elipsoide circular H ,:

f) Os pontos do elipsoide circular Hy, corresponden-
tes aos pontos Norte, Sul, e os pontos Frontal e
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Traseiro sdo:

g) A equacgao na forma matricial:

4.0 0
Hip, [ }[o -1 0” ]—[8 -2 8}[ ]+
0 0 4

0
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7.2.5 Hiperboloide de duas folhas H;

Definicao 7.5 (Hiperboloide de duas folha)

Na geometria euclidiana, um hiperboloide de duas

folhas Hs; (Figura[7.7)) é o lugar geométrico dos pontos
= (,1, ) do espago tridimensional R com centro

C = (C,,Cy,C.) dada pelas equacdes:

a? b2 c? -

7—[21“,7::( —Ca)” =Gy (20 1} (H>)

(1=Ca)?  (W=Cy)? (:=C)?

T + 2 2 1}
1}

(1=Co)?_(y=Cy)*  (:=C.)?

a? b2 2

com a, b e ¢ niimeros reais ndo-nulos.
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Figura 7.7: Representacao de um hiperboloide de duas folha Hay.
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7.2.5.1  Equagées do Hiperboloide de duas folhas
Considerando os pontos /” = (i, 1, 2) € R? e o cen-
tro C' = (C,, C,, C.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

=) (=02 (—CL)
HQfI: a? - b2/ B 2 =1
f (1—C)2  (y=C)? (:=C.)2
/HQf'”:i a2 T b2/ N c2 =1
f (1=Cu)?  (y=Cy)? | (—C.)2
Hag.:— a2 bQJ L =1

* Equacdo na forma paramétrica:

= C, + a-senh(0)cos(p)
Hoy - = (C, + b-senh(0)sen(p)
= (. £ c-cosh(h)
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7.2.5.2 Intersecoes com o Hiperboloide de duas
folhas

Considerando o hiperboloide de duas folhas H de-
finida pela equagdo na forma reduzida (1), temos
que as trés intersecdes (Figura com Hyy sdo:

* Com o plano 7, : © = (), aintersecdo m, N Hoy é
vazia, pois:
_ 01 2 —C. 2
{C$:_< ) (=0 _1}
b2 2

Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o,
ao plano 7, de tal forma que a intersecio o, NHo
seja uma cdnica conhecida, no caso a elipse:

— )2 —C.)?
{%x G| =0 :1}

2
* Com o plano 7, : y = (), aintersecdo m, N Hoy é
a hipérbole:
o GG (O
y 2 2
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% Com o plano 7, : » = (. aintersecdo 7, N Hyy é
a hipérbole:
=GP =G |
= a? b2 N

Figura 7.8: Representacdo de um hiperboloide de duas folhas Ho
e as intersegdes com os planos.
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Observacio 7.4 Em relagdo ao hiperboloide de duas
folhas H1y definido pela equacao (I5)), teremos:

* Apenas um dos coeficientes dos termos quadraticos

do primeiro membro da equacao (H)) é positivo.

* Duas das trés intersecoes da quadrica Hoy com os
planos 7, m, e 7, sdo hipérboles, por este motivo é
denominado hiperboloide.

* A terceira intersecdo com a quadrica Hoy € vazia.

* Apos uma a escolha de um novo plano auxiliar o,
a interse¢do com a quddrica Hay for uma:

e Elipse sera denominado hiperboloide eliptica

de duas folha;

e Circunferéncia sera denominado hiperboloide
circular de duas folha ou hiperboloide de
revolucdo de duas folha;

* O “sobrenome” duas folhas a superficie é tem duas
partes separadas, ou seja, duas folhas.
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Exemplo 7.8 Considerando quadrica Hyy, definida
pela equacgao:

(=1 (=27 (-3

- — =1
Hop 1 1 + 5
a) CentroC' = (1,2,3).
b) Intersegdes com os planos:
% Plano m,, : © = 1 a intersecdo m, N Hay, € a hi-
pérbole com eixo focal paralelo ao eixo =:
(v—2?*  (--3)°
Cp: — =1
; 1 T
* Planom, : iy = 2 a intersecdo my N Hay, € a hipér-
bole com eixo focal paralelo ao eixo =:
-1 2 -3 2
PGt VR Ct L




Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Quadricas

* Plano 7, : = = 3 a interse¢do m, N Hoy € um
conjunto vazi@'!!!

ou

Neste caso deve-se escolher um outro plano auxiliar
7, paralelo ao plano 7, de tal forma que a inter-
secdo com a quddrica Hoy, seja a de uma conica
conhecida.

® Observe que o resultado do lado direito da equagio C, é negativo e
portanto nunca sera igual a 1.
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No caso por exemplo, para o planom, : = =5 a
intersecdo ., N Hay, € a circunferéncia de raio
2 no plano paralelo ao plano v, pois:

(=12 (=27 (6-3°_

;o= — 1
C, 1 1 + 5
N U
4 4
Logo:
(=12 (=27 _
Cyr 1 + 1 =1

¢) Denominagdo da quadrica Hay, : hiperboloide cir-
cular de duas folhas ou hiperboloide de revo-
lucao de duas folha.
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d) Grafico do hiperboloide circular de duas folhas
Hap:

Hay

e) Os pontos da hiperboloide Hoy, correspondentes aos
pontos Norte, Sul sdo:

N, =(0,0,v2)  S.=(0,0,—V?2)

f) A equacdo na forma geral:

(g = 1212 42:2 42044y~ 12: ~4=0)

&) A equacdo na forma matricial:

-1 0 0
Hay, [ }{8 —01 g” }+[2 4 —12}{ }—4:0
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7.2.6  Paraboloide Eliptico P,

Definicao 7.6 (Paraboloide Eliptico)

Na geometria euclidiana, um paraboloide eliptico
Pe (Figura[7.9) é o lugar geométrico dos pontos I’ =
(,1, 2) do espago tridimensional R® com vértice V =
(Vz, Viy, V) definido por uma dessas equagoes:

L b2 2
( 2 2

7Jey_.( a;/;) 4 (;/z) i _Vy)} (P.)
( _Vz 2 -V 2

kpez,« AN _m}

com a, b e c numeros reais nao-nulos.
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Figura 7.9: Representagdo de um paraboloide eliptico Pe.

.
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7.2.6.1 Equagées do Paraboloide Eliptico
Considerando os pontos /” = (7,1, 2) € R e o vér-
tice V = (V,,V},, V.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

( 12 2
R e —vl)}
P L L —m}
( 2 12
\Pezx AN _Vz)}

* Equacdo na forma paramétrica:

= a-r-cos(f)
= b-r-sen(0)
K2

C
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7.2.6.2 Intersecoes com o Paraboloide Eliptico
Considerando o paraboloide eliptico P, definido pela
equacdo na forma reduzida (7)), temos que as trés
interse¢des (Figura[7.10) com a elipsoide sdo:

* Com o plano 7, : © = V,; a intersecdo m, NP, é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : y = V,, a intersecdo 7, NP é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : = = V, aintersecdo m, N Hyy é
um ponto (V) pois:
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Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo o,
ao plano 7, de tal forma que a intersecdo o, N P,
seja uma cdnica conhecida, no caso a elipse:

=1

Figura 7.10: Representacdo de um paraboloide eliptico P. e as
intersecdes com os planos.
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Observacio 7.5 Em relagdo ao paraboloide eliptico
Pe definido pela equacao (), teremos:

* Os dois coeficientes dos termos quadraticos do pri-
meiro membro da equacao (P)) possuem o mesmo
sinal.

* Duas das trés intersecdes da quadrica P, com os
planos 7, m, e m. sdo parabolas, por este motivo é
denominado paraboloide.

* A terceira interse¢do com a quadrica P, é um ponto
do vértice (V).

* Apés uma a escolha de um novo plano auxiliar o,
a interse¢do com a quadrica P, for uma:

e Elipse sera denominado paraboloide eliptica;

e Circunferéncia sera denominado paraboloide
circular.
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7.2.7  Paraboloide Hiperbdlico Py,

Definicao 7.7 (Paraboloide Hiperboélico)

Na geometria euclidiana, um paraboloide Hiperbo-

lico Py, (Figura[7.9) é o lugar geométrico dos pontos
= (2,1, 2) do espaco tridimensional R® com vértice

V = (V,, V,, V) definido por uma dessas equagoes:

s B 2 ~ 5
LU N E _VI)}
LNy |
( 2 2

NP 1l U _m}

com a, b e c numeros reais nao-nulos.
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Figura 7.11: Representacdo de um paraboloide hiperbolico Py,.
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7.2.7.1  Equagées do Paraboloide Hiperbdlico

Considerando os pontos /” = (7,1, 2) € R e o vér-
tice V = (V,,V},, V.), temos as seguintes equacdes:

* Equacdes na forma reduzida:

e ~ 5 _ 5
P ( b;/y) 7( (‘;/Z) = a( Vé)}
( 2 2
Pay g - S —Vyﬂ
( )2 2
WL 1l U Vz)}

* Equacdo na forma paramétrica:

' A
= K+T
b
. = -7
,Pe . a
K24+ 2-Kk-T
- azc
N\ J
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7.2.7.2  Intersecoes com o Paraboloide Hiperbélico

Considerando o paraboloide hiperbolico Py, definido
pela equagéo na forma reduzida (P,), temos que as
trés interse¢des (Figura[7.12) com a paraboloide sao:

* Com o plano 7, : © = V,; a intersecdo m, NP, é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : y = V,, a intersecdo 7, NP é a
parabola com eixo de simetria paralelo ao eixo

* Com o plano 7, : = = V, a intersecdo 7, N P}, sdo
duas retas pois:
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Neste caso escolhe-se um outro plano paralelo a,
ao plano 7, de tal forma que a intersecdo a, NPy
seja uma cdnica conhecida, no caso a hipérbole:

=V =N,

C., :

Figura 7.12: Representacao de um paraboloide hiperbdlico Py, e as
intersecdes com os planos.
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Observacio 7.6 Em relagdo ao paraboloide hiperbé-
lico Py, definido pela equacao (), teremos:

*

*

Os dois coeficientes dos termos quadraticos do pri-
meiro membro da equacao (I},)) possuem sinais opos-
tos.

Duas das trés intersec¢des da quadrica P. com os
planos 7, m, e m. sdo parabolas, por este motivo é
denominado paraboloide.

A terceira interse¢do com a quadrica Py, sdo duas
retas concorrentes.

Apbs uma a escolha de um novo plano auxiliar o,
a interse¢do com a quadrica Py, é uma hipérbole,
portanto denominada paraboloide hiperbélico.

O paraboloide hiperbolico também é conhecida como
“cela de cavalo” e vértice é denominado de “ponto de
cela”
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