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Capitulo 4

Planos

4.1 Introdugdo

Neste capitulo estudaremos e definiremos os planos,
através de suas equacdes vetoriais e algébricas, utili-
zando de vetores e de suas operagdes e produtos.
Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um es-
boco, de um plano, como sera mostrado aqui, mas
mesmo se ndo tiver habilidades no desenho, imagine
sempre planos, aqueles que estdo ao seu redor, como
paredes, chio, teto, telhados, pois sera muito impor-
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tante observar, ou pensar, de como esses planos po-
dem estar dispostos no espaco tridimensional.

4.2 Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por
exemplo, posicoes relativas entre os planos, bem
como calcularemos o dngulo, distincias e interse¢des
entre estes elementos, utilizando as facilidades dadas
pelas propriedades encontradas nos vetores e suas
operacdes elementares e seus produtos, com suas
respectivas caracteristicas geométricas e algébricas.
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4.3 O Plano

Vamos definir um plano, nas se¢des a seguir, de trés
modos diferentes, porém equivalentes, ou seja:

(1) Por 3 pontos ou
(2) Um ponto e dois vetores ndo nulos ou
(3) Um ponto e um vetor perpendicular ao plano.

Isto é, vamos encontrar uma relacio que um ponto

€ R3 qualquer do espaco tridimensional, tenha
que satisfazer para que pertenca a um plano definido
por um dos modos acima. Sempre em mente que uti-
lizaremos as ferramentas e ideias dadas pelos vetores
(e sistemas) estudados nas capitulos anteriores.
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Vamos representar um plano graficamente por um
“pedac¢o”, usualmente na forma de um paralelogramo,
pois seria impossivel representa-lo em um espaco
limitado, pois o plano é infinito, veja na figura 4.1}

Figura 4.1: Representagdo de um ponto I € .

/0
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Utilizaremos uma das letras gregas minusculas
para designar/representar os planos no nosso texto.

Segue na Tabelaas letras gregas e os seus respec-
tivos nomes.

Tabela 4.1: Letras gregas e seus nomes.

Letra Nome Letra Nome Letra Nome
« Alfa L Iota p, 0 RO
B Beta K Capa 0,6,% Sigma
v, T Gama A A Lambda T Tau
6, A Delta m Mi v, T Upsilon
€€ Epsilon v Ni @, 0, P Fi
Zeta &= Csi b% Qui
n Eta ) Omicron P, U Psi
0,9 —0© Teta 10 Pi w, Omega
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4.3.1  Trés Pontos

Considere o plano 7 definido pelos trés pontos A, B
e (' quaisquer néo colineares, isto é, que formam um
triangulo do espaco tridimensional R3, conforme a

Figura

Figura 4.2: Representacao de um plano 7 definido por trés pontos.
—_—
T
B.AD

A

AC
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As condi¢des para um ponto /” = (r,y,2) € R?
qualquer, pertencer ao plar plano 7, sdo:

o Os vetores A1, A e AC estio “contidos” no plano
7, na realidade sdo paralelos ao plano 7, portanto o
volume do paralelepipedo formado por estes 3 vetores
é nulo, ou seja, o médulo do produto misto é zero,
portanto:

[a7.38.3¢] —0 (@)

—_— - — .
e Os vetores A", AB e AC sao linearmente depen-
dentes (LD), logo existe uma combinacéo linear do
R . R K
vetor A/ em relagdo aos vetores AB e AC), ou seja,
existem dois nimeros reais x| e ko, tais que:

£A_> = I<.",114—B) + h"QE} (4.2)

Definic¢iao 4.1 (Equacio vetorial do plano)

A equagdo ¢ chamada de equagdo vetorial do
plano 7 e os dois vetores AB e AC' sdo chamados de
vetores diretores do plano.

10‘65
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Em um sistema de coordenadas do espago tridimensi-
onal R? considerando o plano 7 definido por 3 pontos
nao colineares dados por:

A= (AzaAyaAz)
B = (BxaBy)Bz)
C = (Cxa Cya Cz)
e um ponto generlco = 751, ) do plano 7. Defi-

nindo os vetores U = AB T = AC e A teremos:

= AB = (Ug, Uy, 1)

s

AC = (vg, vy, v2)
AP = (1 = A,y — Ay, = — Ay)

U
I

o Utilizando o fato do volume do paralelepipedo for-
mado por esses 3 vetores ser nulo, temos do produto

11 65
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misto que:
[T,Es’,fc’] - [A—’,a’, 7}}

Desenvolvendo o determinante acima teremos:

(1 — Az) (uyv. —vyu,) +
—_—
a

+ (v — Ay) (vpur — ugv.) + (4.3)
——
b
+ ( - Az) (uxvy - U:I?uy) =0
—

C

Substituindo os valores definidos por:

a = (uyv. — vyu;)
b

(Vpty — Uugvs)
(ugvy — vatty)

— (an +bA, + CAZ)

12‘65
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na equagcéo (4.3), teremos a chamada equacao geral,
ou equagao normal, ou simplesmente equacio do
plano 7 definido como:

{7(:(1, +by+c —i-d:()} (4.4)

e Utilizando o fato que esses 3 vetores sdo LD, temos
da equacdo vetorial (4.2)) que:

(r—Az,y—Ay, 2 — A) = K1 (Ug, Uy, Uz)
—_————

- -

A U
+ Ko (Vg, Uy, V2)
—_———

G
v

ou seja, escrevendo cada coordenada como uma equa-
¢ado:

— A, = uzr1 + Ugko
— Ay = uyk1 + Uyko
— A, = uzk1 + U.k9
logo isolando as variaveis , y e =, temos o seguinte

sistema de equacdes, chamado de sistemas de equa-
cOes paramétricas do plano 7 ou simplesmente de
13 | 65
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equacdes paramétricas do plano:

= A, + ugk1 -+ Ugzko
Ty o= Ay o+ s + ovgee | (45)
— Az + Uk + Uiko

Exemplo 4.1 Considerando o  paralelepipedo
ABCDFEFGH, definido anteriormente, de dimensoes
5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.

teremos que o plano 7., que contem a origem O e os
eixos = e 1/, pode ser definido pelos pontos nao colinea-
res:

O =(0,0,00 B=(500) D=(0,4,0)

14‘65
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Seja I’ = (i, 1, 2) um ponto qualquer do plano ., e
vamos considerar os vetores:
OB =(5-0,0—0,0—0) = (5,0,0)
OD = (0—0,4—0,0—0) = (0,4,0)

OF =(r—0,y—0,-—0) = (1,1, )

e Como esses 3 vetores sdo LD, temos da equagdo veto-

rial que:
( y Y ) = K1 (57 0, 0) +HR2 (0’470)

— — —
@) OB oD

que resulta nas equacdes paramétricas do plano 7

= 0 4+ bk 4+ Ors
Ty = 0 + Or1 + 4ro
= 0 4+ 0Or;y 4+ Oro

15 65
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ou simplificado:

= 5H1 = T1
Moy = dko | &= |7y : = 7
= 0 = 0

Isto significa que qualquer ponto I’ que tenha a terceira
coordenada igual a 0, pertence ao plano 7., ou seja
= (r,1,0) €7

16 65
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e Como o volume do paralelepipedo formado por esses
3 vetores é nulo, temos do produto misto que:

[o7.08.0¢] -

resultando na seguinte equacdo normal do plano

{w : 0z 4 Oy + 20 +0:0]

ou simplificado:
Ty t2=0

Esse plano 7., é chamado de plano coordenado +O
ou simplesmente plano

Exercicio 4.1 Determine as equacgdes dos outros dois

planos cartesianos +O = e yO~, ou seja dos planos
e

17‘65
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Exercicio 4.2 Determinar as equagdes paramétricas
e a equagdo normal do plano ™ que contém os pontos:

A=(3,0,1) B=(21,2) C=(0,-1,3)

e verificar se o ponto D = (1,—6,1) e a origem do
sistema pertencem ao plano 7.

Solugao: Seja I’ = (x,1, ) um ponto qualquer do
plano 7 e definindo os vetores:

AB=(2-3,1-0,2—1) = (—1,1,1)

AC=(0-3,-1-0,3—1)=(-3,-1,2)
‘4_>:( _3a _O> _1):( _37 ) _1)
p.AB @

A
C* AcC
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e Como esses 3 vetores sdo LD, temos da equagéo

vetorial (g.2) que:

(r=3,y,2—1)=r1 (=1,1,1) +r2 (—3,-1,2)
AP AB AC

resultando nas equacdes paramétricas do plano 7:

3 — 1k — 3k
T = 0 4+ 1k — 1ko
= 1 4+ 1rk1 + 2k

e Como o volume do paralelepipedo formado por
esses 3 vetores é nulo, temos do produto misto (4.1)
que:

@ =3) (- —1)
[A ,AB,AC}: 11 1 |=0
-3 —1 2

resultando na seguinte equagio normal do plano 7:

@:344 +4443:®
19T65
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e Para verificar que o ponto D = (1, —6,1) e a ori-
gem O = (0,0,0) pertencem ou néo ao plano T,
basta substituir as trés coordenadas de cada um dos
pontos na equacdo do plano 7. Se a igualdade for
satisfeita, o ponto pertence ao plano, caso contrario,
ndo pertence, logo

« Para o ponto D = (1, —6, 1) temos:

3(1) —1(=6) +4 (1) —13=0
~— —— —~—

logo D pertence ao plano 7.

« Para a origem do sistema de coordenadas, o
ponto O = (0,0, 0) temos:

3(0) —1(0) +4(0) —13=-13#0
—~ =~ —~—

logo a origem O nio pertence ao plano 7.

20‘65
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Observaciao 4.1 Em relagdo ds caracteristicas das
equacdes paramétricas dos planos:

e Note que, nas equacoes paramétricas do plano
7 determinadas no exercicio anterior, as coor-
denadas do ponto A = (1,2, 3), estdo “soltas”
em uma coluna e as coordenadas dos dois ve-

—> —>
tores AB = (—1,1,1) e AC = (-3,-1,2)
também estdo nas colunas, porém multiplicadas
pelos dois parametros k1 e k.

e Substituindo os pardametros 1 e ko por valores
especiais nas equagoes paramétricas do plano ,
teremos:

o Parar, =0 ery =0, temos:

=3-1.0—3.0 = 3
—04+10—-1.0 = 0
=14+1-0+20 =1

ou seja, sao as coordenadas do ponto A.

21 65
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o Parar =1 ero =0, temos:

=3-11-30 = 2
—0+1.1-10={y= 1
=1+41-1420 = 2

ou seja, sao as coordenadas do ponto B.

e Parari =0 ery = 1, temos:

=3-1.0-31 = 0
=0+1.0-11=<{y= -1
—14+1-0+21 = 3

ou seja, sao as coordenadas do ponto C.

e Para cada par de parametros | e ko correspon-
dem a um tunico ponto do plano e para cada
ponto I” do plano corresponde um unico par de
parametros.

22 65
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4.3.2  Um Ponto e Dois Vetores

Considere um ponto A qualquer do espago tridimensi-
onal e dois vetores u e U, ndo paralelos, ou seja, line-
armente independentes, como na Figura[s.3] As con-
di¢des para que um ponto qualquer ” = (z, 1, 2) €
IR pertenca ao plano 7 sio as mesmas utilizadas ante-
riormente para planos definidos por trés pontos, pois
s6 foram utilizados o ponto A e os vetores diretores
oL ST Ty

u=ABev =AC.

Figura 4.3: Representacdo de um plano 7 definido por um ponto e
dois vetores.

= s
U

A

<y

Exemplo 4.2 Considerando o  paralelepipedo
23 65
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ABCDEFGH, definido anteriormente, de dimensdes
5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.

teremos que o plano 7,. que contem a origem O e
os eixos = e z, pode ser definido por um ponto e dois
vetores:

0=1(0,0,00 7=(1,0,00 & =(0,0,1)

Seja I’ = (r,1, =) um ponto qualquer do plano . e
vamos considerar o vetor:
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e Como esses 3 vetores sdo LD, temos da equagdo veto-

rial (4.2) que:
( s Ys ) = K1 (17070) +H2 (0’07 1)

P > =
9) v K

resultando nas equagdes paramétricas do plano

= 0 4+ 1r1 4+ Ore
ez = 0 + 0rx1 + Ons
= 0 4+ O0r1 + 1lke

ou simplificado:

= K1
s = 0
= K9

Isto significa que qualquer ponto I’ que tenha a se-
gunda coordenada igual a 0, pertence ao plano ..., ou
seja P = (1,0,2) €

25‘65
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e Como o volume do paralelepipedo formado por esses
3 vetores é nulo, temos do produto misto que:

[O_’,?,ﬂ:l 0 0l=0
00 1

resultando na seguinte equacdo normal do plano

[m‘ c 02+ 1y +0 +0:0]

ou simplificado:

26 65
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4.3.3 Um Ponto e Um Vetor Perpendicular

Considere um ponto A qualquer do espaco tridimen-
: —>

sional e um vetor 77, (chamado de vetor normal),

néo nulo, perpendicular ao plano 7, como na Figura

[4-4

Figura 4.4: Representacdo de um plano 7 definido por um ponto e

um vetor perpendicular ao plano.
N

Nr

Note que a condicdo para um ponto qualquer /” =
(1,1, 2) € R3 pertencer ao plano 7, é que os vetores
—

——

7. e Al sejam perpendiculares, ou seja, 77, L A

27 65
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e portando o produto interno entre eles é nulo:

Logo se o plano 7 é definido pelo ponto A

(4-6)

(Az, Ay, A.) e pelo vetor normal 77, = (a, b, c), en-

tao pela condicéo (4.6), temos:

ﬁ:ﬂ' A
(a,b,c)- ( — A, AZ) =

a( —Ax)—l—b( —A) ( A,)
ar+by+c —(aA +bA, —i—(Az)

0
0
0

Considerando d = — (aA +bA, +cA ), temos a

equacdo geral do plano 7, dada por:

[TF:(I, + by + ¢ —i—d:()}

28 65
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Observacio 4.2 Os coeficientes das variaveis r, 1 e
da equagdo geral de um plano qualquer, definido por

[ﬂ':a T by +c +d:0j

sdo exatamente, na ordem, as coordenadas de um vetor
normal ao plano 7, ou seja,

29 65
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Exemplo 4.3 Considerando o  paralelepipedo
ABCDEFGH, definido anteriormente, de dimensoes
5 x 4 x 3, conforme a figura abaixo.

teremos que o plano 7. que contem a origem O e os
eixos i e z, pode ser definido por um ponto e um vetor
perpendicular ao plano:

0 = (0,0,0) 7 =(1,0,0)

Seja I’ = (i, 1, =) um ponto qualquer do plano 7. e
vamos considerar os vetores:

OP =(r—0,y—0,-—0) = (r,7, )

Ne=T"r.=1=1(1,0,0)

30 65
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e Como esses vetores sio perpendiculares, temos do
produto interno que:

Logo

(7 ’ )'(17070)20
L(r)+0(y)+0(:)=0
1lr4+0y4+0240=0

resultando na seguinte equagdo normal do plano ™

[ﬁ :1e+ 0y + 0 +0:oj

ou simplificado:
w0 =0

Isto significa que qualquer ponto I que tenha a pri-
meira coordenada igual a 0, pertence ao plano 7., ou
seja ’ = (0,y,2) €7

31‘65
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Exercicio 4.3 Determinar as equagdes paramétricas
e a equacgdo normal do plano p que contém o ponto
S = (1,1,1) e é perpendicular ao vetor ' = (2,1, 3).

Solugao: Vamos primeiro, determinar a equagio geral

do plano, considerando como vetor normal do plano

¢ o vetor 17, = 1 = (2,1,3), portanto um ponto

= (r,y,~) para perterﬁr ao plano ¢, tem que
satisfazer a equacdo 17, - S/ = 0, logo:

Ry 57

—

(2,1,3)«(r =1,y —1,2—1)

20 -+ 1(y=1)+3(>-1)

20+ 1y+3— (2:1+1-143-1)

0
0
0

que resulta na equacdo do plano ¢:

[p:? +1y+3 —6:0]

A partir dessa equacio, para achar as equacdes para-
métricas do plano, podemos:

e Determinar outros dois pontos, recaindo em
um plano definido por trés pontos, atribuindo
32 | 65
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valores para duas das trés variaveis encon-
trando, desta forma, pontos que satisfacam a
equacdo do plano ¢, como por exemplo, os pon-
tos R = (0,0,2), T = (3,0,0), Q@ = (2,4,0),

etc.

e A outra maneira, bastante algébrica, seria con-
siderar duas variaveis da equacéo do plano ¢
igual a dois parametros 7| e T quaisquer, como

por exemplo, considere = = 71 e 2 = 79, logo
da equacédo normal do plano ¢ teremos que:
=6—2243

as equagdes paramétricas do plano  seriam
= 7‘1
p: = 6—21 —3m
= 7‘2

ou na forma completa

=0 + 1nn + On
p: = 6 — 2 — 3m
=0 + 0nn + 1m
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4.4 Posicdao Relativa entre Planos

Para o estudo de posicdes relativas, é importante “en-
xergar” os planos, juntamente com os elementos que
o definem, ou seja, FACA vérios esbogos, por exem-
plo, dois planos paralelos, dois planos ndo paralelos
e dois planos concorrentes, etc.

Para resolver problemas, como angulos, distancias
e intersecdes, envolvendo planos, ndo como eles estdo
definidos pelas suas equagdes, mas genericamente, é
necessario saber como eles estio colocados no espago,
ou seja, em que posicdo um esta em relagéo ao outro.

Existem trés possibilidades para a posi¢ao relativa
entre dois planos e para efeito de estudos das posi¢des
relativas, vamos considerar os seguintes planos:

« O plano « definido pelo ponto A e pelo vetor
normal 77,, ou pelo ponto A e dois vetores
diretores @1 e @o.

« O plano /3 definido pelo ponto B e pelo vetor
normal 77 3, ou pelo ponto B e dois vetores

diretores b 1e b 9.
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4.4.1  Planos Coincidentes

Observando os dois planos coincidentes « e 3, na
Figura[4.5] concluimos que:

Figura 4.5: Representacdo de dois planos coincidentes o e 3 com
seus correspondentes elementos.

« Os vetores normais 77, € 71 g sdo paralelos, ou

seja,
:
+ O ponto e o ponto ;
35 ‘ 65
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1D . —>
« O vetor AB é perpendicular aos vetores 7, €

N
ng;
T = —> o~
« Osvetores AB, @1 e a2 sdo LD, bem como os

—>

—_—
vetores AB, b1 e by saoLD;

0 vohﬂg do paraleleplpedo formado Le)los ve-
tores AB, @1 e d2 oupelos vetores AB, b e
b- 2 € nulo, ou seja,

[AB, @1, @] =0=[4B, 7, 7))

- - 7 g A A
« Osvetores a1, a2, b1e bo, podem, trés a trés,
ser representados em um plano, logo qualquer
conjunto com trés destes vetores é LD;
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« O angulo entre os planos « e 3 é nulo, ou seja,

« A intersecdo entre os planos « e /3 é o proprio
plano « (ou f3), ou seja,

[a NB=al= ﬁ)}

« A distancia entre planos o e 3 é nula, ou seja,

d(a,8) =0
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4.4.2  Planos Paralelos

Observando os dois planos paralelos e distintos « e

(3, na figura [4.6] concluimos que:

Figura 4.6: Representagdo de dois planos paralelos « e 3 com seus
correspondentes elementos.

‘>'T ﬁﬁ
b, B
by B
Mo

‘ :62 4
A L

« Os vetores normais 77, € 71 g sdo paralelos, ou
seja,

—> —> —
g =Tng|ou |7, X1zg=0

« O ponto e T ponto ;
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—>
« O vetor AB nao é perpendicular aos vetores
— —
Mo € 7g;

o Os vetores AB a 1e @ 9 sdo LI, bem como os
vetores AB b 1e b 9 sdo LI;

0 vohﬂg do paraleleplpedo formado Le)los ve-
tores AB, @1 e d2 oupelos vetores AB, b e
b- 2 € positivo, ou seja,

B2 | >0 ¢ |[AB.7,.7.]| >0

o d —> - - A A
« Osvetores a1, @2, b1e by, podem, trés a trés,
ser representados em um plano, logo sao LD;
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« O angulo entre os planos « e 3 é nulo, ou seja,

« A interse¢do entre os planos « e [ é vazia, ou
seja,

(anp={}=0

« A distancia entre planos « e 3 é positiva, ou
seja,

d(a, ) >0
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4.4.3 Planos Concorrentes

Observando os dois planos concorrentes (néo parale-
los) « e 3, na Figurag.7] concluimos que:

Figura 4.7: Representacdo de dois planos concorrentes «v e 3 com
seus correspondentes elementos.

T, ng
b
ay
a b
A o

« Os vetores normais 77, € 7/ 3 no sao paralelos,

logo
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« A intersecdo entre os planos « e (3 é uma reta,

ou seja,

a ser determinada posteriormente na defini-
¢do de uma reta por dois planos do proximo
capitulo;

+ O angulo entre os planos « e [ é positivo, ou
seja,
(o, ) >0

+ A distancia entre planos o e 3 é nula, ou seja,

d(a,8) =0
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4.5 Angulos

Para determinar 4ngulos entre planos, é necessario
primeiro, saber qual é a posicdo relativa entre eles,
pois dependendo do caso, o 4ngulo é nulo e nada para
se calcular, mas quando néo for nulo, o 4ngulo sera
calculando, usando o calculo do angulo entre os dois
vetores normais dos planos.

4.5.1  Angulo Nulo

O angulo entre os planos « e [ sera nulo, ou seja,
(a, ) = 0°, quando:

+ Os planos a e J forem paralelos, ou

+ Os planos « e J forem coincidentes.
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4.5.2  Angulo Néo Nulo

O angulo entre os planos « e [ serd nao nulo, ou
seja, (o, 3) # 0°, quando:

+ Os planos a e  forem concorrentes.
Neste caso, o angulo entre os planos ave 3 é

igual ao angulo definido pelos vetores normais
Mo e TL)S, ou seja:
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4.6 Intersecoes

As interse¢des entre planos, depende da posigio rela-
tiva. Se a intersecéo for vazia, nada a de ser calculado
e se nao for vazia deve-se, basicamente, resolver sis-
temas, para encontrar a solucéo.

4.6.1 Intersecdo Vazia

A intersegdo entre os planos «v e [ ser vazia, ou seja,
an B = {1}, quando:

+ Os planos « e [ forem paralelos distintos.

1
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4.6.2 Interse¢do Ndo Vazia

A interse¢do entre os planos o e  sera nao vazia,
ou seja, « N 3 # { }, quando:

+ Os planos « e  forem paralelos coincidentes.

o g

A ala

Neste caso a intersecéo sera o proprio plano «
ou 3, ou seja:
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« Os planos « e /3 forem concorrentes.

Neste caso a interse¢do sera uma reta r, ou

seja:

Essa reta r sera definida no préximo capitulo.
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4.7 Distancias

As distancias entre dois planos e entre um ponto e
um plano, também depende da posicédo relativa des-
ses objetos pois, se a distancia for nula nada a ser
calculado e se for positiva, deve-se, basicamente, cal-
cular comprimentos (produto interno) e/ou volume
(produto misto).

Observacio 4.3 A distdncia entre dois pontos A e B,
quaisquer é calculado com a norma do vetor Xé, ou
seja,

a0 - |

4.7.1  Distancia Nula

A distancia entre um ponto @) e o plano « sera nula,
ou seja, d (Q, o) = 0, quando:

« O ponto @) qualquer pertencer ao plano «, ou
seja, Q) € o

d(Q,a)=0

8 | 6
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E a distancia entre os planos « e 3 sera nula, ou seja,
d(a, 8) = 0, quando:

+ Os planos a e 3 forem coincidentes ou concor-

rentes.
d(a,8) =0
Tia g la 7
@ bw |? b
—_ 62
b2 B 6:1 f"ﬁ
A ai ¢ A @

T

49 65



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Planos

4.7.2 Distancia Positiva

A distancia entre um ponto 5 e o plano « sera posi-
tiva, ou seja, d (B, «) > 0, quando:

« O ponto B qualquer niao pertencer ao plano
«, ou seja, B & a:

d(B,a) >0

A distancia entre um ponto B e um plano «, sera
encontrada através do calculo de um determinado
volume.

+ Lembre-se: o volume de um paralelepipedo é
igual a area da base vezes altura.
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« Da figura acima, temos que volume do parale-
lepipedo é dado pelo médulo do produto misto

[31,32,@1” = ”31 X 32” - h
—_— N~

Area dabase  Altura

Volume

logo a distancia entre o ponto B e o plano « é

dado por:
Volume
Altura = —————
ura Area da base
|:a)17 51)27 ABi| ’
d(B,a) =

Iy X @]

Observacio 4.4 Se considerarmos i, = @1 X do,
teremos:

m.A_B’\
d(B,a) =

170l
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A outra possibilidade de distancia entre os planos o
e [ ser positiva, ou seja, d (o, 5) > 0 é quando os
planos « e [ forem paralelos.

Portanto a distancia entre o plano « e o plano (3 é
igual a distancia do ponto A € « ao plano 3, ou igual
a distancia do ponto B € [ ao plano «, ou seja:

(d(a,8) =d(4,8) = d(B,a)]
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4.8 Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via exerci-
cios e exemplos, todos os conhecimentos anteriores,
como definir planos e determinar a posigdo relativa,
a intersec¢do, o Angulo e a distancia entre eles, sem-
pre considerando o sistema de coordenadas do R3
definido.

Em todos os exemplos a seguir, vamos considerar
os seguintes pontos:

[A = (1, 2,3)] [B = (2,3,4)} [C = (3,1, 1)]

e ponto genérico /” = (i, 1, ) € R3,
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Exemplo 4.4 Determinar o plano 7 que passa pelos
pontos A, B eC.

Para determinar o plano 7, ou seja, determinar as
equacdes deste plano, vocé tera que escolher um dos
pontos e dois vetores LI e paralelos ao plano, por
— - . ,
exemplo o ponto A e os vetores U e U, isto é:

Pontos: A,Be(C

Vetores: @ = AB e U = AC

Como fazer isso?

+ Esboce um plano com 3 pontos e um ponto

genérico /7;
BAB o
A
C*AC
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g

« Represente e determine os 3 vetores @ = AB,
N R
v = AC e Al” no plano 7:

T=(2-1,3-24-3)=(1,1,1)
T=0B-1,-1-21-3)=(2,-3,-2)

—

AP =(r—1,y—2,-—3)

« Observe que o volume V do paralelepipedo
formado pelos 3 vetores deve ser zero;

[Porque o volume é zero?ﬂ

V= [A ,U,FH:

« Logo a equacdo normal do plano 7 é dada por:

(r:lr 44y —5:+6=0]
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Vamos verificar que os 3 pontos pertencem ao
plano 7:
A=(1,23)en?

Sim, pois as coordenadas do ponto A satisfa-
zem a equacdo do plano.

1(1) +4(2) — 5(3) +6 =0
1+48—-15+6=0V

B =(2,3,4)en?
Sim, pois as coordenadas do ponto B satisfa-

zem a equacdo do plano.

Il 5
1(2) +4(3) — 5(4) +6 =0
24+12-2046=0V
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C=(3,-11)en?

Sim, pois as coordenadas do ponto C' satisfa-
zem a equacdo do plano.

13) + 4(~1) — 5(1) +6 = 0
3-4-546=0

« Para escrever as equacdes paramétricas do
plano 7 partindo de sua equagao normal, temos
pelo menos duas possibilidades:

1* Determinar dois vetores diretores do plano 7,
para tanto, determinaremos outros dois pontos
do plano 7, como por exemplo os pontos

C] = (3, 4, 5) € CQ = (2, —2, 0)
e encontrando os dois vetores diretores:

ACT = (2,2,2) e AC,=(1,—4,-3)
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logo teremos uma equagdo paramétrica do
plano 7 dada por:

=1 + 2 + 1n
T = 2 4+ 21 — 4n
= 3 + 211 — 3n
2* Considerar y = k| e 2 = Ko, logo da equagdo
normal do plano 7, teremos que
=—6—-4y+5

logo teremos uma equacdo paramétrica do
plano 7 dada por:

= —6 — 4r1 4+ bro
T = K1

= Ko

ou na forma completa:

= —6 — 4rk; + bk
0 + 1rk1 + Ory

= 0 4+ O0Or; 4+ 1rg
|
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Exemplo 4.5 Determinar a equagdo normal do plano
¢ que contenha o ponto a origem O = (0,0, 0) e seja
paralelo ao plano .

Para determinar a equacdo normal do plano ¢, vocé
tera que determinar um vetor normal do plano 7,
ou dois vetores diretores do plano.

Como fazer isso?

« Esboce os dois planos paralelos ¢ e 7;

iy
=
° O

« Represente o ponto A e o vetor normal 7 No
plano 7 e os pontos O e /” no plano ¢;
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« Observe que, para definir o plano ¢, s6 falta
determinar um vetor normal ﬁsp;

+ Escolha como vetor normal do plano ¢ o

. —> —>
mesmo do plano 7, ou seja, | 7, = 7

[[Porque posso escolher esse vetor? ﬂ

Como 7 : 1+ 4y — 52 4+ 6 = 0, temos que o
vetor normal sera 77, = (1,4, —5).

« Temos, portanto, que o plano ¢ é definido pelo
ponto O e um vetor normal ﬁ(p, ou seja,
Ponto: O = 0)

(0,0,
Vetor normal: ﬁ’

ﬁﬂ' = (1> 4> _5)

—
» Como o vetor 7, é ortogonal a O /7, temos que
—>
o produto interno ﬁ’sp - OF =0, ou seja:

Ty 19)
——
(1,4,-5) (o )= L4 4y —5-=0
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+ Logo a equacdo normal do plano ¢ sera dado
por:

[gp:l +4y —5 :Oj
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Exemplo 4.6 Determinar a distancia entre os dois
planos paralelos 7 e .

Para determinar a distancia entre os planos 7 e ¢,
vamos de fato calcular um volume.

« Esboce dois planos paralelos 7 e o ponto 0 no
plano ¢

« Represente o ponto A e o vetor normal 7 no
plano 7 e o ponto 0 no plano ¢;

—
« Represente o vetor AO;

« Observe que, o vetor 77, pode representar o
produto vetorial de dois vetores diretores % e
—> . — — —

v do plano 7, ou seja, n; = U X U;
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« O volume do p_allglelepipedo gerado pelos ve-
tores u, U e AO sera o modulo do produto
misto, ou seja:

V= [U,U,E]’:]a’xv.@‘
Logo
V= ﬁW-A_O"

¢ area da base vezes altura.

{{Lembre—se: volume de um paralelepipedoﬂ

« A area da base (Apyse) do paralelepipedo é ge-
rado pelos vetores 1 e U, ou seja, é dada por:

Abase = ||U X 7;H = Hﬁﬂ” = \/Zﬁu.a.
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« A distincia entre os planos ¢ e 7é igual a dis-
tancia entre o ponto O e o plano 7, que corres-
ponde a altura (h) do paralelepipedo, ou seja:

d(p,m)=d(0,n)

Volume
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4.9

Avaliando o que foi Construido

Foram introduzidos, neste capitulo os planos
e como olhar este elemento de uma maneira
geométrica.

Definimos também as equagdes paramétricas
dos planos, bem como a equacdo a equacdo
geral de um plano.

Foi bastante enfatizado que determinar a posi-
co relativa entre os planos é, de fato, muito
importante, pois facilita a compreensio dos
problemas e principalmente a sua resolucéo.

Mostramos também como determinar dngulos
e distancias entre planos deixando as interse-
¢des para o proximo capitulo.
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