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Capitulo 6

Conicas

6.1 Introducdo

Nesta unidade estudaremos e definiremos as cOnicas,
como por exemplo, circunferéncias, elipses, hipér-
boles e parabolas, a partir das suas equacgdes gerais
dadas por equacdes do segundo grau em duas varia-
veis, usando ferramentas algébricas, como matrizes,
determinantes, polindmios caracteristicos, autovalo-
res e autovetores, introduzidos nesta unidade.

3| 7
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6.1.1  Problematizando a Temadtica

Na classificacdo da conica, trataremos de modo algé-
brico a equagéo geral, para obter a conica na forma
reduzida, simplificando, desta maneira, a equagéo
para a obtencdo dos seus elementos basicos.

Para a visualizagdo das cdnicas utilizaremos o pro-
grama Geogebra (geogebra.org) para exibir as c6-
nicas, bem como resolver exercicios e interagir com
as curvas, nele definidas, de maneira simples e agra-
davel.

6.1.2 Conhecendo a Tematica

O tratamento mais basico, ou seja, considerando as
cbnicas com o eixo focal paralelo ao eixo = ou ao
eixo 1, para definir as equacgdes e determinar todos
os elementos definidos nas conicas.

Para a classificacao das conicas, usaremos os con-
ceitos basicos de como encontrar os autovalores e
autovetores, associados a uma determinada matriz.
A definicao e aplicacdes serdao objetos da disciplina
Introducio a Algebra Linear, mas aqui introduzidas
parcialmente, apenas para usa-las em nossos estudos.

4 | 74
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6.2 Conicas

As cdnicas ou seccdes cdnicas sdo curvas obtidas pela
interseccdo de um plano com um cone duplo. Depen-
dendo da inclinacéo desse plano em relacdo ao eixo
central do cone, a curva intersecio sera: uma circun-
feréncia, uma elipse, uma hipérbole, uma parabola,
uma reta, um ponto ou duas retas, visualizados nas
figuras abaixo, respectivamente.

o\

Vamos considerar neste texto, para o estudo inicial
das conicas o plano cartesiano, ou seja, o espago de
duas dimensdes R2.
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Definic¢io 6.1 (Conica)

O lugar geométrico dos pontos I’ = (1, 1) € R? que
satisfazem a equacdo do segundo grau em duas varia-
veis:

[A 2L Bay+Ci2+Dr+E +F:O} (6.1)

¢ denominado de conica.
Observacio 6.1 Da equacdo conica , temos que:

* Pelos menos um dos coeficientes A, B ou C' deve ser
ndo nulo (# 0), caso contrario a equagdo seria a de
uma reta em R2;

x Os termos:

. e sdo denominados de termos

quadraticos;

. @ ¢ denominado de termo quadratico
misto;

. @ e sdo os termos lineares;
6

|
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. ¢ o termo independente;

* A conica é o lugar geométrico do plano que satisfa-
zem a equagao (6.1)), ou seja, é o conjunto de pontos:

{(z,y) eR?/As?+ Bury+Cy*+Dr+Ey+F=0}

* Podemos escrever a equagado (6.1) na forma matricial

(verifique):

U F g 2]+ E].HW:O}

7 74
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Exemplo 6.1 Algumas conicas com suas equagoes
nas formas reduzidas, completas e matriciais, respecti-
vamente. Teste todas essas conicas no programa Geo-
gebra.

a) Circunferéncia: m

(€102 + 00y + 12 + 0040y — 1 =0)

e e o

b) Elipse:

2y —2:24+32=6
r— 4+ ==1 =
& 3+2

(£:20% 4 00y + 3,2+ 0040y — 6= 0)
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¢) Hipérbole:

2y —2:2-3,2=6
r——====1 - =
H 3 2

(#:20% + 00y — 3% + 00 + 0y — 6 =0]

et T o]

d) Parabola:

P:2—y=0

(P10 +00y +0,2 +00 — 1y +0=0]

R
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e) Um ponto (circunferéncia ou elipse degenerada):

p"2+ =
CRETED

[5p:1 2+ 00y + 12+ 0040 +0:0]

o I A o]

f) Vazio (circunferéncia ou elipse degenerada):

[51,: 24 2271}

[5U:1 24 00y + 12 +02+0 +1:0}

R

10 74
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&) Uma reta (parabola degenerada):

[PT.-( + )2:0]<:> 2420y +7=0

(P 10% £ 20y + 12 + 00 + 0y +0=0)

vt | T o

h) Duas retas paralelas (parabola degenerada):

(P i (24 0) (e +y+1) =0

= 2+2y+ 2 +r+y=0

(Prr s 12 4 200 + 12 + 1o + 1+ 0 = 0

R

11 74
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i) Duas retas concorrentes (hipérbole degenerada):

(Hor (04 ) (=) =0) =22 =2 =0

(Hor 107 400y — 1%+ 02 40y + 0 = 0

et 0y S o]0
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Apresentaremos nas préoximas se¢oes as quatro prin-
cipais cOnicas e as mais conhecidas, ou seja:

Circunferéncia C (Pagina|14)
Elipse £ (Pagina|24)
Hipérbole H (Pagina|3s)
Parabola P (Paginal46)

Serdo apresentadas as equagdes nas formas vetorial,
reduzida, paramétrica e matricial, bem como os prin-
cipais elementos e caracteristicas dessas 4 conicas.
Para efeito de simplificacdes sera considerado nulo o
coeficiente do termo quadratico misto (B = 0). Utili-
zaremos os pontos ' = (1,y) € R? como um ponto
qualquer da conica.

13 74
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6.2.1 Circunferéncia

Definicao 6.2 (Circunferéncia C)
Na geometria euclidiana, uma circunferéncia C é o
lugar geométrico dos pontos I° de um plano que equi-

distam de um ponto fixo (Figura[6.1)). O ponto fixo C' é
denominado de centro e a equidistancia r é denomi-
nada de raio da circunferéncia.

Figura 6.1: Representacdo de uma circunferéncia C de raior.

C
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6.2.1.1 Equagoes da Circunferéncia

Considerando os pontos /> = (i, ) € R? e o centro
C = (C,,C,), temos as seguintes equagdes:

* Equagdo vetorial:

|

C_’H:r

* Equacio na forma reduzida:

[C - C‘l‘)2 + (- C;t/)2 = TQJ

% Considerando v = (2 + Cy2 — 72, a equacio na
forma geral:

[6:12+0 +1y% — 2Cpz — 2C, +'v:0]

* Equacdo na forma matricial:

R

15 | 74
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* Equacdo na forma paramétrica:

Y

= C, + r-cos()
+ -

16 74
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Exemplo 6.2 Considerando a circunferéncia C; de
centro C' = (1,—1) e raio r = 2, teremos que:

a) A equagdo na forma reduzida:
Cr:(r =124+ (w+1)2=4

b) Grafico da circunferéncia Cy :

¢) Os pontos da circunferéncia C; correspondentes aos
pontos cardeais Norte, Sul, Leste e Oeste, sdo:

N =(1,1) S=(1,-3)
L=(3,-1) 0= (-1,-1)
d) A equacdo na forma geral:

Ci:1:240+12—2:42/—-2=0
17‘74
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e) A equacdo na forma matricial:

ot oy s 2o

18 74
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Observacio 6.2 (Completamento de Quadrados)
O completamento de quadrados é uma técnica
para reescrever um polinémio do segundo grau
p(r) = ar? + br + ¢ na forma:

() =ale =) + 1)

Para determinar o completamento do quadrado do po-
linémio, considera-se:

b . b2
T = —— < = [ —
2a ! ¢ 4a

ou seja:

19 74
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Exemplo 6.3 Considerando a circunferéncia Co defi-
nida pela equacao:

Cota?4+ 1> =20 —4y+1=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis = e 1, da forma:

CQ:[2—2}+[2—4}+120 (6.2)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

(o2 =(-12-1 (6y)
-a]=-27-4 G

* Substituir os completamentos de quadrados (6.3)) e

na equagao da circunferéncia Ca (6.2)):

Co: [(r =12 =1] + [(s - 2? — 4] +1=0

20 74
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* Teremos a equagdo na forma reduzida:

(i -1+ (y-2)2 =4

b) A circunferéncia Cy possui centro C' = (1,2) e raio
r=2.

¢) Grafico da circunferéncia Co:

Co

d) Os pontos da circunferéncia Co correspondentes aos
pontos cardeais Norte, Sul, Leste e Oeste, sdo:

N = (1,4) S = (1,0)
L=(32) 0= (-1,2)
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e) A equagdo na forma geral:

Co:124+00y+12 -2 —4y+1=0

f) A equacao na forma matricial:

o I g ]

22 74
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Exercicio 6.1 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Circunferéncia C, com centro C' = (2,1) e raio
r = 3[@)]

b) Circunferéncia C, com centro C' = (3,2) e que
contenha o ponto Q = (1, 1)@

¢) Circunferéncia C. com diametro dado pelos pontos

A=(2,0)eB=(-4,8)[

@ (=224 (y—1)2 =9,Ca : 122 + 0y + 1% —dr — 2y —4 =0,
N =(2,4),5=(2-2),L=(51)¢0=(—1,1).

O = Byt (£-3)2+(y—2)% = 5,Cp : 102400y +1y% — 60 —4y+8 =
0,N = (3,v54+2),S = (3,2—5),L = (V/5+3,2)eO0 = (3—5,2).

©C = (=1,4),r =5,Co: (++ 1)+ (y —4)2 = 25,C0 ¢ 22 + 0ry +
12 +20 — 8/ -8 =0,N = (=1,9),S = (=1,-1), L = (4,4) e
O = (-6, 4).
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6.2.2 Elipse

Definicao 6.3 (Elipse &)

Na geometria euclidiana, uma elipse £ é o lugar ge-
ométrico dos pontos I’ de um plano cuja a soma das
distancias deste ponto a outros dois pontos fixos I e F>
do plano (Figura[6.2), denominados de focos da elipse,
¢ um valor constante.

Figura 6.2: Representagdo de uma elipse £.

£

24 74
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6.2.2.1 Elementos da Elipse
Principais elementos de uma elipse £ sdo:

51' B] (c;l/ AI
I a
c
Al Ag 1 BQ B1
F] C F2 c
1 a
Bg A-)

* Pontos I} e I'; denominados de focos.

* Ponto médio C' dos focos F} e Fy, denominado de
centro.

* Pontos Ay, Ao, By e By denominados de vértices.

* Segmentos ’F} e I”F5 denominados de raios fo-
cais.

* Segmento A; Ay denominado de eixo maior (ou
focal).

25‘74



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Conicas

* Segmento B; By denominado de eixo menor (ou
transverso).

* O comprimento do eixo maior 2a = HAl Ay H
* O comprimento do eixo menor 2b = H31 By H
* O comprimento 2¢ = HF 1F5 H denominado de dis-

tancia focal.

* Vale a relagdo notavel entre os comprimentos
a? =b? 4 2

& . . .
* A razdo — = £ denominada excentricidade
a

0 <e<).
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6.2.2.2 Equagées da Elipse
Considerando os pontos /> = (i, ) € R? e o centro
C = (C,,C,), temos as seguintes equagdes:

* Equacéo vetorial:

e [ =)

* Equacoes na forma reduzida:

Com eixo focal paralelo ao eixo = teremos:

[&c: (1 =C)? | (1=C? _ 1}

a? b2

Com eixo focal paralelo ao eixo v temos:

{gy: (1 =Gl (1=C)* _ 1}

b2 a?

% Considerando v = C,2h% + CyQa2 —a?b?a equa-

¢do na forma geral:

(£2:8202 400y +a%)2— 20, B2~ 2C,a%y+0=0]
27 T 74
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* Equacdo na forma matricial:

{ap:[ }ﬁ? fg][ ]+[2C,,.b2 2cya2}[ :|+U=0}

* Equacdo na forma paramétrica:

<. = C, + a-cos(f)
’ = Cy, + b-sen(d)

28 74
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Exemplo 6.4 Considerando a elipse £1 com focos
Fi = (-4,0) e I = (4,0) e um dos vértices
By = (0, 3), teremos que:

a) A distancia focal 2c = HFlFQH =8, logoc = 4.
b) O centro C' é o ponto médio dos pontos F e Fs, ou

seja:
444 040
C= — | =
( 5 2) (0,0)

¢) Do eixo menor temos que b =

CB1H — 3

d) Da relagio notavel temos que a? = 32 + 4% = 25,
logoa = 5.

e) A equacdo na forma reduzida:

(r=0)?  (y=0)?
52

&

2 2

E:—+ =1
195

29‘74
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f) Eixo focal paralelo ao eixo

g) Grafico da elipse & :

h) Os vértices da elipse &1, sdo:
Ay = (-5,0) As = (5,0)
B; =(0,3) By = (0,-3)

i) A equagdo na forma geral:

E1 92+ 00y +2502+ 00 +0y —225=0

J) A equacgdo na forma matricial:

& ][g 205H }L[o o]-[ ]—225_0

30‘74
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Exemplo 6.5 Considerando a elipse £; definida pela
equagao:

&y 12502 4+ 9y% + 100 — 36y — 89 =0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:

* Agruparemos as variaveis - e 1, da forma:
Ey: [25 24100 ]+[9 2_36 }—89:0 6.5)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[25 24100 } —95(: +2)2-100  (6.6)

[9 2_36 } —9(y—2)? — 36 (6.7)

* Substituir os completamentos de quadrados (6.6)) e

na equagao da elipse E (6.5):

52.-[25( +2)2—100}+[9( —2)2—36}—89:0
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Eo:25(r 4+ 2)2 +9(y —2)? =225

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

PR N

b) A elipse Eo possui centro C' = (—2,2).

¢) O eixo maior mede a = 5 (Lembre-se quea > b) e
¢ paralelo ao eixo 1. O eixo menor mede b = 3.

d) Da relagio notavel temos que 5% = 3 + 2, logo a
distancia focal c = 4.

e) Grafico da elipse E;:
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f) Os vértices e os focos da elipse &3, sdo:
Al - <_27 7) A2 = <_27 _3>

By =(1,2) By = (-5,2)
Py =(-2,6) B =(-2,-2)

&) A equagao na forma geral:

Ey 12502 + 00y + 942 + 100 — 36y —89 =0

h) A equagdo na forma matricial:

& }[205 8}”“100 —36}”—89:0
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Exercicio 6.2 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Elipse £, com centro C' = (2,1) e distancia focal
: = 3 e eixo maior a = 5 e paralelo ao eixo

b) Elipse &, com centro C' = (—3,5) e que tangencia

0s eixos ' e
2 2
@ b =4,&, : % + % = 1, eixo focal paralelo ao eixo =, €, :

1622 + 02y + 2502 — 642 — 50y — 311 = 0, Fy = (5,1), Fa = (—1,1),
Ay =(7,1), Ay = (=3,1), B1 = (2,5) e Bo = (2, -3).
®) a=5b=3,c=4,&: # + % = 1, eixo focal paralelo ao eixo
€ 2502 4+ 00y + 992 + 1500 — 90y +225 = 0, Fy, = (—3,9), Fy =
(=3,1), Ay = (-3,10), Ay = (—3,0),B; = (0,5) e B = (—6,5).
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6.2.3 Hipérbole

Definicao 6.4 (Hipérbole)

Na geometria euclidiana, uma hipérbole é o lugar
geométrico dos pontos I” de um plano cuja a diferenca
das distancias deste ponto a outros dois pontos fixos Iy
e F» do plano (Figural6.3), denominados de focos da
hipérbole, é um valor constante.

Figura 6.3: Representacdo de uma hipérbole H.

H
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6.2.3.1 Elementos da Hipérbole
Principais elementos de uma hipérbole H séo:

* Pontos I} e I'; denominados de focos.

* Ponto médio C' dos focos F} e Fy, denominado de
centro.

* Pontos A1 e Ay denominados de vértices.

* Segmentos ’F} e I”F5 denominados de raios fo-
cais.

* Segmento A; Ay denominado de eixo maior (ou
focal) e o eixo perpendicular passando pelo C' é
denominado eixo imaginario.

36‘74
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* O comprimento do eixo maior 2a = HAl Ay H

* O comprimento 2c = HF1 Fy H denominado de dis-

tancia focal.

* Vale a relagdo notavel entre os comprimentos
? = a? + b?

* Asretas e 7o denominadas assintotas com equa-
coes:

c . . .
*x A razio — = ¢ denominada excentricidade
a

(e > 1).
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6.2.3.2 Equacées da Hipérbole
Considerando os pontos /> = (i, ) € R? e o centro
C = (C,,C,), temos as seguintes equagdes:

_ 2“}

Com eixo focal paralelo ao eixo = teremos:

* Equacéo vetorial:

|77 - |77

* Equacdo na forma reduzida:

Com eixo focal paralelo ao eixo v temos:

{% W-GF -G 1}

2 b2

% Considerando v = C,2b%— C a’—a?b? aequacio
na forma geral:

(o 0?20y —a? 2= 20,070~ 2C,a%y+v=0)

38T74
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* Equacdo na forma matricial:

{Hw:[ }[%2 C?QH }+[2a,,.b2 2cya2].[ }m:o}

* Equacdo na forma paramétrica:

1y . = C, + a-sec(d)
' Cy + b-tan(0)
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Exemplo 6.6 Considerando a hipérbole 1 com focos
Fy = (=5,0) e F5, = (5,0) e um dos vértices Ay =
(3,0), teremos que:

a) O centro C' é o ponto médio dos pontos Fy e I, logo

o= (—5+5 0+0> — (0,0)

2 72
b) A distancia focal 2c = HFlFQH = 10, logo ¢ = 5.

¢) Do eixo maior temos que a = HCAQH = 3.

d) Da relagdo notavel temos que 5> = 3% 4 b2, logo
b=4.

e) A equagdo na forma reduzida:
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f) Grafico da hipérbole H:

h) A equagdo na forma geral:

Hq:16024000—912+00+0y—144=0

i) A equacdo na forma matricial:

e ot S of e

41‘74
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Exemplo 6.7 Considerando a hipérbole Ho definida
pela equacgao:

Ha: — 902 +16/° + 18, — 32 — 137 =0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:
* Agruparemos as variaveis - e 1, da forma:

Hz.-[—g 2418 }+{16 2_39 }—137:0 (6.8)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesses agrupamentos, ou seja:

[—9 2418 } = 9 —1)2+9 (6.9

[16 2_39 ] —16(y—1)2—16  (6.10)

* Substituir os completamentos de quadrados (6.9)) e

na equagao da hipérbole Ho (6.8):

Hz:[—9( —1)2+9}+[16( —1)2—16}—137:0
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Ho: —9(r —1)> 4+ 16(y — 1)% = 144

* Teremos a equagdo na forma reduzida:

CE

b) A hipérbole Ho possui centro C' = (1,1).
¢) Da equag& temos quea = 3 eb = 4.

d) Da relagéo notavel temos que > = 3% + 42, logo a
distancia focal ¢ = 5.

e) Grafico da hipérbole Ho:

Ay

© Na equacdo reduzida de uma hipérbole o valor a* é sempre o
numerador da parte “parte positiva” da equacao.
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f) Os vértices e os focos da hipérbole Ho, sao:

Ay = (174) Ag = (la _2)
F1:(176) FQZ(L_4)

g) As retas assintotas sdo:

h) A equagdo na forma geral:

Ho:— 912 4+00y+162+18:—32y—137 =0

i) A equacdo na forma matricial:

Ho:[ }[_09 1%}[ ]+[18 —32}[ ]—137:0
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Exercicio 6.3 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Hipérbole H, com centro C' = (2, 1) e distancia
focal ¢ = b5 e eixo maior a = 4 e paralelo ao eixo

b) Hipérbole H;, com centro C (—1,1), foco F} =
(—1,6) e vértice Ay = (— @

@p =390, s G322 =D 90902 4 00y — 1602 — 361 +
32y — 124 = 0, Fy = (7,1), Fy = (=3,1), A1 = (6,1), Ay = (—=2,1),
ri(y—1)==x3-1).

a=4,b=3,¢c =5 Hp : % — # = 1, eixo focal paralelo
ao eixo y, Hy @ —1622 + 0ry + 92 — 182 — 32y — 151 = 0, C =
(=1,1), Fy = (—1,6), F, = (—1,—4), A, = (—1,5), Ay = (—1,-3),
i ( 71)::|:%( + 1).

(b)
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6.2.4 Pardbola

Definic¢ao 6.5 (Parabola)

Na geometria euclidiana, uma parabola é o lugar geo-
métrico dos pontos I” de um plano que sdo equidistantes
de uma reta fixa d, denominada de reta diretriz, e de
um ponto fixo I’ denominado de foco da parabola.

Figura 6.4: Representacdo de uma parabola P com reta diretriz d.

P
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6.2.4.1 Elementos da Parabola
Principais elementos de uma parabola P séo:

* Ponto F'denominado de foco.
* Ponto V' denominado vértice.
* A reta r denominada reta diretriz.

* A reta s definida pelos ponto /e V' denominada
de eixo de simetria.

* O valor ¢ = HWH = d(V,r) denominado de
parametro da parabola P.
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6.2.4.2 Equacées da Parabola
Considerando os pontos /> = (., ) € R? e o vértice
V = (V4, V), temos as seguintes equacdes:

* Equacéo vetorial:

A=)

* Equacdo na forma reduzida:

Com eixo de simetria paralelo ao eixo i teremos:

)

[Pf (= Va)? = —dc(y — Vy)J

Com eixo de simetria paralelo ao eixo  teremos:

[Py+ (y — V;J)2 =4c(r — V;g)]

(P =) =~ = V)
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* Considerando v = 4cV), + V.2 a equagio na forma
geral:

(P12 400y 4052~ 2V0— dey+v=0]

* Equacédo na forma matricial:

e o Y —off-d

* Equacédo na forma paramétrica:

P:{ = Vo & 2

=V, + cr?
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Exemplo 6.8 Considerando a parabola P; de vértice
V =(0,0), foco F'= (0,4) e reta diretriz d : y = —4,
teremos que:

a) O parametro da parabola c = HWH =4.
b) Eixo de simetria é o eixo 1, ou seja, s : v = 0.
¢) A equacgdo na forma reduzida:
Pri(o—0)2 = 4:4-(y — 0)
P12 =16
d) Grafico da hipérbole P :

o) Py
on
2
X
8 6 4 -20/r,2 4 6 8
AV

e) A equacgdo na forma geral:

Pr: 122402y —0/2402—16y+0=0
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f) A equacao na forma matricial:

it A e -of o
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Exemplo 6.9 Considerando a parabola P2 definida
pela equacgao:

Pyiy®—4r—2y+1=0
Teremos que:
a) Para determinar a equagdo na forma reduzida:
* Agruparemos a variavel v, da forma:

732:{ 2_2 }74 +1=0 (6.11)

* Aplicar a técnica de completamento de quadrados
nesse agrupamento, ou seja:

[2—2]:( —1)? -1 (6.12)

* Substituir o completamento de quadrados na
equagao da parabola Py (6.11)):

Py:|(y=1)2=1]~4r +1=0

Pa: ( —1)2—4 =0
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* Teremos a equagdo na forma reduzida:

[PQ.-( —1)% = 4( —0)]

b) O vértice V= (0,1).

¢) Eixo de simetria paralelo ao eixo
d) O parametro da parabola c = 1.
e) O foco FF=(1,1).

f) Grafico da parabola Pa:

3
d y P2

d:r=-1 s:y=1
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h) A equagdo na forma geral:

Po:0:2400y+12—4r—2y4+1=0

i) A equacdo na forma matricial:

it o ke ol

54 74



Sérgio de Albuquerque Souza ‘ Vetorial - Conicas

Exercicio 6.4 Determinar todos os elementos e as
equacgoes reduzidas e completas, considerando as ca-
racteristicas das conicas abaixo:

a) Parabola P, definida pela equacdo i = 2@

b) Parabola Py com foco F' = (—2, —2) que tangencia

0 eixo
¢) Parabola P. com reta diretriz d : = = 2, eixo de
simetria s : iy = 1 e com o vértice pertencente ao

eixo

@ V = (0,0), F = (0,1/4), ¢ = 1/4, eixo de simetria paralelo ao eixo 1,

Po 102 + 00y + 002 +0r =1y +0=0,d:y = —1/4,5:2 = 0.
Oy — (=2,0), ¢ = 2, eixo de simetria paralelo ao eixo vy, Py : (v + 2)% =
—8(y—0), Py : 10 + 00y + 0y +40+8y+4=0,d:y = 2,5 :0 = —2.

© V =(0,1), F = (—2,1), c = 2, eixo de simetria paralelo ao eixo =, P : (y —
1)2 = —8(x — 0), Pe : 022 + 0wy + 142 + 82 — 2y + 1 = 0.
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6.3 Classificacao

Para a classificacdo das conicas nos casos na qual a
equagdo geral da conica néo conste do termo quadra-
tico misto, ou seja, o coeficiente B = 0, tal classifi-
cacdo dar-se-4 através de operagdes como completa-
mento de quadrados e operacdes algébricas basicas
obtendo as equag¢des na forma reduzida.

Caso a equagdo geral da conica contenha o termo
misto (B # 0), utilizaremos ferramentas algébricas
dos autovalores e autovetores para determinar os
novos eixos das cOnicas, em relacdo aos eixos coor-
denados, a partir da equacéo geral, eliminando desta
forma o termo quadréatico misto. O detalhamento e
0 uso mais intensivo desta teoria sera tema da disci-
plina Introducéo a Algebra Linear.
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6.3.1 Autovalores e Autovetores

As definigdes a seguir sdo para matrizes quadradas de
qualquer ordem, porém nos utilizaremos apenas com
as matrizes 2 X 2, que serdo nosso principal elemento
produzido pelas equagdes matriciais das conicas.

Definic¢ao 6.6 (Polindmio Caracteristico)
Chamaremos de polinémio caracteristico de uma
matriz Ay xn ao polindmio definido por:

(p(\) = det (A = \-1,,) |

sendo I,, a matriz identidade n x n.
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Exemplo 6.10 Considere a matriz Aax2:
5 =2
-2 8

O polinémio caracteristico da matriz A sera o determi-
nante da matriz

10

0 1

A— NIy = [_52 _82] —-A

Cs—a =2
| 2 8-

p(A\) = det(A — A1)

5—A =2
-2 8-

—(5-N)(8—)) 4
(p()) = \* — 132 + 36
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Definicao 6.7 (Autovalores)

Chamaremos de autovalores de uma matriz A, «n,
as raizes, caso existam, do polindmio caracteristico da
matriz, ou seja, as solugdes da equagdo:

p(A) =0

Exemplo 6.11 Considere a matriz no exemplo ante-
rior
5 =2

A=19 3

com o seu polinémio caracteristico dado por p()\) =
A2 — 13\ + 36. Portanto os autovalores da matriz
A, isto é, as raizes do polindmio p(\) sdo: \y = 4 e
Ay = 9.
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Definicao 6.8 (Autovetor)

Chamaremos de autovetor o vetor ndo nulo v, as-
sociado ao autovalor \ de uma matriz A, «n, a uma
solugdo do seguinte sistema linear:

A-X =\

Sendo X = | -+ 1,]t a matriz coluna composta
de n variaveis. A solucgdo da equagdo matricial
. ’ —> ~
acima, nos da as coordenadas do vetor v\ em relacdo

a uma base de R™.
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Exemplo 6.12 Considere os autovalores \; = 4 e
Ao = 9 da matriz

do exemplo anterior. Logo:

x Para o autovalor , teremos:
5 =2 4
—— =

Apos a multiplicagdo das matrizes resulta no se-
guinte sistema homogéneo:

Br— 2y = 4 2y =0
2,48 =4y ) -2r+4y=0
~ (=2
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Obtendo os autovetores associados:
—
’L‘)\] = (2 , )

comy # 0.

Logo, um autovetor unitario sera dado por:

1
considerando 1) = —5

x Para o autovalor , teremos:

9
9

5 =2
9
-2 8
T/v —~—
Apés a multiplicacdo das matrizes resulta no se-
guinte sistema homogéneo:
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5r —2y =19 . 4r—2y=0
—2r4+8y=9 —2r— y=0
—(==)

Obtendo os autovetores associados:

com 1 # 0.

Logo, um autovetor unitario sera dado por

()

considerando 1 = —

Bl
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6.3.2 Classificando as Cénicas

Para a classificacio e esboco de uma conica C, deve-
mos seguir os seguintes procedimentos:

1° Escrever a equacgdo da conica C
C:Ar> +Bry+C/2+Dr+Ey+F=0

na forma matricial:
el M P a0

. PP —> —>
2° Determinar os autovetores unitarios u e v asso-
ciados aos dois autovalores da matriz M, formada
pelos termos quadraticos:

A BJ2

M=\pn ¢

obtendo-se a direcdo dos novos eixos coordenados
para a conica C;
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3° Considerando os autovetores unitarios @ =
—> .
(ug,uy) e U = (vy,v,) associados aos autovalo-
res Ay e A respectivamente, definir as seguintes
matrizes auxiliares:

M/ — w 0 e P _ 'U;;L- U(E
0 Xz Uy Uy

4° Escrever a nova equagdo da conica C a partir da
equacio matricial, utilizando a mudanca das va-
riaveis = e y por X e Y, ou seja,

b e s o

Y

5° Esbogar o grafico da conica C considerando os
« » . —> —>
novos” eixos dados pelos autovetores u e v.
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Proposicao 6.1 Considerando a cénica C definida
pela equagao

C:A>+Bry+Ci2+Dr+Ey+F=0

com os autovalores \1 e \o da matriz dos termos qua-
draticos
A BJ2

M=\pn ¢

entdo teremos \1-\o = A-C — B2/4 e

* Se A\i-A2 > 0, entdo a conica é uma elipse, um ponto
ou o conjunto vazio;

* Se \i- Ao < 0, entdo a conica é uma hipérbole ou
um par de retas concorrentes;

* Se A1 Ay = 0, temos duas possibilidades:

(12) A1 # 0 ou \y # 0 entdo a conica é uma para-
bola, ou um par de retas paralelas ou uma reta
ou o conjunto vazio;

(2%) A1 = A2 = 0 entdo a conica é uma reta.
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Observacio 6.3 56 utilizaremos este método de clas-
sificacdo nos casos em que o coeficiente do termo misto

for diferente de zero (B # 0).
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Exemplo 6.13 Para classificar e esbogar a conica
Ci:50% —dry+8/2—=36=0

e como a equagdo possui o termo quadratico misto
B = —4 utilizaremos o procedimento via autovalores
e autovetores, para determinar uma equacgdo na forma
reduzida em um novo sistema de eixos, ou seja:

* Completando a equagdo temos
Cy:502 —4ry+8/240r4+0y—36=0

logo a equacgado na forma matricial sera:

o afts 3{ oo of -

. a7 . —> —>
x Para determinar os autovetores unitarios . e v da
matriz dos termos quadraticos
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temos que determinar o polinémio caracteristico, que
¢ dado por:

p(\) =A% — 13\ + 36

com os autovalores da matriz sendoA\; = dely =9,
portanto com os autovetores unitarios:

u=|—,— e Uv=|-—=,—4
V5 V5 V5 V5
respectivamente (ver exemplos anteriores);

x Considerando as matrizes auxiliares:

M’:[g (9)] e P =

St 5
She sl

* Escrever a nova equagdo da conica Cy a partir da
equacgdo matricial, utilizando a mudanca das varia-
veis v ey por X eY, ou seja,

Ci{ X Y]-[g 8]'[);]“0 0]-[“?5 fl [ﬂ —36=0

V5
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Obtemos a equacgdo da cénica Cy dada pela equacio
Cr:4X%+9Y? - 36=0

no novo sistema de eixos X e Y, que apos uma sim-
ples divisdo, obtemos a coénica na forma reduzida:

X2 y?
Ci:i—+—=1
iy Ty

que é uma elipse com eixo focal paralelo ao eixo X ;

* Grafico da elipse Cy:
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Exemplo 6.14 Para classificar e esbogar a conica

e como a equagdo possui o termo quadratico misto
B = —4 utilizaremos o procedimento via autovalores
e autovetores, para determinar uma equagdo na forma
reduzida em um novo sistema de eixos, ou seja:

* Observe que a equagao Cy, ja estd na forma completa,
logo a equacdo na forma matricial sera:

ot s {0

* Como é a mesma matriz dos termos quadraticos do
exemplo anterior, ou seja,
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os autovalores da matriz sGo A\ = 4 e Xy = 9,
portanto com os autovetores unitarios:

vL=|—,— e Uv=|—,—
V5 V5 V5 V5
* Considerando as matrizes auxiliares:

M’z[é (9)] e P=

—1

Sk Si
S S

* Escrever a nova equagao da conica Cy a partir da
equacdo matricial, utilizando a mudancga das varia-

veis v ey por X eY, ou seja,
2 —
4 0| X 20 —80]| V5 X
Cif X Y}[Q 9]'[}/}7{\/3 ﬁ][l HY]M:O
Obtemos a equagdo da conica Co dada pela equagao:

[

Sl S

V5

Cy:4X?+9Y2 —8X —36Y +4=0

no novo sistema de eixos X eY’;
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* Transformando a equagdo Co e completando os qua-
drados, obtemos:

Co:4(X —1)24+9(Y —2)2-36=0

Apbs uma simples divisdo, obtemos a conica na
forma reduzida:

(X91)2+(Y42)2:1

Co :

que é uma elipse com eixo focal paralelo ao eixo X
e com centro é C' xy = (1,2) no sistema de eixos X
eY.

* Grafico da elipse Co:
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6.4 Avaliando o que foi construido

« Foram mostradas as quatro conicas principais,
com as suas respectivas equacoes vetoriais, re-
duzidas e paramétricas.

« Foram introduzidas no¢oes basicas de autova-
lores e autovetores, como ferramentas utiliza-
das para a classificacdo de uma conica que néo
estd na sua forma reduzida, dando um roteiro
de como, a partir de uma equagéo do segundo
grau em duas variaveis que define uma conica,
achar novos eixos, de tal forma que a equacdo
se reduza a uma forma conhecida.

« Todos os exemplos e exercicios propostos nas
aulas terdo um apelo ao visual e usando o Geo-
gebra (geogebra. org).
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