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EMENTA

Matrizes, Determinantes, Sistemas de Equacdes Lineares e Geometria Analitica.

DESCRICAO

Nesta disciplina trabalharemos o0s conceitos de Matrizes, Sistemas Lineares,
Determinantes e Geometria Analitica, conceitos estes ja vistos no ensino médio. Usaremos uma
metodologia que permita ao aluno analisar e interpretar criticamente as informacdes
apresentadas.

Iniciaremos o conteldo sempre baseados em uma situacdo-problema, devido ao fato de
estarmos diariamente em contato com conceitos matematicos, seja assistir ou ler um jornal,
acompanhar a tabela do campeonato brasileiro de futebol, percorrer uma trilha ecolégica com o
auxilio de um GPS, entre outras situacdes.

A situacao-problema é o ponto de partida e ndo uma definicdo. Desta forma o aluno é
levado a pensar nos conceitos, nas idéias e nos métodos matematicos que envolvem tais
problemas, para que possa desenvolver algum tipo de estratégia na resolucao de problemas.

O programa desta disciplina esta dividido em cinco unidades. Iniciamos, na unidade I, pelo
estudo das Matrizes enfatizando as operagfes basicas e suas propriedades, devido ao fato de
estarmos freqlientemente em contato com tabelas e planilhas eletrdnicas no nosso dia-a-dia e
poucas situacbes-problemas que envolvam Sistemas Lineares. Na segunda unidade trataremos
do estudo dos Sistemas Lineares, embora muitos autores do ensino médio apresentem este
conteudo ap6s o estudo de Matrizes e Determinantes. Nesta segunda unidade enfatizaremos o
método por escalonamento na resolugdo de Sistemas Lineares de qualquer ordem por
considerarmos o método mais eficaz.

Julgamos ser mais oportuno apresentar o contetdo de Determinantes na terceira unidade,
pois esse conceito surge naturalmente pela necessidade de tornar mais pratica a resolucdo de
Sistemas Lineares. Nela, além de aprendermaos a calcular o determinante de uma matriz quadrada
de qualquer ordem, mostraremos que € possivel, através do determinante, classificar um Sistema

Linear de n equagdes e n incOgnitas, bem como determinar se uma matriz quadrada possui
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inversa. Estudaremos também algumas de suas propriedades, buscando facilitar a resolu¢do dos
problemas propostos.

O estudo da Geometria Analitica serd apresentado nas unidades IV e V. Na unidade IV
dedicamos ao estudo do Ponto e da Reta. O estudo das conicas (Circunferéncia, Parabola, Elipse
e Hipérbole) esta contemplado na unidade V, na qual apresentaremos alguns métodos praticos

para construcdo de algumas conicas.

OBJETIVOS

[0 Conhecer o0s conceitos apresentados sobre Matrizes, Sistemas Lineares,

Determinantes e Geometria Analitica;

B

Desenvolver habilidade na resolucao de problemas dos contetidos apresentados;

B

Relacionar observac¢des do mundo real com os conceitos mateméaticos apresentados;

L) Identificar e classificar as conicas por meio de suas equacgoes;
Representar o problema “real” através do modelo matematico que corresponde a um
sistema linear.
METODOLOGIA

A metodologia do curso dar-se-4 a partir do método da Problematizacdo dos temas
realizada através de unidades assistidas por tutores no Moodle. O contetdo do livro sera
apresentado no ambiente virtual, acompanhado de atividades de aprendizagem em que o aluno
podera se responsabilizar pelo desenvolvimento de sua propria aprendizagem, construindo a
autonomia académica. As atividades do Moodle deverdo ser complementadas com pesquisas

(bibliografica, trabalho coletivo, consultas a internet e aos tutores).

PROCESSO DE AVALIACAO

A avaliagdo desenvolver-se-a a partir da modalidade qualitativa de forma continua em que
0 conjunto das atividades serd somadas e ponderadas, considerando a participacdo de cada
aluno no Moodle e a realizacdo das atividades que desenvolverdo conforme a programacao das
unidades. No decorrer do processo das aprendizagens a avaliagcdo se processara a partir dos

seguintes critérios:

. Logicidade na exposicéo das idéias ao participar das atividades no moodle;
. Participacdo nos debates e atividades do moodle;
. Execucéo e entrega dos exercicios no prazo estabelecido;

. Posicionamento critico frente ao debate das tematicas.



Unidade 1

Unidade 2

Unidade 3

Unidade 4

Unidade 5

Unidades Tematicas Integradas

Matrizes
Conceito e Defini¢oes;

Matrizes Quadradas;
Matrizes Triangulares;
Matriz ldentidade;
Igualdade de Matrizes;
Operag6es com Matrizes;
Matrizes Especiais.

Sistemas de Equagdes Lineares
Definicdo de Sistemas Lineares;

Classificagdo de um Sistema Linear;
Resolucdo de um Sistema Linear.

Determinantes
Conceitos e Definicdes;

Menor Complementar;

Cofator;

Teorema de Laplace;
Propriedades dos Determinantes;
Aplicagdes do Determinante.

Geometria Analitica I: Estudo do Ponto e da Reta
Calculo da Distancia entre dois Pontos;

Coordenadas do Ponto Médio;
Equacdes da Reta;

PosicOes Relativas entre duas Retas;
Estudo Complementar da Reta.

Geometria Analitica II: Estudo das Conicas
Circunferéncia;

Posicdo de um Ponto em Relacdo a uma Circunferéncia;
Posicdes Relativas entre Reta e Circunferéncia;
Posicdes Relativas entre duas Circunferéncias.
Parabola;

Elipse;

Hipérbole.
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Unidade 1

Matrizes

| 1 Situando a Tematica

Nesta unidade faremos um estudo através de situagBes-problemas, onde construiremos e
apresentaremos 0s conceitos sobre matrizes, necessarios para podermos fazer opera¢cdes com
matrizes, com a finalidade de apresentar solu¢des para os problemas propostos. Por exemplo, ao
acompanharmos o Campeonato Brasileiro de Futebol lidamos com a tabela dos jogos que é
atualizada a cada rodada, como também problemas que utilizam tabelas do tipo de fabricacdo de
pecas para caminhdo ou mesmo de material para venda em uma loja, ou seja, nossos alunos
estdo constantemente em contato com o conceito de matriz. Mas a finalidade € apresentar

solugBes para os mais variados problemas propostos.

2 Problematizando a Tematica

No nosso dia-a-dia vemos freqiientemente em jornais e revistas a presenca de tabelas
relativas aos mais variados assuntos, apresentando numeros dispostos em linhas e colunas.
Desta forma as matrizes constituem um importante instrumento de calculo com aplicacBes em
Matematica, Engenharia, Administracdo, Economia e outras ciéncias.

Observe por exemplo a seguinte situagao:

Para a fabricacdo de caminhfes, uma indastria montadora precisa de eixos e rodas para

seus trés modelos de caminhdes, com as seguintes especifica¢des:

Componentes/Modelos | A | B | C
Eixos 2134
Rodas 4168

Tabela |

Para os trés primeiros meses do ano, a meta de producao da fabrica devera seguir a tabela

abaixo:
Modelo/ Meses | Jan | Fev | Mar
A 30 |20 |25
B 25 |18 |20
C 20 |15 |10
Tabela Il

Aqui, utilizaremos o0 estudo sobre matrizes para descobrir quantos eixos e rodas sao
necessarios, em cada um dos meses, para que a montadora atinja a meta de producao planejada.



| 3 Conhecendo a Tematica

| 3.1 Conceito e Defini¢oes

Chamamos de matriz mxn (lé-se m por n) com M,Nne N qualquer tabela de nimeros
dispostos em M linhas e N colunas. Tal tabela sera representada entre parénteses ( ) entre
colchetes [ ] ou entre barras duplas || ||

Exemplos 1: De acordo com a tabela I, descrita anteriormente, podemos construir uma matriz M

2 3 4
M= :
{4 6 8}

Analogamente, utilizando a tabela Il temos a seguinte matriz

do tipo 2x 3 da forma

30 20 25
N=125 18 20
20 15 10

que representa uma matriz do tipo 3x 3. Observe que a meta de producdo de cada modelo no
més fevereiro esta representada na segunda coluna. O elemento posicionado na terceira linha e
primeira coluna da matriz N, a,, indica que a meta de produgcéo do modelo C no més de janeiro

é de 20 unidades.

Representacdo de uma matriz M do tipo mxn:

a; dp 3 &,
a a a - a
M. =% %2 % ?louM=[a;] comi<ism1<j<n.
mxn . : : : : U fmxn '
_aml amz am3 amn

Tipos de matrizes:
I) Quando uma matriz possuir um Unica linha, ela recebe o nome de matriz linha.
II) Quando uma matriz possuir uma Unica coluna, ela recebe o nome de matriz coluna.

[II) Quando todos os elementos a;; da matriz sdo iguais a zero, ela recebe o nome de matriz nula.

Algumas matrizes recebem nomes especiais devido as suas caracteristicas especificas

como a matriz linha e a matriz coluna, ja vistas. A seguir veremos algumas dessas matrizes.



3.2 Matrizes Quadradas

Quando em uma matriz M = [aij] tivermos m=n, diz-se que a matriz € uma matriz
mxn

guadrada de ordem n.

30 20 25
Exemplo 2: No exemplo anterior vemos que a matriz N=|25 18 20| é uma matriz
20 15 10

guadrada de ordem 3.

Numa matriz quadrada M = [aij] , 0S elementos a; tais que | = ] formam a diagonal

nxn
principal da matriz, e os elementos a; tais que i+ j=n+1 formam a diagonal secundaria, onde
N é a ordem da matriz..

Desta forma temos o seguinte exemplo:

Elementos da Diagonal principal: &, =30, a,, =18, a,; =10
Elementos da Diagonal secundaria: a,; =25, a,, =18, a,, =20

3Q 20 25
N=|25 18 20
20 15 10|
Diagonal ,*~ A Diagonal
secundaria principal
3.3 Matrizes Triangulares

Quando em uma matriz quadrada de ordem n, tivermos todos os elementos acima ou

abaixo da diagonal principal nulos, dizemos que a matriz é triangular.

Desta forma, em uma matriz triangular, 8; =0 para i> j ou a; =0 parai<j.

Atencao

Caso os elementos a; de uma matriz triangular sejam tais que a; = 0 para i # |, tal matriz
€ chamada de matriz diagonal.

Exemplo 3:
4 0 5 4 0 O 4 0 O

I)As matrizes B=|0 -2 1|, C=(5 -2 0|eD=|0 -2 0| sé&oexemplosde
0 0 1 4 2 1 0O 0 1

matrizes triangulares de ordem 3



34

Matriz Identidade

Uma matriz quadrada de ordem n em que todos os elementos da diagonal principal sdo

iguais a 1 e os demais séo nulos, ou seja, a; =lsei=]je a; = 0 para i # j, é denominada

matriz identidade e sera representada por | ..

1

0
0
0

| 3.5

0

1
0
0

0

0
1
0

0

0
0
1_

€ a matriz identidade de ordem 4.

Igualdade de Matrizes

Dadas duas matrizes de mesmo tipo, M :[aij:|mxn e N :|:bij:|mxn’ dizemos que

M = N se, e somente se, a; =b; paratodo 1<i<mel<j<n.

Praticando para Aprender

Exercicio 1:Escreva cada matriz [aij} de acordo com a lei de formacao dos elementos a&; em
mxn

cada caso.

c)C= [Cii :|3><3 ' C

se2) OD=[4,],,i4,~|

b)Bz[bijJ2X4;bij=i+3j
2i+ j,sei= ]
0, sei#]

Exercicio 2: Dé exemplos de matrizes de acordo com cada item abaixo:

a) matrizes quadrada de ordem 3,5 e 7.

b) matrizes triangulares superiores de ordem 4.

C) matrizes triangulares inferiores de ordem 5.

d) matrizes diagonais de ordem 2, 4 e 5.

€) matrizes diagonais de ordem 2, 3 e 4.

3) Julgue cada afirmacao verdadeira (V) ou falsa (F).

a)Toda matriz quadrada nula é triangular.

b) A matriz identidade é um exemplo de matriz diagonal.

c¢) Toda matriz quadrada é triangular superior.

o

’

No Moodle

o o o

Acesse a plataforma e vocé encontrard uma licdo denominada:
Estudando as Matrizes. Acesse a plataforma e faca a PARTE 01 da
sua licao e vocé encontrara videos aula e exercicios resolvidos sobre
0 conteudo visto até esse momento.

N e o e e e

N,




3.6 Operagoes com Matrizes

Uma empresa especializada em calcados é formada por duas lojas A e B. Realizado um
estudo sobre a aceitacdo de dois novos modelos de calgcados nos quatro primeiros dias de

dezembro, foram obtidos os resultados representados nas seguintes tabelas:

Quantidade Vendida na Loja A

1° Dia | 2° Dia | 3° Dia | 4° Dia
Modelo 1 2 3 1 5
Modelo 2 1 2 5 3
Tabela |

Quantidade Vendida na Loja B

1° Dia | 2° Dia | 3° Dia | 4° Dia
Modelo 1 3 0 2 3
Modelo 2 4 2 4 5
Tabela Il

Como ja foi visto anteriormente, as tabelas acima podem ser representadas pelas

{2315} {3023}
A= e B= .
125 3], 4 2 4 5],

Note que a matriz A acima descreve o desempenho da loja A, de modo que cada

respectivas matrizes:

elemento a; é o nimero de unidades vendidas do modelo i no dia J; por exemplo, o elemento

a,, =5 informa que foram vendidas cinco unidades do modelo 2 no 3° dia.
Sabendo que o modelo 1 é vendido por R$ 62,00 e o modelo 2 por R$65,00, que

poderiamos representar pela matriz P :[62 65]1X2. Como representariamos matricialmente, a

guantidade faturada diariamente pela empresa na venda dos modelos de calcados em estudo?

3.6.1 Adig¢ao de Matrizes

Definicdo: A soma de duas matrizes do mesmo tipo A= [aij }mxn e B :[b”- ]mxn, gue se indica

por A+ B é a matriz C:[Cij} tal que C; =@; +Db; paratodo 1<i<mel<j<n.

mxn

2 3 15 3 0 2 3
Exemplo 4: Considerando as matrizes A= e B= ,
1 2 5 3 - 4 2 45 -

obtidas do problema proposto anteriormente, temos que:

2 3153023 5 3 3 8
C=A+B= + = :
1 25 3| |4 2 45 5 4 9 8



) 2 315
Note que, através da soma das matrizes A=
1 2 5 3 -

5 3 3 8

obtemos a matriz C =
- 5 4 9 8

3 0 2 3
B=
4 2 4

} gue descreve o desempenho das

duas lojas da empresa nha venda dos dois modelos de calgados. Desta forma, por exemplo, o

elemento C,; =9 informa que foram vendidas nove unidades do modelo 2 no 3° dia.

| 3.6.1.1 Propriedades da Adig¢do de Matrizes

Sendo A,B e C matrizes do mesmo tipo, é possivel verificar que as seguintes

propriedades sdo validas.

I) Comutatividade: A + B =B + A.

Il) Associatividade: (A +B)+ C=A + (B + C).

lll) Elemento Neutro: A +0=0+ A =A, em que 0 representa a matriz nula do mesmo tipo que A.
IV) Elemento Oposto: Para toda matriz A existe a matriz oposta, denominada —A, tal que

A+ (-A) =(-A) + A =0, onde O (zero) é a matriz nula

[) A matriz oposta de uma matriz A:[aij] € a matriz —Az[bij tal queb. =—a
n mxn

mx
coml<i<mel<j<n.
II) Denomina-se diferenca entre as matrizes do mesmo tipo A e B, e representada por

A — B, como sendo a soma da matriz A pela matriz oposta de B, ou seja, A—B = A + (-B).

| 3.6.2 Multiplicagao de um Numero por uma Matriz

Definic&o: O produto de um ndmero K por uma matriz Az[aij] , que se indica por KA, é a
mxn

matriz B:[bij}m _talque b, =ka; com1<i<mel<j<n.

2 315 3 0 2 3 5 3 3 8
Exemplo 5: Sabemos que C=A+B= + = . Note
1 25 3 4 2 4 5 5 4 9 8

10 6 6 16

que, 2C =
10 8 18 16

} que nada mais é do que a soma 2A+ 2B ( verifique vocé mesmo),

ou seja, 2C:2(A+ B):2A+ZB que nada mais é do que umas das propriedades da

multiplicacdo de um nimero por uma matriz, como veremos abaixo.



3.6.2.1 Propriedades da Multiplicagciao de um Numero por
uma Matriz

Sendo A e B matrizes do mesmo tipo MxNn, com «a e [ ndmeros reais, temos as

seguintes propriedades:

1) (¢ + B)A=aA+ BA 1) a(A+B)=aA+aB;
1) a(BA) = (. B) A; IV)LA=A e (-1).A=-A
3.6.3 Multiplicagao entre Duas Matrizes

A multiplicacdo de matrizes ndo é uma operacéo tdo simples como as outras ja estudadas.
Vamos introduzi-la por meio do problema proposto nesta unidade.

No inicio da se¢é&o 3.6, obtivemos as seguintes matrizes:

2 315 3 0 2 3
A= e B= )
1 2 5 32X4 4 2 4 52X4

Através da soma entre as matrizes A e B obtemos a matriz C :{

exemplo 4), a qual representa o desempenho das duas lojas da empresa na venda dos dois

modelos de calcados. A matriz P = [62 65]lx nos diz que o modelo 1 é vendido por R$62,00

2
engquanto o modelo 2 é vendido por R$65,00.

Sabemos que o faturamento na venda de certo produto é dado pela multiplicacdo entre o
preco e a quantidade vendida. Observe que, pela matriz C, no primeiro dia foram vendidas 5
unidades do modelo 1 e 5 unidades do modelo 2 e desta forma podemos afirmar que no primeiro
dia a empresa obteve um faturamento de 62-5 + 65-5 = 635 reais na venda dos dois novos
modelos de calgados.

Desta forma utilizando este raciocinio, obteremos a matriz

F=[62-5+655 62-:3+654 62-:3+65-9 62-:8+65-8]=[635 446 771 1.016]

gue representa o faturamento diario com a venda dos dois modelos de calcados pela empresa,

apresentado pela tabela

Faturamento com os modelos 1 e 2
de calgcados em Dezembro.
Dia 1° 20 3° 40
Valor (R$) | 635,00 | 446,00 | 771,00 | 1.016,00

Esse problema sugere como deve ser feita a multiplicacdo de matrizes. Observe a relacdo
gue existe entre as ordens das matrizes Py, . Coxa = F1xa-

Vejamos agora a definicAo matematica da multiplicacdo de matrizes:



Definicdo: Dadas as matrizes M :[aij]m ; e N :[b”-]p 0 produto de M por N é a matriz

M.N:[Cij] , tal que o elemento C; € calculado multiplicando-se ordenadamente os
mxn

elementos da linha i, da matriz M , pelos elementos da coluna j, da matriz N, e somando-se

0s produtos obtidos.

Note que sé definimos o produto M.N de duas matrizes quando o nimero de

colunas de I\/Imxp, que é p, for igual ao numero de linhas de prn, que também ép.

Além disso, note ainda que o produto M.N é uma matriz do tipo Mxn, ou seja, possui o

ndmero de linhas de M, e o nimero de colunasde N ..

> 3 4 30 20 25
Exemplo 6: Dada as matrizes M, ; = L 6 8} e N;,={25 18 20|, determinar a matriz
20 15 10

M.N =[c; |

Primeiramente vemos que M, , é uma matriz 2x3 e N, , é uma matriz 3x3 e assim o

2x3

ndmero de colunas de M, é igual ao nimero de linhas de N, ;. Portanto o produto M.N é

possivel e serd uma matriz 2x 3.

C e ) 3 4 30 20 25
Logo, M.N :[:11 12 qs}::{ }. 25 18 20
C21 C22 C23 4 6 8 20 15 10

Tem-se assim:

C,:usa-seal’linhadeMea

1° coluna de N
2-:30 + 3-25 + 4.20 = 215

C,:usa-seallinhadeMea

2° coluna de N
2:20+3-18+4:15=174

C,:usa-sealllinhadeMea

3°colunade N
2.25+3.20+4-10 =150

C, :usa-sea2°linhadeMea

1° coluna de N
4.30 + 6-25 + 8:20 =430

C,,:usa-se a2°linhade Me a

2° coluna de N
4.20+6.18+8.15 = 308

C,;:Usa-se a2°linhade Me a

3°colunade N
4.25 +6-20 + 8-10 = 300

Desta forma obtemos M.N :{

215 174 150
430 308 300




No inicio da unidade I, secdo 2, descrevemos o problema de uma industria montadora de
caminhdes, cujo objetivo € responder a seguinte questdo: quantos eixos e rodas a montadora
deve encomendar em cada um dos meses, para atingir a meta estabelecida?

O problema apresentava as seguintes tabelas

Componentes/Modelos | A[B | C Modelo/ Meses | Jan | Fev | Mar

Eixos 234 A 30 | 20 | 25

Rodas 4168 B 25 | 18 | 20

Tabela | C 20 | 15 | 10

Tabela Il
30 20 25
_ _ 2 3 4

as quais representamos pelas matrizes M, , = 46 8 e Ny,,=|25 18 20|.
120 15 10

215 174 150}
q

Realizando o produto M.N e obtemos a matriz M.N =
430 308 300

representa a seguinte tabela:

Pecas/Més | Jan | Fev | Mar
Eixos 215174 | 150
Rodas 430 | 308 | 300

3.6.3.1 Propriedades da Multiplicacdo entre Duas Matrizes

Verificadas as condicbes de existéncia para a multiplicacdo de matrizes, sao validas as
seguintes propriedades:
I) Associatividade: (M-N) -P = M-(N-P)
I) Distributiva em relagéo a soma: M-(N+P)=M:-N+ M-P e (M +N) -P =M-P + N-P

[ll) Elemento Neutro: M-I, =1,-M =M onde |, é a matriz identidade de ordem n.

Observacdes importantes para vocé

: () Nao é valida a propriedade Comutativa, pois, em geral M.N = N.M ou até pode existir ‘
M.N e néo existir N.M . Por exemplo, se M, ,for 2x3 e N, , for 3x4 existe o produto
[M],.-[N],, =[P],., aue sera uma nova matriz 2x 4, no entanto n&o existe o produto
[N]3x4 '[M ]2><3'

(I1) Nao é valida a propriedade do cancelamento, isto é, se M,N e P s&o matrizes tais
que M.N =M.P, no podemos garantir que N =P.

(1) N&o é valida a propriedade do anulamento, isto é, se M e N_ = s&o matrizes tais

pxn

que M ,.N_ =0, ndo podemos garantir que uma delas (M ou N) seja a matriz nula.




| 3.7 Algumas Matrizes Especiais
| 3.71 Matriz Transposta

Definicdo: Seja M uma matriz mxn. Chamamos de matriz transposta de M, e denotamos por

M! , a matriz Nnxm cujas linhas sdo, ordenadamente, as colunas de M .

Considere a seguinte tabela:

Componentes/Modelos A |B |C
Eixos 21314
Rodas 4168

) ) 2 3 4
Matriz associada: M =
4 6 8 o3

Se transformarmos as linhas dessa tabela em colunas e as colunas em linhas obtemos

uma nova tabela dada por:

Modelos/Componentes | Eixo | Rodas
A 2 4
B 3 6
C 4 8
2 4
Matriz associada: M'=|3 6
4 8

3x2

Observe que as informacdes dadas por ambas as tabelas ndo se modificam, no entanto a

representacdo matricial de cada uma das tabelas sdo matrizes diferentes.

| 3.711 Propriedades da Matriz Transposta

Seja M uma matriz mxn.
(M) =M; ()(kM) =kM?, onde k € IR;
()M +N) =M"+N; (IV)(M.N) =N'M".

| 3.7.1.2 Matriz Simétrica

Definicdo : Dada uma matriz quadrada M de ordem n, dizemos que M é uma matriz simétrica

se, e somente se, M =M".



2 3 4

Exemplo 7: Observe que amatriz M =|3 1 —-2| étalque M =M", logo M é uma matriz
4 -2 5

simétrica.

3.7.1.2 Matriz Inversa

Definicdo : Dada uma matriz quadrada M de ordem N, se existir uma matriz X , de mesma

ordem, tal que M. X =X.M =1, entdo X é denominada matriz inversa de M e é denotada

por M1,

2 0 -1 1/2]

0
M.X:X.I\/I:In:{o J. Portanto, a matriz inversa I\/I_l, de M, é a matriz
M™= 0 1/2.
112

Quando existir a matriz inversa de M, dizemos que M é invertivel ou ndo singular. A

_ _ 1 -1 _ 0 12
Exemplo 8: Considere a matriz M = é a matriz X = Note que,

! existéncia ou ndo da matriz inversa e sua determinacdo, quando existir, serd estudada e
i analisada nas unidades posteriores.
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Praticando para Aprender

Exercicio 3: Uma matriz possui 50 elementos, e a quantidade de colunas € o dobro da quantidade

de linhas. Qual é a ordem dessa matriz?

0,9 08 11

Exercicio 4: Na matriz C ={ 5 y g } a 12 linha indica a quantidade de tecido (em metros

guadrados), e a 22 linha indica a quantidade de botbes utilizados na confec¢cdo de 3 modelos de
camisa, correspondentes a cada uma das colunas. Escreva a matriz que indica a quantidade

necessaria desses materiais para a confeccéo de 18 camisas de cada modelo.



Exercicio 5: Sejam as matrizes A= [aij ]3 ,eB= [bij]

mx4
a) Determine o valor de m para que exista o produto A.B.

b) Considerando o valor de m obtido no item (a), qual é a ordem da matriz C = AB?

Exercicio 6: Considere as matrizes A:[aijjzs, onde a; =2i—], B:[blj]zg, onde

Y L i+],sei=]
b =i+3], Cz[cij]m,onde c;=2i-3je D:[Cij]M,onde d; :{i—j, iz

b,

ij ]2x3' C= [Cii :|3><3 e D= [Cij :|3x4'

a) Descreva cada uma das matrizes A= [aij ]2 . B= [

b) Determine as matrizes 2A— B, 2(A+ B) eB—A.

c) Determine os produtos AB, B.C, AC e C.D.

2 5 -3 2
Exercicio 7: Dada as matrizes M :{ 1 3} e N :[ 4 6] mostre que . M.N = N.M .

_ , 1 2 30 11 2
Exercicio 8: Dadas as matrizes M = , N = e P= . Mostre que
1 2 4 7 0 6

M.N = M.P mesmo que sabendo que N = P .

Exercicio 9: Dada as matrizes M ={ 5 o

55
}e N ={5 5] Mostre que M.N é a matriz nula

0,.,, mesmo que sabendo que M =0 eque N #0.

2

1
Exercicio 10: Sendo A=
31

3 -8
A-3B+ X = .
-14 5
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4 Avaliando o que foi Construido

Nesta Unidade tivemos a oportunidade de apresentar o conceito de matrizes por meio de
algumas situag¢des problemas. Conhecemos e discutimos ainda algumas matrizes especiais bem
como realizamos opera¢gbes com as mesmas.

Através da Licdo e dos exercicios disponibilizados na plataforma Moodle, tivemos
oportunidade ndo sO de resolver problemas, mas discutir ideias nos féruns disponiveis na

plataforma para que possam ser utilizadas em sala de aula.
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Unidade 2

Sistemas de Equagdes Lineares

| 1 Situando a Tematica

Sistema de Equacdes Lineares é um tema que tem aplicacfes dentro de muitas areas do
conhecimento, além da matemética. Para a resolugdo dos sistemas, apresentaremos algumas
técnicas, como por exemplo, para sistemas lineares de ordem 2x2 ou 3x3, a regra de Cramer,
gue exige o conhecimento prévio de determinantes, sera trabalhada na proxima unidade que trata
do estudo dos determinantes.

Muitos autores apresentam o contetdo sobre determinante de uma matriz antes de discutir
sistemas lineares devido ao fato, ao nosso ver, de que muitos problemas que envolvem sistemas
lineares no Ensino Médio sdo equacionados através de sistemas lineares com no maximo trés
equacdes e trés variaveis ou incognitas. Desta forma, muitos alunos ficam condicionados a
trabalhar apenas sistemas 2x2 ou 3x3 e assim muitos apresentam dificuldades na resolucdo
de problemas de sistemas lineares nos quais o nimero de incognitas é diferente do nimero de
equacdes. Para sanar essas dificuldades, ou seja, resolver tais sistemas, iremos apresentar um

método denominado de Escalonamento de Matrizes.

2 Problematizando a Tematica

Inicialmente iremos recorrer a um exemplo pratico para mostrar o quanto sao frequentes,
em nosso dia-a-dia, os sistemas de equagBes. Os mais comuns sdo os sistemas de equacdes
lineares do 1° grau que ilustraremos com o seguinte problema:

Antes de assumir o caixa em um supermercado, Maria recebe de seu gerente uma sacola
contendo moedas, onde esta indicado que existem 250 moedas no valor de R$40,00. Ao abrir a
sacola ela percebe que existem moedas de 25 centavos e de 10 centavos. Quantas moedas de
cada espécie Maria recebeu de seu gerente?

Tal problema pode ser representado pelo sistema de equacdes do 1° grau

X+Yy =250
{O, 25x+ 0,10y =40

onde x e y sdo, respectivamente, as quantidades de moedas de 25 centavos e de 10 centavos.
Para um estudo geral de sistemas de equagdes lineares, necessitamos de algumas nog¢des

preliminares.



| 3 Conhecendo a Tematica

| 31 Definicoes e Notagao de Sistemas Lineares

Definicdo: Chama-se equacdo linear nas variaveis ou incognitas X, X,,--+, X, toda equagéo sob
a forma:

aX +a,X, +---+ax =b

em que a,,a,,---,a,,b sdo constantes reais.

) As constantes &,,a,,:-+,8, sdo chamadas de coeficientes enquanto a constante b é
denominada termo independente. '

Il) Se a, X +a,X, +---+a,X, =0, denominaremos como equagido homogénea.

Definicdo: Um sistema S de equacdes lineares, ou simplesmente sistema linear MXN, é um

conjunto de M equacdes com N variaveis € denotado na forma:

A Xy + X, +- X, :bl
Ay X, + Ay Xy +o+ 8, X, =D,

2n"*n

amlxl + am2X2 +eeet aman = bm

Lembrando-se da definicdo de produto de matrizes, notamos que o sistema linear S pode
ser escrito na forma matricial C.X =B, veja:

&; &, oy || X by
S- Ay 8yp Ay, X, _ bz
_aml an, amn_ _Xn_ _bm_
8; 8,
. Ay 8p vt Ay | . . . ,
Amatriz C=| . € chamada matriz principal do sistema e é
_aml am2 e amn n

formada pelos coeficientes das variaveis do sistema linear S.



O sistema S também pode ser representado pela matriz

ay a, oA, b
I
: : : R
_aml am2 a'mn |bm_

denominada matriz ampliada do sistema S.

Exemplo 1: Uma heranca de R$134.000,00 deve ser repartida entre trés herdeiros, de maneira
que o 1° receba mais R$40.000,00 do que o 2°, e este, mais R$ 20.000,00 do que o 3°. Qual a
guota de cada herdeiro?

Resolugéo: Seja X,y e Z, respectivamente, o valor da quota que cada herdeiro deve
receber.

Como o total da heranca é de R$134.000,00 entdo X+ Yy+2z=134.000, enquanto que

Xx=Yy+40.000 e y=z+20.000.
X+Yy+2=134.000

Desta forma temos um sistema linear (*) X —Yy =40.000 que é um sistema 3x3,
y —z =20.000
1 1 1]|x 134.000
que pode ser representada da forma |1 -1 O |.|y|=| 40.000 | ou pela sua matriz

0 1 -1|z 20.000
1 1 1 [134.000
ampliada |1 -1 0 |40.000
0 1 -1 ]20.000

Nosso objetivo é apresentar uma solugdo aos problemas apresentados e assim passamos

a um estudo mais detalhado de um sistema linear.

Definicdo: Dado um sistema de equacdes lineares

A Xy T X, +- X, :bl
Ay Xy tayX, +--+ Ay X, :bz

a. X +a X, ++a X =b

dizemos que o;,a,, -+, a, € IRé solucdo desse sistema quando «,a,, -, &, € solugéo de
cada uma das equaces do sistema.
Para ilustrar apresentaremos um sistema linear 2x 2, utilizando dois métodos, tais como:

Método de Adicado e Método de Substituicdo.



X+y=3
Exemplo 2: Considere o sistema linear 2x2, dado por {2 y . Vamos determinar uma

solucao para esse sistema utilizando dois métodos diferentes.

1°- Método da Adicdo: Somando-se membro a membro as duas equacgdes, obteremos 3X = 3.

Logo, X =1. Agora, substituindo o valor de X=1 em qualquer equagéo, encontraremos Yy =2.

Portanto, a solugdo do sistema serd dada por X=1e y= 2.

2°- Método da Substituicdo: Escolhendo a equagdo X+ Y =3 temos que Yy =3—X. Agora,

substituindo o valor de Yy =3—X na outra equagdo teremos, 2X—(3—X)=0 o que nos da

2X—3+X=0 e resolvendo essa equacdo obtemos X=1 e substituindo o valor de X=1 na

equagdo Yy =3—X, nos dard Yy =2. Portanto, a solugdo serd dada por Xx=1e y=2.

3.2 Classificagdao de um Sistema Linear

Um sistema linear é classificado de acordo com o nimero de solucdes. Desta forma um
sistema linear pode ser:

i) SPD- Sistema Possivel e Determinado, ou seja, admite uma Unica solucéo;

i) SPI- Sistema Possivel e Indeterminado, ou seja, admite mais de uma solucéo;

iii) SI- Sistema Impossivel, ou seja, ndo admite solucao alguma.

Para ilustrar melhor a classificagdo de um sistema linear resolveremos alguns exemplos.

Vocé com certeza ja resolveu algum sistema linear 2x2 utilizando alguns métodos tais como
- I . i . X+y=3

adicdo e substituicdo. Reveja o exemplo 2 e observe a resolucéo do sistema 5 0
X—y=

Exemplo 3: Vamos retornar ao problema das moedas no caixa de Maria. (Reveja secéo 2)
X+Yy =250 (1)

Chegamos ao seguinte sistema linear .
{O, 25x+0,10y =40 (I1)

Isolando a variavel X pela equacdo (I), temos que X=250—Yy e substituindo em (Il) teremos

0,25(250-y) + 0,10y =40, o que nos da y =150. Pela equacéo (I), teremos X =100.
Portanto, (100,150) é o Unico par que € solucdo do sistema e assim dizemos que esse

sistema € um sistema SPD- Sistema Possivel e Determinado cuja solugdo é X =100 e y =150.

A seguir veremos uma ilustracdo geométrica do sistema estudado nesse exemplo e que
ilustrard a representacao geométrica de um sistema SPD-Sistema Possivel e Determinado.



400‘

Sistema Possivel e Determinado-SPD
{ x+y =250

0, 25x + 0. 10y = 40
250

(100,150) Solugéo Unica

160\ 25(\

Exemplo 4: Observe a representacdo geométrica das seguintes retas:
r:-—x+2y=5es:2x-4y=4

Sistema Impossivel- S|

—x+2y=5
2x — 4y =4

2,5
s: 2x-4y=4
-5 x
./2
/-1
. . —X+2y=5 _ . .
Como as retas r e s séo paralelas, o sistema nao possui nenhuma solugéo
2Xx—4y =4
e assim dizemos que ele é um sistema Sl- Sistema Impossivel.
. 2x+y=4 o . .
Exemplo 5: O sistema possui infinitas solucdes. Note que se dividirmos a
6x+3y =12
. . 2x+y=4 . .
segunda equacdo por 3 obteremos o sistema ) 4’ ou seja, termos apenas a equacao
X+Yy=

2X+Y =4 e assim, obtemos solucdes da forma y=4—-2x e XeR. Note que as duas retas
r:2x+y=4 e s:6x+3y =12 s&o coincidentes e assim teremos infinitos pontos em comum.

Portanto, esse sistema é SPI- Sistema Possivel e Indeterminado.

N

Yy

Sistema Possivel e Indeterminado-SPI

2r+y=4
6x + 3y =12

\f




Note que o sistema linear homogéneo

By X + 8%y +ooo+ Ay X, =0
Ay X FanX, +--+a, X, =0

2n"*n

A X +a,X, +-+a, X, =0
possui pelo menos a solugdo nula, ou seja, X} =X, =++=X, = 0. Desta forma todo sistema

homogéneo é um sistema possivel, podendo ser determinado(SPD) ou indeterminado(SPI).
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3.3 Resolugao de um Sistema Linear via Escalonamento

Resolver um sistema linear significa obter o conjunto solug¢édo do sistema. Dentre os varios
métodos existentes para a resolu¢do de um sistema, veremos inicialmente o método de resolucao
por escalonamento.

Método por escalonamento € considerado por muitos como sendo um processo longo e
trabalhoso, o qual exige muita concentracdo e dedicacdo por parte dos alunos, bem como
paciéncia e planejamento dos professores. No entanto, todos concordam que o método por
escalonamento é o Unico que € capaz de resolver qualquer sistema linear, diferentemente de
outros métodos considerados mais simples, os quais teremos a oportunidade de discutir

posteriormente.

3.31 Sistemas Equivalentes

Definicdo: Dois sistemas lineares S; e S, sdo ditos equivalentes se, e somente se, admitem o

mesmo conjunto solucéo.

3X+6Yy =42 {x+2y=14 _
sdo equivalentes

Exemplo 6: Os sistemas lineares S, : €o,:
2X—4y =12 X—2y=06
porque admitem a mesma solugdo, a saber X =10 e y =2. Observe que, se multiplicarmos a 1°

linha do sistema S; por 1/3 e a 2° linha por 1/2, teremos o sistema linear S..



3.3.2 Resolug¢ao Via Escalonamento do Sistema Linear

A X +apX, +ot agX, =h
Ay X, + 850X, +o-+ Ay X, =D,

2n*n

Definicdo: Um sistema linear S: é dito escalonado se, e

A Xy 8, X, +oo -+ X, = bm
somente se:
i) todas as equacdes apresentam as incégnitas numa mesma ordem;
i) em cada equacao existe pelo menos um coeficiente, de alguma incégnita, ndo-nulo;
iii) existe uma ordem para as equacdes, tal que o nimero de coeficientes nulos que

precedem o primeiro ndo-nulo de cada equagédo aumenta de uma equacao para outra.

Exemplo 7: Os seguintes sistemas lineares abaixo estao escalonados.

X+y+3z=1 11 3 1
a)i0x+y—-z=4 matrizampliada |0 1 -1 4};
0x+0y+2z=5 00 2 5

4 -1 1 1 1 1
b):0x+0y+z—-t+w=0 matrizampliada(|0 0 1 -1 1 O}
Ox+0y+0z+2t-w=1 0O 00 2 11

AX-y+z+t+w=1

3X+4y =4 . . 3 4 4
c matriz ampliada .
Ox+5y=1 0 51
4x+3y+z=1
Exemplo 8: O sistema linear {0X+5y —2z =3 n&o esta escalonado, pois ndo satisfaz o item (iii)
Ox+3y—-2z=5
da definicao.
6X+Yy+32=06

Exemplo 9: O sistema <0x+4y+5Z=4 n&o estd escalonado, pois a Ultima equagdo
Ox+0y+0z=10

apresenta todos os coeficientes nulos. Na verdade, observe que esse sistema ndo possui solugéo,

pois ndo existem X, Y,Z € IR tais que 0 = 10. Portanto tal sistema é impossivel.

A ideia principal do método do escalonamento é a seguinte: Dado um sistema linear S;

determinar, a partir de S; um sistema S, equivalente a S;, tal que a solucéo do sistema seja trivial.



Vocé deve estar se perguntando agora como se faz para escalonar um sistema linear S.
Vamos agora estudar uma técnica para transforma um sistema linear S em um sistema
escalonado. Essa técnica € fundamentada nas trés seguintes operagfes elementares que

veremos a seguir:

Operacoes Elementares com Linhas

1° Operacéo Elementar- PERMUTACAO: Permutando-se entre si duas ou mais equacées de um

sistema linear S;, teremos um novo sistema S,, que é equivalente a S;. Denotaremos esta

operacédo da forma L; <> Lj (linha L; permutada com a linha Lj).

X+2y+z=9 L
Exemplo 10: Considere o sistema linear S;:{2X+Yy—-z=3 L, .Permutando a primeira linha
3X-y-2z=-4 L,

3X—-y—-2z=-4
L, com a terceira linha L;, ou seja, fazendo L, <> L, obtemos o sistema S, :{2X+Yy—-z2=3

X+2y+z=9

que é equivalente ao sistema S, .

2° Operacao Elementar- PRODUTO POR ESCALAR: Multiplicando-se (ou dividindo-se) ambos
os membros de uma equacdo de um sistema linear S; por uma constante K =0, obtém-se um

novo sistema S, equivalente a S;. Denotaremos esta operacdo da forma L; — kL, (linha L, torna-
se KkL,;).

X+2y+z=9 L
Exemplo 11: Considere o sistema linear S;:12X+Yy—z=3 L, . Multiplicando a segunda
X—-y-2z=-4 L,

X+2y+z=9
linha, L,, por —%, ou seja, fazendo L,——3L, obtemos o sistema S,:{—-X—-3y+1z=-3
X—-y—-2z=-4

que é equivalente ao sistema S, .

3° Operacgdo Elementar- SUBSTITUICAO PELA SOMA: Substituindo-se uma equacéo de um
sistema linear S; pela soma, membro a membro, dela com outra equacéo desse sistema, obtém-
se um novo sistema S,, equivalente a S;. Denotaremos esta operacdo da forma

L, — L +kL,; (linha L; sera substituida pela soma L; +KL;).



X+2y+z=9 L
Exemplo 12: Considere o sistema linear S, :{2X+y—-z=3 L, . Substituindo a segunda linha,
3Xx—-y-2z=-4 L,

L,, pela soma L,+(-2)L, ou seja, fazendo L,—L,+(-2)L, obtemos o sistema
X+2y+2=9

S, :10x—-3y -3z =-15 que é equivalente ao sistema S,.
3X—-y-2z=-4

Faremos agora um exemplo de como podemos usar essas trés operacdes elementares
para obter um sistema linear escalonado.
Xx+2y+z=9 (I)
Exemplo 13: Vamos escalonar e classificar o seguinte sistema: S, :<2x+y—-z=3 (Il)
3x—y-2z=—-4 ()
RESOLUCAO:
Primeiramente volte no inicio da se¢do 3.3.2 e veja a definicdo de um sistema escalonado.

Temos:
x+2y+z=9 (I) X+2y+z=9
(1°Passo) <2x+y-z=3 (Il) L,—>L+(-2), = 0x-3y—-3z=-15
3x—y-2z=-4 (1) 3X-y-2z=-4

Aoperagdo L, = L, +(—2) L, significa que a linha L, foi substituida pela soma

L, +(—2)L,, tal soma resulta em 0x—3y -3z =-15.
X+2y+z=9 X+2y+z=9

(2° Passo) {0x—-3y-3z=-15 Ox -3y -3z =-15.
3X-y-2z=—4 L, ->L+(3L = |0x-7y-5z2=-31

Aoperagdo L, > L, +(—3) L, significa que a linha L; foi substituida pela soma

L, +(-3)L,, tal soma resulta em 0x—7y—5z =-31.

X+2y+2=9 X+2y+2=9
(3° Passo) {0x—-3y—-3z=-15 L2—>(—%)L2 =<0x+y+z=5
Ox—-7y—-5z=-31 Ox—-7y—-5z=-31

1 1
A operagéo L, — (—éj L, significa que a linha L, foi substituida pela operagéo (—gJ L,,

tal operagdo resultaem y+2z =5.



X+2y+2=9 X+2y+2=9
(4° Passo) {0x+y+2z=5 OX+y+z=5
Ox-7y-5z=-31 L, > L +7L, = |0x+0y+2z=4

A operacdo L, — L, +7.L, significa que a linha L; foi substituida pela soma L, +7.L,,
cujo resultado é Ox+0y +2z =4.
X+2y+2=9
O novo sistemal linear S, :10X+Yy+z=5 esta naforma escalonada e € um sistema
Ox+0y+2z=4

equivalente ao sistema S;, ou seja, a solugdo de S, é também solucdo de S;.

Pela terceira equagdo, 2zZ=4, teremos Z=2 e assim, substituindo nas demais

equacgdes, obtemos X=1 e y=3, e desta forma o sistema S; é um sistema SPD- Sistema

Possivel e Determinado cuja solugdo é X=1, y=3e z=2.

X+y—-3z+t=1
Exemplo 14: Vamos escalonar e classificar o sistema linear S :{3x+3y+2z+2t=0.

2X+y+21-2t=4
Resolucéo:

Vamos, inicialmente, conseguir 0s zeros necessarios nos coeficientes de Xx.

X+y-3z+t=1 X+y-3z+t=1

3Xx+3y+z+2t=0L, > L, +(-3)L,=:0x+0y+10z -t =-3

2X+Yy+z2-2t=4 2x+y+z-2t=4 L ->L+(-2)L=
X+y-3z+t=1

Ox+0y+10z-t=-3
OX—y+7z-4t=2

X+y—-3z+t=1
Vamos agora permutar L, <> L; e assim teremos <0X—Yy+7z—4t=2 o qual é um
Ox+0y+10z-t=-3
sistema escalonado.

Se fizermos t = ¢ na terceira equacédo obtemos:

2+ 26 -1-33x -3+a
X = y= , 2= et=qa,onde a € IR.
10 10 10

Portanto, o Sistema possui infinitas solucdes, isto €, o sistema linear é SPI-Sistema

Possivel e Indeterminado.



X—y+z=4

Exemplo 15: Vamos escalonar e classificar o sistema S, :13X+2y+z=0

5X+5y+z=-4

Resolucéo:
Temos

X—y+z=4 X—y+z=4

3x+2y+z=0 L, > L, +(-3)L, =< 0x+5y—-2z=-12

5X+5y+z=-4 5x+5y+z=—4 L, —>L+(-5)L=>
X—y+z=4 X—y+z=4

0x+5y—-2z=-12 Ox+5y-2z=-12.

0x+10y-4z=-24 L, > L, +(-2)L, = |0x+0y+0z =0

A Ultima equacdo de S, pode ser abandonada, pois ela é satisfeita para quaisquer valores

de X,Ye Z.
X—y+z=4
Desta forma S,: e fazendo Z=qa teremos a solugao:
OX+5y—-2z=-12
8—-3«x -12+ 2 : : ) : ]
X = 5 Y= 5 e Zz=a,onde a € IR e assim o sistema S; é SPI- Sistema Possivel
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e Indeterminado.

/~ Acessando a plataforma vocé vai encontrar uma Lic&o sobre Sistemas ™
{ Lineares onde poderd assistir aos videos aula sobre sistemas
escalonados.

Exercicios Sobre Sistemas Escalonados:
Abaixo temos dois videos aula sobre sistemas escalonados para vocé assistir:

Video Aula Sis Escalonado 01.avi
cada equagio aumenta de uma equacdo para outra.
Exemplos:
1) O sistema S, abaixo atende ao item iii da definicdo.

}'.\4 y+z-1=6
8):90x=y—4z43(=-13
[0x+0 =30
2)0 sistema S, abaixo nd item iii da definicao.
(3x=y=-3z=5
Sy 40x+y—-2z=2
=3x-0y-0z=2

Video Aula Sis Escalonado exercicio 01.avi <

10x—y-4z+31=-13
(x-2p+z+2t=-3

* Faremos L;->L,-L, obtendo assim o sistema
equivalente:




3.3.2.1 Resolu¢iao de um Sistema Linear via Escalonamento
de sua Matriz Ampliada

A Xy + A%+ A X, :bl

, . ~ | Au X X, et 350X, :bz
Ja sabermos que um sistema de equacdes lineares S A . ) .

A X X+ A X, = bm

ay &, A, X b1

- 81 8y 8y, X, _ bz p

pode ser representado na forma matricial S:| . | J|=| [ | ou através de
_aml a‘m2 amn_ _Xn_ _bm_

a; 8 Q3 b1

ay a4, a, - b
sua matriz ampliada do sistema A= ,21 ,22 ,23 ) _2

_aml am2 amS bm_

No exemplo 13 da secdo anterior conseguimos escalonar o0 sistema linear
x+2y+z=9 (I)
S;:92x+y—2z=3 (Il) e obtemos um sistema escalonado equivalente ao sistema S, dado
3x—y-2z=—4 (lll)
X+2y+2=9
por S,:{0X+y+z=5 . Através do sistema S, podemos determinar a solu¢do do sistema

Ox+0y+2z=4
original S,. Pela terceira equagdo, 2z =4, teremos Z=2 e assim, substituindo nas demais
equacdes, obtemos X=1 e y=3, e desta forma o sistema S; € um sistema SPD- Sistema
Possivel e Determinado cuja solugdo é X=1, y=3e z=2.

Observe agora que a matriz ampliada do sistema linear S, €é a matriz

1 2 1 9 1 2109
A=l2 1 -1 3 |eamatrizampliadadosistema S, é A, =0 1 1 5].
3 -1 -2 4 00 2 4

Vamos utilizar as operacdes elementares vistas na secdo anterior para determinar a matriz

1 001 1 219
A, =10 1 0 3] partindodamatrizampliada A,=/0 1 1 5].
0 012 0 0 2 4



Vejamos como se faz:

1 219 1 0 -1 -1 1 0 -1 1
A=01 15| L->L-2LL=(0 1 1 5}L3—>;L3:> 01 1 5
0 0 2 4 0 0 2 4 0 0 1 2
1 001 1 0 01
L-L+L,=|0 1 1 5|LL->L-LL=A:0 1 0 3
0 01 2 0 0 2
1 0 01
Observe agora que a matriz ampliada A, =|0 1 0 3| representa o sistema linear
0 01 2

Xx+0y+0z=1
S; :¢0x+y+0z =3 na qual podemos determinar faciimente a solucéo desse sistema linear que

Ox+0y+z=2

é x=1, y=3 e Zz=2, ouseja, o sistema S, é equivalente ao sistema S, .

1 001
Amatriz Ay=|0 1 0 3| édenominada matriz escalonada & forma escada .
0 012

Definicao: Dizemos que uma matriz M € escalonada a forma escada se:

I) O primeiro elemento de cada linha é 1. Chamaremos de piloto a este elemento.

h o o0 1

Exemplo para entender melhor: A, =| 0 0 3
0 0 2

II) Cada coluna que possue um elemento piloto de alguma das linhas contém todos

0os demais elementos da coluna nulos.

Exemplo para entender melhor: A, =| 0

0

1
0 3

2

lII) O piloto de cada linha ocorre em colunas progressivas.

o

=] 1o

1o

1 0 0 1
Exemplo para entender melhor: A, ={0 \1 0 3
0 0\1 2

IV) Linhas nulas ocorrem abaixo de todas as demais.

Exemplo para entender melhor: A matriz A, ndo possui linhas nulas. Caso A, possuisse

alguma linha nula essa linha nula estarei abaixo da linha 3 (L;).



Exemplo 16: Vejamos mais algumas matrizes escalonadas a forma escada.

1 0007
10 2 L 00 -2 £ 0 93 0l1 0 0 8
1° 2°)0 11 0 1| 3°)0 0|1 2| 4°
){O 1 1} ) ) )O 0 01 2
0 01 2 0 00O
— 0 00O0O
. . . x-y=1 . .
Exemplo 17: Vamos classificar o sistema linear S, : oy 5’ escalonando a matriz ampliada
X+2y=
. 3 -11
do sistema, Alz 1 2 , a forma escada.

Vejamos como se faz :

A=l TlHion=t 2 YLonsns|t 2 Y Ls i
|1 2 5 R T ) I 0 -7 -14]7 o

1

1
0 1 2} (Matriz escalonada a forma escada)

1 25 )L _
{O 1 2}L1—>L1— .Z:Az.{

1 01
Logo o sistema linear equivalente ao sistema S, associado & matriz A, :{ éo

01 2
_ 1x+0y =1 _ x=1 ) 3 _
sistema S, : ou simplesmente , que é a solucdo do sistema. Portanto, o
Ox+1ly=2 =
. . x-y=1_ . , .
sistema original S, : oy 5 € um sistema SPD- Sistema Possivel e Determinado.
X+2y=

X+2y+2=9
Exemplo 18 : Vamos classificar o sistema linear S, :42X+Yy—-2=3
3X-y—-2z=-4
X+2y+z=9 1 2 1 :9
A matriz ampliada do sistema linear S, 1 {2X+y—-2=3 édadapor A:|2 1 -1 :3
3X—y—-2z=-4 3 -1 -2 : 4

Vamos escalonar a matriz A a forma escada.



Vejamos como se faz isso:

1 2 1 :9 1 2 1 :9
: L, —>L -2L : 1
2 1 -1 :3 3 =|0 -3 -3 :-15 L2—>—§L2:>
. —> Ly —o. .
13 -1 -2 :-4 Lo L-3h 0 -7 -5 :-31
1 2 1 :9 L >l -2l 10 -1 :-1 .
. —> L < .
1 1 :5{ *=>|0 1 1 i5|L,>>L =
: L ->L+7.L, : 2
0 -7 -5 :31 0 0 2 :4
1 0 -1 i1 1 0 0 :1
: L,—>L,-1L, _ : : X
1 1 :5 L =A,:|0 1 0 :3|(Matriz Escalonada a forma Escada)
: - L +1 :
00 1 :2 Lo bl 0 01 :2
1 00 :1
O sistema linear associado a matriz & forma escada A,:|0 1 0 :3| é o sistema
0 01 :2
x=1 X+2y+z2=9

S, 14y =3 o que nos d& a solugéo do sistema original S, :<2X+Yy—-2=3
z2=2 3X—-y-2z=-4
Portanto o sistema S, é SPD- Sistema Possivel e Determinando cuja solugdo é

x=1y=3ez=2.
No Moodle

Acesse a plataforma e vocé encontrard um férum de discussdo sobre
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4 Avaliando o que foi Construido

Nesta unidade vocé teve a oportunidade de conhecer e classificar sistemas lineares bem
como discutir as propriedades utilizadas na resolucdo de um sistema linear. Através dos
exercicios disponibilizados na plataforma Moodle, praticamos e amadurecemos no que diz

respeito a resolucdo de problemas de sistemas lineares.
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Unidade 3

Determinantes

| 1 Situando a Tematica

A teoria dos determinantes teve origem em meados do século XVII, quando eram
estudados processos para resolucdo de sistemas lineares. Hoje em dia, embora ndo seja um
instrumento para resolucdo de sistemas, os determinantes sao utilizados, por exemplo, no estudo
da analise vetorial, hoje essencial em todas as areas que dependem das ciéncias exatas.

Nesta unidade, iremos conceituar determinante de uma matriz quadrada de ordem n, para
qualquer valor de n, bem como retomar a discussdo de um sistema linear através do
determinante da matriz principal. Desenvolveremos ainda, o calculo para encontrar a matriz

inversa de uma determinada matriz quadrada.

2 Problematizando a Tematica

Na unidade I, discutimos e resolvemos sistemas lineares pelo método do escalonamento.
. . . ax+by=p
Desta forma, considere o sistema linear S, : :
cx+dy=q
Utilizando algumas operacdes elementares do método de escalonamento, obteremos o
. . ax+by=p L . . o
sistema linear S, : , que é equivalente ao sistema S; cuja matriz principal

(ad —cb)y =ag—cp

Note que pela segunda equacdo de S,, sé havera um Unico valor para a incognita Y se,
somente se, o coeficiente de Y, ad —cb, for diferente de zero e conseqiientemente havera um

Gnico valor para a incégnita X satisfazendo o sistema, e assim, o sistema serd SPD- sistema
possivel e determinado.
Observe que o coeficiente de ad —cb nada mais é do que a diferenca entre o produto dos

elementos da diagonal principal pelo produto dos elementos da diagonal secundéaria da matriz,

ab ab
A:{ d} O coeficiente ad —cb é chamado determinante da matriz principal A:{ d} do
c c

sistema linear S;.



| 3 Conhecendo a Tematica

| 31 Definicdao de Determinante e Exemplos

Seja M :[aij]n _ uma matriz quadrada de ordem n. Denotaremos, ao logo desse texto,
o determinante da matriz M da forma detM =det[M].

Defini¢do: O determinante de uma matriz quadrada M = [aﬂ] de ordem 1 € igual ao nimero real
a,,,ouseja, detM =a,;.
Essa definicdo provém do sistema 1x1, S:a X = b1 cuja solucdo depende do

coeficiente a,; . Note ainda que a matriz principal do sistema S é M = [aﬂ]

8y &

Definicdo: O determinante de uma matriz quadrada de ordem 2, M :{
a21 a22

] € dado por:

detM = Q8 — 8,8

2 5

Exemplo 1: Considere a matriz Mz{ 14

} O determinante da matriz M ¢é

detM =2.4-5.(-1) =8 -5=3.

Na seg¢do anterior, vimos que o nimero real detM =a,,a,, —a,,a,, esta ligado a solugdo

do sistema S :{aﬂxl ok, =h .
Ay X +8,X, = bz

Vimos até agora a definicdo de determinante associada as matrizes de ordem 1 ou ordem
2. De modo geral, na resolu¢do de um sistema linear nxn, verifica-se um calculo padrdao que se
mantém para qualquer valor de n. O numero resultante desse calculo & chamado de
determinante.

O matematico francés Marqués de Laplace descobriu que, dada uma matriz quadrada de
ordem n, € possivel calcular seu determinante usando determinantes de matrizes de ordem
n—1. Assim, a partir dos determinantes de matrizes de ordem dois, calculamos os de ordem trés,
com os determinantes de ordem trés calculamos os determinantes de ordem quatro e assim
sucessivamente.

Para facilitar o entendimento sobre o teorema de Laplace, vamos conhecer algumas
definicbes para podermos entender melhor como calcular determinantes de matrizes de ordem
n>2.



3.2 Menor Complementar

Definicdo: Seja M uma matriz quadrada de ordem N> 2. O menor complementar do elemento

a; de M, denotada por MCij , € 0 determinante da matriz quadrada que se obtém eliminando a

linha i e a coluna j da matriz M .
_ _ 2 4
Exemplo 2: Considere a matriz M = 13l

i) O menor complementar do elemento a,, (retirando a 1° linha e a 1° coluna de M) é o

determinante da matriz Dy, =[3], ou seja, MC;; =3.

i) O menor complementar do elemento a,, é o determinante da matriz D;, =[-1], ou seja,

MC, =-1.
2 5 3
Exemplo 3: Considere agoraamatriz M ={-4 0 1
-2 -1 -4

2 5
e O menor complementar do elemento a,, é o determinante da matriz D,, ={ > 1| ou
seja, MC,; =8 (perceba que foi eliminada a 22 linha e a 32 coluna da matriz M ).

2 3
e O menor complementar do elemento a,,¢é o determinante da matriz D,, :{ 4 1l ou

seja, MC,;, =14.

3.3 Cofator

Definicdo: Seja M uma matriz quadrada de ordem N> 2. O cofator do elemento a; de M éo

numero real A, = (-1)"'.MC;, em que MC;; é o menor complementar de a; .

3 5 2
Exemplo4:Se M =| 0 1 4 |, entdo:
-1 6 -2
-5 2
e Cofator de a,,:temos que MC,, = det{ 2} =—2 e assim

A21 = (_1)2+1-MC21 = (_1)3-(_2) =2



0 1
e Cofator dea,,: temos que MC,, = de{ 1 6} =1 e assim

Au=(-1)" MC, =(-1)" (1) =1

Note que teremos sempre A, =MC; se i+ ] € par e teremos A, =-MC; se i+ é
: impar
3.4 Teorema de Laplace

Teorema de Laplace: O determinante associado a uma matriz quadrada M de ordem n>2 éo
nimero que se obtém pela soma dos produtos dos elementos de uma linha i(ou coluna j)

gualquer pelos respectivos cofatores, ou seja,

detM =) a;.A; =8, A, +a,.A, +--a,.Ap.
j=1

2 1
3}. Ja sabemos que detM =2.3-1.(—4) =10.

Exemplo 5: Considere a matriz M ={

Vamos utilizar o teorema de Laplace para calcular detM .

Primeiramente iremos escolher qualquer linha desta matriz. Escolhamos a 1° linha.

Dai detM =a,.A,+4a,.A,, onde A, e A, sdo os cofatores de a, e a,
respectivamente.

Temos que:
e A, =(-1".MC, =(-1)".3=3.

e A,=(-1)".MC,=(-1).(-4) =4

Portanto, pelo Teorema de Laplace, o determinante da matriz é dado por

detM =2.3+1.4=10.



2 3 4
Exemplo 6: Vamos calcular o determinante damatriz M = -2 1 2

0 5
Aplicaremos o teorema de Laplace utilizando a 3° linha.

Sabemos que detM =a,.A, +a,,.A,, +a,,.A,, onde:

. A, =(-1)".MC, =(-1)* .detE’

e A, =(-1)"".MC,, =(-1)".det 5 } =(-1).(-4)=4;

+ 2 3
o Ay=(-1)".MCy = (1) .det }:(1),8:8,
Portanto, pelo teorema de Laplace, detM =0.10+5.4+6.8=68.

341 Regra de Sarrus

O matematico francés Pierre Frédéric Sarrus (1798-1861) estudou a seguinte situacao:

a; Q, 4
Dada uma matriz quadrada M =|a,, a,, a, | deordem 3, e aplicando o teorema de
83 8 Ay

Laplace na 1° linha de M teremos:

detM = a:Ll'Ail + aiZ'A.lZ + a13-A.13 =
= (@418, 8y + 8y By5.8y) + 8y3.85;.8gy ) — (83805851 + 8580585, + 8,885 )

Pierre Sarrus observou que as seis parcelas do calculo de det M, , podem ser obtidas da

seguinte forma:

i) Repetimos as duas primeiras colunas ao lado da 3° colunade M ;

8, @, 83| 8, 8
a'21 a22 a23 a21 a22

8 8y 95|38y a4

ii) Realizamos a soma dos produtos dos elementos que estdo na direcdo paralela a diagonal
principal;

Ay A A A
a'21 \azz\\azz,’\ \a”21\. a22
8 B O | By dy

“a 4 ‘a
a11a22 a33 + a12 a23a’31 + a13a21a32

Paralelas da diagonal principal



iii) Realizamos a soma dos produtos dos elementos que estdo na direcao paralela a diagonal

secundaria;

%, Q, &3 |.a; &
A 8 85 |8y 8y
L% 85 83|85 Ay

A" A7 A
a‘13a22 a31 + a11a23a32 + a12a21a33

Paralelas da diagonal secundaria

iv) o determinante é a diferenca entre o nimero obtido no passo (ii) e 0 nimero obtido no passo

(iii), ou seja,

det M = (@y;.8,) .8y, + 8y, .8y5.8y; + 8y3.85).85) ) = (Byg-Bpp 8oy +8yy.55.85 + 815858y ) -

Paralelas da diagonal principal Paralelas da diagonal secundaria
2 3 -4
Exemplo 7:Vimos no exemplo 6 que o determinante damatriz M =|-2 1 2 | é detM =68.
0

Utilizaremos a regra de Sarrus para encontrar o valor de detM,.

Temos:
212w 1
07560 "5,

0+20 +(-36)=-16 12+ 0+ 40=52

Portanto, detM =52 —(-16) =68.

Trocando Experiéncia com voce...

A regra de Sarrus é bastante utilizada em sala de aula. Muitos professores
apresentam primeiramente esta regra para depois introduzir o teorema de Laplace, o qual
vimos ser necessario para o calculo de determinante de matrizes de ordem maior que 3. Na
verdade, os problemas propostos no que diz respeito ao calculo do determinante séo em
sua maioria problemas envolvendo, no maximo, matrizes quadradas de ordem 3. O mesmo
acontece com sistemas de equagdes lineares e assim muitos dos nossos alunos sentem
dificuldades em encontrar o determinante de uma matriz de ordem quatro por exemplo, ou
resolver um sistema linear com 4 incognitas e 3 equacoes.

No Moodle

Acesse a plataforma e acesse a licdo denominada: Estudando
i Determinantes. Nesta licdo vocé encontrara videos aula e exercicios

’

'

resolvidos sobre o contetido visto até esse momento.
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Praticando para Aprender

Exercicio 1: Calcule o determinante das matrizes identidades I,,1, e |,. Qual é o valor do

determinante de | , para qualquer N >1? Vocé consegue provar este resultado?

Exercicio 2: Se uma matriz tem uma fila (linha ou coluna) toda nula, qual é o valor do seu

determinante ? Prove a sua afirmagéo.

Exercicio 3: Calcule o determinante das matrizes

1 2 3 1 3
M=2 7 5| eN=|2 4 6].
1 2 3 0 -1 9

O que estas matrizes tém de peculiar?

Exercicio 4: Prove que detM =detM".

Exercicio 5: Calcule o determinante das matrizes:

1 2 3 1 2 3
M=/1 -1 2{eN={2 3 0],
2 3 0 1 -1 2

Qual a relacao entre as duas matrizes? Qual a relacéo entre os seus determinantes?

Exercicio 6: Calcule o determinante das matrizes:

1 2 -1 8

1 2 3
0 4 6 -8
M=l0 7 5|eN= .
0 0 9 2

0 0 3
00 0 -1

Qual a concluséo que vocé pode tirar?



3.5 Propriedades dos Determinantes

O estudo das propriedades dos determinantes facilitar4, em muitos casos, o célculo dos
determinantes. Nos exercicios de 1 a 6, vocé deduziu algumas propriedades dos determinantes

de matrizes. Veremos agora estas propriedades de maneira formal.

Propriedades Dos Determinantes

P1) Se uma matriz quadrada M possui uma fila (linha ou coluna) nula, seu determinante é zero.

O exercicio 2 € um exemplo da aplicacao desta propriedade.

P2) Se os elementos correspondentes de duas linhas (ou duas colunas) de uma matriz quadrada
M forem iguais, seu determinante sera nulo, isto ¢, detM =0.

A matriz M do exercicio 3 é um exemplo da aplicagcéo desta propriedade.

P3) Se uma matriz possui duas linhas (ou duas colunas) proporcionais, seu determinante sera
nulo.

Dizer que duas linhas sdo proporcionais significa dizer que os elementos de uma delas sao
k (k#0) vezes os elementos correspondentes da outra. O exercicio 3 € um exemplo desta
proposigao.
Exercicio 7: Calcule o determinante das matrizes:

1 2 3 1 2 3
M=l-1 7 5/eN=|-2 14 10].
2 0 3 2 0 3

Qual a relacao entre as duas matrizes? Qual a relacdo entre os seus determinantes?

P4) Se multiplicarmos todos os elementos de uma linha (ou uma coluna) por um nimero real K , o

determinante da nova matriz é o determinante da matriz original multiplicado por K .

Como aplicacdo de P4, temos a seguinte propriedade.

P5) Se uma matriz quadrada M de ordem n é multiplicada por um numero real K, entio

det(kM) = k" det M .

No exercicio 4 vocé provou a seguinte proposicao:

P6) O determinante de uma matriz quadrada M é igual ao determinante de sua transposta, isto

é, detM =det(M").



O exercicio 5 ilustra a proposi¢ao a seguir:
P7) Se trocarmos de posicdo entre si duas linhas (ou duas colunas) de uma matriz quadrada, o

determinante da nova matriz é o determinante da matriz original com o sinal invertido.

Os exercicios 1 e 6 referem-se a seguinte propriedade:
P8) O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da diagonal

principal.

P9) (Teorema de Binet) Sejam M e N duas matrizes quadradas de mesma ordem. Entdo
det(MN) =det M.det N .

P10) (Teorema de Jacobi) Se somarmos a uma linha (ou coluna) de uma matriz quadrada uma

outra linha (ou coluna) multiplicada por um nimero qualquer, o determinante da matriz ndo se

altera.
2 3 4
Por exemplo, dadaamatriz M ={-2 1 2 |, o seu determinante é 68. Substituindo
0O 5 6

a 2°linhade M pela soma desta linha com o produto da 1° linha por -3, isto &,

2 3 4

(L, > L, +(-3)L,) obteremos: N=|-8 -8 -10|e detN =68=detM .
0 5 6

| 3.6 Aplicagées do Determinante

| 3.6.1 Determinag¢do da Matriz Inversa

Como vimos na unidade Il uma matriz quadrada M de ordem n é invertivel se, e somente
se, existe uma matriz M ™ tal que: MMM =M™"M =1_, em que | é a matriz identidade de

ordem n.



Praticando para Aprender

Exercicio 8: Mostre que a matriz inversa da matriz A=

1 -% 7
B=|0 ¥ 2|

0 O

é a matriz

o o P
o w N
N e

Exercicio 9: Calcule os determinantes das matrizes A e B do exercicio anterior. Qual a relagcéo

que existe entre det A e detB?

Vamos estabelecer uma maneira que nos permita o calculo de matriz inversa utilizando o

nosso conhecimento de sistemas lineares. Para isso necessitamos do seguinte teorema.

Teorema: Uma matriz quadrada Ade ordem n é invertivel se, e somente se,det A= 0.

Demonstracao:
Sendo A de ordem n, entdo A é invertivel < existe Al tal que
At A=AA" =1, o det(AA)=det(l,) < det(A™).det(A)=det(l,), veja propriedade 9 (P9).

Como detl =1, teremos que: det(A‘l).detA=1<:> det(A‘l)=ﬁ<:>detA¢0.
e

Portanto a matriz quadrada A de ordem n é invertivel se, e somente se, det A=0.

Note que, durante o processo de demonstracdo do teorema, obtivemos que i

1 . . . ~ .
P detA! = etA’ Desta forma, podemos concluir que matrizes inversas tém determinantes
{ e i

inversos. Volte ao exercicio 9 acima e verifique tal afirmacgéo.

11
Exemplo 8: Verifique se a matriz M = L 5} é invertivel. Em caso afirmativo determine M ™.

Resolucdo: Como detM =5-3=2=0, entdo, pelo teorema anterior, M admite uma matriz
inversa

a b
M™= e mais detM ™ = 1 :l.
c d detM 2




Assim, temos: At.A= l,, ou seja,
a+3b=1

a b1l 1 10 a+3b a+bb 10 a+5b=0
) = = = =

c d||3 5 0 1 c+3d c+5d 0 1 c+3d =0

c+5d =1

a+3b=1

0 qual é um sistema linear onde podemos, neste caso, resolver os sistemas (I){ 5 -0 e
a+5b=

c+3d=0
(n) , separadamente.
c+5d =1

) 5 -1 , )
Pelo sistema (1) encontramos a== e b:? e, através do sistema (1), encontramos

2
5/ _
c=— ed:l.Portanto M™= A %

2 2 —%%

Vocé ja deve ter notado, pelo exemplo anterior, como iremos verificar se uma matriz
quadrada M de ordem 3 admite uma matriz inversa M™ de ordem 3 e, além disso, M * sera

determinada resolvendo o sistema linear obtido através da equacdo matricial M .M = l,, ou seja

a b c

a matriz inversa sera da forma M =d e f |, que nos dard um sistema com 9 (nove)
g h i

variaveis e portanto muito trabalhoso. Sendo assim daremos uma outra op¢do para o0 caso da

matriz inversa de M , via escalonamento de matrizes, a qual sera obtida do seguindo alguns

procedimentos.

Forma Pratica para Determinacao da Matriz Inversa

Passo 1: Construa uma matriz com os elementos da matriz M , juntamente com os elementos

da matriz identidade |, onde n é a ordem da matriz M , ou seja, uma matriz da forma [M In].

Como exemplo para vocé entender melhor, considere a matriz M = {3 5] Como M ¢é
de ordem 2, entdo iremos construir uma nova matriz [M Iz], ou seja, uma matriz dada forma
1110
350 1]

Matriz M Matriz
Identidade



Passo 2: Com base na nova matriz obtida no passo 1, utilize as operacdes elementares, vista na

secdo 3.3.2 da Unidade 2, para obter uma nova matriz da forma [In N ] . Amatriz N obtida apés

as operacdes elementares, nada mais € do que a matriz inversa da matriz M , ou seja, N =M -
Para vocé entender melhor, note que anteriormente, construimos uma nova matriz com

_ 11 _ 1 110 .
base na matriz M = 3 5|’ essa matriz é 3 50 . Utilizando as operacdes elementares

Matriz M Matriz
Identidade

1 0a b _ a b ,
.Amatriz N = q nada mais é do
C

vamos obter uma matriz da forma [I2 N] = {0 .
c

%/_/

P N

11
que a matriz inversa da matriz M = {3 5} .

11
Exemplo 9: Vamos determinar a matriz inversa de M = {3 5} :

Antes de tudo, veja que detM =20 e assim, M admite uma matriz inversa M ™.
_ _ 112110
Passo 1: Vamos construir a matriz [M 1, ] que é a matriz 350 1|

Matriz M Matriz
Identidade

Passo 2: Vamos utilizar as operacdes elementares vistas na sec¢do 3.3.2 da Unidade2 para

, _ 1 0a b
determinar a matriz [1, N| = 0 1c dl
~—V—
1110

I N
Observe cada passo dado nas operacfes elementares nas linhas da matriz {3 50 J.

Temos:
1110 11 1 O 1
M 1,]= 35 0 1 L, > L, +(3)L = 0 2 31 L, —>|=|L, =

11 1 0 L o5 4
= _ >L-1L= 2 2
01 = L7k 7o 121

%/_J

M

2 2 .
2 N



11
nada mais é do que a matriz inversade M = {3 5} .

No Moodle

Acesse a plataforma e participe do forum de discussdo para ampliar seu
conhecimento sobre a matriz inversa,

mmm——————
' e

3.6.2  Resolugio de um Sistema Linear através da Regra de
Cramer
. . . X+y="7 . . )
Considere o sistema linear 2x2, S: que é um sistema possivel e
—2X+4y=-14

determinado cuja solugdo é x=3ey=-2.

3 1|x 7
O sistema S pode ser representado na forma matricial { 5 4}{ }:{ 14] onde a
— y p—

3 1
4} é a matriz principal do sistema. Note que det A=14=0.

matriz A= {

e Substituindo a 12 coluna de A pela Unica coluna de B teremos a matriz

7 1
A =L14 4} e assim det A =42.

3 7
e Substituindo a 22 coluna de A pela Unica coluna de B teremos a matriz A, :[ ’ 14}

e assim det Ay =-28.

A regra de Cramer, as quais descreveram logo apos, estabelece que:

det _
x=detA‘ e :—Ay.Portanto x:4—2:3ey:ﬁ
det A det A 14 14

=—2, que nada mais é do que a

solugdo do sistema S.



A Regra de Cramer

ay X+t X, =h 8y 8y

Dado um sistema linear nxn, S=4: , onde A=| : : : é

ayX +--+a X, =b, a a

nl o nm
denominada matriz principal do sistema S, é possivel e determinado se, e somente se, det A0 e
a sua Unica solugéo é dada por:

_ detA, « _detA, « _detA
detA "% detA’ " detA’

onde A  A,,---,A,sd0 as matrizes obtidas substituindo-se, respectivamente, a coluna dos

coeficientes de X, X,,...X, pela coluna dos termos independentes.

A regra de Cramer decorre do fato de que podemos representar o sistema S na forma
matricial A.X =B, onde A é a matriz principal (ou dos coeficientes), X matriz das incégnitas e B

matriz dos termos independentes.
Se det A= 0 entdo a matriz A admite uma inversa A" e assim:
AX=B=A'(AX)=A'B=(A"A)X=A"B=1 . X=A"B=>X=A"B.

Logo, concluimos que existe uma Unica matriz X que é solugcao de AX =B, e, portanto, o

sistema S é possivel e determinado.

Com base na regra de Cramer podemos classificar um sistema linear nxn.

I) Quando det A=0, o sistema é SPD- Sistema Possivel e Determinado.

Il) Quando detA=0 e detA,=detA,=:--=detA, =0, o sistema é SPI- Sistema
Possivel e Indeterminado.

lII) Quando det A=0 e pelo menos um dos determinantes, detA,,...,det A, for diferente

de zero, o sistema SI- Sistema Impossivel.

_ _ _ X+y=7 ) _ .
Exemplo 10 : Considere o sistema linear 2x2 S: que € um sistema possivel e
—2x+4y=-14

determinado cuja solugdo é x=3ey=-2.

3 1||x 7
Resolucdo: O sistema S pode ser representado na forma matricial { 4}{ }:{ 14] onde
— y —

3

1
a matriz A:[ 4} é a matriz principal do sistema. Note que det A=14=0.



e Substituindo a 12 coluna de A pela Unica coluna de B teremos a matriz

7 1
A =L14 4} e assim det A =42.

3 7
e Substituindo a 22 coluna de A pela Unica coluna de B teremos a matriz Ay ={ 5 14}

e assim det A, =-28.
A regra de Cramer, a qual descrevemos logo apds, estabelece que:

det -
_ det A e :—Ay. Portanto X:E:Be y—ﬁz—Z,que nada mais € do que a

X = y -
det A det A 14 14

solugdo do sistema S.

Praticando para Aprender

2 1 3
Exercicio 10: (PUC-RS) A equacdo det| 4 -1 n-1|=12 tem como conjunto verdade:
n O n

a){-6,2} b){-2,6} c){2,6} d){-6,6} e){-2,2}

X+y—2=-5
Exercicio 11: (FVG-SP) Seja (a,b,C) a solugédo do sistema linear < 2Xx+y+z=-1 . Entdo,
4x+2y-z=-11

teremos:

aya=-1 b)b=3 c)c=2 d)abc=0 e)nda

X+2y+3z=4
Exercicio 12: (UFAC) O sistema linear {2Xx+3y+z2=2 :
5x+8y+5y=8
a) ndo admite nenhuma solucgéo. b) admite uma Unica solugéo. ¢) admite exatamente duas
solucdes. d) exatamente trés solugdes. e) admite infinitas solucdes.
4 Avaliando o que foi Construido

Nesta unidade, além de introduzirmos os conceitos de determinante, apresentamos o
teorema de Laplace que permite calcular o determinante de matrizes quadradas de qualquer
ordem. Conhecemos dez propriedades que permitirdo o calculo do determinante com maior
praticidade. Desenvolvemos ainda uma discussdo do uso dos determinantes nos sistemas
lineares de ordem Nxn, em especial nas matrizes 2x2 e 3x3, através da regra de Cramer,

assim como o seu uso no calculo da matriz inversa.
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Unidade 4

Geometria Analitica I: Estudo do Ponto e da Reta

| 1 Situando a Tematica

O ensino da geometria € de grande interesse na atualidade. A revolugdo da informatica
traz como uma de suas ferramentas mais poderosas a visualizacdo e a manipulacéo precisa de
imagens. Na area médica, o impacto dos diagnésticos baseados em imagens foi espetacular.
Também nas engenharias, as imagens ampliaram em muito a capacidade de projetar e planejar.

O estudante do Ensino Médio, ao qual vocés terdo a oportunidade de lecionar, hoje tem
uma grande probabilidade de vir a trabalhar no futuro com um software que empregue as imagens
como forma de comunicagdo com os elementos humanos envolvidos na atividade.

Neste momento, o estudo de geometria, principalmente o da geometria analitica, com
conceitos como o de sistema de eixos, coordenadas e outros, pode tornar o ambiente de trabalho
muito mais familiar ao estudante. Ndo queremos dizer aqui que o estudante ira aplicar teoremas
complicados na sua atividade, mas sim que seu estudo anterior de geometria fara com que se

sinta menos perdido em um ambiente organizado pela geometria.

2 Problematizando a Tematica

Contemporaneo de Kepler e Galileu, René Descartes (1596-1650) unifica a aritmética, a
algebra e a geometria, e cria a geometria analitica: um método que permite representar os
nameros de uma equacado como pontos em um gréfico, as equacgfes algébricas como formas
geomeétricas e as formas geométricas como equagoes.

Descartes prova que € possivel determinar uma posicdo em uma curva usando apenas um
par de numeros e duas linhas de referéncia que se cruzam perpendicularmente: um dos nimeros
indica a distancia vertical e, o outro, a distancia horizontal. Esse tipo de grafico representa os
nameros como pontos e as equacgdes algébricas como uma sequéncia de pontos. Ao fazer isso,

descobre que as equacdes de 2° grau transformam-se em linhas retas ou nas curvas conicas,

demonstradas por Apolonio 19 séculos antes: X — y2 =0 forma duas linhas cruzadas,
X* +y® =4 forma um circulo, X* —Yy* =4 forma uma hipérbole; 4x*+2y’ =4, uma elipse; e

X’ = 4y, uma parabola. As equagdes de grau maior ou igual a 3 ddo origem a curvas em forma
de coracdes, pétalas, espiras e outras. Atualmente, as linhas que se cruzam sdo chamados de
eixos cartesianos. A linha vertical é o eixo dos y (ordenada) e a linha horizontal é o eixo dos x

(abscissa).



| 3 Conhecendo a Tematica

Na disciplina Matemética para o Ensino Béasico I, vocé teve a oportunidade de conhecer e
trabalhar com o sistema cartesiano de coordenadas. Desse modo as figuras podem se

representadas através de pares ordenados, equacgfes ou inequacgdes.

| 3.1 Plano Cartesiano

Nesta capitulo, estudaremos 0s conceitos de ponto e reta na geometria analitica. Para
isso, é importante lembrar alguns conceitos sobre plano cartesiano ortogonal, que consiste em

plano com dois eixos perpendiculares, X e Y, que o dividem em quatro regides. O Horizontal X é
denominado eixo das abscissas, e o vertical Yy, eixo das ordenadas. O Ponto em que esses

eixos cruzam é denominado origem.

Y eixo das ordenadas

2 Quadrante ] 1° Quadrante

X
0 eixo das abscissas

3° Quadrante 4° Quadrante

Para representar um ponto P em um plano cartesiano, utilizaremos as coordenadas

7

cartesianas, que consistem em um par ordenado (a,b), sendo que a ¢é abscissa, e b, a
ordenada. No plano cartesiano abaixo, estdo indicados os pontos A=(3,2), B =(-3,-1),

C=(-2-3), D=(3-2), E=(2,0) e F=(0,-3).

471y
3
) A=G2)
B=(-3,1)
° 1
— ol TR0 . x
4 3 2 1 qolo 1 2 3 4 s 7
-1
- .D:(3‘72)
: 24 F=(0.-3)
C= (-2 -3
-4




3.2 Calculo da Distancia entre Dois Pontos

Dados dois pontos quaisquer A=(x,Y;)e B=(X,Y,), iremos estabelecer uma

expressao que indique a distancia entre A e B, que sera denotada por d(A,B) e sera
considerada como a menor distancia entre os pontos dados.

Observe o triangulo ABC representado abaixo:

Y2

Y1

X4 Xo

Pelo teorema de Pitagoras temos:

[d(AB)] =[d(AC)] +[d(BC) ou [d(AB)] =(x %) +(¥,~ )"
Portanto, dados dois pontos A=(x,,Y,) e B=(x,,Y,), a distancia entre eles é dada por:

d(AB)=\(%—%) +(v,- %) -

Praticando para Aprender

Exercicio 1: Construa um plano cartesiano e indique os pontos A=(3,-1), B=(0,4),
C=(-32,D=B34),E=(-2,-4) e F=(-10).

a) quais os pontos que estdo no 1° quadrante? E quais estdo no 3° Quadrante?

b) em qual quadrante os pontos tém abscissa positiva?

c) em qual quadrante os pontos tém ordenada negativa?

Exercicio 2: Observe o esquema abaixo que representa a localizagdo das cidades A, B, C, D e E,

e de uma antena de transmissao de sinal de radio, R.

_ v Sabendo que o raio de transmissdo dessa antena
? ______ j _____ 2 € de 200 km e que cada unidade representada no
i 2 E esquema correspondente a 50 km, quais cidades
- - :1 ol ; x | recebem o sinal transmitido?




3.3 Coordenadas do Ponto Médio de um Segmento de Reta

Dado um segmento de reta AB onde A=(x,V,) eB=(x,,Y,). Para determinarmos as

coordenadas de M, ponto médio de AB.

Observe que, pela figura abaixo temos AM = MB e assim AM =1.

Assim:
Xm_xlzxz_xm:)(m:% € ym_yl:yz_ym:ym:yl—;_yz.
Portanto, as coordenadas do ponto médio sdo dadas por M = (—Xl ; % ,—yl ; Yzj ,

Exemplo 1: Determine o ponto médio M do segmento de reta AB, onde A=(-12) e
B =(5,8).

Resolucdo: Como M =£%%} ,entdo M :(_124_5,%). Portanto, M =(2,5).

| 3.4 Equagao da Reta

| 341 Inclinagdo e Coeficiente Angular da Reta

Existem duas formas para determinar de uma reta I, que sao:
1° Forma: Dados dois pontos distintos A=(x,y;) € B=(X,Y,) de uma reta, podemos
representé-la no plano cartesiano.
2° Forma: Dado um ponto P :(xo, yo) da reta e o angulo «, que a reta forma com o eixo X,
medido no sentido anti-horario.

Vejamos algumas definicdes para nos ajudar a determinar a equacéo de uma reta I .



Definicdo 1: Seja r uma reta do plano cartesiano ortogonal concorrente com 0 eixo X no ponto

P =(X,,0) e que passa pelo ponto Qz(xq,yq), com y, >0. Seja M(x,,0), comx, >Xx_:

Chama-se inclinacédo da reta r a medida «, com 0°<a<180°, do angulo M PQ

orientado a partir do lado PM no sentido anti-horario.

Definicdo 2: Chama-se coeficiente angular de uma reta I de inclinacdo «, com a #90°, o

numero real m, tal que m, =tgo .

.........................................................................................................................................................................................................................................

Consideremos dois pontos distintos de A=(x,Yy;) eB=(X,,y,) em uma reta r, de
inclinacdo « . Desta forma temos o0s seguintes casos:

Caso l) a<90°

Temos que m, =tga = Yo7 0 o mais, como 0°<a <90° entdo m, =tga >0.

2



Caso Il) a>90°

a+B=180° e tga = -tgB

2] SO S

Note que a+ £ =180°, ou seja, a e f sdo suplementares e assim tga =-tg/. Como

tgﬁ:u, entao mr :tga:_(yz_yl) — (yZ_yl)
X =% (Xi_xz) (XZ_Xl)

a >90°.

, € mais, neste caso m, =tga <0, pois

— N°
Caso lll) =0 y
m =tga=tg0°=0
r .V2=Y1 A B
H H X
1ox,xy X2
Note que m, =tga =tg0°=0. Como Yy, =Y, X #X,, entdo Y.mh g =tga, e assim,
X; =%
podemos dizer que neste caso também vale a relacdo m, =tga = u.
X=X
Caso IV) a=90°
Y r
Yol iB
Yor¥y4 m=tga=(y -y )/(X,-x,) ndo existe.
Yal oA
X
XT=X2

Sabemos que tg90°nao existe, ou seja, a reta r ndo possui coeficiente angular.

Portanto dado dois pontos distintos A=(X,Y;) € B=(X,,y,) de uma reta, teremos
m, :tgazu, com « #=90°.
X, =%
O resultado a seguir, nos dard um meio de sabermos se trés pontos estdo alinhados ou
nao, vejamos.



Teorema 1: Trés pontos A=(X,,Y;), B=(X,,Y,) € C=(X;,Y,) séo colineares se, e somente se,
M, = Mg OU NEO existem M,, € Mg .

Demonstragao:
Primeiramente iremos mostrar que:

AB,C sao colineares = m,; =M. OU N&o existir m,; e mg..

Observe, pela figura abaixo, que se A, B e C pertencem a uma Unica reta vertical, entdo
X, =X, = X, e assim m,; = =% o Mge Y=Y

nao existem.
X, =% X3 =X,
Y r

A

B

C

T T x

X =Xp =X,

Se A, B e C pertencem a uma reta nao vertical com inclinagao a(a # 90°), entao

m, =tga e mg. =tga, isto €, m,; =m,. como mostra a figura abaixo.

Y C

Mostraremos agora a reciproca, ou seja:

m,; =M. OU N&o existir m,; e my. = A B,C sdo colineares.

Se m,; =My, entdo as retas AB e BC sdo paralelas, as quais possuem o ponto B em
comum e, portanto, os pontos A, B e C sao colineares.

Se m, em,. ndo existem, entdo as retas AB e BC sdo verticais e, portanto, s&o

paralelas. Ora, se as retas AB e BC sao paralelas e tém o ponto B em comum, entdo séo

coincidentes e assim A, B e C sédo colineares.

Exemplo 2: Verifique se os pontos A=(1,6), B=(—-2,-6) e C =(3,14) s&o colineares(alinhados).

Resolucdo:

—-6-6 14+6
=4dem, =

Devemos calcular m,; € m,.. Temos que mM,g =51 = 3.0

=4.Como m,; = Mg
entdo os pontos A, B e C estdo alinhados.



3.4.2 Equag¢ao Fundamental, Equa¢ao Reduzida e Equagao
Geral da Reta

Sabemos que dois pontos distintos A e B determinam uma reta, ou seja, dados dois pontos

distintos A e B, existe uma Unica reta que passa pelos dois pontos e mais m,g :u, se

X=X
X, # X -
Vamos agora determinar a equacgao da reta que passa pelos pontos distintos A= (x1 yl) e
B =(X,,Y,). Temos que considerar duas situagdes:
Casol) X =X, =Kk, ouseja, areta que passa por A e B é uma reta vertical.
7Y r

IDB

s A

Xa=xb=k

Portanto a reta r € a reta formada pelos pontos (k, y), ou seja, os pontos de abscissa x=K.

Neste caso, a equacdo daretaé r:x=Kk.

Caso Il) X, # X, 0u seja, aretar que passa pelos pontos A e B ndo é uma reta vertical.

Considerando P:(x, y) um ponto genérico dessa reta, temos que M,; =Mg,, POiS 0S

pontos A, B e P estdo alinhados. Assim, como mAB:u e mBF,:y_y2 entéo
X, — X, X=X,

y_yzzyz_y1:>y—yzzyz_yl(x—xz).

X=X, X, =% X, =%

Portanto a equac&o da reta que passa pelos pontos distintos A=(x,,y;) e B=(x,,y,) é
Yo— Wi Yo— W
dado por y-y,=-*—%(x-X,), ou y-y,=m(x-x,) onde m, =-2—1L
2 X, — %, 2 2 2 X, — X,
angular da reta. Essa equacao é denominada Equacdo Fundamental da Reta.

é coeficiente



Observacdes importantes para vocé

-"'::I) Se escolhermos o ponto particular o ponto (O,n) em que a reta intercepta o eixo Y, pela.“"-
equagado anterior teremos: y—N=m, (X—0) = y=mx+n
A equagdo Yy =m.X+n é denominada Equacédo Reduzida da Reta I' onde N é chamado
coeficiente linear.
Il) Caso a reta r seja horizontal entdio m, =tg0°=0e assim teremos Yy — Yo = O(X— Xp), ou seja,

a equagéo reduzida da reta horizontal I' que passa pelo ponto P(Xp, yp) é dada por y = Yp-

ll) Caso areta I' seja vertical entdo sua equacéo serd X =K, visto no caso (1) anteriormente.
IV) Podemos ainda representar uma reta I através da equacao ax+by+c =0, oriunda da
equacéo fundamental y—y, =m, (X— Xp). A equagdo ax+by+c =0 ¢ denominada Equagéo

Geral da Reta I .

Exemplo 3: Determinar as equacdes da reta r que passa pelo ponto P = (4, —3) e tem coeficiente

angular m=-2.

Resolucéo:

Sabemos que a equacdo fundamental da reta r é dada por: y-y, = m(x—xp) e assim

y—(-3)=-2(x—4)=y=-2x+5(equagdo reduzida) ou 2x+y—-5=0 (equacao geral).

Exemplo 4: Determinar as equacdes da reta r que passa pelos pontos A= (2,—3) e B= (4,5) )
Resolucdo:

Sabemos que a equagdo fundamental da reta r é dada por: y-y, :m(x—xp) e que

m = Ys = Ya . Dai, teremos m:w:§:4 e que y—5:4(X—4)3 y=4X—11.
Xg — X 4-2 2

Portanto a equacao reduzida da reta é dada por r: y =4x-11.

Exemplo 5: Determinar a equacao da reta r cujo grafico esta representado abaixo:

50




Resolucdo: Observe que a reta r passa pelo ponto P:(O,SO) e possui coeficiente angular
m, =tg45°=1.
Logo y—SOzl(x—O):> y=x+50 ou x—y+50=0. Portanto a reta r tem como equagao

geral x—y+50=0 e y=x+50 é sua equagao reduzida.

Exemplo 6: Um gerente de uma loja de bolsas verificou que quando se produzia 500 bolsas por
més, o custo mensal da empresa era R$ 25.000,00 e quando se produzia 700 bolsas o custo era
R$ 33.000,00. Sabe-se que cada bolsa é vendida por R$ 52,50.
a) Admitindo que o grafico do custo mensal (C) em fung¢do do nimero x de bolsas produzido
por més, seja formado por pontos de uma reta, obtenha C em fungéo de x.
b) Seja R a receita mensal obtida pela venda de x unidades produzidas. Obtenha R em
funcao de x.
c) Represente graficamente, num mesmo plano cartesiano, o custo e a receita mensal desta

loja de bolsas.

Resolucdo:

a) Graficamente temos a seguinte situacao:

Y=C (Custo)
33.000} -~ - - -~ .
|
A |
25.000+---- . !
1 |
I 1
1 |
I 1
: | X(_Produgéo)
500 700

Como o custo mensal (C) é formado por uma reta que passa por A e B entdo

- _33.000-25.000 _ 8000 _

r 40.
700-500 200

Assim a equagao da reta é dada por: y—25000 = 40(x—500)= y =40x+5000.

Portanto temos C =40x+5000 onde C é o custo mensal e X é a quantidade produzida.

b) A receita (R) pela venda de uma determinada mercadoria nada mais € do que o produto do
preco de venda pela quantidade vendida, ou seja, R = p.q. Como o preco de venda é de R$ 52,50

a unidade e X representa a quantidade vendida, entdo R =52,50.X.



c) Os gréficos das retas C =40x+5000 e R=52,50.x estdo representados abaixo:

Y=R$
=40x+5.000
R=52,5.x
33.000--------- - #B
1
1
I
I
25.000f - - - - - oA |
PE ! i PE= Ponto de Equilibrio (R=C)
D I
| | |
| | |
| | I
C=5.000 Lo !
P : X( Produzida e Vendida)
ol 4007500 700

Observe que as retas C=40x+5000 e R=52,5.x estdo representadas apenas no 1°
quadrante, pois o valor de X que representa a producao e a venda € sempre maior ou igual a zero
(x>0).

Logo, se a producéo for de zero unidade, a empresa terd um custo de R$ 5.000,00, que,
em Economia, é denominado custo fixo, devido ao fato de que existem custos fixos que néo

dependem da producdo como, por exemplo, aluguel, folha de pagamento entre outras.

O ponto de interseccdo entre a Receita (R) e o Custo(C) e é denominado, em Economia,

como Ponto de Equilibrio (PE). Para determinar esse ponto, basta resolver a equagcdo R = C que

neste caso encontraremos X = 400 unidades. Este ponto de equilibrio significa que o lucro obtido
pela producdo e venda de 400 unidades é zero. Observe pelo grafico acima, que se X > 400 a

empresa obtera lucro e, caso X < 400, a empresa tera prejuizo.

3.4.2.1 Equagdes Paramétricas da Reta

Vimos que a equacdo de uma reta pode ser apresentada nas formas: geral, reduzida ou

fundamental.

Por exemplo, a equacéo geral 2x+4y+4 =0 representa umareta .
Observe que se x=t+2,onde te IR, entdo 2(t+2)+4y+4=0= y=—%t—2.

Desta forma, a reta r pode ser representada pelas equagdes
X=t+2

t
=2
Y=73

denominadas Equac8es Paramétricas da Reta.

teR



Generalizando, podemos apresentar as coordenadas de cada ponto P =(Xx,y) de uma
reta r em funcdo de um parametro t.

_{x =f(t)
ly=9@®’
onde f(t) e g(t) sdo expressdes do 1° grau. Estas sdo as equagdes paramétricas daretar.

Exemplo 7: Considere a reta r representada por suas equacbes paramétricas, dadas por

X=t+1
r :{ ot 13 t € R. Determinar a Equacédo Reduzida e Equacéo Geral dareta r.
y=—ct+

Resolucdo: Note que se x=t+1 entdo t=x-1. Substituindo na segunda equacdo y=-2t+3
teremos, y=-2(x-1)+3=y=-2x+5.
Portanto, a equacao reduzida da reta é dada por y=—-2X+5 e a equacao geral da reta é

dada por 2x+y—-5=0.

Exemplo 8: Um ponto P =(X,Yy) descreve uma trajetéria no plano cartesiano, tendo sua posicéao

X =2t
a cada instante t (t >0) dada pelas equagtes { . Determine a distancia percorrida pelo

ponto P =(X,y) para 0 <t <3.
Resolucdo: Para t=0 temos x =2:0=0ey =3-0 -2 = -2 e assim obtemos o ponto da reta

R, =(0,2). Analogamente quando t=3, teremos x =2:3=6ey =3:3-2 =7 e obtemos outro
ponto daretar, P,=(6,7).
Desta forma, iremos calcular a distancia percorrida pelo ponto P(x, y) (para 0<t<3) do

ponto inicial P, =(0,-2) (t=0)ao ponto final P, =(6,7) (t=3).

Logo d(F’l,Pz):\/(6—0)2+(7—(—2))2 —=/36+81=+117 =3\/13. Portanto a distancia
percorrida pelo ponto P =(X,y) para 0<t<3é 313 u.c.

Xx=2t
Observacdo: Como r:{ 3t_2’ podemos determinar a equacdo geral da reta da fazendo
y=ol-

tzge assim, y=3—2X—2:>gx—y—2=O ou, equivalentemente, 3x — 2y —4 = 0.

Acesse a plataforma e vocé encontrara uma Licdo com varios Videos
Aula para ajudar a vocé com o contetdo sobre Retas. Participe também
do forum de discussédo para ampliar seu conhecimento sobre Equacdes
da Reta.

P ———
e

~

A ®




Praticando para Aprender

Exercicio 3: Escreva a equacao reduzida da reta que passa pelos pontos:
a)A=(52)eB=(-13) b)C =(0,—4)eD =(1,6) C)E=(-12,7)eF =(-5,2)

Exercicio 4: Se a reta r tem coeficiente angular -6 e coeficiente linear -9, entdo a equagéo

reduzida dareta r é:

ay=9x—-6 b)y=-9x-6 ¢c)y=6x-9 d)y=-6x-9 e)y=-2x-3
Exercicio 5: Certa empresa oferece um salario mensal fixo no valor de R$ 750,00 e mais uma
comissdo que corresponde a 15 % do valor (em reais) das vendas feitas pelo funcionario. O

gréfico a seguir apresenta o salario de um funcionario dessa empresa em funcéo do valor (em

reais) de suas vendas.

y a) Escreva uma funcdo que representa o salario de um

funcionario a partir do valor das vendas feitas por ele.

b) Qual é o salario desse funcionario se o valor de suas
vendas for de R$ 750,007 E se for R$1.200,00?

c) Quanto deve ser o total das vendas realizadas por um

Of——m e —- — =

funcionario para que seu salario seja de R$1.800,00?

Exercicio 6: (U.Taubaté) A inclinag&o da reta que passa pelos pontos A=(3,7) e B=(5,9) é:
a)30° b)45° )60 d)oo e)135

Exercicio 7: Obtenha o valor de a e do coeficiente angular m, da reta, através do grafico abaixo:
\p

a|==

135°

Exercicio 8: (UFMS) Se o ponto P =(a,b) pertence a reta determinada pelos pontos M = (4, 3)
e N =(5,1), entdo:
a)2a—b-5=0 b)2a+b-11=0 c)a+2b-11=0 d)a—-2b+5=0 e)a+b-7=0
Exercicio 9: (UFPE) A equacéo cartesiana da reta que passa pelo ponto (1,1) e tem inclinacdo de
60° é:
a2x-y=+2-1 b)\3x+y=1-+3 0)\V3x-y=+3-1

5 B BB

3
d)—x+y=1-— g)—X-y=—-1
) 2 Y 2 ) 2 Y 3



3.5 Posi¢ao Relativa de Duas Retas

Duas retas r e s contidas no mesmo plano sédo coincidentes, paralelas ou concorrentes.

Desta forma, note que duas retas r e S sdo paralelas ou coincidentes se, e somente se, possuem

o mesmo coeficiente angular (m, = ms) , OU N&o existem m_em,.

r |

m=mg => /s ~ .
m,e mndo existem => /s

a=p=90°

Conseqlientemente, duas retas séo concorrentes se m, # m, ou somente um dos
coeficientes m_ou m,, néo existe.

m, néo existe

Um caso de retas concorrentes é quando r e s sdo perpendiculares.

Sabemos que m, =tga e m, =tg/, e mais, que a soma dos angulos internos do triangulo

ABC €é180° e assim =90+« .



sen(90°+«a

Desta forma, tgf=tg(90°+a)=————=. Da trigonometria, temos que
cos(90°+a)
1 .
sen(90°+a)=cosa, cos(90°+a)=—sena e cotga = o assim:
Ja
Ccos 1 . 1
tgf = a =-cotga =———, ou seja, M =——<m.m, =-1.
—sena tga m,

Portanto, duas retas, nenhuma delas vertical, sdo perpendiculares se, e somente se, 0

coeficiente angular de uma delas for oposto do inverso do coeficiente angular da outra, ou seja,

Note que, sendo r uma reta vertical, uma reta s é perpendicular a r se, e somente se, S

horizontal (ms = 0).

Exemplo 9: Qual é a equacdo reduzida da reta mediatriz do segmento E, dados
A:(3,1) e B:(5,3)?
Resolucdo: A mediatriz do segmento AB & a reta gue passa pelo ponto médio M de AB e é

perpendicular a reta AB.




3+5 1+3 -1
Temosque M =| — ,— |=(4,2), m,, = =
q ( 2 2 j ( ) 8T

w

=1 e que m, :—i:—l.
AB

w‘
NN

Pela equagéo fundamental da reta, y—y,, =m, (X—Xx,, ) e assim y—2=-1(x—4).

Portanto, a equacgéo reduzida da mediatriz é s:y=—-X+6.

Exemplo 10: A reta r perpendicular a bissetriz dos quadrantes impares (1° e 3°) e intercepta um
eixo coordenado no ponto P = (O, 2). Escreva a equacéo geral daretar.

Resolucdo: Observe a ilustragéo gréafica abaixo.

3 Y
r
5 P
1
o | A45° X
1 0 1 2 3 4
-1
Bissetriz

Para encontrar a equagéo geral da reta r precisamos do coeficiente angular m, e do ponto da reta

: ~ 1 . .
P:(O,Z). Como r € perpendicular a s entdo m, =—-—_. Pelo grafico acima m, =tg45°=1 e
mS

assim m, =-1.
A equagdo fundamental é dada por y—y, =mr(x—xp). Logo r:y—-2=-1(x-0) e,

portanto a equacéo geraldaretaré x+y—2=0.

Exemplo 11: Determine a equacao reduzida da reta r que passa pelo ponto P=(—1,—2) e é
perpendicular & reta S representada no grafico abaixo.

Y




Resolucéo:
Para determinar a equacao da reta que passa por P = (—1, —2)e que é perpendicular a reta

S precisamos determinar m,, dado por m =——. Como a reta S passa pelos pontos
mS
A=(6,0) e B=(0,2), entio m =22 = 2 _ 1,
0-6 6 3

. 1 ~
Assim m, = —m = 3. Desta forma pela equacéo fundamental da reta teremos:
/3

r:y—(-2)=3(x—-(-1))=r: que é a equacdo reduzida da reta (ver figura abaixo).

Caso vocé queira determinar o ponto Q, que é a interseccdo entre as retas r e S,
procederemos da seguinte forma.

Primeiramente, precisamos da equagdo da reta s. Como S passa pelo ponto

A=(6,0) em, =—% entao s:y—O=—%(x—6):>s: y=—%x+2 .

Assim, como Q er e Qes entdo o ponto Q sera a solugdo do sistema:
y=3x+1 (retar)

y:—%x+2 (retas)’
1 3 ) 19
Teremos 3x+1= “3 X+2= X=— e conseqlientemente y = 0

. . ) 3 19
Portanto o ponto de intersecdo das retas re s é o pontoQ = 0'10)

Praticando para Aprender
Exercicio 10: Sejam as retas q:%x+3:y,r:3—2x—y=0,s:3y+2x=6 e

t:2y —Xx—6=0. Determine a posicéo relativa entre as retas:

a)yqes by ret c)teq dser

Exercicio 11: Em um plano cartesiano, construa um triangulo cujos vértices sdo os pontos de
intersecdo das retas r:y=8,5:2x—-2y+4=0 e t:y+XxX=-4, e determine a area desse

tridngulo.



| 3.6 Estudo Complementar da reta

| 3.6.1 Distancia Entre Ponto e Reta

A distancia de um ponto P a uma reta r, denotada por d(P,r), é definida como sendo a
menor distancia entre o ponto P eareta I .

Veja que se o ponto P pertenga areta r, entdo d(P,r)=0.

Agora, caso o ponto P n&o pertenca a reta I, entdo a distancia entre um ponto P a uma
reta r é a distancia entre P e Q, onde Q é a projecéo ortogonal de P sobre r.

Por exemplo, no exemplo 11 encontramos a equacdo da reta r que passa pelo ponto

P =(-1-2) e é perpendicular areta s :%x+ y—-2=0.

O ponto Q:(%,%jé a interseccdo das retas r e S, e 0 segmento % € a projecao

ortogonal de P sobre a reta s.

Vamos calcular a distancia do ponto P =(—1,—2) ao ponto Q = (% , %} _

Neste caso, temos d (P,Q)= \/(%—(—l)jz +(%—(—2)j2 = \/[%T +(%j2 =

~ \/169+1521_ \/1690_ 13 1310
100 100 V100 10 10 °




oA 1 ]
Portanto a distancia entre o ponto P:(—l,—2)e a reta s:—x+y-2=0¢

d(P,s)=@u. C.

1

Generalizando o raciocinio utilizado no exemplo 11, obtemos o resultado descrito pelo
teorema a seguir.

Teorema 2: A distancia d entre um ponto P =(X,,Y,) e umareta r:ax+by+c=0¢& dada por:

~ |ax, + by, +¢|

Ja? +b?

d=d(P,r)

Devido a extensdo, ndo apresentaremos a demonstracdo deste teorema. No entanto, na
disciplina de Calculo Vetorial vocé encontrard este teorema com uma demonstracdo bastante
simples.

Exemplo 12: Calcular a distancia entre as retas r:2xXx+y+4=0es:4x+2y—-6=0.
Resolucéo:

Primeiramente vamos verificar a posicao relativa entre as retas pois, caso as retas sejam

concorrentes ou coincidentes, a distancia entre elas sera zero.

r coincidente com s

d(r,s)=0

Caso as retas r e s sejam paralelas, vamos calcular a distancia entre elas tomando um

ponto P qualquer de uma delas e calculamos a distancia do ponto P a outra reta.

Pelas equacdes das retas r e s dadas, encontramos m, =—2=m,, pois r:y=-2x—4 e

S:y=-2Xx+3,eassim r/ls.



Fazendo x=1 na equac&o da reta r encontraremos Yy =-6, ou seja, o ponto P :(1, —6)

pertence aretar.

Como d(P,s)zw,onde P=(1,—6) e S:4x+2y—6=0, entéo

Ja? +b?

_[41+2.(-6)-6 _ 745

d(r,s)=d(P,s)= N =
75

Portanto, a distanciad entrere s é d =d(r,s) = ?

/' Faremos algumas aplicacdes da teoria dos determinantes na geometria
analitica. Tal teoria vai nos ajudar no calculo de areas de poligonos bem
como estabelecer uma condicdo para o alinhamento de trés pontos.
Acesse a Plataforma Moodle para encontrar diversos problemas
envolvendo este conteddo. Vocé encontrara também uma Licdo com
varios Videos Aula para ajudar a vocé com o contetdo sobre Posicao

Relativas entre Duas Retas. Participe também do férum de discussdo

\  para ampliar seu conhecimento sobre Equacdes da Reta. ]

Praticando para Aprender

Exercicio 12: Determine a distdncia entre as retas paralelas r:12x-5y—-2=0 e
$:12x -5y +24=0.
Exercicio 13: Em cada item, calcule a distancia entre o ponto A eareta I .

a) A=(2,2) er:2y+x—-1=0 b) A=(-13)er:y—-3x+6=0

N 4

y d) Y

c)

45° X

W




3.6.2 Condigao de Alinhamento de Trés Pontos

Considere trés pontos A=(x,,Y;), B=(X,,¥,) € C=(x,,Y;).
A equagdo da reta r que passa pelos pontos B=(Xx,,Y,) e C=(X,, ;) é dada por:

ry-y, =%(x—x2). E assim:
3 2

(% =% ) (Y= ¥2) =(Ya = Y2 ) (X=%,) =
= XY = XY, =X Y+ Xy = Y XA Yo X, + Y, X— YKy =0
= (Y, = Ya) X+ (X =%,). Y +(X,Y; —XY,)=0=
:w.x+w.y+(x2y3—x3yz):0.

a b c

Se os pontos A, B e C estiverem alinhados entdo o ponto A:(xi, yl) pertence a reta r e,
desta forma, satisfaz & equagdo (Y, —Y;)-X+(X =%, ).y +(X,Y; —X;¥,)=0 e assim teremos a

igualdade (Y, —Y;).X +(X—%,).Y; +(X,¥;—XY,)=0. Essa igualdade nada mais é do

¥ o1
det| x, y, 1|=0.
X Y 1

Acabamos de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3: Trés pontos A=(x,,Y;), B=(x,,¥,)e C=(X,,y;) séo colineares se, e somente se,

Xy 1
det| x, vy, 1|=0.
X, Yy, 1
P (xy) x y 1
A.B e P s8o colineares se, e somente se, et X Y 11=0-
B2 X, ¥, 1
A(X1<y1)

Como conseqiiéncia do teorema acima, podemos encontrar a equacao geral de uma reta

que passa pelos pontos distintos A=(x,Y,) e B=(X,,Y,).

Se P :(x, y) € um ponto genérico da reta r que passa por A e B. Entdo P, A e B sao

x y 1
colineares e assim pelo teorema 3 temos: det| x, 'y, 1|=0.
X Y, 1

Calculando o determinante acima obtemos (Y, — Y;).X+(X; —X,).y +(X,Y; —X;¥,) =0 que
%,—/

—_— T
a C

representa a equacao geral daretar.



3.6.3 Area de um Triangulo

Veremos um teorema a seguir, 0 qual nos ajudard a determinar a area de qualquer
triangulo ABC.

Teorema 4: A area de um tridngulo cujos vértices s&o A=(X,Y,), B=(X,,Y,) eC=(X;,y,) €

dada por:
A:7,onde D=det|x, vy, 1|.
O
Demonstracéo:

Observe a figura abaixo:

d(B,C)Z.d(A,r), onde d(B,C)é a

distancia entre os pontosBe Ce d (A, r) € a distancia do ponto A a reta r que passa pelos pontos
BeC.

Note que a area do triangulo ABC € dada por A, =

Temos que, d(B,C)= \j(xa —x2)2 +(Ys— Y, )2 , € que a equacio geral da reta r, que passa
por B e C, é dada por:

x y 1
det| x, y, 1 :O:>r:(y2—ya).x+(x3—xz).y+(x2y3—x3y2):0.
2 2

Calculando a distancia entre o ponto A= (X1 yl) e a reta r pelo teorema 2, encontramos:
D

(yz _ys)X1+(X3_Xz)y1+(xzy3_xsyz)

d(Ar)= -
\j(%_yz) +(X3 Xz)
d(B.C)
Xy 1
Como javimos, (Y, —Y;)X +(X =X, ).Y; +(X,Y; —X;y,)=det| x, y, 1|=D eque
X Ys 1

~ 1 1 D
d(B,C)=\/(X3_X2)2+(y3_y2)2 , entéo AA=§d(B C)d(Ar) _EM /L|B/|(fj

D
Portanto a area de um tridngulo cujos vértices séo A,BeC ¢é A, = %



Praticando para Aprender

Exercicio 14: Usando a condicdo de alinhamento por determinante, verifique se os pontos A,Be
C s&o ou ndo colineares nos seguintes casos:

a) A=(0,-1), B=(3,5) e C = (L1) b)A=(4,5), B=(L0) e C—(2,3)

Exercicio 15: Calcule a area do quadrilatero ABCD do grafico abaixo:

5{Y

T P ]

Exercicio 16: (UEMA) Um valor de Kk , de modo que a area do triangulo determinado pelos pontos
A=(0,1), B=(-2,4) e C=(k,k—1) seja 10 unidades é:
a)k =3 bk =4 c)kz—% d)k=-3 e)k:%

Exercicio 17: (Unicamp-SP)Considere, no plano Xy, as retas y=1, y=2X-5 e
X—2y+5=0.

a) Quais sédo as coordenadas dos vértices do triangulo ABC formado por essas retas?
b) Qual é a area do triangulo ABC?

Exercicio 18: Considere as circunferéncias de centros em A e B, de mesmo raio e tangentes em
C. Considere também a circunferéncia de centro C.

51y

a) Determine as coordenadas do ponto C.
b) Qual é o raio da circunferéncia com centro em C?

c) Determine a equacao da reta que passa pelos

- pontos A e B.

4 Avaliando o que foi Construido

Nesta unidade fizemos o estudo do ponto e da reta. Amplie sua visdo sobre o assunto
desta unidade visitando sempre o Moodle e pesquisando na bibliografia sugerida. Os assuntos
aqui sao tratados de forma sucinta. Cabe a vocé procurar expandir seu conhecimento sempre
resolvendo os exercicios deixados na plataforma e tirando suas duvidas com os professores

tutores. Acesse a plataforma Moolde e acompanhe as discussfes sobre o contelido nos féruns.
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Unidade 5

Geometria Analitica II: Estudo das Conicas

| 1 Situando a Tematica

As cbnicas foram de fundamental importancia para o desenvolvimento da astronomia,
sendo descritos na antiguidade por Apolénio de Perga, um gebmetra grego. Mais tarde, Kepler e
Galileu mostraram que essas curvas ocorrem em fendmenos naturais como nas trajetérias de um

projétil ou de um planeta.

2 Problematizando a Tematica

Vimos nas secdes anteriores, por exemplo, que a equagcao —2X+5y+8=0 representa

uma reta r no plano cartesiano. Do mesmo modo como fizemos com a reta I, vamos aqui associar
a cada conica (circunferéncia, elipse, parabola e hipérbole) uma equacéo e, a partir dai, estudar

as suas propriedades.

| 3 Conhecendo a Tematica

| 31 Preliminares: Completamento de Quadrado

Antes de iniciarmos o estudo da cénicas, apresentaremos um procedimento conhecido

como Completamento de Quadrado. Na algebra elementar, o completamento de quadrado é uma
técnica para converter um polinbmio quadratico da forma ax’+bx+c para a forma

a(x—m)>+k, ou a(x+m)*>+k, onde mk sio constantes a serem determinadas. Em
matematica, o completamento de quadrado é considerado uma operacdo algébrica basica, e
geralmente é aplicada sem qualquer indicacdo durante os cdlculos envolvendo polinémios
quadraticos.

Antes de descrevermos como faremos o completamento de quadrados, observe que
(Xx—m)* = x> —2mx+m?* e que (X+m)> = x> +2mx+m*. Note que, (X—4)> =x*-8x+16 e
assim teremos X° —8X = (X —4)* —16. Veja a seguir 0 passo-a-passo do processo de

completamento de quadrado.


http://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_elementar
http://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=Polin%C3%B4mio_quadr%C3%A1tico&action=edit&redlink=1

Passo-a-Passo para o Completamento de Quadrado

Para entender o Passo-a-Passo do processo de completamento de quadrado, vejamos

como se d& o processo de completamento de quadrado para a seguinte expressao x> —8X.

Passo 1. Extraimos a raiz do primeiro termo:
2
X —8X
B2 =x

Passo 2: Com base no segundo termo, 8X, resolva a equacdo 2m =8, para determinar o valor
de m:

2
X — 8X
F 2m==8
X=X Im=4
Passo 3: Adicionamos e subtraimos o termo m® na expressao X* —8x:

X° — 8X =X°—8x+4° -4’
V2= e

Passo 4: Perceba agora que os trés primeiros termos X’ —8X+4’ formam um trinémio

guadrado perfeito. Fatorando esse termo teremos:
x? — 8x =x"—-8x+4’—4°=(x—4)"-16
F:X 2X (X_4)2
X* —8x=(x-4)°-16

1

Sinais iguais

Exemplo 1: Utilize o completamento de quadrado para transformar a expresséo y2 +6y na
forma (y+m)?—m?.
Resolucéo: Utilizado os passos descritos acima teremos:

y* +6y =y +6y +3 -3 =(y+3)°-9.

7 2 2m=6 Completamentode
y =y m=3 Quadrado

Portanto, Y° +6Yy =(y+3)*-9.
ortanto, Y Yy (y )



Exemplo 2: Utilize o completamento de quadrado para transformar a expressao 2X>+8X na

forma a(x+m)* +k.

Resolucdo: Neste caso, iremos inicialmente colocar o valor 2 em evidéncia na expressdo
2X° +8X e assim, 2X° +8X = 2(X* +4X). O que faremos é o completamento de quadrado no

termo X*+4X e depois multiplicaremos por 2.

Note que, X° + 4X =X"+4x +2°-2° =(x+2)*-4.
H—/

J=x 2m=4 Completamentode
m=2 Quadrado

Desta forma, X’ +4X=(X+2)° —4 entdo
T_ >
2X° +8x =2(X* +4x) = 2| (x+2)° -4 |=2(x+2)* -8,

Portanto, 2X° +8X = 2(X+2)* —8.

Na Plataforma Moodle vocé encontrara uma licdo que contém varios

videos aula envolvendo completamento de quadrado. Aproveite para exercitar

ja que trabalharemos essa ferramenta com bastante frequéncia.
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Praticando para Aprender

Exercicio 1. Complete agora, o quadrado de cada expressdo, colocando-a na forma
(x+m)” +k.

a)x’ +6x b) x* —10x c)x* —5x d)x* -12x-10 e)x* —2x-5
f)x*+3x+4 9)4x° +8x h)7x* —21x+2 i)16x*+8x+1 j)4x* —5x+6

Exercicio 2: Resolva as equagfes abaixo, conforme ilustrado no exemplo da primeira linha do
guadro abaixo.

a)x* +6x-16=0 | X’ +6x+9-9-16=0 | (x+3)°-25=0 | (x+3)°=25| Xx=20u
X=-8

b)x* —-8x+12=0

c)x*+10x-75=0

d)x* —-16x+15=0

e)x*—6x+7=0

f)x*—5x+6=0




3.2 Circunferéncia

Sabemos da geometria elementar que circunferéncia é o conjunto de todos os pontos

equidistantes de um ponto fixo C = (XO, yo) denominado centro da circunferéncia.

P

Considerando o centro da circunferéncia como sendo o ponto C =(X,,Y, ), I sendo o raio

e P =(X,y) um ponto da circunferéncia, temos:

d(C,P):\/(x—xo)z+(y—yo)2 =r= (x—x0)2+(y—yo)2 =r’.

Portanto, uma circunferéncia de centro C= (xo, yo) e raio r tem equacao
(x=x,)"+(y—VY,)" =r?, denominada Equagao Reduzida da circunferéncia.

Y
3

Circunferéncia
de centro C=(1,2)

D a (x=1) +(y-2)* =1

]

(.
N

0 e raio 1.
XX +y’=4 0
Circunferéncia
de centro C=(0,0)
e raio 2.
~ . 2 2
Desenvolvendo  a  equagéo reduzida (X=%,) +(y—Vy,) =r temos:

X2+ Y2 —2XX—-2y,y+Xx>+y, - —r’=0. Esta equacdo €é chamada equagdo geral da
circunferéncia.

Exemplo 3: Determine o centro e o raio da circunferéncia x° +y>—4x—8y+19=0.

Resolucéo:

Da equacdo geral X°+Yy°—4x—-8y+19=0, vamos encontrar a equacdo reduzida
(x—xo)2 +(y- yo)2 =r’.

Vamos utilizar o processo de completamento de quadrado. Para isso, lembramos que
X2 = 2X X+ X,° :(x—xo)ze yi=2y,y+y, =(y- yo)2 .

Com base na equagdo X°+Yy°>—4x—8y+19=0 separamos os termos que envolvam as

variaveis X e Yy, da seguinte forma:



) X* —4 x=x—4x+2°-2"=(x=2)" -4 e ) y* -8 y=y* -8y +4*—4>=(y-4)" 16

2%,=4 2 2y,=8
= (-2) N (v-4f

Desta maneira, de (l) e (Il) temos:
X+ Yy —Ax—8y+19=0=>x"—4x+y* -8y +19=0=>(x—-2)°—4+(y—4)°—16+19=0

=>(x-2)"+(y-4)°=1

Logo, a equacao (x—2)2 +(y—4)2 =1 é de uma circunferéncia de centro C =(2,4) e raio = 1.

Exemplo 4: Determine a equacédo da circunferéncia que passa pela origem e tem centro no ponto
C=(34).

2 . A~ .
=r?. Como esta circunferéncia

Resolucdo: A equacdo da circunferéncia é (x—xo)2 +(y-Y,)
tem centro no ponto C = (3,4) entéo (x—3)2+(y—4)2 =r?. A origem (0,0) é um ponto da
circunferéncia e assim podemos escrever:

(0-3)°+(0-4)’ =r’= 9+16=r> = .

Portanto, (x—3)2 +(y —4)2 =25 é a equacdo da circunferéncia pedida.

Exemplo 5: A circunferéncia representada no grafico abaixo passa pelos pontos A e B. Determine

sua equacao reduzida.

A(2,1)

B(3.,0)

Resolucéo:
A equacdo reduzida da circunferéncia de centro C :(XO,O) é (x—xo)2 +(y—0)2 =re.

Como A=(2,1)e B=(3,0) pertencem a circunferéncia, temos:
(1) (2-%,) +22=r? (1) (3-x,)"+0=r?
De (1) e (ll) temos (2—XO)2+1:(3—X0)2, ou seja, 4—4x0+/xg(+1:9—6x0+/x{ e,
portanto X, =2 . Desta forma, a equacgéo reduzida da circunferéncia é (x— 2)2 +yi=r2.

Vamos determinar o valor de r?. Para isso lembramos que o ponto B = (3,0) pertence a
. A~ . . 2
circunferéncia, assim: (3—-2)" +0% =r? ==r.

Portanto (X— 2)2 +Yy® =1 é a equacao reduzida da circunferéncia pedida.



3.2.1 Posi¢ao de um Ponto em Relagdao a uma Circunferéncia

Em relag&o a circunferéncia (x— xo)2 +(y- yo)2 =r?, um ponto P =(m,n) pode ocupar
as seguintes posicoes:

P
P
P & exterior & P pertence & P é interior &
circunferéncia se, e circunferéncia se, e circunferéncia se, e
somente se, d(P,c)>r» somente se, d(P,c)=r somente se, d(p,c)<r,
ou seja, ou seja, ou seja,
2 2
(M=%,)" +(n=y,) >r’ (M=) +(n=y,) =r (m—x,)" +(n=y,)" <r-
(Figura 1) (Figura 2) (Figura 3)

Assim para determinar a posicdo de um ponto P = (m, n) em relacdo a uma circunferéncia,
basta substituir as coordenadas desse ponto na express&o (X — XO)2 +(y- yo)2 e observar que:
1° caso: Se (m-— xo)2 +(n— yo)2 >r?, P é exterior & circunferéncia (Figura 1);

2_

2° caso: Se (m - xo)2 + (n - yo) r’, P pertence & circunferéncia (Figura 2);

3° caso: Se (m— X0)2 +(n— y0)2 <r?, P é interior & circunferéncia (Figura 3).

3.2.2 Posicoes Relativas entre Reta e Circunferéncia

Analogamente, como fizemos na secao anterior, dado uma reta S: AX+By+D =0 e uma

. ~ . 2 2 ~ ¢~ . ..
circunferéncia A:(x—xX,) +(y—Y,) =r’ temos trés posicSes relativas possiveis da reta s e a
circunferéncia.

Caso 1: s é exterior a circunferéncia (s A =9);

Observe que, neste caso, a
distadncia d(C,s) entre o centro Ce a
reta s é maior do que o raio r.




Caso 2: s é tangente & circunferéncia (sNA=P(x,Y,));

Observe que, neste caso, a
distancia d(C,s) entre o centro C e a
reta s éiqual ao raio r.

L=
Caso 3: s é secante a circunferéncia (s NA={A B})
S Observe que, neste caso, a
distancia d(C,s) entreo centroCe a
d(C,s)<r A reta s € menor do que o raior.

ey, —

w

Sabemos que a distancia entre um ponto C=(X,,Yy,) € uma reta s: Ax+By+D=0 &

Ax +By +D
dada por d (C,S) = % e assim basta calcular o valor de d (C, s) e verificar qual dos
A°+B

casos acima teremos. Veja o exercicio abaixo.

Exemplo 6: Qual é a posicdo da reta s:3x+y—-19=0 em relacdo a circunferéncia

A (x—2)2 +(y—3)2 =10. Caso a reta intercepte a circunferéncia, encontre os referidos pontos de
interseccéao.
Resolucdo: Primeiramente vamos determinar a posicdo da reta s em relagdo a circunferéncia.
Para isso vamos calcular a distancia do centro C =(2,3) da circunferéncia a reta
s:3x+y—-19=0.
Logo. d(C,s):|3'2+1'3_19|:|_10|: 10 :10\/1_041—0'
Fif 0 Vo 10

Como d (C, S) = r,(r = «/10) entdo a reta S é tangente a circunferéncia A .

Iremos agora determinar o ponto P=(x1vyl) gue € interseccdo entre a reta

s:3x+Yy—-19=0 e a circunferéncia A:(X—Z)2 +(y—3)2 =10.



Observe que Pes e Pe A eassimoponto P = (xl, yl) satisfaz as equacoes
3X+y-19=0
(x=2)° +(y-3)° =10

Vamos encontrar a solu¢éo do sistema acima para determinar o ponto P(Xl, yl) .

Temos:
{3x+y—19=0 'y =-3x+19 (1)

(x=2) +(y-3)' =10 | (x=2)+(y—3) =10 (1)
Substituindo (I) em (Il) temos:
(x=2)" +(-3x+19-3)° =10= (x—-2)" +(-3x+16)" =10=
= X? —4x+4+9x* ~96x+256 =10 = 10x*—~100x+250=0 (+10)=

= [x2 -10x+25=0|.
E assim x'=Xx"=5(note que encontramos uma unica solugdo, pois a reta S é tangente a

A). Desta forma, como y =-3x+19 encontramos Yy =-3.5+19=4 e o ponto de tangéncia entre a

retase 1 éoponto P=(54).

O exemplo 6 nos leva a pensar e concluir que em qualquer uma das trés possiveis

posicdes relativas entre a reta s: AX+By+D =0 e a circunferéncia /1:(X—a)2 +(y—b)2 =r’o

conjunto SN A é o conjunto soluc&o do sistema (*) -

Ax+By+D=0
(x—xo)2+(y—yo)2:r

Esse sistema podera ser classificado como:

¢ Sl-Sistema Impossivel se, e somente se, a reta s € exterior a circunferéncia 4 ;
e SPD- Sistema Possivel com solugdo Unica se, e somente se, a reta S € tangente a
circunferéncia A ;

e SPI- Sistema Possivel com duas solucGes se, e somente se, a reta S € secante a
circunferéncia A .

Note que, do sistema (*) resultard uma equacdo do 2° grau e assim o valor do

discriminante (A), dessa equacdo determinara a posicdo relativa entre a reta S e a

circunferéncia A .




3.2.3 Posi¢des Relativas entre Duas Circunferéncias

Dadas duas circunferéncias 4 :(x—al)2 Jr(y—bl)2 =r’e A, :(X—az)2 +(y—b?_)2 =
distintas, podemos obter dois, um ou nenhum ponto em comum.

Caso 1 Caso 2 Caso 3

. 2 2 2
| A(x=a) +(y-h) 1" =0 | .
Resolvendo o sistema , : descobrimos quantos e quais sdo 0s
21 (x—a,)" +(y—b,) —r,*=0
pontos comuns entre 4, e A,. Além disso, no segundo caso (um ponto comum) e no terceiro caso

(nenhum ponto em comum) podemos identificar a posi¢ao relativa usando os raios, I, er,, e a

distancia entre os centros d(C,,C,).

Vejamos o exercicio resolvido a seguir.

Exemplo 7: Verificar a posicao relativa entre as circunferéncias dadas.
(a)A:x*+y*=30 e oz:(x-3)2+y2 =9
(b)/1:(x+2)2 +(y—2)2 =le a:x*+y*=1

Resolucdo:
X’ +y*=30
(&) Como ja discutimos anteriormente vamos classificar o sistema 5 :
(x-3) +y*=9
Acompanhe:
x*+y>-30=0 x*+y?-30=0.(-1) —X{—/}/+30=0
2, =91, = =
(x-3)"+y*-9=0 X +y°—6x=0 )/+)/—6x:0

= —6Xx+30=0 = [x=5]

Logo substituindo x=5 em uma das equacdes, obteremos y=i\/§. Portanto os pontos

A= (5, \/g) e B= (5,—\/5) séo solucdes do sistema e assim as duas circunferéncia sdo secantes



cujos pontos em comum sao A e B. Observe a representacdo grafica gerada pelo software

Geogebra.

b) Montando o sistema, obtém-se:

X +y* =1 - x*+y*-1=0
(X—2)2+(y—2)2:1 X +y>+4x—4y+7=0

x> +y?-1=0(I)
Agora, vamos resolver o sistema .
X*+y?+4x—4y+7=0(Il)

Fazendo | = Il e efetuando as devidas operacdes obtemos:
Xy 1= 4 Y 1 dx—4y+T > dx—dy+7=-1=
= 4x=4y-8 = .

Substituindo agora X =Yy —2 na equagao (I) teremos:

(y—2)2+y2—1:0:> Y —4y+4+y*-1=0= 2y*-4y+3=0= [A=-8<0|

Como A <0, ndo existe solugdo para o sistema e assim concluimos que as

i la

d(C1,C2)> Tyt

circunferéncias ndo possuem pontos em comum.

2

ou

Vejamos agora qual das duas situagcfes abaixo se verifica:

Vamos calcular d(C.C,). Como C,=(-22) (ﬂ H(x- 2)2 +(y- 2)2 :1) e

C,=(0,0) (@: ¥ +y* =1) ento d(C,,C,)=/(0-(-2))" +(0-2)° =Va+4=18.



Note que r=1r=1 e r+r=2. Como d(C,C,)=B>r+r,=2 entdo as
circunferéncias séo externas. Veja a representacdo geomeétrica dessas circunferéncias.

Y

----x

N

Na Plataforma Moodle vocé encontrard uma licdo que contém
varios videos aula envolvendo circunferéncia. Aproveite para utilizar o
férum para discutir sobre esse conteddo com 0s colegas e ter acesso aos

exercicios resolvidos.

N o o
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Praticando para Aprender
Exercicio 3: Determine as coordenadas do centro e a medida do raio da circunferéncia de
equacao:

a)x’+(y-2°=9 b) X’ +y*+2x-7=0 c)x2+6x+y2+y:—37?

d)y*+8(y—x)+x*+28=0  e)5x’ +5y*+40x-10y+55=0 f)x*+y*-2x-3=0

Exercicio 4: Escreva a equacao reduzida que representa cada circunferéncia.

Y

Exercicio 5: Escreva a equacdo geral da circunferéncia que passa pela origem do sistema
cartesiano e tem centro no ponto C =(—4,2).

Exercicio 6: Determine a posicdo relativa entre as retas e circunferéncias dadas e a
circunferéncia A : x* —10X+ y*+6y+29=0.

ar:y=x+1; c:(x=2)°>+(y+2)*=5 b)r:y+2x=7; c:(x=-7)°+(y-1) =5
C)r:2y—x+6=0; c:x’+y’—-10x+4y =-28 dr:y—-x+7=0; c:x*+y*—4x-2y=0



3.3 Parabola

Podemos visualizar concretamente uma parabola, dirigindo um jato d’agua de uma
mangueira obliguamente para cima e observando a trajetéria percorrida pela agua. Essa trajetoria
€ parte de uma parabola.

Definicdo: Dados um ponto F e uma reta r de um plano, com F ¢r, chamamos de parabola o

conjunto dos pontos desse plano equidistantes da reta r e do ponto F.

ot ------------"2J

r:Reta diretriz d(F,P)=d(P p1)

O ponto F é denominado foco da pardbola e a reta r € denominada diretriz da pardbola. O

eixo de simetria da parabola é a reta S, que passa por F e é perpendicular a diretriz r.

s:Eixo de simetria

d(F,V)=d(V,D)=c

i
i
I
I
I
I
1
i
] .
r:Reta diretriz D P,

Observe que d(F,V)=d(V,D)=c e assim o ponto V nada mais é que o ponto médio do

segmento ﬁ, e é denominado vértice da parabola.

Ampliando seu conhecimento

Se um satélite emite um conjunto de ondas eletromagnéticas, estas poderdo ser
captadas pela sua antena parabdlica, uma vez que o feixe de raios atingira a sua antena
gque tem formato parabdlico e ocorrera a reflexdo desses raios exatamente para um Unico
lugar, denominado o foco da parabola, onde estard um aparelho receptor que convertera as
ondas eletromagnéticas em um sinal que a sua TV podera transformar em ondas, que por
sua vez, significardo filmes, telejornais e outros programas que vocé assiste hormalmente

com maior qualidade.




Nosso objetivo € determinar uma equacao que represente uma parabola. Desta forma, a
partir do foco F e da reta diretriz r, podemos chegar a equacéo da parabola que é formada por

todos os pontos P =(x, y)do plano tal que d(P,F)=d(P,r).

Como ilustracdo, vamos determinar a equacao da parabola que tem como diretriz a reta

r:x=-4 e como foco o ponto F =(6,2) conforme figura abaixo:

Os pontos P =(x,y) que pertencem a parabola sdo tais que d(P,F)=d(P,Q), onde
Q :(_4’ y)

Assim :

d(P,F)=d(P,Q)= y(x-6)° +(y-2)° =y(x+4) +(y-y) =
(x—6)2 +(y—2)2 =(x+4)2 = (y—2)2 :(x+4)2—(x—6)2 =
(y—2)" =x* +8x+16— x> +12x-36 = |(y—2)" =20(x-1)|

=
=

Portanto a equagao (y—2)2=20(x—1)é a equacdo da pardbola que possui foco
F =(6,2) e retadiretriz r:x=—4.

Sabemos que o vértice V da parabola é o ponto médio do segmentoﬁ, onde

F=(6,2)e A=(—4,2)e assim V =(6—;12—;_2j: vV =(12)|.

Pela distancia de V até F encontramos um valor ¢ dado por:

c=d(V,F)=y(6-1) +(2-2) =5.

Observe agora que na equacéo (y—2)2 =20(x—1), obtida anteriormente, aparecem as

coordenadas do vértice x,=1e Yy, =2etambém ovalor c=5:

2
y—-2| =20/ x-1
Yy 4.c Xy



Reciprocamente, a partir da equacdo da parabola, (y—2)2 =20(x—1), podemos chegar
ao vértice V e o valor de ¢, e dali, teremos o foco F e a diretriz r.

Dada a equagao (y—2)2 =20(x—-1). Obtemos V =(1,2)e c=5.

rix=1-5
V(1,2) F(1+5,2)
— -
c=5 c=5

Generalizando, podemos, a partir do foco e da reta diretriz, determinar o vértice
V =(x,,Y,) e o valor de c=d(V,F)como também a equagéo reduzida da parabola. Veja os

casos possiveis.

Caso 1: A reta diretriz r é paralela ao eixo 0y;

Se a concavidade ¢é Se a concavidade é
voltada para a direita, voltada para a
entao a equacao esquerda, entdo a
reduzida da parabola é: equacdo reduzida da
(y—y\,)2:4C(X—XV)- parabola é:

(y—yv)2 =—4c(x—Xx,).

Note que, quando a reta diretriz é paralela ao eixo 0y, o fator da equacdo que contém a
variavel y ficara elevado ao quadrado. Analogamente, se a reta diretriz € paralela ao eixo
0x, o fator da equacdo que contém a variavel X ficara elevado ao quadrado, veja nas

ilustracdes a seguir.




Caso 2: A reta diretriz r é paralela ao eixo Ox.

Se a concavidade é voltada para
baixo, entdo a equacéo reduzida
da parabola é:

Se a concavidade é voltada para
cima, entdo a equacao reduzida
da parabola é:

(x—x,)" =4c.(y-y,). (x=x)" =—4c(y-V,)-

Faremos alguns exercicios para que possamos assimilar e trabalhar melhor a equacgédo

reduzida de uma parabola.
Exemplo 1: Se uma parabola possui equagédo x> —4x—12y—8=0, determine as coordenadas do
vértice, do foco e a equacao da reta diretriz.

Resolucdo: Primeiramente vamos fazer o completamento do quadrado na variavel X.

Temos: Xx*— 4 x= X2—4X+4—4:(X—2)2—4.
2a a?
a=2

Desta forma a equacdo x* —4x—12y—8=0 pode ser escrita na forma:

(x-2)"—4-12y-8=0 = (x-2)" =12y +12 = |(x-2)" =12(y+1)|.

Portanto, da equacdo da parabola (x—2)2 =12(y+1) obtemos V =(2,-1) e
4c=12= C:E:3.
4
Como na equacio (X—Z)2 =12(y+1) o termo envolvendo a variavel x esta elevado ao
guadrado, entdo pelos casos vistos anteriormente, a reta diretriz é paralela ao eixo 0x.
Utilizando o vértice V :(2,—1) e o valor c=3=d(V,F), encontraremos o foco e a reta
diretriz da pardbola esbo¢ando um gréfico no plano cartesiano. Observe:

Yoo c=d(V,F)=3
4 |
1
1
IF (2,-1+¢)=(2,2)
2 .
1
) 1
- 0 ! X
5 4 2 o 6 8 10
' 1V (2,-1)
) 1
1
: 1
riy=-4 ) 1D(2,-1-c)=(2,-4)
; i
1

Logo, V =(2,-1), F=(2,2)e aretadiretriz é r:y=—4.



Exemplo 2: Determine a equagdo da parabola com eixo de simetria perpendicular ao eixo 0y,

vértice V =(2,0) e que passa pelo ponto P =(6,4).

Resolucédo: Fazendo um esbogo gréafico do vértice V =(2,0), do ponto P =(6,4) e partindo do

fato que o eixo de simetria é perpendicular ao eixo 0y, a nossa parabola tem a seguinte forma:

Logo, pelos casos ja mostrados anteriormente, a nossa pardbola possui a seguinte

equacao: (y—yv)2 =4c(x—Xx,) = (y—O)2 =4c(x—2) = |y’ =4c(x-2)|.

Como o ponto P(6,4) pertence a parabola entéo:
42 =4c(6-2)= 16=16c =[c =1]

Portanto a equac&o da parabola é y* =4(x—2).

Na Plataforma Moodle vocé encontrard uma licdo que contém

varios videos aula envolvendo Parabola. Aproveite para utilizar o forum

para discutir sobre esse conteddo com o0s colegas e ter acesso aos

T —

exercicios resolvidos.

S -

N,

Praticando para Aprender

Exercicio 7: Escreva a equacao da parabola representada abaixo.

rv=-1

Exercicio 8: Determine o foco F e a reta diretriz da pardbola de equacao:
a)(y—8)> =—-6(x+3) b)(x—8)*-12y+96=0  ¢)Xx°+6x—-16y+25=0



3.4 Elipse

Em um copo, no formato cilindrico circular, despeje até a metade do copo um liquido de
sua escolha. Depois incline o copo e mantenha-o fixo. A figura formada pelo liquido na lateral do

copo é uma ilustragédo concreta de uma elipse.

Existe outra maneira de se obter uma elipse, em uma tabua pregue dois pregos e arame
neles as extremidades de um barbante maior que a distancia entre os pregos; a seguir desenhe
uma linha na tabua com o auxilio de um lapis apoiado no barbante, mantendo-a o mais esticado

possivel.

2

Definigdo: Fixado dois pontos F, e F, de um plano, tal que d(Fl,FZ):2C, ¢ >0, chama-se
elipse o conjunto dos pontos P =(X,Y)cuja soma das distancias d(P,F) e d(P,F,) é uma
constante 2a, com 2a>2cC.

d(P,F,)+d(P,F,)=2a

Na figura acima temos:

() F, e F, s&o focos da elipse e a distancia focal d(F,,F,)=2c;

() AA, éo eixo maior da elipse e d(A, A, )=2a;

(Il) B,B, é 0 eixo menor da elipse e d(B,,B,)=2b;



(IV) C é o centro da elipse e é o ponto médio do segmento FF,, AA e BB,, e mais,

d(C,F)=d(C,F,)=c.

c - :
V) O numero e =— chama-se excentricidade da elipse.

Dada uma elipse de centro C = (XO, yO), temos 0s seguintes casos

Caso 1: O eixo maior (AiAz)paraIeIo ao eixo 0x;

Neste caso, mostra-se que a elipse pode ser representada pela equacdo reduzida

2 2
X—X -
(x=%) + (Y=Y) =1, com b* =a® —c®(Teorema de Pitagoras).

a’ b?

Caso 2: O eixo maior (AiAZ) paralelo ao eixo Oy.

Neste caso, a elipse pode ser representada pela equacao reduzida

(X_XO)2 (y_y0)2 2 2 2
5 + " =1,com b*=a“-c”.
A demonstracdo destas equacBes € consequéncia direta da definicdo, isto é, se

P=(x,y)é um ponto da elipse de centro C=(X, Y,) e foco F =(x+¢,y,)e F,=(%—C,Y,)

(eixo maior paralelo ao eixo 0x), por exemplo, entdo desenvolvendo d(F,P)+d(F, P)=2a

2 2
(X_Z(O) +(y_2y°) =1, e mais b*> =a® —c?.
a b

onde c=d(C,F)=d(C,F,), obtemos a equac&o
Teremos a oportunidade em nossas aulas de discutir o desenvolvimento da equacéo

reduzida da elipse pelo desenvolvimento de d (P,F,)+d(P,F,)=2a.



Exemplo 1: Determinar a equacéo da elipse de centro na origem e eixo maior horizontal, sendo

2a=10e 2c =6 (distancia focal).

Resolucéo: Temos 2a:10:> e 20263.

Como b? =a?—c? entdio b =25-9=b? =16 =|b=4].

Se 0 eixo maior € horizontal e o centro € na origem, a equacgéo € da forma :

2 2 2 2
X .
> +y—2:1eaSS|m —+y—:1.
a b 25 16
horizontal
2 y2
Exemplo 2: Determinar os focos e a excentricidade da elipse de equacao EJFT =1.

Resolucao: Observe que o centro dessa elipse é o ponto C :(0,0), que a®=9=a=3 e que

b’=4=b=2.

Como b*=a?—c? entfio 4=9-c> =c2=5=|c=+/5.

Pela equacado reduzida observamos que o eixo maior (eixo focal) é paralelo ao eixo Ox.

Como C =(0,0), os focos pertencem ao eixo Ox.
1Y

c=+5

c F,

o5

Logo, os focos séo F, = —\/5,0 e F = \/5,0 , a excentricidade é e=£:
1 2 a

Exemplo 3: Uma elipse tem como equacdo 25x*—50x+4y”+16y—59=0. Escrever esta
equacao na forma reduzida e esbocar o grafico.
Resolucéo:

Primeiramente, iremos agrupar os termos em X, e 0s termos em Yy, e faremos o
completamento de quadrado.

2
(I) 25%2 —50x = 25(x? — 2 x):25(x2—2x+1—1:25[(x—1) —1}

2a=2 2
ao1 (x-1)

a?=1
(1) 4y*+16y =4(y*+ 4 Y)=4(y’ +4y+4-4)=4{(y+2)'-4].
Ay (y+2)°

a’=4



Logo, a equacgdo 25x* —50x+4y” +16y—59 =0 pode ser escrita na forma

25| (x-1) -1 |+ 4| (y+2) ~4]|-59=0=>25(x~1)" ~25+4(y+2) ~16-59 =0 =

= [25(x-1)" +4(y+2)° =100|

Dividindo por 100 ambos os membros desta equagdo, obtemos a forma reduzida:

2 2
(x-1) +(y+2) 1
4 25

Observe que neste caso o maior denominador a =25, se encontra no termo que envolve
a variavel y e assim o eixo focal (ou eixo maior) é paralelo ao eixo 0Oy.

(1) (y+2f
4

Para esbocar o gréfico da elipse or

=1 procedemos da seguinte forma.

() O eixo focal é paralelo ao eixo 0Oy;
(i) a2 =25 e b? =4, assim b*=a’—c? = 4=25-c? =c? =16 =[c =4,
(iii) O ponto C (1, —2) € o centro da elipse. Veja ilustracdo com essas trés etapas;

Y

[N

e m—————
n
-

r
—_—— =
(9]

c=d(C,F,)=4

(=2
e m ==
n

(v) determinar F,F,, A, A, BeB,através dos valores a=5b=2 e c=4, ou seja,
Flz(l,—2+4), F, :(1,—2—4), Al:(l,—2+5), A :(L—2—5), 81:(1—2,—2) e B, :(1+2,—2).
(v) Esbogar o grafico com:

C=(1-2),F=(12),F,=(1-6), A=(13), A=(1-7), B =(-1-2) e B,=(3,-2).

S
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-
a
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Para que possamos entender bem a definicAo da hipérbole, iremos primeiramente
aprender a desenha-la. Desta forma realize a seguinte experiéncia.

(D em uma extremidade de uma haste (pode ser uma régua), prenda a ponta de um barbante;

(Il) fixe as outras extremidades da haste e do barbante em dois pontos distintos, F, e F,, de

uma tabua (a diferenca entre o comprimento d da régua e o comprimento | do barbante

deve ser menor do que a distancia d(F,F,), ou seja, d -1 <d(F,F,));

(1) com a ponta de um lapis, pressione o barbante contra a régua, deslizando o grafite sobre a

tabua, deixando o barbante esticado e sempre junto da régua;

(IV) repita a operagéo, invertendo os pontos de fixa¢éo na tabua, isto €, fixe a haste emF, e o

barbante em F,. Conforme a figura abaixo.

A figura acima construida é denominada hipérbole.
Definicdo: Fixados dois pontos F e F,de um plano, tais que d(Fl,F2)=20,c>0, chama-se
hipérbole o conjunto dos pontos Pz(x, y) de um plano tais que a diferenca, em maddulo, das

distancias  d(F,P) e d(F,P) ¢é constante 2a, com 0<2a<2c, ou

seja, |d(F,P)—d(F,,P)=2a.

| d(P,Fy)-d(PF5) |=2a




Na figura acima temos:

() F, e F, s&o os focos da hipérbole, sendo d(F,,F,)=2c a distancia focal;
() A e A, séo os dois vértices da hipérbole, sendo d(A,A,)=d(F,,A)-d(F,A)=2a
(1) C é o centro da hipérbole, sendo C o ponto médio do segmento %ou do segmento AA,,

ouseja d(F,C)=d(F,,C)=c e d(A,C)=d(A,.,C)=a;
(IV) O namero e:E, € a excentricidade da hipérbole (note que e >1, pois c>a)
a

Dada uma hipérbole de centro C = (XO, yo) temos os seguintes casos:

Caso 1: Se o eixo focal é paralelo ao eixo 0x, entdo a hipérbole pode ser representada pela

(X_XO)2 (y_y0)2

equacao reduzida F =1, como b® =c? —a’ (Teorema Pitagoras).
a

Yo F1 A1 [

Caso 2: Se o eixo focal é paralelo ao eixo 0y, entdo a hipérbole pode ser representada pela

(y—2yO)2 _(x—x0)2

o7 =1 com b?=c?-a%.

equacgéao

Assim como na elipse, a demonstracdo dessas equacdes € consequéncia direta da
definicdo, isto ¢, se P=(X,y)é um ponto da hipérbole de centro C=(X,Y,) e foco

F=(%+CY,)e F,=(x-cCY,) (eixo focal paralelo ao eixo 0x), por exemplo, entdo

desenvolvendo ‘d(Fl,P)—d(FZ,P)‘=2a, onde c=d(C,F)=d(C,F,), obtemos a equagdo

2 2
(X;Z(O) _(y—bZYo) =1, com b? =¢*-a’.




Exemplo 1: Obtenha a equacao reduzida da hipérbole representada abaixo.

Resolucdo:
Pelo grafico vemos que:

) C=(4,6), A,=(7,6)e F,=(9,6);

i) Como d(A,,C)=a,entdo d(A,,C)=3=a;

iii) Como d(F,,C)=c, entdo d(F,,C)=5=c;

iv) O eixo focal é paralelo ao eixo Ox e assim a equacdo da hipérbole é da forma

(X_XO)2 (y_y0)2 —1

a’ b?

Como b’ =c?-a’ =b®*=25-9=Db=4, entdo a equacao reduzida da hipérbole acima é:

(x=4)" (y-6) _
9 16

1.

Exemplo 2: Uma hipérbole tem como equacdo Xx°—9y®>—-6x—18y—9=0. Escreva-a na forma

reduzida.

Resolucéo: Vamos fazer o completamento de quadrados:

() x>~ 6 x:x2—6x+9—9:(x—3)2—9
%/_J

2a=6 2
223 (x-3)

a%=9
(1) -9y* ~18y =-9(y* +2y) = -9(y* +2y +1-1)=-9| (y+1)° -1 ].
Logo a equagdo x°—-9y’-6x—18y-9=0 se transforma na equagdo

X" ~9y” ~6x~18y ~9=0=> (x~3) ~9-9[ (y+1)° ~1|-9=0=

= (x-3)"~9-9(y+1)" ¥ A =0= |(x-3)"-9(y+1)° =9|

o o (x=3)° (y+1)
Dividindo ambos os membros da equacédo acima por 9 teremos: 9 - 1

2

1.




Praticando para Aprender

Exercicio 9: para cada elipse cuja equacdo estd indicada a seguir, calcule a medida do eixo
maior, do eixo menor, a distancia focal e a excentricidade.

2 2 2 2
a)(x+5) +(y+l) -1 b)X—+(y_3) -1
3 8 5 4
c)36x*> +16y° =576 d)9(x—9)* +6(y—7)> =54

Exercicio 10: Verifique quais equacdes representam uma hipérbole e reescreva na forma

reduzida, determine os focos, os vértices e o centro da hipérbole.
a)9x’ +16y° =144 b)8x* -6y’ —32x+36y—-70=0 C)—2x*+16x+5y*+10y+37=0
d)6y’> —4x* -64x—-280=0 €)31-x)°’-y*+2y=1 fY(X+y)(x-y)=4

4 Avaliando o que foi Construido

Nesta unidade, trabalhamos com as equacdes reduzidas das conicas (Circunferéncia,
Parabola, Elipse e Hipérbole). Tudo que conhecemos hoje sobre a astronomia deve-se, em
grande parte, ao estudo das cdnicas. Por exemplo, a Orbita que os planetas fazem em torno do
Sol é descrita por elipses. Isto mostra quao importante € o estudo das Conicas.

Agora é com vocé! Procure participar das discussdes desenvolvidas no ambiente virtual e
sempre que houver duvidas procure seu professor tutor. Lembre-se que 0 conhecimento
matematico é construido gradual e sistematicamente. Procure formar grupo de estudo e esteja

constantemente em contato com a disciplina, seja revisando, exercitando ou discutindo no
Moodle.
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