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Descricédo do Curso

Este curso ird introduzir conceitos e utilizacao de vetores, no espaco tridimensional, para a
resolucdo de varios problemas geométricos como determinar, por exemplo, distancias entre
pontos, projecdes, areas e volumes. Para tais conceitos utilizaremos algumas ferramentas
algébricas, via resolucao de sistemas lineares, matrizes e determinantes.

Depois da apresentacdo dos vetores, iremos utiliza-los como ferramenta para definir as
retas e os planos através de suas equacOes e trataremos os problemas de posicdes relativas,
distancias e angulos entre retas, entre retas e planos e entre planos.

Mostraremos as conicas nas suas formas reduzidas e paramétricas, para depois introduzir
um método mais algébrico para a classificacdo das cbnicas, usando autovalores e autovetores,
determinando, desta maneira, 0s novos eixos coordenados para a conica.

Finalmente, as quadricas serdo exibidas e classificadas a partir de suas equacles
reduzidas, mostrando o processo de construcdo tridimensional da mesma, através de cortes com

os planos coordenados.

Objetivos

Ao final do curso vocé estara habilitado a:

L Compreender o conceito de vetores;

Ter uma compreensao espacial dos vetores;

Operacionalizar vetores de forma geométrica e analitica;

L)  Compreender os resultados geométricos e numéricos associados as operacdes com
vetores;

L Definir as retas e os planos através de suas equacdes, obtidas utilizando-se vetores;
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Determinar as posi¢fes relativas, os angulos, as distancias, as intersecfes entre as
retas, entre as retas e os planos e entre os planos;

Definir e classificar as cOnicas nas formas reduzidas;

Trabalhar com polindmios caracteristicos, autovalores e autovetores;

Classificar uma cbnica dada na forma geral;

BEBBBE

Definir e classificar as quadricas, superficies cilindricas e cbnicas.

Projeto da Disciplina

A disciplina esta estruturada em trés Unidades Tematicas Integradas. Cada uma contém
itens e subitens que os remetem as outras unidades. Os temas abordados serdo acompanhados
de uma exposicdo, uma animacdo, videos ou ilustracbes, com indicacdo de textos de apoio e
problematizacdo das questdes do texto. Para cada Unidade sera aberta uma discussédo no forum

e proposta uma atividade de avaliacéo.

Unidades Tematicas Integradas

Unidade | Vetores

Introducéo
Segmentos Orientados
Norma, direcéo e sentido
Vetores
Operacbes elementares com vetores
Soma
Multiplicacéo por escalar
Combinacgéo Linear
Dependéncia Linear
Angulos entre vetores
Produtos entre vetores
Produto Interno
Produto Vetorial
Produto Misto

Vetores do R® em coordenadas

Exemplos
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Unidade Il Retas e Planos

Introducéo
O plano
Por trés pontos
Por um ponto e dois vetores
Um ponto e um vetor perpendicular
Areta
Por dois pontos
Por um ponto e um vetor
Por dois planos
Posicao relativa
Entre retas
Entre retas e planos
Entre planos
Angulo
Nulo
N&o nulo
Intersecdes
Vazia
N&o vazia
Distancias
Igual a zero
Diferente de zero

Exemplos

Unidade Il Cobnicas e Quadricas

Introducéo
Coénicas
Forma reduzida
Autovalores e autovetores
Classificando as conicas
Quéadricas
Esfera
Elipsoide
Hiperbolbdide de uma folha
Hiperboldide de duas folhas
Paraboloide eliptico

Paraboloide hiperbdlico
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Superficie cbnica

Superficie cilindrica
Exemplos

Conicas

Quéadricas
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1. Situando a Tematica

Nesta unidade estudaremos e definiremos vetores, bem como as operacfes com esses
vetores, obtendo resultados geométricos e analiticos, utilizando como base os conceitos basicos
da trigonometria, como tridngulos retangulos e suas relages.

O tratamento vetorial de varios problemas matematicos e fisicos simplifica a compreenséo
e 0 estudo destes problemas, possibilitando a ampliagdo, generalizagdo e confirmagao dos

conceitos e definicdes existentes.

2. Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por exemplo, area de um triangulo
qualquer, projecdes, volume de um paralelogramo, perpendicularismo, paralelismo e angulos,

utilizando as facilidades dadas pelas propriedades encontradas nos vetores e suas operagoes.

3. Conhecendo a Tematica

3.1 Introducado

O estudo de vetores iniciou-se no final do século XIX. Eles constituem os instrumentos
ideais para o desenvolvimento de muitos conceitos importantes nas varias areas do
conhecimento, como em Fisica e em Matematica.

Existem basicamente trés maneiras de se introduzir o estudo de vetores:

* Geometricamente : os vetores sdo representados por segmentos de reta orientados
(setas) e as operacdes com eles sdo definidas geometricamente;

» Analiticamente : os vetores e correspondentes operacbes sdo descritos em termos de
nameros, chamados componentes dos vetores. A descricdo analitica resulta naturalmente
da descrigdo geométrica, desde que seja introduzido um sistema de coordenadas;

 Axiomaticament e: ndo se faz qualquer tentativa para se descrever um vetor ou as
operacbes algébricas com vetores. Neste caso, vetores e operacbes vetoriais sdo
considerados conceitos ndo definidos, relativamente aos quais se sabe apenas que eles
satisfazem certo conjunto de axiomas. Tal sistema algébrico, com axiomas apropriados,
chama-se espaco vetorial. Em todos os ramos da Matematica se encontram espacos

vetoriais e eles sdo apresentados em cursos de Algebra Linear.

Nesta unidade, inicialmente introduzimos vetores geometricamente de modo construtivo e
ja apelando para a visualizacdo do mesmo, dentro do espaco tridimensional. Depois, utilizamos o

método analitico e geométrico para introduzir outros conceitos e operagoes.
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3.2 Segmentos Orientados

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

i Definicdo: Dados dois pontos distintos A e B quaisquer, que determinam uma reta r, chamaremos :

de segmento AB, ao conjunto formado por todos os pontos daretar entre A e B.

. Definicdo: Um segmento orientado AB € definido por um segmento AB mais a escolha de um :
. dos seus extremos como ponto inicial e o outro como ponto final, ou seja, daremos uma :

. orientacdo de como deve ser olhado o segmento.

Exemplo: Considere a figura do paralelepipedo da figura i IH - ¢
1, o segmento orientado AB tem ponto inicial o ponto A e :
ponto final B. E

. i.D ___________ -~ ~o4C
Observacdo: Note que o segmento orientado AB % BA. A 22" Z

Figura 1 Paralelepipedo ABCDEFGH

Exercicio: Considere o paralelepipedo da figura 1.
a) Verifique que existem 36 segmentos que podem ser definidos pelos pontos ABCDEFGH.

b) S&o 64 segmentos orientados?

3.3 Norma, direcdo e sentido

Para efeito da definicdo e estudo de vetores, precisamos comparar um segmento orientado

a um outro, observando as trés seguintes caracteristicas:

* Norma: é o comprimento do segmento orientado E denotado por HEH

» Direcado: dois segmentos orientados AB e CD terdo mesma direcdo se as retas que 0s

contém sao coincidentes ou paralelas.

» Sentido : dois segmentos orientados AB e CD gue tiverem a mesma direcdo e ndo forem

colineares, tém o mesmo sentido quando Hfﬂﬁj:{}, caso contrario tém sentidos

opostos. Os segmentos orientados AB e CD colineares tém o0 mesmo sentido, quando um
outro segmento auxiliar A'B' ndo colinear com CD e no mesmo sentido de AB, satisfaz

AC(BD={}

Exemplo: Considere a figura do paralelepipedo da figura 1:
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a) Os segmentos orientados % (53; E & H—f W& ED e DE possuem a mesma

norma;
b) Os segmentos orientados AB, Ef DC e HG possuem o mesmo sentido;

c) Os segmentos orientados ﬁ EA ﬁf, ﬁé &:’ C? % e a—f possuem a mesma

direcéo;

i Definicdo: Diremos que dois segmentos orientados MN e PQ, ndo nulos, sdo equipolentes se 0s :

| segmentos tiverem a mesma norma, mesma diregcdo e mesmo sentido, e representaremos essa !

' relagdo com MN~PQ.

Observacdo: Todos os segmentos nulos séo equipolentes entre si, ou seja, AA ~BB.

Exemplo: No exemplo anterior, temos que o segmento orientado:
a) AB é eqguipolente aos segmentos ﬁ:, EF e HG;

b) AE é eqlipolente aos segmentos aﬁ CTC-‘: e ﬁ;

C) AD é eqlipolente aos segmentos ﬁ) EH e FG;

d) AF é eqguipolente ao segmento DG apenas;

e) AH & eqlipolente ao segmento BG ;

f) AC é equipolente ao segmento EG ;

g) AG é equipolente apenas a ele, pois ndo é equipolente a nenhum dos outros segmentos

formado por esses pontos.

Exercicio: Encontrar todos os segmentos orientados equipolentes, que podem ser formados com

0s pontos da figura 1.

Propriedade: Dados trés segmentos orientados quaisquer MN, PQ e RS temos em relacdo a

equipoléncia que:

PE1 Propriedade reflexiva: PQ~PQ

PE2 Propriedade simétrica: Se MN~PQ ent&o P—Q~ MN.

PE3 Propriedade transitiva: Se MN~PQ e PQ~RS ent&o MN~RS.
PE4 Propriedade do paralelogramo: Se MN~PQ entdo MP~NQ

PE5 Dado um ponto qualquer P, é possivel determinar outro ponto Q de tal forma que MN~PQ.
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Observacoes:
* Note que, com as propriedades de equipoléncia, podemos construir em qualquer local do
espaco tridimensional, um segmento equipolente a um outro segmento dado qualquer.
» Toda relacdo que é reflexiva, simétrica e transitiva € chamada de relacdo de equivaléncia,

logo a equipoléncia € uma relacdo de equivaléncia.

3.4 \Vetores

Vamos considerar como vetor, um representante da classe dos segmentos orientados
eqguipolentes a um segmento orientado dado qualquer, ou seja, 0 vetor ndo € um segmento
orientado (conjunto de pontos) especifico, mas um representante dos segmentos orientados que

tem a mesma direcdo, mesmo sentido e mesmo comprimento de um segmento dado.

Observacdes:

* O vetor determinado pelo segmento orientado AB sera representado por ﬂé ou por uma

letra minGscula a.
» Vale reforcar que o segmento orientado AB € um conjunto de pontos, enquanto o vetor

AB é um representante de um conjunto de vetores equipolentes ao segmento orientado

—_—

AB.

Definicdo: O vetor determinado por todos os segmentos orientados nulos, sera chamado de vetor

' nulo, denotado por 0.

. Definicdo: Um vetor a qualquer é chamado de vetor unitario , se a sua norma for igual a um, ou :

' seja, ||a|=1.

Exemplo: Da figura 2, considere os vetores U, Vv e w, H G
1
como sendo representantes da classe dos segmentos !
. . . E ] E
orientados equipolentes a AB, AC e AD @ '
1
respectivamente, logo: v JF (- NSIOOISIN, s c
. vd
a) u pode ser representado por um dos elementos do s
e

— — — — A =5
’

conjunto {AB, DC,EF,HG

b) v por um dos elementos do conjunto

E%%ﬁ} Desafio: Quantos e quais séo

~ vetores que podem s
c) w por um dos elementos do conjunto representados na figura f

— = — — acima’

{AE, BF, CG, DH};
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ou seja, como representantes temos que 0s vetores sdo iguais, isto € U=AB=DC =EF =HG,

_— — — — _—  — — —

Vv=AD=BC=FG=EH e w=AE=BF=CG=DH.

3.5 Operagbes elementares com vetores

3.5.1 Soma

A soma de dois vetores U e v quaisquer, € obtida graficamente, da seguinte maneira (ver
figura 3):
Escolha um ponto qualquer A;

> Do ponto A construa um outro representante para o

vetor U, ou seja, U=AB;

> Do ponto B construa um outro representante para o

vetor vV, ou seja, V=BC;

Figura 3 Soma dos vetores U e V

» O vetor soma u+V sera representado pelo vetor AC.
Propriedade: Dados trés vetores U, Vv e W quaisquer, temos que:

PS1 Propriedade comutativa: v +u=u+V

Da figura 3, temos que:

PS2 Elemento neutro da soma: 4 =u4+0=0+10
Da figura 3, temos que:
ii+0=AB+BB = AB

—_— — —

AA+AB = AB

0+

PS3 Elemento oposto: U+ (-i)=0 = - i+
Da figura 3, temos que:
G+(—U)=ﬁ+ﬁ=ﬂ

(—G)+U=§A+E=@

PS4 Propriedade associativa:

(U+V)+W =U+(V +W)
_ Figura 4 Soma dos vetores U, V e W
Da figura 4, temos que:

95



(G+\7)+VV=(E+%)+($=E+(5=E e

J+(V+W)=E+(E+5)=AB+BD=AD

Exemplo: Da figura 2, considerando os vetores u, Vv e w (verifique os seguintes resultados!)
a) AB+EH= AC
b) HG+EH= AC

—_— — — —

c) BC+AE+HG=AG

—_— — —

d) AB+DA +HD =HB

3.5.2 Multiplicacao por escalar

i Definicdo: A multiplicacdo de um vetor a, ndo nulo, por um escalar a R, é o vetor, !
representado por a@a, que tem mesma direcdo do vetor a, norma igual a |a]|.||a|], mesmo
. sentido, se @ >0 e, se a <0, sentido oposto.

Observacdo: Qualquer vetor multiplicado por a =0 sera o vetor nulo, ou seja, Oa =0 e qualquer

valor a OR multiplicado pelo vetor nulo sera o vetor nulo, isto é a0 =0.

As operacbes aritméticas comuns também sdo idénticas com as operacdes de

multiplicacdo de escalar por vetores, que seguem nas propriedades exibidas a seguir.

Propriedade: Dados os vetores U e vV quaisquer e os nimeros a, SR, temos que:

PMEL1 Propriedade distributiva do escalar em relacdo a soma de vetores:
a(U+Vv)=aqu+av
PME2 Propriedade distributiva do vetor em relagdo & soma dos escalares:
(a +p)i=au+f
PME3 Elemento neutro da multiplicagéo por escalar:
lu=u

PME4 (apB)u = a(Bl) = B(au)

Observacdo: Um conjunto qualgquer onde séo definidas duas operacdes, normalmente
denominadas de soma e multiplicacdo, e que satisfazem as propriedades da soma PS1, PS2,
PS3, PS4 e as propriedades da multiplicacdo por escalar PME1, PME2, PME3 e PME4 é
chamado de espaco vetorial . Os elementos desse conjunto sdo chamados de vetores (este tema

ser& abordado no proximo semestre na disciplina Introduc&o a Algebra Linear).
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Exemplo:

Figura 5 Vetores %5,25,—35 ea

Exemplo: Considere um triangulo ABC qualquer, e os pontos D e E como pontos médios dos

segmentos AB e BC respectivamente e Jzﬁ, V=BC e W =E, como exemplificado no

triangulo da figura 6, logo:

a) U+v=w;
1. — — 1. . ~ -
b) AD =DB = E e BE =EC :E , pois D e E sdo pontos médios;
c) DE =%E Z%VV, pois DE =DB +BE =% ;\7 %(G +V) Z%VV, ou seja, além de mostrar

que o segmento DE é paralelo ao segmento AC , mostramos também que o segmento DE

tem a metade do comprimento do segmento AC.

Figura 6 Triangulo ABC e quadrilatero FGHI

Exemplo: Dado um quadrilatero FGHI qualquer e pontos J, K, L e M como pontos médios dos
segmentos FG, GH, Hl e IF respectivamente, exemplificado como na figura 6, entéo JK =ML

e IM = K—L ou seja, JKLM é um paralelogramo.

. = ~ 1 - g , L
Exemplo: Dado um vetor a # 0 qualquer, o vetor u =———a € unitario, ou seja, sua norma é igual

. ~ _" 1 a|| _| 1 |
1, =|—= =|— =— =1
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3.6 Combinacao Linear

Definicdo: Diremos que um vetor a é uma combinacgdo linear dos (é gerado pelos) vetores
b,,b,,bs,...,b, se existrem numeros reais a,,a,,d,,...,a,, tais que o vetor a possa ser

formado pela soma:

Observagéo: Os numeros a;, a,, d;,...,a, sado chamados de coeficientes do vetor a em

relagcéo aos vetores b,, b,, by,..., b,.

Exemplo: Da figura 6, considerando os vetores u, Vv e w do triangulo, temos:

- D L o 1. 1.
a) DE é uma combinacdo linear dos vetores u e v, pois DE ==u +§V;

2
b) w é uma combinacao linear dos vetores U e v, pois W =1U +1v ;

c) W é uma combinagéo linear do vetor DE , pois w = Zﬁ;

Exemplo: Da figura 2, considerando os vetores u, Vv e w, temos:

—_—

a) AG é uma combinacéo linear dos vetores U, Vv e W, pois AG =10 +1V +1w;
b) BE é uma combinacéo linear dos vetores U, V. e W, pois BE = -10+0V+1W:
c) BE é também uma combinacéo linear dos vetores U e W, pois BE = -1ij +1w;

d) BE ndo é uma combinagdo linear dos vetores U e V pois, para determinar o vetor é

necessario usar o vetor w .

Exercicio: Da figura 2, considerando os vetores u, Vv e w, verifique que:
a) BG é uma combinacéo linear dos vetores U, v e w ?
b) BG é uma combinacéo linear dos vetores v e w ?

c) CE é uma combinacdo linear dos vetores U, v e w ?

3.7 Dependéncia Linear

Definicdo: Diremos que os vetores b,,b,,...,

i,...,b,, s@o linearmente dependentes (LD), se

(ox)

diremos que sao linearmente independentes  (LI).

. um dos vetores, por exemplo, b, for cominagéo linear dos outros n—1 vetores, caso contrario, :
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Apesar da definicdo de dependéncia linear ser geral, no nosso texto trabalharemos no
méaximo no espaco tridimensional, portanto teremos algumas relacdes geométricas, visiveis, em
relacéo a dependéncia linear, quais sejam:

e Dois vetores U e Vv sdo LD se os mesmos tiverem a mesma direcdo, ou seja, se um for
multiplo do outro: U = av;
e Trésvetores U, Vv e W sdo LD se sdo paralelos a um plano;

* Quatro vetores sdo sempre LD no espaco tridimensional.

Exemplo: Da figura 2, considerando os vetores U, Vv e w, temos que 0s vetores:
a) HB AC e AD séo LD;

b) E e E:’ sdo LD;

c) u,v ew sao LI (verifique!);

_________________________________________________________________________________________________________________________________

Exemplo: Da figura 2, considerando os vetores u, Vv e W, temos que:

a) {0,v,W} é uma base do R?, pois s&o 3 vetores LI no espaco tridimensional;

b) {E,ﬁ,A—H} é uma base do R?, pois sdo 3 vetores LI no espaco tridimensional;
c) {i,v} ndo é umabase do R*, pois é um conjunto com apenas 2 vetores;

d) {i,v,AC} ndo é uma base do R?, pois s&o 3 vetores LD;

e) {u,v,w,AG} ndo é uma base do R*, pois é um conjunto com 4 vetores.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

Definigdo: Uma base {a,a,,...,a,} para o R" é chamada de base ortogonal se dois a dois 0s

unitarios, ou seja, de norma igual a 1.

seus vetores sdo ortogonais e de base ortonormal se além de ser ortogonal, 0s seus vetores sao

Exemplo: Da figura 3, considerando os vetores U, V e W, temos que:

a) {U,v,w} é uma base ortogonal do R®, pois seus vetores sdo perpendiculares dois a dois;

u v W . : . . :
b) { — —,—— } é uma base ortonormal do R®, pois perpendiculares dois a dois e
[Fa (] 1T I (Twe ]
unitarios.
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A vantagem de se trabalhar em uma base ortonormal é que a mesma facilita a visualizagéo
tridimensional (pense na quina do chéo de sua sala), bem como as futuras operacdes algébricas
gue surgirdo no decorrer da disciplina.

— — —

Teorema: Os vetores b,,b,,b;,...,b, séo linearmente independentes (LI) se, e somente se, a
equacao

possuir como unica solugédo a;, =0, a, =0, a; =0,...,a, =0, ou seja, apenas a solugao trivial.

Demonstracdo: Na demonstracdo deste teorema, usaremos o método da reducdo ao absurdo, ou

seja, nega-se a tese e chega-se a uma contradicao.

v Hip6tese: Vamos supor que os vetores b, ,b,,...,b;,...,b s&o LI.

Se a equagdo ajb, +a,b, +---+ab;+---+a,b, =0 possuir uma solugdo nao trivial, ou seja,

—

um dos coeficientes ndo é nulo a;, #0 (1<i<n). Neste caso, temos b,

com a seguinte
o a - a v LN a, - . .
combinagdo linear b, =-=tb,-—2b,-—2b,----——"b, o que é um absurdo, pois por
i i i i

hipotese os vetores séo LlI.

v Hip6tese: Vamos considerar que a equagdo ab, +a,b, +---+ab, +---+a,b, =0 s6 admita a

solugéo trivial a; =a, =--- =a,

=...=q, =0.
Se um dos vetores b, #0 for combinacdo linear dos n-1 vetores b,,b,,...,b,, teremos
b, = Bb, + Bb, +---+ Bb,, logo podemos escrever a igualdade:
Bby+ By ++-+ (=b) + -+ f,b, =0
ou seja, B,5,,....5 =-1,..., 5, também é uma outra solu¢do da equagdo, o que é um

absurdo pois, por hipotese, a equacdo s6 admite a solucéo trivial.

Observagéo: Note que a solucéo trivial a; =a, =---=a, =---=a, =0 € sempre solugdo para a

equacao, pois Ob, +0b, +0b, +---+0b, =0, mas a forca do teorema é a exigéncia da solugao ser

Unica. .

Exercicio: Da figura 2, verifique que {Eﬁﬁ} também é uma base do R3.

Solucdo: Para verificar que {Eﬂfm} é base, basta ver que sdo 3 vetores LI em R®. A

guantidade de vetores estd 6bvia e para mostrar que séo LI utilizaremos o teorema acima, mas
para tanto utilizaremos dois fatos:
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» Os vetores U, Vv e W sdo LI, pois ndo sdo paralelos a um plano, temos pelo teorema

acima que uma equagdo a,u+a,Vv +a,w =0 possui solugdo Unica a, =a, =a, =0.

» Os vetores AC, AF e AH sdo combinacg@es lineares dos vetores U, Vv e w podemos

escrevé-los da forma: AC =1u+1v + 0w, AF =1 +0V +1W e AH = Ol + 1V +1w .

Vamos montar a equacdo exigida no teorema e verificar que a equacdo

,Blﬁj + ,BZH: + ,Bsm =0 possui solucao unica. De fato:

ﬁ1m+ﬁzﬁ+ﬁsm =0

B,(100 + 1V + OW) + B, (1L + OV +1wW) + SB,(0l + IV +1w) = 0
BiU+V)+ B, (U+ W) + Sy (V+ W) = 0
(Bu+ B)U+(B+ BV +(B, + B)W = 0
Note que a ultima equagdo acima possui solugéo Unica, ou seja,

(181+132):0’ (181+ﬁ3):0 e (ﬁ2+ﬂ3):o

O que resulta em um sistema de trés equacdes e trés incognitas:

B+ B
B + By
B + B

cuja solucgéo é atrivial e tnica B, =4, =3, =0.

3.8 Angulos entre vetores

. Definicdo: Vamos considerar o angulo entre dois vetores
ra e 6, nao nulos, como sendo a medida & do menor

i angulo entre dois representantes dos vetores a e b, tendo

rambos o0 mesmo ponto inicial,b, onde 0<éf<n

| (0° < §<180°). Denotaremos essa medida por (3,b) = 6.

0
0,
0

Note que, independente da escolha dos representantes dos vetores a=AC =DF e

b = AB = DE (ver figura 7), a medida 6 do angulo CAB é igual & medida 8 do angulo FDE,

pois:

» areta definida pelos pontos A e C é paralela a reta definida pelos pontosD e F e

» areta definida pelos pontos A e B € paralela a reta definida pelos pontos D e E.
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3.9 Produtos entre vetores

Deste momento em diante, estaremos sempre trabalhando no espaco tridimensional R?,
porém algumas idéias também podem ser expandidas para dimensGes maiores, que serédo
tratadas na disciplina Algebra Linear.

Os produtos entre vetores sao operacdes que trazem um apelo geométrico bem
interessante e que serdo muito Uteis na compreensao das definicbes, propriedades e resolucdes
de alguns problemas, pois estes produtos estdo relacionados com as grandezas comprimento
(produto interno), area (produto vetorial) e volume (produto misto), gerado por vetores em certas

condicoes.

3.9.1 Produto Interno

O produto interno estd muito relacionado com uma medida de uma dimensdo, um
comprimento, seja olhando como o tamanho de uma proje¢do de um vetor em relagdo a um outro,

seja vendo como o comprimento de um vetor qualquer.

Definicdo: O produto interno entre dois vetores a e b ndo nulos, € o nimero denotado por

. ab e definido pela expressao:

Observacéo: Este namero, produto interno,
aparentemente vindo do nada, na realidade surge de uma
simples razdo trigonométrica em um triangulo retangulo a

ABC (ver figura 8), dada por c=a.cos(d) ou

cateto adjacente 8
hipotenusa A

C

cos(@) = €=
a

~ Figura 8 Triangulos ABC e DEF
Considerando unitario o vetor b, temos do triangulo DEF

que a norma do vetor DF é HD_IEH | al| [|Eos(€)| Slal| bl [’Eos(&,B)‘ =‘€1[ﬂ3{, ou seja, podemos ver

este nimero como sendo o comprimento da projecdo do vetor a em relacdo a dire¢do do vetor

unitario b.
H 1 H 1 -G
E T 1 ; i i ;
(AR pup—— [—n =P
e I R R
s T A R
Yt et & [ RN
e T T
T ! 1 1 !
e I A |
Ll IR PR Ao g c
u B

Figura 9 Paralelepipedo ABCDEFGH com medidas 5x2x3
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Exemplo: Considere os vetores unitarios e ortogonais U, v e w da figura 9, entéo:

<y

a) Uy =|d]l.|]|v]|.cos(,V)=1.1.cos(90°)=0

b) viw |V ||.||w|].cos(v,w)=1.1.cos(90°) =0

c) wli=[|w]l.||u]l.cos(w,u)=1.1.cos(90°) =0

d) dali=[|d]l.]|u]l.cos(u,u)=1.1.cos(0°)=1

e) (-u)Wi=|-ul].|jul].cos(-u,u)=1.1.cos(180°)=-1

f) (50)02V) =|| 50 ||. || 2V || .cos(5U,2v) = 5.2.c0s(90°) =0
g) AB[AD =|| AB||.|| AD||.cos(AB,AD) = 5.2.cos(90°) = 0

h) AE [AD =|| AE ||.|| AD || .cos(AE,AD) = 3.2.cos(90°) =0

Exercicio: Encontre os produtos internos de todas as combinacdes entre os vetores U, Vv e w da

figura 9, bem como de seus opostos.

Propriedades: Dados trés vetores U, Vv e W quaisquer e os nimeros a, S0R, temos:

PPI1 Propriedade comutativa: U [V =V i
Como as medidas angulares entre os vetores U e V sdo iguais, ou seja, (U,v)=(v,u), da
definicdo temos:

GO =G|V |].cos(@) ||V ||| G| .cos(V,d) =V

PPI2 Propriedade distributiva do produto interno em
relacdo a soma:
ulv+w)=uly +ulv

Considerando o vetor U como sendo unitario e os

vetores Vv e w, como na figura 10, temos que:

u B, 1

o ||AB,| =V ||.cos(G,v) 5| G|. ||V ||.cos(d,V) = U &

« |BC,| =W ||.cos(@,w) =] G| ||W ||.cos(d,w) = G W

o |IAC ||V +W || .cos(T,V +W) =|| G ||. ||V +W || .COS(U,V +W) = G [V +W)

Como HE + @i

“[pe.

, concluimos que ULV +W) =ULV +U W .

Exercicio: Mostre que a propriedade acima também é valida quando pelo menos um dos angulos

(U,v) ou (U,w) é maior que 90°.
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PPI3 a(U V) = (au) ¥ = U Qav)
e Se a >0, temos que:
a(@)=a|lu]l.||V]l.cos(U,v) =l au]|.||V ||.cos(au,V) = (au) ¥ ;
e Se a<0,temos que:
aul¥)=allu]].||v]l.cos(u,v)=a].||u]l.]|V||.cos(au,v) = (au) ¥ , pois

cos(au,v) =-cos(u,v) . (Faca um esboco e verifique este fato)

PPI4 GO =G| ou || U ||=u
Como a medida angular entre os vetores U e U é zero, da definicdo temos:

ata=(|a|la|l.cos@,u) =||a|f .cos0® =||a|f

Exercicio: Supondo que || U ||= V3, [|IV||=2 e que 30° é medida do angulo entre os vetores U e
v, determine uly e ||3u-2v ||.
Solucao:

e Comouly=|ul].|]]v]|.cos(u,v), temos que:

i = (\/5)(2).005(300) = zﬁg 29343 1.3=3

2
« Como ||3u-2V |?=(3u-2V){3u-2V) e

(30-2v) [q3u - 2v) =| 34 ||* —2(3u) [2v)+ || 2V ||* =
=9||ul|® -12(U ) +4 ||V |?=27-36+16=7

temos que: || 3G - 2V ||= /7

Exemplo: Com base nestas propriedades e considerando os vetores unitarios e ortogonais U, V

e W da figura 9, temos:

a) ABIAC = (50) {50 + 2V) = (50 [50) + (50 [2V) = 25(d (i) + 10(di ¥)

AB[AC = 25x1+10x0 =25
b) AG [AG = (50 + 2V +3W) ({50 + 2V +3W) =

= |50 (50 + 20 +3W)| + [2V (50 + 2V +3wW)] + [3W [(50 + 2V +3w)| =

= |50 D5U + 50 [RV + 50 [BW ] + |2V [5ii + 2V [2V + 2V [BW | +

+[3w 05U + 3w 2V + 3w BW)) =

= |25(d i) +10(d V) +15(0 [W)| + [1O(V [) + 4(V ¥) + 6(V [W)] +
+[15(W i) + 64 ) + 9W )] =

= [25(1) +10(0) +15(0)] + [10(0) + 4(1) + 6(0)] + [15(0) + 6(0) + 9(1)| =

=[25+0+0]+[0+4+0]+[0+0+9]=38
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c) HAGH JAGIAG =+/38

d) AG [CE =(5U+2v +3w)[{-50 -2V +3w) =
=[50 [{-5() + 50 [{(~2V) + 50 [BW | + |2V [{~50) + 2 [{-2V) + 2V [BW |+
+[3w @-5) + 37 [M-2v) + 37 BW| =
= |- 25(i i) - 10(d ) +15(0 [W)] + [~ 10(v ) - 4(V ¥) + 6(v [W)| +
+[-15(W i) - 6(W ') + 9(W [W)] =
= [~ 25(1) - 10(0) +15(0)] + [~ 10(0) - 4(1) + 6(0)] +
+[-15(0) - 6(0) +9(1)] =
=[-25-0+0]+[-0-4+0]+[-0-0+9]=-25-4+9=-20
e) Os vetores AG e CE estio representados por duas diagonais internas, da definicdo do

produto interno para esses vetores, temos:
AG [CE =||CE ||.|| AG || .cos(ﬁi,&)

~20 = 38.4/38.cos[AG,CE
-20 -20_-10

codAG,CE)= seise" a5 = 1q = 0526

Portanto podemos calcular o angulo entre as diagonais (vetores), como

(AG,CE)= arccost0,526)= 122

Exercicio: Demonstre o teorema de Pitdgoras para um tridngulo retdngulo qualquer (ver o

triangulo ABC figura 8)
Solucdo: Considere os vetores ¢ =AC e b =C7§, portanto o vetor H?z =6+5, calculando a
norma ao quadrado do vetor AB (hipotenusa ao quadrado), temos:

como o triangulo é retangulo, os vetores ¢ e b sdo perpendiculares, portanto ¢ b =0, o que

‘c+b” =(C+b){c +b) =cE+2¢ b +b b =¢[’ +20[ﬂ)+“b”

resulta em:

o5 =Je «Jf = a* =57+

Proposicdo: Em uma base ortonormal {U,v,w}, se a=x,u+y,v+zw e b=xuU+yVv+zWw,
entdo o produto interno entre os vetores a e b é:

atb = XX, +YaYp 2,2, -

Exercicio: Usando a base {u,v,w} da figura 9, calcule AG [CE .
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Solucdo: Como AG =50 +2vV +3W e CE = -5 -2V +3W, usando a proposicdo acima, temos
AG[CE = (5).(-5) +(2).(-2) +(3).(3) = -25-4+9=-20, como ja haviamos calculado

anteriormente.

3.9.2 Produto Vetorial

7

O produto vetorial entre dois vetores € um vetor cuja norma esta relacionada,
geometricamente, com uma medida em duas dimensdes, ou seja, uma area. O fato de o produto
vetorial ndo ser o vetor nulo serd um indicativo, por exemplo, de que:

» Trés pontos, que definem dois vetores, formam um tridngulo, ou seja, ndo séo colineares;

» A distancia entre duas retas paralelas é positiva (unidade 3);

Além disso, o produto vetorial tem muitos usos em Fisica como campo magnético, torcao, etc.

Definicdo: O produto vetorial entre dois vetores a e b ndo nulos, é o vetor denotado por axb,
definido pelas seguintes caracteristicas:
* Direcéo:
Perpendicular aos vetores a e b, ou seja, axb 0a e axb Ob;
* Norma:
llaxbI=|lall.|lb |l sen(&,b)
» Sentido:

E dado pela regra da mao direita que é equivalente, algebricamente a {a, b,a x 6} ser

uma base positiva do R®.

Observacdes:
Analisando a figura 11 em relacéo a definicdo do produto vetorial,

* Note que apenas com a direcdo teriamos uma infinidade de vetores para representar o

vetor axb, pois qualquer vetor ﬁ onde D0Or, satisfaz a direcdo exigida, onde r é a

reta que contém o ponto A e é perpendicular aos

— r
vetores a e b; s

e Com a caracteristica da norma, teriamos duas

axb
a
possibilidades para o vetor axb, ou seja, o vetor >A
b

ﬁ e o0 vetor E desde que estes tenham a

norma igual a ||é>< 5" ; E
~ Figura 11 Produto Vetorial
« Para que o vetor axb seja bem definido, teremos
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qgue escolher um deles. A escolha serd feita usando a regra da méo direita, exibida no

—_—

topico a seguir, mas ja adiantando o vetor a x b é ovetor AD.
* Note que o vetor AE , tem mesma dire¢cdo, mesmo comprimento, mas sentido oposto, logo

este vetor é 0 oposto do vetor axb, ou seja, AE = —(ax 5) :
3.9.2.1 Regra da méao direita

A regra da mao direita serve informalmente para definir se trés vetores LI formam uma
base positiva ou orientacdo positiva e, no nosso caso em patrticular, para determinar o sentido do
vetor axb .

Esta regra consiste em usar a méo direita e os dedos desta mao da seguinte maneira,
conforme a figura 12:

» Posicionar o dedo indicador na direcdo e sentido
do vetor a (primeiro vetor);

» Posicionar o dedo médio na dire¢do e sentido do

b (segundo vetor);

» O polegar indicard qual sentido o vetor axb deve

ter, que serd necessariamente perpendicular aos ) L
- Figura 12Regra da mao direita
vetores axb, por definicdo.

Caso tenhamos trés vetores a, b e ¢, tendo ¢ a mesma direcdo de axb mas sentido oposto,

dizemos que a orientacdo destes vetores é negativa.

Exemplo: Considere os vetores unitarios e ortogonais u, v e w da figura 9, entéo:
a) UXxV =w, pois:

0 W é perpendicular aos vetores U e V ;

o [|w]H|ul]l.]]Vv ]|l sen(u,v)=1.1.sen(90°) =1;

0 usando a regra da mao direita, confirmamos o resultado;
b) v xw =u, analogo ao anterior;
C) W xUu =V, analogo aos anteriores;
d) vxu=-w, pela definico;
e) 3ux2v =6w, pois:

0 6w é perpendicular aos vetores 3u e 2v;

o |[|ew]=|3u]].||2v || sen(3u,2v) =3.2.sen(90°) =6 ;

0 usando a regra da mao direita, confirmamos o resultado;
fy Gx0i=0, pois

o [luxullA|u]l.]lullsen(u,u)=1.1.sen(0°)=0;
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Propriedades: Dados trés vetores U, V. e W quaisquer e o nimero a R, temos que:

PPV1 uxv =—(vV xuU) segue da definicdo;
PPV2 a(UxV) =(au)xVv =ux(av)
PPV3 Propriedade distributiva: Ux (Vv +W)=UXV +UXW e

(U+V)XW =UXW +V XW

Exercicio: Encontre os produtos vetoriais de todas as combinag6es entre os vetores U, V e W

da figura 9, bem como de seus opostos.

axb
Observacdes: L, B B
b A
* Geometricamente o numero associado a norma P
R 1 Area
[[axb|| € exatamente a &rea do paralelogramo 5 i
- [l -
formado pelos vetores a e b, conforme a figura A E a B
13 Figura 13 Area do Paralelogramo ABCD

Basta observar que a area de um paralelogramo qualquer é sempre comprimento da base

vezes a altura. Logo, no caso do paralelogramo ABCD formado pelos vetores, a area é
dada por A =base xaltura = HEHHEH , onde do triangulo retangulo ADE temos a seguinte
relacéo:

HD_E’ = Hﬁ”.sen(@) S| b || .sen(a,b),

logo a area é dada por:

Az“ﬁ“ﬁ“ =|la|l.||b|lsen(@b)=l|axb]|
* Note que as areas dos triangulos ABD e BCD sédo iguais a metade da area do
_A_Jlaxb]|

aralelogramo ==,
p g A > >

Exemplo: Com base nessas propriedades e considerando os vetores unitarios e ortogonais u, v

e w da figura 9, temos:

a) ABxAC = (50)x (50 +2v) = (50 x50) + (50 x 2V) = 25(U x G) + 100 X V) =
=25[0+10/=10W
b) AGxAG = (50 + 2V +3W)x (50 + 2V +3W) =

= |50 x (50 + 2V +3W)| + |2V x (50 + 2V + 3W)| + [3W x (50 + 2V +3W)| =
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= |50 x 50 + 50 x 2V + 50 X 3W | +[2V x50 + 2V x 2V + 2V x 3w | +
+[3W x50 +3W x 2V +3W x3W)] =

= [25(d x ) +10( x V) + 15(0 xW)| + [LOV x G) + 4(V xV) + 6(V xW)] +
+[15W x G) + 6(W x V) + 9(W xW)] =

= [25(3) +10(#) + 15(~7)| + [L0(~) + 4(G) + 6(0)| + [15(7) + 6(-03) + 9(0)| =

=0 +10w ~15|+ |- 10w +0 + 61| + 157 ~ 6 + 6| = 0 + 0V + 0w = G

como era de se esperar,
) AGXCE = (50 +2V +3W)x (-5 — 2V + 3W) =

= 50 x (~510) + 50 x (—2V) + 500 x 3W | + |2V x (-50) + 2V x (—2V) + 2V x 3W | +
+ [3W x (=5u) +3w x (=2v) + 3w ><3le] =

= |- 25(0 x () - 10(0 % V) +15(0 xW)| + [~ 10(V x G) — 4(V xV) + 6(V xW)] +
+[~ 15 x 1) - 6(W x V) + W xW)] =

= |- 25(0) - 10W) + 15(=7)| + |- 10(-W) - 4(G) + 6(a) | +
+|-15(V) - 6(-0) +9(0)| =

= [0~ 10 - 157+ [0 -0 + 6|+ |- 157 + 6 +0| = 120 - 307 + 0w

Proposicdo: Em uma base ortonormal positiva {u,v,w} qualquer, se a=x,Uu+y,Vv +zZW e

b = x,l +Yy,V +2z,W , entdo produto vetorial entre os vetores a e b é o “determinante™:

a v w
axb=[x, vy, 2z,

Xp Yo Zp

Exercicio: Usando a base {u,v,w} da figura 9, calcule a area do paralelogramo formado pelos

vetores AG e CE.

Solucdo: Como AG =50 +2v +3w e CE =-5( — 2V + 3w , usando a proposicdo acima, temos:

u Vv w
AGxCE=|5 2 3|=60-15V —10W + 60 —15V +10W =120 - 30V + 0w
-5 -2 3

como ja haviamos calculado anteriormente, e a norma do vetor AG xCE é igual &

HE xcfH = J(E xcf)tﬁﬁ xcf) =J(12)? + (-30)2 + (0)% = /1044 03231,

logo a area do paralelogramo seré igual a A [ 32,31u.a.?.

1 0 determinante esta entre aspas, para enfatizar que o célculo é igual ao de um determinante qualquer, porém a primeira linha é
composta de vetores.
A simbologia u.a. significa unidade de area, por exemplo: m? (metro quadrado), cm? (centimetro quadrado), etc.
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3.9.3 Produto Misto

O produto misto € uma juncdo dos dois produtos anteriores, e com um resultado
geométrico importante: o médulo do produto misto esté relacionado, geometricamente, com uma
medida em trés dimensdes, ou seja, um volume. O fato que este volume ser positivo revelara, por

exemplo, que trés vetores sao LI.

. Definicdo: O produto misto entre os vetores a, b e ¢ € o nimero, denotado por [4,b,c],

definido pela expressao:

Observacédo: N&o é necesséria a colocacdo de parénteses em axb na definicdo, pois a Unica
maneira de se calcular este nimero é como sendo o produto interno do vetor axb com o vetor C,

jA que o produto vetorial entre o vetor a e o nimero b [€ n&o existe.

Exemplo: Considere os vetores unitarios e ortogonais U, v e w da figura 9, entéo:
a) [uv,w]=uxvi=wiv=1

b) [w,uv]=wxulv=vIv=1

c) [Vw,ul=vxwlu=ulu=1

d) [uwyVv]=uxwl¥ =-v ¥

e) [GwVv]=uxwl=-VvI=-1
f) [AB,AD,AE]=AB xAD [AE =10W [BW = 30

9) [AG,CE,BH] = AG xCE BH = (120 — 30V + 0W) [{-60 + 2V + 3W) =132

- axb H G
Observagdo: Geometricamente o ndmero ‘[a, b,c]‘ P m ==
/
E,:, ______ F’ /////
associado ao produto misto, € exatamente o volume E, b5 2 il
4 / /
, . — g — 4 / V4
do paralelepipedo definido pelos vetores a, b e c, F /s
P Y S 4
. . g >°C
conforme a figura 14, pois basta observar que o |/ .. 551 /:,’
------ v
A =B

volume de um paralelepipedo qualquer € sempre a a
. Figura 14 Paralelepipedo inclinado ABCDEFGH
area da base vezes a altura. No caso do

paralelepipedo ABCDEFGH , formado pelos vetores, temos:

+ Area da base ¢ dada por A, .. =|| ax b Il

« Do tridngulo retangulo AE,E temos a seguinte relagdo para a altura h = HAE2 =|| | .|cos(6’)|,

onde 6 =(axb,c);
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logo o volume do paralelepipedo é V = A__..h=||axb||.||¢|| .‘cos(éXB,E) , que por definicdo de

produto interno implica que V = A__..h = ‘é x b EE‘ = ‘[é,b,c]‘ :

Proposicdo: Em wuma base ortonormal positiva {U,v,W}, se a=x,Uu+y,\V+zW,

- —

b=xU+yV+zW e C=xU+YyV +zW, entdo produto misto entre os vetores d, b e ¢ é o
determinante:

Xa ya Za
[abcl=x, Yy, 2
X

(o} yC ZC

Exercicio: Usando a base {u,v,w} da figura 9, calcule o volume do paralelepipedo gerado pelos

vetores AG, CE e BH.

Solucdo: Como AG =50 +2v +3W, CE=-50-2V+3W, BH=-60+2V +3W e o volume é o

maédulo do produto misto, pela proposicao acima, temos:

5 2 3
[ﬁ,(ﬁ,ﬁ]z -5 -2 3=132
-6 2 3

como ja haviamos calculado anteriormente, logo o volume é V =132 [=132uwv.?

3.10 Vetores em coordenadas do R?®

Deste ponto em diante, iremos trabalhar em um sistema ortogonal de coordenadas do

espaco R®, onde representaremos pontos e vetores por um trio de nimeros, chamados de

coordenadas, e onde aplicaremos toda a teoria anteriormente estudada.
Para tanto, iremos usar a base ortonormal positiva {i, j,k} de R®, que chamaremos de base

canonica .

Definicio: Seja O OR® um ponto e B ={i, j,k} uma base ortonormal positiva. A dupla (O,B) é

chamado de sistema ortogonal de coordenadas em R®, de origem O e base {T, I IZ} :

z

Observacbes: Com base na figura 15:

» Consideraremos o sistema ortogonal de coordenadas _lc
k
em R3 ou simplesmente sistema de coordenadas, i
. . i
sendo O a origem do sistema de coordenadas, e /o B y
A
escolhendo os vetores i =0OA, j =0OB e k =0C. X

Figura 15 Eixos coordenados do R®

A simbologia u.v. significa unidade de volume, por exemplo: m® (metro cubico), | (litro), cm® (centimetro cubico), etc.
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» Indicaremos por Ox, Oy e Oz as trés retas definidas pelos segmentos orientados OA, OB e

ocC, respectivamente, que sdo chamadas usualmente de eixos dos x (das abscissas), eixos
dos y (das ordenadas) e eixos dos z (das cotas).

» As setas na figura indicam o sentido positivo de cada eixo.

______________________________________________________________________________

| Definicdo: Dado um ponto POR® qualquer, as

coordenadas do vetor OP na base ortonormal positiva G E;(.;ép,yp,zp)
{i,j,k}, sdo chamadas de coordenadas de P no sistema F : Yp >
. de  coordenadas definida acima, ou seja, se X
OP =x,i +Yp] +2,K, entdo as coordenadas do ponto P, %/
serdo denotadas pela tripla P =(Xp,Yp,2p) (figura 16). Figura 16 Representaco do ponto P
Exemplo: Na figura 17, estdo marcados alguns pontos:
a) Como o vetor OA=2{ +3] +3k, logo A=(233); Z
- i) S
b) Como o vetor OO =0i +0j +0k =0, logo LGS TA%(2,33)
0 =(000); A
c) Os outros pontos sdo X, =(2,0,0), Y, =(030), XAE IQIF .......... y "
Z, =(003), F =(230), e H =(203). “x

Figura 17 Representacdo de pontos

Proposicéo: Dados dois pontos A =(X,,Ya,Zx) € B =(Xg,Yg,2Zg) quaisquer, no nosso sistema de

coordenadas do R®, temos que as coordenadas do vetor AB sdo dadas por:

AB =(Xg =Xa¥s ~YarZs —Zp)

Demonstracdo: Note que qualquer vetor AB , pode ser escrito como:
AB = AO +0B = -OA +OB = ~(X4i +Ya] +ZzK) +(Xgi +Yg] +25K) =
=(Xg = XA)T +(Yg — yA)I +(zp - ZA)lz

que, escrito em coordenadas, tem-se o resultado (Xg = Xa,Yg —Ya:Zg —Zp) -

Observacoes:

» Para encontrar as coordenadas de um vetor AB basta fazer a diferenca, coordenada a
coordenada, entre o ponto final e o ponto inicial;

» Dois vetores sao iguais, quando as coordenadas sao iguais.

Exemplo: Considerando os pontos da figura 17, temos que as coordenadas dos vetores séo:
AH =(0,-30), AX, =(0,-3,-3), FG =(-203), FZ, =(-2-33) e Y,H =(2,-33)
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3.11 Exemplos

A partir deste momento iremos refazer, via exercicios e exemplos, todos os produtos entre
vetores, bem como calcular comprimentos, areas, volumes e outras coisinhas mais, considerando
o sistema de coordenadas do R® definido.

Em todos os exemplos abaixo, considere os pontos A =(3,01), B=(212) e C =(0,-13):
3.11.1.1 Os pontos A, B e C sao vértices de um triangulo?

Para verificar que sdo vértices de um triangulo, basta verificar que os pontos nao séo

colineares, ou seja, que nao estdo na uma mesma reta.

Como fazer isso?

Desenhe um triangulo qualquer;

>
> Escolha dois vetores, por exemplo, U =AB e Vv =AC;

» Note que esses dois vetores ndo sdo paralelos;

» Logo esses vetores séo LlI;

» Dois vetores sao LI quando um é mdltiplo do outro (correto?)

» ERRADO, o certo é que, quando sao LI, ndo existe combinacao linear entre eles;
» Logo vamos verificar se € possivel achar uma combinacao entre esses vetores;
>

Note que G = AB =(2-31-02-1) = (-111) e
V=AC =(0-3-1-03-1) = (-3-12)

> Se existisse tal combinagdo, teriamos que U = AV, que em coordenadas seria:
(-111) = A(-3,-12)

-1 = -3} (A=1/3
(1) =(-34,-A20) =11 = -A=]A1=-1
1 = 24 |A=12

ou seja, é impossivel existir um AOR , tal que U = AV, portanto os vetores sédo LI, logo os

pontos A, Be C sédo veértices de um triangulo.

3.11.1.2 Qual é a altura relativa ao maior lado do  triangulo ABC?

Para determinar a altura relativa, temos que determinar primeiro qual é o maior lado e s6

depois achar a altura.

Como fazer isso?

» Vamos calcular a normas dos trés vetores, ou seja, a norma de U =AB, V=AC e

BC = (-2,-2,1), logo:
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AB| = (-7 + @ + (O =V1+1+1=43
[BC| = V(-2 + (27 + @ =Va+4+1=1o =3
AC|= V(-3 +(-17 + (2" =V9+1+4 =414

—_—

ou seja, AC é o maior lado do tridangulo, pois HEH =414 >3 > \/§;
» Desenhe um triangulo com essas caracteristicas;
» Note que a altura procurada € relativa a base AC e como a area de um triangulo qualquer

é A = base¢laltura | pasta encontrar a area, pois o comprimento da base, ja sabemos que
2

mede +14 , ou seja, como

i ] k
ABxAC =|-1 1 1:3T—I+4IZ,temosqueaéreaédadapor:
-3 -1 2
HABXAC \/(3)2 +(_1)2+(4)2 \/%
AD: = = u.a.
2 2 2
2A, _ 26 _13

Concluimos finalmente que altura =

u.c.

base 14 7

Lembrete: Dado o nimero vJaOR, gualquer, € sempre possivel achar dois nimeros naturais

consecutivos n e n+1, tais que, n < Ja <n+1. Por exemplo 3 =J9 <14 <16 =4.

—

3.11.1.3 Encontrar um vetor w perpendicular aos vetores U e V.

Como fazer isso?
» Lembre-se que o vetor uxv é um vetor perpendicular aos vetores U e V ao mesmo

tempo, logo ele serd o nosso vetor w ;

> Logo W =i xV = ABxAC =3i - | +4k, calculado anteriormente.
3.11.1.4 Mostre que {U,v,w} é uma base positivado R®.

Como fazer isso?
» Para verificar que os trés vetores formam uma base, basta mostrar que eles séo LlI;

» Usando o teorema, basta verificar que a equagéo
XU +yV +2zW =0
possui solucdo Unica x =y =z =0, ou seja, a solucgdo trivial;
» Escrevendo a equacdo em coordenadas temos:
x(-111) +y(-3,-12) + z(3,-1,4) = (0,0,0)
(=x,%,x) +(-3y,~y,2y) +(32,-z,4z) = (0,0,0)
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(—x—3y+32,x—y—z,x+2y+4z):(0,0,0)

gue resulta no seguinte sistema linear:

-x - 3y + 3z =0
-y -z =20
+ 2y + 4z =0

» O sistema possui solucdo Unica, a trivial, pois o determinante da matriz dos coeficientes é

-1 -3 3
detA=|1 -1 -1=26%#0
1 2 4

> A base é positiva porque W = U xV .
3.11.1.5 Calcule o volume do paralelepipedo formado  pelos vetores U,V e w.

Como fazer isso?

» Lembre-se que o médulo do produto misto € exatamente o volume pedido.

-1 -3 3
[GVw]=[1 -1 -1=26
1 2 4

» Note que o determinante € o mesmo do sistema do item anterior, portanto o volume do
paralelepipedo é:

V =[[i,v,w] = 26 |= 26u..
3.11.1.6 Escrever o vetor a =(4,2,4) na base {u,v,w}.

Como fazer isso?
> Isto significa escrever o vetor a como combinacéo linear dos vetores U, V e W, ou seja:
a=xu+yv+zw
» Temos que determinar os valores de x, y e z que satisfacam a equacdo acima, e
escrevendo em coordenadas ficaria:

x(-111) +y(-3,-1,2) + z(3,-1,4) = (4,2,4)
(=%, %,x) +(-3y,~y,2y) +(32,~2,42) = (4,2,4)
(—x—3y +3z,X-y-z,x+2y +4z)=(4,2,4)
gue resulta no o sistema
-Xx - 3y + 3z = 4
X -y -z =2
X + 2y + 4z = 4

» Como ja sabemos que o sistema possui solucdo Unica, pois 0 determinante da matriz dos
coeficientes € 12, podemos resolvé-lo pela regra de Cramer;

» Usando a regra, temos que determinar os seguintes trés determinantes:
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4 -3 3

det(Ax):z -1 -1=82=>x=——>X=——=2
det(A) 26
4 2 4
-1 4 3 et
det(A))=1 2 -1=-26=>y= A -2 __,
det(A) 26
1 4 4
-1 -3 4 g
det(Az)z 1 -1 2=2632=M:§:1
L 2 4 det(A) 26

» Concluimos entdo que a =2u -1v + 1w

(encontre esta mesma resposta usando escalonamento)

4. Avaliando o que foi construido

Foram introduzidas, nesta unidade, nocbes basicas de vetores, suas caracteristicas,
juntamente com as suas operacdes basicas de soma e multiplicacdo por escalar.
Definimos também os trés produtos entre vetores:
e Produto interno relacionado com a medida de um comprimento, ou seja, proje¢cdo de um
vetor em relagéo a dire¢éo do outro;
» Produto vetorial relacionando com a medida de uma é&rea, ou seja, com o calculo da area
de um paralelogramo formado por dois vetores;
* Produto misto relacionado com o volume, ou seja, com o célculo do volume de um
paralelepipedo, definido por trés vetores.
E finalmente foram dadas coordenadas aos vetores, trazendo de vez 0s vetores para o
Nnosso espaco com trés dimensdes, ou seja, as ho¢des de comprimento, largura, altura, LI, LD e

base foram todos tratados algebricamente.
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1. Situando a Tematica

Nesta unidade estudaremos e definiremos as retas e os planos, através de suas equacdes

vetoriais e algébricas, utilizando de vetores e de suas operacoes.

2. Problematizando a Tematica

Trataremos varios problemas geométricos, como por exemplo, posi¢es relativas entre as
retas, entre as retas e os planos e entre planos, bem como calcularemos o angulo, distancias e
intersecbes entre estes elementos, utilizando as facilidades dadas pelas propriedades
encontradas nos vetores e suas operagdes elementares e seus produtos, com suas respectivas

caracteristicas geométricas e algébricas.

3. Conhecendo a Tematica

3.1 Introducédo

Vamos primeiramente definir plano, pois uma das possibilidades para a definicdo de uma
reta é a intersecdo de dois planos néo paralelos (pense na intersecdo do plano do chdo com o
plano de uma parede: é uma reta).

Sempre que possivel, tente desenhar, fazer um esboco, de uma reta, um plano, como sera
mostrado aqui, mas mesmo se nao tiver habilidades no desenho, imagine sempre planos, aqueles
gue estdo ao seu redor, como paredes, chao, teto, telhados e as retas, como sendo as quinas das
paredes, as linhas de uma quadra de jogo, etc., pois serd muito importante ver, ou pensar, de

como essas retas e planos podem estar dispostos no espaco tridimensional.

3.2 O plano

Vamos definir um plano de trés maneiras diferentes,

ou seja, vamos encontrar uma relacdo que um ponto P T Tl T
I (
qualquer tenha que satisfazer para que pertencer ao plano. PR T T T N
7 Yy
Sempre utilizando as ferramentas e idéias dadas pelos ,© / L
1 1 \
vetores (e sistemas) estudados nas unidades anteriores. o/ 7
: // i m ’
Vamos representar um plano graficamente por um ¢ J
1 \
“pedaco”, usualmente na forma de um paralelogramo, pois '\f\/‘\\/\\ //~\,—\—

seria impossivel representa-lo em um espaco limitado, pois 0~ Fi9ura 1 Representagao de um plano.

plano é infinito, veja na figura 1. Usaremos letras gregas mindsculas para representar os planos,

exibidas nas colunas letra da tabela 1.
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letra LETRA Nome letra LETRA Nome letra LETRA Nom e
a A Alfa [ [ lota p P R6
B B Beta K K capa o z Sigma
y r Gama A A Lambda T T Tau
3 A Delta U M Mi v Y ipsilon
£ E Epsilon v N Ni Q ® Fi
14 Z Dzeta & = CSi X X Qui
£ H Eta o 0 Omicron W Y Psi
0 S) Teta n n Pi w Q Omega

3.2.1 Por trés pontos

Tabela 1 Letras gregas minUsculas, mailusculas e nome.

Considere trés pontos nédo colineares* A, B e C

quaisquer do espaco tridimensional R®, como na figura 2.

As condicbes para um ponto P qualquer, pertencer

ao plano 71, séo:

> Os vetores ﬁ, E e AP est&o “contidos” no

plano 72, na realidade sado paralelos ao plano 7,

logo o volume do paralelepipedo formado por

estes vetores é zero, ou seja, 0 médulo do produto misto € zero, portanto:

» Os vetores E, AC e AP sdo linearmente dependentes, logo existe uma combinagdo

linear do vetor AP em relacdo aos vetores AB e AC, ou seja, existem dois nimeros

reais k,; e k,, tais que:

. Definicdo: A equacéo

|7, 28,A¢| =0

AP = k,AB + &, AC

AP =k, AB + k,AC

Figura 2 Plano definido por trés pontos.

é chamada de equacéo vetorial do plano 71 e os dois vetores AB e AC sdo chamados de !

. vetores diretores do plano.

No sistema de coordenadas, seja P =(x,y,z) um ponto qualquer do plano 7n definido

pelos pontos, ndo colineares, do espago A =(Xa,Ya:Zp), B=(Xg,¥s.Z5) € C=(Xc\Ych Zc),

considere os vetores

u=AB :(XB —Xar ¥ “Yarlg _ZA) :(wau’Zu)’

v =AC :(XC ~XarYe ~Yar Zc _ZA) :(leyvlzv) €

AP =(X=XaY =YarZ=2Z,),

* Que nao pertencem a uma reta ou que formam unytia.
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Portanto:

» Da equacdao vetorial, temos:
AP =k, AB +k,AC
AP = KU + KV

(X =Xp,Y =YaZ=2Z4) =Ki(X, Y0 Zy) + Ko (X0, Yy, Z,)

AP d v

Escrevendo cada coordenada como uma equacdo e isolando as variaveis x, y e z,

temos o seguinte sistema de equacgbes, chamado de sistemas de equacdes

paramétricas do plano 71 ou simplesmente de equacdes paramétricas do plano

X=Xy + XK+ XK,
T y = yA + yuK1 + vaZ
z=2, + 7,k t+ Z,,

» Do produto misto temos:

e

[AP, G, |=0
X=Xpn Y=Ya Z7Z,
XU yU ZU :O
XV yV ZV

(X - XA)(yqu _yvzu) +(y _yA)(XvZu - Xuzv) +(Z - ZA)(Xuyv - vau) :O
| S ——— L | S S ——

a b c

Fazendo:
0 a=(y,z, ~Y,Z),
0 b=(xz,-%32,),
0 c=(XY, ~XY,) €
0 d=—(ax, +by, +cz,)
Temos a chamada equacédo geral , ou equacdo normal , ou simplesmente equacdo do

plano 7, dado por:

nax+by +cz+d =0

Exercicio: Determinar as equacfes paramétricas e a equacao normal do plano 71 que contém os
pontos A=(3,01), B=(212) e C =(0,-13), e verificar se o ponto D=(1,-6,1) e a origem do
sistema pertencem ao plano.
Solugéo: Os vetores diretores séo ﬁ:(—lll) e E:(—S,—],Z). Seja P =(x,y,z) um ponto
gualquer do plano, entdo temos AP = (x-3,y,2-1), logo:

» Da equacao vetorial temos:

(x =3,y,2-1) = K, (-111) + K,(-3,-12)
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Que resulta em nas equacdes paramétricas do plano 7:
X =3-1k, -3k,
Ty =0+1k, - 1k,
z =141k, + 2K,
» Do produto misto temos:

XxX-3 vy z-
-1 1 1|=0
-3 -1 2

Que resulta na seguinte equacao normal do plano 7:
1:3x-y+4z-13=0

» Para verificar que o ponto D =(1-6,1) e a origem O =(0,0,0), pertencem ao plano, basta

substituir as trés coordenadas dos pontos na equagdo do plano 721. Se a igualdade for
satisfeita, o ponto pertence ao plano, caso contrario, ndo pertence, logo:
0o 0=(0,00)=3(0)-(0)+4(0)-13=-13#0, logo O néo pertence a 7;
— - ——

X y z

o D=(1-61)=3()—-(-6)+4(1)-13=0, logo D pertence ao plano n.

X y z

Observacoes:

* Note que, nas equacdes paramétricas do exercicio anterior, as coordenadas do ponto

A =(3,01), estdo “soltas” em uma coluna e as coordenadas dos dois vetores AB = (111

e AC =(-3,-1,2) também estdo nas colunas, porém multiplicadas pelos dois parametros
K e K,.
* Nas equacOes paramétricas do plano 7, substituindo:
k, =0 e k, =0, temos o ponto A,
k;=1e k, =0, temos o ponto B e
Kk, =0 e «, =1, temos o ponto C;
* Para cada par de parametros «; e k, correspondem a um Unico ponto do plano e para

cada ponto P do plano corresponde um Unico par de parametros.

3.2.2 Por um ponto e dois vetores

Considere um ponto A qualquer do espago
tridimensional e dois vetores U e v, ndo paralelos, ou

seja, linearmente independentes, como na figura 3.

Figura 3 Plano definido por um ponto e
dois vetores.
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As condi¢cbes para que um ponto P qualquer pertenca ao plano n sdo as mesmas utilizadas

anteriormente para planos definidos por trés pontos, pois s6 foram de fato utilizados o ponto A e

os vetores diretores E e E.

3.2.3 Um ponto e um vetor perpendicular

Considere um ponto A qualquer do espaco
tridimensional e um vetor n, (chamado de vetor normal ),

nao nulo, perpendicular ao plano 7, como na figura 4.

Note que a condicdo para um ponto P qualquer

pertencer ao plano 7, é que os vetores n, e AP sejam

. . . Figura 4 Plano definido por um ponto e
perpendiculares, ou seja, que o0 produto interno um vetor normal.

A_[AP =0.
Em um sistema de coordenadas, seja P =(X,y,z) um ponto qualquer do plano 7n definido
pelo ponto A =(X,,YA,Z,) € pelo vetor normal n, =(a,b,c), entdo pela condigdo n, O ﬁ, temos

n, [AP =0, logo:

(ab,c) X =Xp,Y =Ya:Z2=2,)=0

Ny AP
a(x —X,) +b(y =y,) +c(z-2,) =0
ax +by +cz—(ax, +by, +cz,)=0
Considerando d =—(ax, +by, +cz,), temos a equagao geral do plano n, dada por:
n:ax+by+cz+d =0
Observacdo: Os coeficientes das variaveis x, y e z da equacao geral de um plano qualquer,
definido por n:ax+by +cz+d =0, sdo exatamente, na ordem, as coordenadas de um vetor

normal ao plano 72, ou seja, ﬁ,T =(a,b,c).

Exercicio: Determinar as equacdes paramétricas e a equagado normal do plano ¢ que contém o
ponto S =(111) e é perpendicular ao vetor w =(213).
Solucdo: Vamos primeiro, achar a equacao geral do plano, considerando como vetor normal do

plano o vetor ﬁ¢ =w =(213), portanto um ponto P =(Xx,y,z) para pertencer ao plano ¢, tem que
satisfazer a equacao ﬁ¢ [SP =0 , logo:
(213)[(x-1y-1z-1)=0
2(x-D+Uy -1D)+3(z-1=0
Que resulta na equacéo normal do plano ¢:2x +1y +3z-6=0

A partir da equacdo geral, para achar as equacdes paramétricas do plano, podemos:

121



» Achar outros dois pontos, recaindo em um plano definido por trés pontos, atribuindo

N

valores para as variaveis, encontrando pontos que satisfacam a equacgéo do plano ¢,
como por exemplo, os pontos R =(0,0,2), T =(3,00), Q =(2,4,0), etc.

» A outra maneira, bastante algébrica, seria considerar duas variaveis da equac¢éo do plano
igual a dois parametros (1, e 4, quaisquer, como por exemplo, considere X =, e z = (4,

logo as equacgbes paramétricas do plano ¢ seriam

X = X =0+1 +04,
@:qy =6 -2, -3, ou naformacompleta ¢:qy =6-24, -3, .
Z=, z=0+0p + 1,
3.3 Areta
Uma reta pode ser definida de trés maneiras, r

bastando observar os dados que se dispde para defini-la,

mas os trés casos, olhando com atencdo, se reduzem a

um s6, mas vamos ver as trés possibilidades logo adiante.
Usaremos letras latinas mindsculas para _.--

representar as retas, como por exemplo, a, b,..., r, s,... Figura 5 Representacdo de uma reta,
Vamos representar a reta graficamente por um

“pedaco”, por um segmento, pois seria impossivel representa-la em um espaco limitado, pois a

reta € infinita. Veja na figura 5.

3.3.1 Por dois pontos

Considere dois pontos distintos A e B quaisquer do
espaco tridimensional R®, como na figura 6.

Note que a condicdo para um ponto P qualquer pertencer

a reta r é que os vetores AB e AP sejam paralelos, ou

seja, sao linearmente dependentes, logo sdo mudltiplos,

portanto existe um numero 7, que resulta a seguinte Figura 6 Reta definida por dois pontos.

equacao vetorial AP =TAB

i Definicdo: Qualquer vetor ndo nulo, que da a dire¢éo de uma reta r , € chamado de vetor diretor

' dareta r.

Observacdo: No sistema de coordenadas, seja P =(X,y,z) um ponto qualquer da reta r , definida
pelos pontos, distintos, do espago A =(X,,Ya,Z5) € B =(Xg,Yg,25), cOnsidere os vetores
i=AB-= (Xg =XaYe ~YarZs —Zp) = (XY, 2,) €
AP =(X=XaY = YaZ=2Z,),
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Portanto, da equacéo vetorial, temos:
AP =TAB
AP =1

(X =XaY =YarZ=2,) =T(X,, Yy 2y)

AP u

Escrevendo cada coordenada como uma equacdo e isolando as varidveis x, y e z,

temos o seguinte sistema de equacdes, chamado de sistemas de equacdes paramétricas da

reta r ou simplesmente de equacgfes paramétricas da reta
X=X, + X,[T

FYyY=Ya * Y7
z=2z, + z7T

Se nenhuma das coordenadas do vetor diretor u=AB, for nula, podemos isolar o

R . . X — X - z-z2
parametro 7 de cada uma das equacGes acima, obtendo 7 = A r= Y=Ya oy ==_"A ou
XU yU ZU

X7Xn _Y7Ya _272a
Xy Yu Yu

seja, temos a seguinte igualdade 7 =

€ chamado sistema de equacbes da reta r na forma simétrica, ou simplesmente equactes

| simétricas dareta .

Exercicio: Determinar as equac¢fes paramétricas e simétricas da reta r que contém 0s pontos

A=(301) e B=(212), e verificar se o ponto E =(12,3) e a origem do sistema pertencem a reta.
Solucdo: O vetor diretor da reta é AB =(-111). Seja P =(x,y,z) um ponto qualquer da reta,
entdo temos AP = (x—-3,¥,z-1) e a equacéo vetorial:
(x-3y,z-1)=r(-111)

x=3-1r
Que resulta em nas equacdes paramétricas dareta r :y =0+1r .

z=1+1r
Isolando o parametro 7 das equacdes acima, obtemos as equacdes simétricas da reta:

r_x—3_y—0_z—1
-1 1

,our:3-x=y=z-1.

Para verificar que o ponto E =(1,2,3) e a origem O =(0,0,0), pertencem a reta, basta substituir as

trés coordenadas dos pontos nas equacdes simétricas da reta, se as igualdades forem satisfeitas,

0 ponto pertence a reta, caso contrario, ndo pertence, logo:
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0-3 :0—0 _ 0-1
-1 1

—— —— —
=3 =0 =-1

» 0=(0,00)= = 3#0# -1, ndo pertence ar,

1—3:2—0:3—1
-1 1 1
—_— S =

=2 =2 =2

> E=(123)= = 2=2=2, pertence aretar.

3.3.2 Por um ponto e um vetor

Considere um ponto A qualquer do espaco
tridimensional e um vetor U, ndo nulo, como na figura 7.

As condi¢bes de um ponto P qualquer pertencer a

reta r s&o as mesmas utilizadas anteriormente para uma _ -
Figura 7 Reta definida por um ponto

reta definidos por dois pontos, pois sé foram utilizados, de e um vetor

fato, o ponto A e o vetor diretor u = AB.

3.3.3 Por dois planos

Considere dois planos, ndo paralelos e néo
coincidentes, quaisquer, como na figura 8.

Para determinar a reta r intersecdo destes dois
planos, vamos considera-los definidos por

a:ax+by+cz+d=0 e F:px+qy+rz+s=0, logo a

reta € a solucdo do sistema: Figura 8 Reta definida por dois planos.
|Jax+by +cz+d =0
r'{px+qy +rz+s=0
Lembre-se que para definir uma reta, € necessario:
» Dois pontos
Neste caso podemos achar duas solu¢cfes para o sistema acima, ndo necessariamente tendo
gue resolver o sistema.
Como fazer isso?
“Serd que esta reta tem algum ponto cuja primeira coordenada seja 0?”
o Fazendo x =0, o sistema acima, fica apenas com duas variaveis, que € bem mais facil
by +cz+d =0

. Se tiver solu¢do, achamos o primeiro ponto,
qy +rz+s=0

de resolver, ou seja, r :{

caso contrario, faga y =0, z =0 ou qualquer outro valor para uma das coordenadas.

o Para achar o segundo ponto, siga a mesma idéia de achar o primeiro ponto.

» Um ponto e um vetor diretor
Ache um ponto como anteriormente e observe que o vetor diretor da reta é perpendicular aos

vetores n, e ﬁﬁ, ou seja, podemos considerar o vetor diretor u =n, x ﬁﬁ.
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Exercicio: Determinar as equacdes parameétricas e simétricas da reta r dada pela intersec¢do dos
planos a:x+y+z+1=0e [:2x+3y +z=0.
Solugéo:

X +y +z+1=0

» Vamos primeiro determinar esta reta r, como solucdo do sistema { , usando o

2x+3y+z =0
método do escalonamento, temos:

[111—

11 1 -1, -L-L=[10 2 -3
2 31 0|,-L-2,=/01 -1 2

01 -1 -2
: : X +2z=-3 -
O que resulta no sistema equivalente 5’ escolhendo z=r1 e substituindo no
y —2=-
X==-3-2r
sistema equivalente, obtemos as equacdes paramétricas da reta r:qy =-2+1r e destas,
z=0 +1r
~ o X+3 _y+2 z
obtemos as equagfes simétricas r T, T T

» Se nao gostar de escalonamento, podemos entdo determinar dois pontos da reta r,
escolhendo, por exemplo,

. . X +z+1=0 .
o0 vy =0, reduzindo o sistema para oyt 0’ tendo como solugdo x=1e z=-2, ou
X+z =

seja, um primeiro ponto da reta é A =(1,0,-2);

X +y +1=0

, tendo como solugcéo x=-3 e y =2,
2x+3y =0

0 z=0, reduzindo o sistema para {

ou seja, um segundo ponto da reta é B =(-3,2,0).

Logo um vetor diretor é o vetor U = AB =(-4,2,2) e, portanto, as equacdes paramétricas da

x=1-4r
reta sdo r:qy=0 +2r e, destas equacbes, obtemos as equagdes simétricas
z=-2+2r
. X-1_y _z+2
-4 2 2

» Pode-se também determinar um ponto e um vetor diretor da reta.
o Para encontrar um ponto, fazemos como acima. Vamos utilizar, entdo, o ponto
A =(10,-2).
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o Para determinar um vetor diretor, basta calcular U=n,xn,, logo

i j ok
U=h,xnz=1 1 1=-2i +]+Kk.
2 31
X=1-2r
Portanto as equacBes paramétricas da reta sdo r:qy =0 +1r e destas, obtemos as
z=-2+1r

~ C x=-1_ 'y z+2
equagdes simétricas r: ——==-=——.
-2 1 1

Observacdo: Apesar das equacgfes paramétricas e simétricas da reta r, encontradas no exercicio
acima, serem diferentes, elas representam a mesma reta r, o que as diferencia é a escolha de um

ponto inicial e de um “novo” vetor diretor, multiplo do vetor diretor obtido anteriormente.

3.4 Posicao relativa

Para o estudo de posicdes relativas, é importante “enxergar” as retas e os planos,
juntamente com os elementos que o definem, ou seja, FACA varios esbocos, por exemplo, duas
retas paralelas, uma reta perpendicular a um plano, etc.

Para resolver problemas, como &angulos, distancias e intersecbes, envolvendo retas e
planos, ndo como eles estdo definidos pelas suas equacdes, mas genericamente, é necessario
saber como eles estdo colocados no espaco, ou seja, em que posicao um estd em relagdo ao

outro.

3.4.1 Entre retas

Existem quatro possibilidades para a posicao relativa entre duas retas.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posi¢des relativas:
= Areta r definida pelo ponto R e pelo vetor diretor r e

»= Areta s definida pelo ponto S e pelo vetor diretor s .

3.4.1.1 Retas coincidentes

Observando as duas retas r e s paralelas coincidentes, na
figura 9, concluimos que:

» Representam a mesma reta;

> Os vetores diretores r e s sdo paralelos, logo sdo
LD;

r
» Oponto SOr e ROs; Figura 9 Retas coincidentes.
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vV V V VYV

O vetor SR ¢é paralelo aos vetores diretores;
A intersecdo entre as retas € a propria reta;

O angulo (r,s) entre as retas é 0°

A distancia d(r,s) entre as retas € 0.

3.4.1.2 Retas paralelas

Observando as duas retas r e s paralelas distintas, na figura

10, concluimos que:

VvV V. V V V VY V

Os vetores diretores r e s séo paralelos, logo séo LD;

O ponto SOr e ROs;

O vetor SR nao € paralelo aos vetores diretores;
. ) ) . Figura 10 Retas paralelas.
N&o existe interse¢do entre as retas;

O angulo (r,s) entre as retas é 0°;

A area do paralelogramo formado pelos vetores r e SR é positiva;

A distancia d(r,s) entre as retas é positiva.

3.4.1.3 Retas concorrentes

Observando as duas retas r e s concorrentes, na figura 11,

concluimos que:

>

vV V V¥V VY V

Os vetores diretores r e s néo sdo paralelos, logo
sao LI;

A intersecdo entre as retas € o ponto I;

a 74 (o] 0.
O angulo (r,s) entre as retas esta entre 0° e 180°; Figura 11 Retas concorrentes.

Os vetores r , S e SR, podem ser representados em um plano, logo s&o LD;

O volume do paralelepipedo formado pelos vetores r , s e SR é 0;

A distancia d(r,s) entre as retas é 0.

3.4.1.4 Retas reversas

Observando as duas retas r e s reversas, ou seja, as retas
estdo em planos paralelos distintos, como na figura 12,

concluimos que:

>

Os vetores diretores r e S ndo séo paralelos, logo

sao LI;

N&o existe intersecdo entre as retas;

Figura 12 Retas reversas.

O angulo (r,s) entre as retas esta entre 0° e 180°;

Os vetores r , S e SR, ndo podem ser representados em um plano, logo séo LlI;
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> O volume do paralelepipedo formado pelos vetores r , s e SR é positivo;

» Adistancia d(r,s) entre as retas € positiva.
3.4.2 Entre retas e planos

Existem trés possibilidades para a posi¢ao relativa entre uma reta e um plano.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posi¢des relativas:
= Areta r definida pelo ponto R e pelo vetor diretor r e

» O plano a definido pelo ponto A e pelo vetor normal n,, ou pelo ponto A e dois vetores

diretores U e v .

3.4.2.1 Reta contida no plano

Observando a reta r paralela e contida no plano a, na
figura 13, concluimos que:

» Os vetores r e n, sdo perpendiculares, logo

rth, =0;

A intersecdo entre a reta e o plano é a propria retar;

O angulo (a,r) entre areta e o plano é 0% Figura 13 Reta contida no plano

O vetor AR é perpendicular ao vetor n,;
Os vetores r, U e vV, podem ser representados em um plano, logo séo LD;

O volume do paralelepipedo formado pelos vetores AR ,uev éo;

YV V. V¥V V¥V V V

A distancia d(a,r) entre a reta e o plano € 0.

3.4.2.2 Reta paralela ao plano

Observando a reta r paralela ao plano a, na figura 14,
concluimos que:
Os vetores r e n, sdo perpendiculares, logo r [h, =0;

A intersecdo entre a reta e o plano é vazia;

O angulo (a,r) entre areta e o plano é 0%

Figura 14 Reta paralela ao plano.

O vetor AR ndo é perpendicular ao vetor n,;
Os vetores r, U e vV, podem ser representados em um plano, logo sédo LD;

O volume do paralelepipedo formado pelos vetores AR , U eV é positivo;

vV V. V¥V VY V VYV V

A distancia d(a,r) entre a reta e o plano € positiva.

3.4.2.3 Reta concorrente ao plano

128



Observando a reta r concorrente ao plano a, ou seja,
gue o intercepta em apenas um ponto, na figura 15,
concluimos que:

» Os vetores r e n, ndo sdo perpendiculares, logo

rin, 20;
A intersecdo entre a reta e o plano é o ponto I; Figura 15 Reta concorrente ao plano

O angulo (a,r) entre a reta esta entre 0° e 180°;

Os vetores r, U e V, ndo podem ser representados em um plano, logo séo LI;

O volume do paralelepipedo formado pelos vetores r, U e v é positivo;

vV V. VYV V V

A distancia d(a,r) entre a reta e o plano € 0.
3.4.3 Entre planos

Existem trés possibilidades para a posicéo relativa dois planos.

Vamos considerar, para efeito de estudos das posi¢des relativas:
*» O plano a definido pelo ponto A e pelo vetor normal n,, ou pelo ponto A e dois vetores
diretores U e v .

= O plano £ definido pelo ponto B e pelo vetor normal ﬁﬁ, ou pelo ponto B e dois vetores

—

diretores a e b.

3.4.3.1 Planos coincidentes

Observando os dois planos paralelos e coincidentes a e

B, nafigura 16, concluimos que:

> Os vetores n, e n; sdo paralelos, logo n, xn; =0;

» A intersecdo entre os dois planos é o préprio plano a
(ou B);
O pontoAJ S e o ponto BOa ;

Figura 16 Planos paralelos e coincidentes

O angulo (a,8) entre os planos é 0°

> Os vetores U, Vv, d e b, podem, trés a trés, ser representados em um plano, logo qualquer

conjunto com trés destes vetores é LD;

> O vetor AB ¢é perpendicular aos vetores n, e ng;

» Os vetores E, U e v sdo LD, bem como os vetores ﬁé, de 6,

» O volume do paralelepipedo formado pelos vetores ﬁé, uev éo;

» Adistancia d(a,f) entre planos é 0.
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3.4.3.2 Planos paralelos

Observando os dois planos paralelos e distintos a e £, na

figura 17, concluimos que:

» Os vetores n, e ﬁﬁ séo paralelos, logo n, x ﬁﬁ =0;
» Aintersecao entre os dois planos € vazia;
» OpontoAllS eoponto BOa;
Figura 17 Planos paralelos
» O angulo (a,B) entre os planos é 0°;
» Osvetores U, VvV, a e 6 , podem, trés a trés, ser representados em um plano, logo séo LD;
> O vetor AB é perpendicular aos vetores n, e ng;
> Os vetores AB, U e vV sdo LI, bem como os vetores AB, d e b;
» O volume do paralelepipedo formado pelos vetores ﬁé, u eV é positivo;

» Adistancia d(a, ) entre planos € positiva.
3.4.3.3 Planos concorrentes

Observando os dois planos paralelos e coincidentes a e

B, nafigura 17, concluimos que:

> Os vetores n, e n, ndo sdo paralelos, logo

Ny XNng #0;

» A intersecdo entre os dois planos € uma reta, ja

Figura 18 Planos concorrentes.

determinada anteriormente;

» O angulo (a,B) entre os planos é positivo;

» A distancia d(a, () entre planos é 0.

3.5 Angulo

s

Para determinar angulos entre as retas, entre as retas e os planos e entre planos, é
necessario primeiro, saber qual € a posicdo relativa entre eles, pois dependendo do caso, 0
angulo é nulo e nada para se fazer, mas quando nao for nulo, o angulo sera calculando, usando o

célculo do angulo entre dois vetores (3.8 e 3.9.1 da Unidade II).

3.5.1 Nulo

O angulo sera nulo quando:
» Asretasr e s forem paralelas ou coincidentes (figuras 9 e 10)

» Aretar for paralela, ou estiver contida no plano a (figuras 13 e 14)
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» Os planos a e g forem paralelos ou coincidentes (figuras 16 e 17)

3.5.2 Nao nulo

O angulo ser néo nulo quando:

» Asretasr e s forem concorrentes ou reversas (figuras 11 e 12)
Neste caso, diremos que o angulo entre as retas, denotado por (r,s), sera 0 menor angulo
entres os angulos (r,s)e (-r,s).

» Aretar for concorrente ao plano a (figura 15)

z

Neste caso, 0 angulo entre a reta e o plano, denotado por (a,r), € igual ao angulo
0 = = . Y/ S
90° - (n,,r) ou, em radianos, E—(na,r).

» Os planos a e S forem concorrentes (figura 18)
Neste caso, o angulo entre os planos, denotado por (a,f), € igual ao angulo (ﬁa,ﬁﬂ)

definido pelos vetores normais.

3.6 Intersecdes

As intersecdes entre as retas, entre as retas e 0s planos e entre planos, depende da
posicao relativa. Se a interse¢éo for vazia, nada a fazer, se nado for vazia, deve-se, basicamente,

resolver sistemas, para encontrar a solucao.

3.6.1 Vazia

A intersec¢do serd vazia quando:
» Asretasr e s forem paralelas distintas ou reversas (figuras 10 e 12).
» Aretar for paralela ao plano a (figura 14).

» Os planos a e £ forem paralelos distintos (figura 17).

3.6.2 Nao vazia

A intersecdo ndo serd vazia quando:
» Asretasr e s forem coincidentes (figura 9)

Neste caso, a interse¢éo sera a propria retar (ou s).
» Asretasr e s forem concorrentes (figura 11)

Neste caso, a interse¢do sera um ponto |.

Como fazer isso?

Considere as retas r e s definida pelas seguintes equacgfes paramétricas

X =Xg +X,T X =Xg + X0
FiyY =YyrtYy, T €SIy =Ystys0
Z=Zg ty, T 2=23+Z,p
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7

O ponto | de intersecdo das retas é um ponto que deve satisfazer as duas equacdes
paramétricas, ou seja,

| =(Xg + X, T,Yg +VY, 7,25 +2,7)0r e | =(Xg + X, I,Yg +YTI,2g +2,7)0S

Portanto, basta resolver o seguinte sistema, nas incégnitas 7 e p:

Xg + X T =Xg +Xs 0

I yR +er:yS +ysp
Zp Ty, T=25 27,0

Uma vez determinado o valor de 7 ou de p, basta substituir na equacdo da reta

correspondente, obtendo o ponto I.

» Areta r estiver contida no plano a (figura 13)

Neste caso a interse¢cao sera a propria retar.

» Aretar for concorrente ao plano a (figura 15)

Neste caso a interse¢do sera um ponto |.

Como fazer isso?
X =Xg + X, T

Considere a reta r definida pelas equag¢des paramétricas r:qy =y, +y, 7 e o plano a
Z=17g +er

definida pela equacdo geral a:ax +by +cz+d =0, o ponto | de intersecdo da reta com o

plano, é um ponto que deve satisfazer as equacdes paramétricas da reta e a equacgao
geral do plano, ou seja, logo, basta resolver a seguinte equacdo, do primeiro grau, na
incognita 7:

a(xg +Xx,7)+b(yg +y,7)+c(zg +z,1r)+d =0
Uma vez determinado o valor de 7, basta substituir na equacéo da reta r, obtendo o ponto
de intersecao I.

» Os planos a e [ forem paralelos coincidentes (figura 16).
Neste caso a interse¢do sera o proprio plano a ou 3.
» Os planos a e £ forem concorrentes (figura 18).

Neste caso a interse¢do serd uma reta, vista em 3.3.3 desta unidade.

3.7 Distancias

As distancias entre as retas, entre as retas e os planos e entre planos, também depende

da posicdo relativa pois, se a distancia for zero, nada a fazer, se ndo for zero, deve-se,
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basicamente, calcular comprimentos (produto interno), areas (produto vetorial) e volume (produto

misto).

Observacédo: A distancia entre dois pontos A e B, quaisquer é calculado com a norma do vetor

ﬁ, ou seja, d(a,b) =HEH .

3.7.1 Igual a zero

A distancia sera zero quando:

» O ponto R pertence aretar.

O ponto A pertence ao plano a .

As retas r e s forem coincidentes ou concorrentes (figuras 9 e 11).

A reta r estiver contida ou for concorrente ao no plano a (figuras 13 e 15).

YV V V VYV

Os planos a e S forem coincidentes ou concorrentes (figuras 16 e 18).

3.7.2 Diferente de zero

Vamos considerar, antes de definir as demais distancias, a distancia entre um ponto e uma
reta e a distancia entre um ponto e um plano, pois todos o0s outros casos recaem em um destes

dois.

3.7.2.1 Distancia entre um ponto e uma reta

A distancia entre um ponto P e uma reta r sera
encontrada através do calculo de uma determinada area.
Como fazer isso?

“Lembre-se que: a area de um paralelogramo é igual a

base vezes altura.”

. , ; Figura 19 Distancia de ponto a reta
Da figura 19, temos que a area € dada pela norma do

produto vetorial

FxRPH=||F||. h
—
pase altura

Area

logo a distancia do ponto P a uma reta r, € dada por d(P,r)=h =*— =

3.7.2.2 Distancia entre um ponto e um plano

A distancia entre um ponto P e um plano a, sera

encontrada através do calculo de um determinado volume.
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Como fazer isso?

“Lembre-se: o volume de um paralelepipedo € igual a area da base vezes altura.”

Da figura 20, temos que volume é dado pelo médulo do produto misto

s 88| =g <71,
— —~ S Altura

Volume Areabase

‘[ﬁ,\?, AP] _ Volume

logo a distancia entre um ponto P e um plano a € dado por d(P,a)=h=—————- =—
[ixv| — Areay

3.7.2.3 Outros casos de distancias

» Asretasr e s sdo paralelas e distintas (figura 10).
A distancia entre as retas € igual a distancia do ponto S a reta r, que é igual a distancia do
ponto R areta s, ou seja: d(r,s)=d(S,r) =d(R,s).
» Asretasr e s sdo reversas (figura 12)
A distancia entre as retas r e s é igual a distancia do ponto S ao plano a (definido pelo
ponto R e pelos vetores r e s), que é igual a distancia do ponto R ao plano A (definido
pelo ponto S e pelos vetores r e s ), ou seja:
d(r,s)=d(S,a)=d(R, ).
» Aretar paralela ao plano a (figura 14)
A distancia entre areta r e o plano a é igual a distancia do ponto R ao plano a, ou seja:
d(r,a) =d(R,a).
» Os planos a e [ sao paralelos distintos (figura 17).
A distancia entre o plano a e o plano £ é igual a distancia do ponto A ao plano 3, que é

igual & distancia do ponto B ao plano a, ou seja:

d(a,8)=d(A B)=d(B,a).
3.8 Exemplos

A partir deste momento iremos revisar, via exercicios e exemplos, todos 0s conhecimentos
anteriores, como definir retas, planos, determinar a posicao relativa, a intersecdo, o angulo e a
distancia entre eles, e outras coisinhas mais, sempre considerando o sistema de coordenadas do
R? definido.

Em todos os exemplos abaixo, considere os pontos A=(3,01), B=(212), C=(0,-13) e

Xx=3-1r
ponto genérico P =(X,y,z),aretar:<y =0+1r eoplano a:2x+1ly +3z-6=0.
z=1+1r
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3.8.1.1 Determinar areta s, que passa por C e é paralela areta r.

Para determinar a reta s, ou seja, determinar as equacdes desta reta, vocé tera que achar

um vetor diretor da mesma.

Como fazer isso?
Esboce duas retas paralelas quaisquer;
Represente o ponto R e o vetor r naretar e os pontos C e P nareta s;

Observe que, para definir a reta s, so falta determinar o vetor diretor;

vV V V VYV

Escolha como vetor diretor para reta s o mesmo da retar, ou seja, S =r ;

“Porque posso escolher esse vetcr?”

A\ 4

Temos, portanto, que a reta s é definida por C =(0,-13) e s =r =(-111);

> Como CP/IT (LD), temos a equaco vetorial CP = pr ;

x=0-1p
» Escrevendo as equacgdes paramétricas dareta s, temos s:<y =-1+1p ;
z=3 +1p

» Escrevendo as equaces simétricas (isolando p nas paramétricas) obtemos:

X _y+1 z-3

ous:-x=y+1=z-3

3.8.1.2 Determinar o plano f que passa C e é perpendicular a reta r.

Para determinar o plano £, ou seja, determinar as equacdes deste plano, vocé tera que achar um

ponto e um vetor normal do plano 3.

Como fazer isso?

Esboce um plano e uma reta perpendicular quaisquer;
Represente o ponto R e o vetor r naretar e os pontos C e P no plano S ;

Observe que, para definir o plano £, so6 falta determinar o vetor normal;

VvV V VY V

Escolha como vetor normal do plano # o0 mesmo da reta r, ou seja, ﬁﬂ =r;
“Porque posso escolher esse vetcr?”
> Temos, portanto que, o plano B € definido por C =(0,-13) e n, =1 =(-111);

Como CP OF , 0 produto interno CP [ = 0;
Logo a equacdo normaldo plano é S:-1x+1y +1z2-2=0;
Para escrever as equagfes paramétricas do plano partindo da equacao normal, temos pelo

menos duas possibilidades:
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o0 Determinar dois vetores diretores do plano. Para tanto, acharemos outros dois
pontos, como por exemplo, os pontos C, =(0,02) e C, =(-2,0,0), achando os
vetores Cf; =(01-1 e Cf; =(-21-3), logo:

x=0+0u-2u,
Biqy ==1+ 1y + 1
z=3 —1y =344,

o Considerey =4 e z=u,,logo x =-2+ 1, + 44, , isto é:

X =2+ [+, X==2+ [y + [l
Biy= 1 ou B:qy =0 + 4 +0u,
zZ= W z=0 +0u +14,

3.8.1.3 Determinar o angulo, a distancia e ainters  e¢éo, caso existam, ente oplano Bea

reta s.

Para determinar o angulo, a distancia e a intersecéao, verifique, antes de qualquer coisa, a

posicdo relativa entre o plano [ e a reta s, pois dependendo do caso, ndo sera necessario fazer

contas.

Como fazer isso?

>

Pense nas trés possibilidades que existem, com relacdo a posicdo relativa, entre uma reta

e um plano.

Pense na sua mesa como o plano (infinito) e o&gaa tomo reta (infinita)
1. Coloque o lapis sobre a mesa (primeira possibilead
2. Afaste da mesa paralelamente o l4pis (segundalptidade);

3. Encoste apenas a ponta do lapis na mesa (terceisaipilidade).

Esboce um plano e uma reta quaisquer;

Represente o ponto R e o vetor I nareta r o ponto C e vetor n; no plano £
Verifique se os vetores ' e n, sdo perpendiculares, ou seja, calcule r [ ;;

Como o resultado r Dﬁﬂ =(-111)[[-111) =3, os vetores nao sao perpendiculares, portanto

a reta s6 pode ser concorrente ao plano;

Como séao concorrentes a distancia d(5,r)=0;
Observe que ﬁﬁ =r =(-111), logo o angulo (B,r)=90°, ou seja, sdo perpendiculares;
Finalmente para determinar a intersecdo, que ja sabemos que € um ponto, basta pegar um
ponto qualquer 1 =(0-1p,-1+1p,3 +1p) da reta S e substituir na equacao geral do plano
[, ou seja:

-10-1p0)+1(-1+1p)+1(3+1p)-2=0

Resolvendo a equacéo, temos que p=0,logo | =(0,-13)0s n S.
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3.8.1.4 Determinar a equacéo normal do plano ¢ que contenha o ponto A e seja paralelo ao
plano B.

Para determinar a equacgéo deste plano, vocé ter4 que achar um ponto e vetor normal do

plano ¢, ou dois vetores diretores do plano.

Como fazer isso?

» Esboce dois planos paralelos;

» Represente o ponto C e o vetor normal ﬁﬁ no plano B e os pontos A e P no plano ¢;
» Observe que, para definir o plano 3, sé falta determinar o vetor normal;
>

Escolha como vetor normal do plano ¢ o0 mesmo do plano 3, ou seja, ﬁ¢ = ﬁﬂ;
“Porque posso escolher esse vetcr?”
» Temos, portanto, que o plano ¢ é definido por A=(3,01) e ﬁ¢ = ﬁﬁ =(-111);
» Como AP [ r, o produto interno AP [F =0;
Logo a equacado geraldo plano é ¢:-1x +1y +1z+2 =0;

3.8.1.5 Calcule a distancia entre os planos B e @.

Para determinar a distancia entre estes planos, vamos de fato calcular um volume.

Como fazer isso?

» Esboce dois planos paralelos;

» Represente o ponto C e o vetor normal ﬁﬁ no plano S e o ponto A no plano ¢;

Represente o vetor AC;
Observe que, o vetor ﬁﬂ pode representar o produto vetorial de dois vetores diretores v, e
Vv, do plano 3, ou seja, ﬁﬁ =V, XV,;

» O volume sera gerado pelos vetores v,, v, € AC, portanto o volume serd o modulo do
produto misto:

V =

[V1'V2'E]‘ =

v, %V, DE‘ =‘ﬁﬁ Eﬁ‘ =4
“Volume de um paralelepipedo é &rea da base valres”

» Portanto como a area da base é || ﬁﬂ [|I= V3, a distancia sera:

d(3,9) :% :$u.c.

4. Avaliando o que foi construido
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Foram introduzidos, nesta unidade, as retas e os planos e como olhar estes elementos de
uma maneira geométrica.

Definimos também as equacdes paramétricas das retas e dos planos, bem como a
equacao simétrica da reta e a equacédo geral de um plano.

Foi bastante enfatizado que determinar a posic¢ao relativa entre as retas e os planos é, de
fato, muito importante, pois facilita a compreensdo dos problemas e principalmente a sua
resolucgéo.

Mostramos também como determinar angulos, interse¢fes e distancias entre as retas,

entre retas e planos e entre planos.

138



Nesta unidade estudaremos e definiremos as cbnicas, como por exemplo, circunferéncias,
elipses, hipérboles e pardbolas, a partir das suas equacdes gerais dadas por equacdes do
segundo grau em duas variaveis, usando ferramentas algébricas, como matrizes, determinantes,
polinbmios caracteristicos, autovalores e autovetores, introduzidos nesta unidade.

Faremos também uma introducdo as superficies quédricas, bem como serdo exibidas
algumas superficies de revolucdo, cilindricas e cbnicas, com o intuito de fazer o aluno olhar os
objetos ao seu redor e tentar ver que tipo de superficie se trata tal objeto e que € possivel existir

uma equacao associada a tal superficie.

2. Problematizando a Tematica

Na classificacdo da conica, trataremos de modo algébrico a equacédo geral, para obter a
cbnica na forma reduzida, simplificando, desta maneira, a equacdo para a obtencdo dos seus
elementos basicos (estudados na disciplina Matematica Basica V).

Para a visualizacao das cénicas utilizaremos o programa Geogebra para exibir as cbnicas,
bem como resolver exercicios e interagir com as curvas, nele definidas, de maneira simples e
agradavel.

Como desenhar uma quadrica, ou pelo menos, ter uma idéia de como a quéadrica se
encontra em um espaco tridimensional, sendo capaz de visualizar suas intersecbes com planos,

determinando qual curva, em duas dimensdes, ira surgir nestes cortes.

3. Conhecendo a Tematica

3.1 Introducéo

O tratamento mais basico, ou seja, considerando as cbnicas com o eixo focal paralelo ao

eixo X ou ao eixo y, serd tratado na disciplina Matematica Basica IV, porém seu conhecimento

sera necessario para a distingdo das cbnicas aqui abordadas, pois nosso objetivo sera sempre
obter as equacdes das conicas na sua forma reduzida.

Para a classificacdo das conicas, usaremos 0s conceitos basicos de como encontrar 0s
autovalores e autovetores, associados a uma determinada matriz. A definicdo e aplicacbes serédo
objetos da disciplina Introducéo a Algebra Linear, mas aqui introduzidas parcialmente, apenas
para usa-las em nossos estudos.

No caso das superficies ficaremos a maior parte do tempo na identificagdo, compreenséo e
esboco das superficies quéadricas, conicas e cilindricas, nas suas formas mais conhecidas, apesar

de também ser possivel, usando o0 mesmo procedimento para as conicas, classificar as quadricas.

3.2 Conicas

Vamos considerar, para o estudo das cbnicas, o plano cartesiano, ou seja, o espaco de

duas dimensdes R2.
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----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

Definicdo: O lugar geométrico dos pontos (x,y) JR? que satisfazem & equac&o do segundo grau
em duas variaveis
Ax? +Bxy + Cy? +Dx +Ey +F =0

. é chamado de conica .

_________________________________________________________________________________________________________________________________

Observacbes: Da equacdo Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F =0, chamada de equacdo da conica,
temos que:

* Pelos menos um dos numeros A, B e C é diferente de zero;
« Ostermos Ax? e Cy? sdo chamados de termos quadraticos;
« O termo Bxy é chamado de termo quadratico misto;

 Ostermos Dx e Ey sdo os termos lineares e F € o termo independente;
» A coOnica é o conjunto {(x,y) OR?/AX? +Bxy +Cy? +Dx +Ey +F = 0}

« Podemos escrever a equacdo Ax? +Bxy +Cy? +Dx +Ey +F =0 na forma matricial

[x y]{B’/*2 Béz}[;}[p E].m+p=o

Exemplos: Teste todas essas cOnicas no programa Geogebra.

(verifique):

a) Circunferéncia: x* +y? =1, ou seja,
1x? +0xy +1y? +0x +0y -1=0;

2 2

b) Elipse: x?+y7 =1 < 2x*+3y? =6, ou seja,

2x% +0xy +3y? +0x +0y-6=0;

X2 y2
c) Hipérbole: 35 =1~ 2x?*-3y? =6, ou seja,

2x% +0xy -3y? +0x +0y-6=0;

d) Parabola: x* -y =0, ou seja,
1x? +0xy +0y? +Ox -1y +0=0;

e) Um ponto (circunferéncia ou elipse degenerada): x? +y? =0, ou seja,
1x% +0xy +1y® +0x +0y +0=0;

f) Vazio (circunferéncia ou elipse degenerada): x* +y? +1=0, ou seja,
1x% +0xy +1y®> +Ox +0y -1=0;

g) Uma reta (parébola degenerada): (x +y)? =0 « x? +2xy +y* =0, ou seja,
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1x% +2xy +1y* +0x +0y +0 =0;
h) Duas retas paralelas (parabola degenerada): (X +y)(x+y+1)=0 = x*+2xy +y*+x+y =0,
ou seja,
1x? +2xy +1y? +1x+1y+0=0;
i) Duas retas concorrentes (hipérbole degenerada): (x +y)(x-y)=0 « x?-y?=0, ou seja,

1x? +0xy —1y? +0x +0y +0=0;
3.2.1 Forma reduzida

Apresentaremos a seguir as quatro cénicas mais conhecidas, dadas as equacgfes nas

formas vetorial, reduzidas e paramétricas, onde:

P =(x,y) é um ponto qualquer da cbnica.
C =(Xq,Yo) € 0 cento;

F,, F, e F sdo os focos;

YV V V V

A, A, B, B, eV =(x,,y,) sdo os vértices;

Circunferéncia Parabola

C:H@Hzr Co :Hﬁ”zd(P,r)

2

2

C;(x—x0)2+(y—y0)2:r Cpide(y —y)=(x-x/)

X =X, +r.cos(r X =X, +2CT
C:{ 0 (7) Co :{ v

y =Yo+r.sen(r) y =y, +c7’
» r éaretadiretriz
Onde r é o raio. » c= Hﬁ/”
Elipse | | Hipérbole
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By
A
A1 . o .. . A2 ,,,,,,,,, 2 o
TITNPEY)
Bz P=(xy)
< o[-l == 1 -
_ 2 _ 2
E(X ZXO) +(y 2yO) =1 H:(X_XO)Z _(y_yo)2 =1
a b a’ b?
:{X =X, +a.cos(r) H - X =X, +a.sec(r)
y =Y, +bsen(r) |y =y, +b.tan(r)
Onde: Onde:
> 2a=|AA,| (eixo maior) > 2a= A1A2H (eixo maior)
> 2b=|B,B,| (eixo menor) > 2c= @“ (distancia focal)
> 2c= @H (distancia focal) > c?2=a%+Db?
> a’=b”+c?

Observacdo: Nos casos em que na equacao nado conste do termo quadratico misto, a
classificacdo se d& através de operagbes como completamento de quadrados e operacdes

algébricas basicas (ver exemplos 3.4.1).

3.2.2 Autovalores e autovetores

Utilizaremos autovalores e autovetores como ferramenta para determinar os eixos das
cbnicas, em relacdo aos eixos coordenados, a partir da equacado geral, eliminando desta forma o
termo quadratico misto. O detalhamento e 0 uso mais intensivo desta teoria serd tema da
disciplina Introduc&o a Algebra Linear.

Apesar das definicbes abaixo serem para matrizes quadradas de qualquer ordem,

ficaremos apenas com as matrizes 2 x 2, que serdo nosso objeto de trabalho.

——————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————————

. Definicdo: Chamaremos de polindbmio caracteristico de uma matriz A, ao polinémio definido
' por:
p(A) =det(A-Al,)

i onde |, é a matriz identidade nxn.

5 -2 1 0| |[5-4 =2
determinante de Azxz—/ﬂzz{ 5 8}_/]{0 Jz[ > g J,ouseja,

: : 5 oA i , .
Exemplo: Considere a matriz A ={ } . O polindmio caracteristico da matriz A sera o
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5-14 -2

p()l):det(A—/]IZ):‘ e

‘=(5—)I)(8—A)—4:A2 -131+36.

i Definicdo: Chamaremos de autovalores de uma matriz A,,,, as raizes, caso existam, do

polinbmio caracteristico, ou seja, as solu¢des da equacéo:
p(4)=0

Exemplo: Considere a matriz A:{ } como no exemplo anterior, com o seu polinGmio

caracteristico dado por p(A) =4 -131 +36. Os autovalores da matrizsdo A, =4 e A, =9.

i Definicdo: Chamaremos de autovetor v, associado ao autovalor A de uma matriz A, , a uma
solugéo do seguinte sistema linear:

A X = AX
Onde X = (X; Xz ... Xn)' € uma matriz coluna composta de n variaveis. A solucdo X, da equacéo

. matricial acima nos da as coordenadas de vV, em relagéo a uma base de R".

: : 5 2
Exemplo: Considere os autovalores A, =4 e A, =9 da matriz A:{ } do exemplo

anterior. Logo, para o autovalor:

5 -=-2|x X 4x
» A, =4, temos: =4 |=
-2 8|y y 4y

%r—/
A X X

Que, ap6s a multiplicacdo das matrizes, resulta no seguinte sistema homogéneo:

{5x—2y =4x:>{ X —-2y=0

=>X=2y
-2x +8y =4y -2x+4y=0

Obtendo os autovetores ‘711 =(2y,y), com y #0. Logo, um autovetor unitario serd dado

(2 1
pOf'V/]1 [ﬁ’ﬁ

» A, =9, temos: S b =9X = X
-2 8|y y 9y
— —_

[}
A X X

j, considerando y =i.

V5

Que, apés a multiplicacdo das matrizes, resulta no seguinte sistema homogéneo:
{ 5x —2y =9x {—4x—2y=0

=y =-2X
-2X +8y =9y -2x-y =0
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Obtendo os autovetores \7A1 =(x,—2x), com x #0. Logo, um autovetor unitario ser4 dado
porv, = -1 ij considerando x = _L

"\ BVE) 5
3.2.3 Classificando as cbnicas

Para a classificacdo e esboco das cbnicas, devemos seguir 0s seguintes passos:

1) Escrever a equacdo Ax? +Bxy +Cy? +Dx +Ey +F =0, na forma matricial:

Ix y]{B‘/\z Béz}[;}[o E].[;(}+F=O

. L : » A B/2
2) Determinar autovetores unitarios U e v da matriz dos termos quadraticos B2 C | que

dardo a direcdo dos novos eixos coordenados para a conica;

3) Considerando os autovetores unitarios u = (uy,uy) e V= (vy,v,) associados aos autovalores
A, e A, respectivamente, definir as seguintes matrizes:
0 A, u, v,
4) Escrever a nova equacao a partir da equacao vetorial, fazendo a mudanca das variaveis x e

y por X, e y,, ou seja,

St M S e

5) Esbocar o gréafico da conica acima, considerando como eixos dados pelos autovetores U e v .

Proposicdo: Considere a conica definida pela equagdo Ax® +Bxy +Cy” +Dx+Ey+F=0, A, e A,

B/Z} .
, entao:
C

0s autovalores da matriz dos termos quadraticos M = {B /2

a) 4.1, =AC -B?/4;
b) Se A.4, >0, entédo a conica é uma elipse, um ponto ou 0 conjunto vazio;
c) Se A,..4, <0, entdo a conica € uma hipérbole ou um par de retas concorrentes;
d) Se A.4, =0, temos duas possibilidades:
)4, #0 ou A, #0 entdo a conica &€ uma parabola, ou um par de retas

paralelas ou uma reta ou o0 conjunto vazio;

ii)A4, =A, =0 entéo a conica é€ uma reta.
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Observacdo: SO utilizaremos este método de classificacdo nos casos em que o coeficiente do
termo quadratico misto for diferente de zero, pois caso contrério recai numa equacgdo da forma
reduzida, via completamento de quadrados e operacfes elementares algébricos (“continhas”).

Veja os exemplos em 3.4.1.

3.3 Quadricas

Vamos considerar para o estudo das quadricas, 0 espaco tridimensional com o sistema de

eixos coordenados dado na unidade 3.

Definicdo: O lugar geométrico dos pontos (x,y,z)OR® que satisfazem & equacédo do segundo
grau em trés variaveis
Ax? +By? +Cz? +Dxy + Eyz + Fxz +Gx +Hy +1z+J =0

€ chamado de superficie quadrica ou simplesmente quadrica .

Exemplos:
a) Esfera: x* +y?+z°? =1, ou seja,
Ix% +1y? +1z% + Oxy +0yz + Oxz + Ox +0y +0z —1=0;
2 2 2

b) Elipséide: X? +Y +Z =1 2x2+3y2 +322 =6, ou seja,

2 2
2x? +3y? +3z% +0xy +0yz +0xz +0x +0y + 0z -6 =0

; 4 x> _y* 7° 2 2 2 .
¢) Hiperboldide: ?—?+7=1@ 2x° -3y° +3y“° =6, ou seja,

2x? —=3y? +3z% +0xy +0yz +0xz +0x +0y + 0z -6 =0
d) Paraboldide: x* +y? -z =0, ou seja,

1x? +1y? +0z® + Oxy +0yz +0xz +O0x +0y -1z +0 =0 ;
e) Cone: x?+y?-2%=0, ou seja,

Ix? +1y? —=1z% + Oxy +0yz +Oxz +Ox +0y + 0z +0 =0 ;
f) Cilindro: x*> +y?>-1=0, ou seja,

1x% +1y? +0z? + Oxy + 0yz +Oxz +Ox + 0y +0z -1=0;
g) Um ponto: x? +y?+z% =0, ou seja,

Ix% +1y? +1z% + Oxy +0yz +Oxz +0x +0y + 0z +0=0;
h) Vazio: x?+y?+2z%+1=0, ou seja,

Ix? +1y? +1z° +Oxy + 0yz +Oxz +Ox +0y +0z -1=0;

) Umareta: (x-y)> +(y-2)? =0 « x?+2y? +z? -2xy -2yz =0, ou seja,
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X% +2y? +1z% + 2xy - 2yz +Oxz +0Ox +0y +0z +0 =0;

i) Umplano: (x-y)> =0 « x* +y? -2xy =0, ou seja,
1x? +1y? +0z% +2xy +0yz +Oxz +0x +0y + 0z +0=0;
k) Dois planos paralelos: (x+y+2z)(x+y+z+1)=0, ou seja,
X% +1y? +1z% +2xy +2yz + 2xz —1x -1y -1z +0=0;
) Dois planos concorrentes: (X +z)(x—z) =0 = x?> = z? =0, ou seja,
1x? +0y? —=1z? +Oxy + Oyz + Oxz +Ox + 0y + 0z +0 =0;
Observacbes:

» Pelos menos um dos coeficientes dos termos quadraticos é diferente de zero;

 De modo analogo a classificacdo das conicas, as quadricas também podem ter as suas
equacBes modificadas para uma forma reduzida, via autovetores e autovalores, porém
esta classificacdo ndo serd objeto de estudos nesta disciplina;

« Vamos considerar o ponto C =(Xy,Y,,2Z,) COmMO centro, nas quadricas chamadas

centradas, e o ponto V =(X,,Y,,Z,) 0 Vértice nas quadricas ndo centradas.

7

O objetivo neste trabalho é, a partir da equacdo de uma quadrica Q, classificar, via

intersecbes com planos, esbocar e dar o nome das mesmas. Para tanto, basta proceder da

seguinte forma:

1)

2)

3)

4)

Fazer interse¢bes da quadrica Q com os planos coordenados 7;:x=0, 7,:y=0 e
7, :z =0, ou com planos paralelos aos planos coordenados. Estes planos séo escolhidos de

tal forma que a interse¢ao resultante com a quadrica, seja uma curva conhecida, onde a idéia

s

bésica é “fazer sumir” uma das variaveis da equacao da quadrica;

Caso a interse¢do da quadrica Q com o plano 7, seja uma das conicas conhecidas,
classificar e observar quais sédo as caracteristicas desta conica em relagdo aos eixos paralelos
ao plano r,;

Caso a intersegdo da quadrica Q com o plano 7z,, seja um ponto ou vazia, deve-se encontrar
um outro plano a, paralelo ao plano 7z, de tal forma que a intersecdo da quadrica com o
plano a, seja uma das conicas conhecidas, voltando para o segundo item;

Caso a intersecdo da quadrica Q com o plano 7z,, seja uma circunferéncia, a superficie sera
de revolugéo, ou seja, gira em torno de uma reta perpendicular ao plano 7z, , passando pelo

centro ou pelo vértice da quadrica;

Veja alguns exemplos destes procedimentos em 3.4.2.
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3.3.1 Esfera

superficie dada pela equacédo

Observacdes: X

3.3.2

superficie dada pela equacéo

A esfera com centro C =(X,,Y,,Z,) € raio r é uma

Q:(X_Xo)z+(y_YO)Z+(Z_Zo)2 =r?

A esfera é um caso particular de elipsoéide; Figura 1 Esfera com centro na origem.
Todos os coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equacdo séo
positivos;

As trés intersecOes da quadrica Q com 0s planos 74 : X =X,, L, Y =Y, € 7, :Z =2, S&80

circunferéncias.
Elipséide

O elipsoide com centro C =(X,,Y,,Z,) € uma

(Xm0 (Y =Yo) , (2-2)° _
Qe: a‘20 + bzo + Czo =1

Observacoes:

3.3.3

C =(X0,Yo:Zo) € uma superficie dada por uma das

equacdes abaixo:

Figura 2 Elipséide com centro na origem

7

A esfera € um caso particular de elipséide,
bastando considerar os valores a =b =c¢ =r, na equacao acima;
Todos os coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equacdo séo
positivos;
Duas das intersecfes da quadrica Qg com 0s planos 77 :X =X,, L.y =Y, € TG :Z=12,
sao elipses, por este motivo o nome é elipsoide;

0 Se a outra intersecéao for uma elipse o nome sera elipsdide eliptica;

0 Se a outra intersecdo for uma circunferéncia o nome sera elipséide circular ou
elipsodide de revolucgéo.

Hiperboléide de uma folha

O hiperboléide de uma folha com centro

C(X=%0)? (Y Yo _(2-2)°
QHl' a2O + bzO — C20 _1

Figura 3 Hiperboléide de uma folha com
centro na origem
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Quy (X _;(0)2 _(y _yo)z + (z _50)2 -1

a b? c

VRY: IVRY) o\
QHl:_(X ;(0) +(y 32/0) +(Z Zo) -1

a b c

Observacbes:

3.3.4

C =(Xy,Y0:Zo) € uma superficie dada por uma das

equacodes abaixo:

Dois dos coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equagdo séo
positivos;
Duas das interse¢es da quéadrica Q,com 0s planos 73 :X =Xy, L,y =Y, € TG :Z =12,
sao hipérboles, por este motivo 0 nome € hiperboléide;
0 Se a outra intersecao for uma elipse 0 nome sera hiperboldide eliptico de uma
folha;
0 Se a outra intersecdo for uma circunferéncia o nome sera hiperboléide circular (ou
de revolucao) de uma folha;
O “sobrenome” uma folha é para diferenciar do hiperboldide de duas folhas (compare as

figuras 3 e 4).

Hiperbolo6ide de duas folhas

O hiperbol6ide de duas folhas com centro

(X _X0)2 _(y _y0)2 _ (Z_Zo)2 -1
Ca b2 c?

Qn2

2 2 2
Q (X =X%) +(y_yo) _(z-27) -1
H2 - a2 b2 c?
Figura 4 Hiperboléide de duas folhas
com centro na origem

(X% (Y mYe) L (2-20)°
QHZ'_ a20 - bzo + Czo =1

Observacoes:

Dois dos coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equagcdo sao
negativos;
Duas das interse¢fes da quadrica Q,,com 0s planos 74 :X =Xy, LY =Y, € TG :Z =12,
sao hipérboles, por este motivo 0 nome € hiperboléide;
A outra intersecdo € vazia, logo é necessario pegar outro plano, paralelo a este, cuja
intersecao seja uma conica, para classificar a quadrica;

0 Se esta nova intersegdo for uma elipse o nome sera hiperboloide eliptico de duas

folhas;
0 Se esta nova interse¢do for uma circunferéncia o nome seré hiperboldide circular

(ou de revolugéo) de duas folhas;
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* O “sobrenome” duas folhas é para diferenciar do hiperboldide de uma folha (compare as
figuras 3 e 4).

3.3.5 Paraboldide eliptico

O parabolo6ide eliptico com vertice V =(X,,Y,,2,) €

uma superficie dada por uma das equacdes abaixo:

Qe X ~ %o)? + (Y = ¥o)®

- " =c(z-1z,)

y

VRY: 2
Qpe :i(x ;(O) i(z 50) =b(y —Y,) X
C

a . . -
Figura 5 Paraboldéide eliptico com
vértice na origem

Y=Y (z2-2y)
QPE S b20 t Czo

=a(Xx = Xg)

Observacbes:

* Os dois coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equagdo possuem o
mesmo sinal;

» Duas das intersecdes da quadrica Qpz cOm 0s planos 73 X =X,, 7,y =Y, € 74 :Z =2,
sdo parabolas, por este motivo o nome € paraboldide;
e A outra intersecdo é um ponto, logo € necessario pegar outro plano, paralelo a este, cuja
intersecdo seja uma codnica, para classificar a quadrica;
0 Se esta nova intersecdo for uma elipse o nome sera paraboloide eliptico;
0 Se esta nova intersecao for uma circunferéncia o nome serd paraboléide circular
(ou de revolucéo);

3.3.6 Paraboldide hiperbdlico

O  paraboldide  hiperbdlico com  vértice
V =(Xq,Y0,Z,) € uma superficie dada por uma das

equacdes abaixo:

G N (A 7 i
Qpy 1% azo + bzo =c(z-2,)
X=X, )? _(z-2,)?
QPH :i( a20) +( 20) :b(y_yo)
5 5 Figura 6 Paraboldéide hiperbdlico com
Qpy 2 (Y —¥o) - (z-2y) = a(x - x,) vértice na origem

b? c?

Observacgdes:

» Os dois coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equacdo possuem
sinais opostos;
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3.3.7

se move ao longo de uma curva e passando por um ponto

fixo, fora do plano da curva. ’;,’
Vamos considerar a superficie cbnica, ou l'l'
'

simplesmente cone, com vértice V =(X,,Y,.2,). Esta

Duas das interse¢Oes da quadrica Qpg cOm 0s planos 74 :X =Xy, 7L,y =Y, € TG :Z =12,
sdo parébolas, por este motivo o nome € paraboldide;

A outra intersecdo séo duas retas, logo é necessario pegar outro plano, paralelo a este,
Cuja intersecdo seja uma conica, para classificar a quadrica.

Esta nova intersecdo é uma hipérbole, logo 0 nome sera paraboloéide hiperbdlico;

Esta superficie também é conhecida como cela de cavalo.

Superficie conica

Uma superficie conica é gerada por uma reta que

il
o i . AWy
superficie € dada por uma das equacgdes abaixo: l\\
2 2 2 A
ST N 7 S k23 SO g
€t g2 b2 c2 Figura 7 Cone com vértice na origem

S R el 7 Y At 2)
Qsc : a20 - b20 + C20 =0

_(X=x)? (Y —ye)® L (2-2)° _
Qsc i~ azo + bzo + Czo =0

Observacgoes:

A reta é chamada de geratriz, a curva € a diretriz e 0 ponto fixo o vértice da superficie
coOnica;
Vamos considerar 0 caso particular, onde a curva geratriz € uma elipse ou uma
circunferéncia;
Dois dos coeficientes dos termos quadraticos do primeiro membro da equacdo séo
positivos;
Duas das interse¢fes da quadrica Qgccom 0S planos 74 :X =Xy, LY =Y, € TG :Z =12,
séo duas retas concorrentes no veértice.
A outra intersecao é um ponto, logo € necessario pegar outro plano, paralelo a este, cuja
intersecao seja uma conica, para classificar a quadrica;

0 Se esta nova intersecao for uma elipse 0 nome sera cone eliptico;

0 Se esta nova interse¢do for uma circunferéncia o nome sera cone circular (ou de

revolugao).
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3.3.8 Superficie cilindrica

A superficie cilindrica € uma superficie gerada por
uma reta que se move ao longo de uma curva,
paralelamente a uma reta fixa, concorrente ao plano da
curva.

Vamos considerar uma superficie cilindrica cuja
curva diretriz esteja em um plano paralelo a um dos
planos coordenados e cuja reta geratriz seja

perpendicular a este plano.

X

Figura 8 Cilindro circular x* + z° =1

Caso a curva diretriz seja uma circunferéncia, elipse, hipérbole ou parabola a superficie

cilindrica é chamada de circular, eliptica, hiperbdlica ou parabdlica respectivamente.

3.4 Exemplos

3.4.1 Conicas

Classificar e esbocar as cbnicas dadas pelas equacdes abaixo:

3411 C,:9x*-16y?-144=0

Como fazer isso?

» Dividindo toda a equacao por 144, temos:

2 2 2 2
ox* _16y* 144 _  x* _y® _,
144 144 144 16 9

\SPA %

Figura 9 Hipérbole: 9x° - 16y - 144=0

» Observe que a equacgdo na forma reduzida é uma
hipérbole;
» Com centro na origem;
» O eixo focal € 0 eixo X e 0 eixo imaginario € o eixo v ;
> Osvaloresséoa:4,b:3ec:\/m:S;
» As duas assintotas sdo dadas pelasretas r,:y =3/4x e r,:y =-3/4x;
» Osfocosséo F, =(-50) e F, =(50);
» Os vértices sdo A =(-4,0) e A, =(4,0);
» A excentricidade € e =5/4>1.

3.4.1.2 C,:9x*+4y?-18x+16y -11=0

Como fazer isso?

> Colocando em evidéncia 9x e 4y na equacéo temos: 9(x? —2x) +4(y? +4y)-11=0
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> Completando os quadrados para (x? —2x) e (y? +4y) temos:
o[(x? - 2x +1) - 1|+ 4|(y? + 4y +4) - 4]-11=0

of(x —1)2 -1+ 4|y +2)2 - 4]-11=0

9(x-12-9+4(y +2)°-16-11=0 B
9(x —1)? +4(y +2)>-36=0

» De maneira analoga ao exemplo anterior,

dividindo toda a equacdo por 36, obtemos a

forma reduzida da cénica, dada por: Figura 10 Elipse: 9x° + 4y° - 18x + 16y ~ 11 =0
—1)2 2 _1\2 2
Ox-1" ,4y+2)” 36 _,_ (x=1" (y+2)" _,
36 36 36 4 9

Observe que a equacédo na forma reduzida € uma elipse;

Com centro no ponto C =(1,-2);

O eixo focal é paralelo ao eixo y e o0 eixo menor é paralelo ao eixo X;
Os valores sd0 a=3, b=2 e c=4/9-4 =45

Os focos séo F, =(1,-2+ \/g) eF,=(1-2 —\/g);

Os vértices sdo A, =(1-5) e A, =(11);

YV VYV V VY V VYV V

A excentricidade é e = \/5/3 <1.

3.4.1.3 C,;:5x*-4xy +8y*-36=0

Como fazer isso? Y4
» Como a equagdo possui o termo quadréatico misto, . %1
_pe . 0 v u
vamos utilizar o procedimento, via autovalores e v X

0
autovetores, para determinar uma equacdo na ( /

forma reduzida em um novo sistema de eixos;

» Completando a equacao temos _ _
Figura 11 Elipse: 5x2- 4xy + 8y2 = 36
5x% —4xy +8y? +0x +0y =36 =0, logo a
~ L 5 =-2]Ix X ,
equacao na forma matricial é [x y]. > g +[O 0]. —-36 =0, ou simplesmente
- y y

[x y].{_s2 _82}{;} -36=0;

» Para determinar os autovetores unitarios U e V da matriz dos termos quadraticos

5 - . oA . .
[ 5 8}’ temos que determinar o polinbmio caracteristico, que é dado por

p(A)=A-131+36, logo os autovalores da matriz sd0 A4 =4 e A, =9, portanto os
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autovetores unitarios sdo U = i,i e vVv= _—1—j respectivamente (ver exemplos
V5'\5 V5

anteriores);

2 -1
4 0 NG
» Sejam as matrizes D = e P= \/E \/g
0 9 12
N
» Escrevendo
2
4 0| X J5
i . +|0 Of
b vy gl | of B
J5

Temos a equacdo da cbnica dada pela equacéo

eixos x, e y,;, que apds uma simples diviséo,

x2 y? . .
?1 +Tl =1, que é uma elipse (ver figura 2).
20 80
34.14 C,:5x*-4xy+8y’+=x-—=y+4=0
‘ YR

Como fazer isso?

» Neste exemplo também aparece o termo xy, logo

faremos um procedimento analogo ao exemplo
anterior,;

» Note que a equacao acima ja esta completa, logo
basta escrevendo a equacdo na forma matricial,

temos:

ol

1
g [;(j ~36=0

4xZ +9y? -36 =0 no novo sistema de

obtemos a cobnica na forma reduzida

<l

Figura 12 Elipse com C = (1,2) no sistema
de eixos x1 e yi.

ol R e

» Como é a mesma matriz dos termos quadraticos

5 -2 .
8 do exemplo anterior, temos

que o polinémio caracteristico é dado por p(1)=A*-131+36 e os autovalores da matriz

o . 2 1 -
sdo A, =4 e A, =9 e, portanto 0s autovetores unitarios sdéo U =| —,— | e Vv =| —,—
' ’ (JE JEJ ( j

respectivamente;

4 0
> Considerando as matrizes D :[O 9} eP=

Sl= Gl
S~ G
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> Escrevendo na nova forma matricial:
2 -1

4 0 J5 5
b vl | ™ {E —ﬁ} V5 V51X, 42
V5 5
Temos a equagdo da conica dada pela equagdo 4xZ +9yZ -8x, —36y, +4=0 no novo

sistema de eixos X, e y,. Transformando a equacdo e completando os quadrados,

obtemos:
4xZ +9y2 -8x,-36y,+4=0

4(x7 =2%) +9(yf —4y,)+4=0
4(x7 - 2%, +) -1 +9[(y; —4y, +4)-4]+4=0
4(x, -1)* +9(y, -2)*-36=0

que, apos uma simples divisdo, obtemos a cbnica na forma reduzida

2 92
(Xlg ) + (¥s 42) =1, que é uma elipse. Observe que o centro é C =(1,2) no sistema de
eixos X, e y;.

3.4.2 Quédricas

Classificar e esbocar as quadrica dadas pelas equacgfes abaixo:

2 2 2
XSyt oz
3.4.21 —t+t—+—=1
Q 22

Como fazer isso?
» Fazendo as interse¢fes com o0s planos coordenados temos:

2 2
, ~ z . , :
o Paraoplano 77:x =0, a interse¢cdo Q, 711:yT+E =1 é uma elipse com eixo focal
paralelo ao eixo z;
x* z°
o Paraoplano 7,:y =0, ainterse¢do Q, N7, :T+E =1 é uma elipse com eixo focal

paralelo ao eixo z;
2 2

, ~ X . : A :
o Paraoplano ,:z=0, aintersecdo Q, 7z, :T +yT =1 é uma circunferéncia de raio

2, logo a quédrica é uma superficie de revolucdo em torno do eixo z;
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Figura 13 Interse¢des da conica com os planos coordenados

» O nome da conica Q, é elipsoide circular ou elipséide de revolugdo pois, nas interse¢cdes com

os planos, surgiram duas elipses e uma circunferéncia;

Figura 14 Quadrica Qi: elipsoide circular

X2 2

2
3422 Q= +% _ZT

=1

Como fazer isso?

» Fazendo as interse¢bes com os planos coordenados temos:

2 2
: ~ z . o :
o Para o plano 77 :x =0, a interse¢do Q, ﬂﬂli%—j=1 € uma hipérbole com eixo
focal paralelo ao eixo y ;
X2 y2
o Paraoplano ,:z2=0, a interse¢éo Q, 7z : 4 +—5 =1 é uma hipérbole com eixo

focal paralelo ao eixo y ;

X2

2
o Para o plano 7,:y =0, a interse¢do Q, (7, : _T_%:l € vazia, logo devemos

escolher um plano S paralelo ao plano 7z,, de tal forma que a intersegdo Q, (18 seja

uma cbnica conhecida, como por exemplo S:y = 5v2 ;

x2 z?

o Para este novo plano ,B:y:S\/E, a intersecéo Qzﬂﬁ:7+7:1 € uma

circunferéncia de raio 2. Logo, a quéadrica € uma superficie de revolugdo em torno do

eixo y ;
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Figura 15 Interse¢Bes da cdnica com os planos

» O nome da conica Q, é hiperboldide circular ou hiperboloide de revolugdo, pois nas

intersecdes com os planos surgiram duas hipérboles, vazio e circunferéncias;

4

Figura 16 Quadrica Qi: hiperboloide circular de duas folhas

4. Avaliando o que foi construido

Foram mostradas as quatro conicas principais, com as suas respectivas equacdes
vetoriais, reduzidas e paramétricas. O detalhamento destas cdnicas na sua forma reduzida é tema
da disciplina Matematica Basica IV.

Foram introduzidas no¢des basicas de autovalores e autovetores, como ferramentas
utilizadas para a classificacdo de uma conica que ndo esta na sua forma reduzida, dando um
roteiro de como, a partir de uma equacdo do segundo grau em duas variaveis que define uma
coOnica, achar novos eixos, de tal forma que a equacao se reduza a uma forma conhecida.

Todos os exemplos e exercicios propostos nas aulas terdo um apelo ao visual, seja
usando o Geogebra (www.geogebra.org), JavaView (www.javaview.de) e LiveGraphics3D, seja
através de links para figuras na internet.

Foram exibidas as principais quédricas com suas equagBes na forma reduzida,
caracteristicas e nomes, dando desta forma uma viséo tridimensional das mesmas.

Durante as aulas serdo dadas varias dicas com links, para que vocé possa visualizar essas

guadricas de forma bastante simples, bastando apenas clicar nas figuras para mové-las.
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