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1a Questão Escreva a equação do plano π que contém o eixo

Ox e um vetor na direção da bissetriz do ângulo entre os vetores
~i e ~k.

2a Questão Encontre a equação normal do plano β que

passa pelo ponto A = (2,−1,−2) e é paralelo às retas

r1 :


x = −2 + t

y = 1 + 3t

z = 1 − 2t

e r2 :


x = 1 + s

y = − 2s

z = s

3a Questão Determine as equações simétricas da reta r que

passa pelo ponto A = (−1, 3, 2) e é perpendicular às retas r1 e r2
dadas na questão anterior.

4a Questão Determine o valor de m para que a reta s determi-

nada pelos pontos A = (1, 1,−1) e B = (m,−1, 2) seja paralela

ao plano γ :


x = 1 + p + q

y = 1 + 2p + q

z = 3 − p + 3q

.

5a Questão Determine a posição relativa entre as retas

r1 :


x = −1 + t

y = 2 − t

z = 2 − 3t

e r2 :
x + 1

1
=

−y − 1

2
=

z

−3

Calcule a distância e o ângulo entre as retas dadas.

Boa Sorte



R E S P O S T A S

1a Questão [2,0] Dados da questão:

• Eixo Ox

• Vetores ~i e ~k

Para determinar a bissetriz entre os ve-
tores ~i e ~k, basta calcular a soma dos dois,
pois como ambos são vetores unitários, a
bissetriz será exatamente a diagonal do pa-
ralelogramo formado pelos dois vetores, ou
seja, o vetor −→u =~i+ ~k = (1, 0, 1).

O vetor −→v = ~i = (1, 0, 0) é paralelo ao
eixo Ox, logo o plano π fica determinado
pela origem O = (0, 0, 0) e pelos vetores −→u
e −→v .

Para determinar a equação normal do
plano π, vamos utilizar o fato que os vetores
−→u , −→v e

−→
AP são LD (volume =0), logo

V olume = |[
−→
AP,−→u ,−→v ]| = 0

[
−→
AP,−→u ,−→v ] =

∣∣∣∣∣∣
x y z
1 0 1
1 0 0

∣∣∣∣∣∣
[
−→
AP,−→u ,−→v ] = −y = 0

π : y = 0

2a Questão [2,0] Dados da questão:

• Ponto A = (2,−1,−2)

• Retas r1 :


x = −2 + t
y = 1 + 3t
z = 1 − 2t

e

r2 :


x = 1 + s
y = − 2s
z = s

Considere −→u = (1, 3,−2) e −→v =
(1,−2, 1) os vetores diretores das retas r1
e r2. Logo o plano β terá como vetor nor-
mal o vetor

−→nβ = −→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 3 −2
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣
−→nβ = −~i− 3~j − 5~k

Para determinar a equação do plano β

vamos utilizar o fato que os vetores
−→
AP e

−→nβ são perpendiculares, ou seja,
−→
AP.−→nβ = 0

(x− 2, y + 1, z + 2).(−1,−3,−5) = 0

Logo
β : −x− 3y − 5z − 11 = 0

ou
β : x+ 3y + 5z + 11 = 0

3a Questão [2,0] Dados da questão:

• Ponto A = (−1, 3, 2)

• Retas r1 :


x = −2 + t
y = 1 + 3t
z = 1 − 2t

e

r2 :


x = 1 + s
y = − 2s
z = s



Considere −→u = (1, 3,−2) e −→v =
(1,−2, 1) os vetores diretores das retas r1
e r2. Logo a reta r terá como vetor diretor
o vetor

−→vr = −→u ×−→v =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 3 −2
1 −2 1

∣∣∣∣∣∣
−→vr = −~i− 3~j − 5~k

Logo a reta r é dada pelas equações pa-
ramétricas abaixo:

r :


x = −1 − s
y = 3 − 3s
z = 2 − 5s

e com equações simétricas:

r :
x+ 1

−1
=

y − 3

−3
=

z − 2

−5

4a Questão [2,0] Dados da questão:

• Pontos A = (1, 1,−1) e

B = (m,−1, 2)

• Plano γ :


x = 1 + p + q
y = 1 + 2p + q
z = 3 − p + 3q

Seja −→u =
−→
AB = (m− 1,−2, 3) um ve-

tor diretor da reta s, que para ser paralela
ao plano γ deve ser uma combinação linear
dos vetores −→v1 = (1, 2,−1) e −→v2 = (1, 1, 3)
paralelos ao plano, ou seja, −→u , −→v1 e −→v1 são
LD (volume =0), logo

V olume = |[−→u ,−→v1 ,−→v2 ]| = 0

[−→u ,−→v1 ,−→v2 ] =

∣∣∣∣∣∣
m− 1 −2 3

1 2 −1
1 1 3

∣∣∣∣∣∣
[−→u ,−→v1 ,−→v2 ] = 7m− 2 = 0

m =
2

7

5a Questão [2,0] Dados da questão:

• Reta r1 :


x = −1 + t
y = 2 − t
z = 2 − 3t

• Reta r2 :
x+ 1

1
=

−y − 1

2
=

z

−3

Como os vetores diretores −→v1 =
(1,−1,−3) e −→v2 = (1,−2,−3) das retas
r1 e r2, respectivamente, são claramente LI,
temos duas possibilidades para a posição re-
lativa entre as retas, ou seja, reversas ou
concorrentes.

Para diferenciar retas reversas das con-
correntes, basta calcular o volume do pa-
raleleṕıpedo gerado pelos vetores −→v1 , −→v2 e−→
AB = (0,−3,−2) onde A = (−1, 2, 2) e
B = (−1, 1, 0) são pontos das retas r1 e
r2, se o volume for positivo, as retas são
reversas, se igual a zero, são concorrentes.

V olume = |[−→v1 ,−→v2 ,
−→
AB]|

[−→v1 ,−→v2 ,
−→
AB] =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 −3
1 −2 −3
0 −3 −2

∣∣∣∣∣∣ = 2



Logo as retas são reversas .
• A distância entre as retas será obtida
através de: V olume = Abase × h, onde
Abase = ||−→v1 ×−→v2 || e h = d(r1, r2).

Como

−→v1 ×−→v2 =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
1 −1 −3
1 −2 −3

∣∣∣∣∣∣ = −3~i− ~k

Abase =
√

(−3)2 + (−1)2 =
√
10

logo,

d(r1, r2) =
2√
10

=

√
10

5

• O ângulo formado pelas retas, será calcu-
lado, como sendo o ângulo entre os vetores
−→v1 e −→v2 , ou seja,

cos(−→v1 ,−→v2) =
−→v1 .−→v2

||−→v1 ||||−→v2 ||

cos(−→v1 ,−→v2) =
12√
11
√
14

(−→v1 ,−→v2) = arccos

(
12√
11
√
14

)


