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1* Questao Em um paralelogramo ABC' D qualquer, sejam M e
N os pontos médios dos lados AB e AD, respectivamente. Mostre
que:

0M>+CN>=§c71

22 Questao Dados os pontos A = (1,0,1), B = (3,0,1) e
C = (1,0,3).

a) Verifique se A, B e C so vrtices de um tringulo.

b) Esse tringulo retngulo?

c) Determine a rea desse tringulo.

32 Questdo Considere os vetores @ = 2i — f, b = f—i— 2%k e
7 =i+2]—k
%
a) {d, b, 7} uma base para o R¥? JUSTIFIQUE SUA RES-
POSTA. Se verdadeiro, esta base ortogonal?

b) Escreva o vetor 7 — 47 + 2j — 4k como combinao linear dos
— 7=
vetores @ , b e €

42 Questao Sabendo que ||| = V3, ||7]] = 1 e que 30°
medida do ngulo entre os vetores U e 7, determine o ngulo entre

U+Ted — 0.

Boa Sorte



RESPOSTAS

1? Questao [2,0] Dados da quest3o:
e ABCD é um paralelogramo,

e ) é ponto médio do lado AB e
e N é ponto médio do lado AD.

Na figura abaixo, considere:

CA=CE+ BA=—2AN — 240
CA = —2(AM — AN)
logo
CM+CN = CA+AM+CA+ AN
— 204 + AM + AN
— 1= 3=
= 2C’A—§CA:—CA

22 Questao [3,0] Dados da quest3o:
e Ponto A= (1,0,1),

e Ponto B = (3,0,1) e
e Ponto C' = (1,0, 3).

Considere os vetores @ = AB =
(2,0,0) e T = AC = (0,0,2).
a) Existem 3 maneiras de verificar se os pon-
tos sao vértices de um triangulo:

1. Verificando que os vetores U eV sdo
LI

De fato, os vetores sdo LI, pois é im-
possivel que U =27V comz € R.

2. Calculando o angulo entre os vetores

Ue.

Note que nesse caso, os vetores U e
o sdo perpendiculares, pois U =
2.04+0.0+0.2 =0, logo sao perpen-
diculares.

3. Verificando que os vetores U e for-
mam um paralelogramo, para tanto,
verificaremos que a area é diferente de
zero, ou seja, que o produto vetorial é

n3o nulo.
i j ok B
TxT=]200|=-d4/£70
0 0 2

b) Esse tridngulo é retangulo, veja letra a)
item 2.
c) A drea desse triangulo € igual a:

_ |!7>2<7|| (G

Aq

32 Questao [3,0] Dados da quest3o:

—

Vetor @ = 25—]’,

— — —
Vetor b = j + 2k,

Vetor @ =i+ 2;'—/;e

e Vetor j = 47 + 2}— AF.

%
a) {7, b ,?} é uma base para o R3, pois

e S30 3 vetores em R? e

e S3o LI

O
De fato%pelo teorema xd +yb +
27 =0 se, e somente se, x = Yy =

z = 0 for a solug¢do Unica, ou seja, que



o sistema abaixo s6 possua a solucao
trivial.

2 4+ Oy + 1z = 0
-l + ly + 2z
O + 2y — 1z = 0

Il
o

e para tanto o determinante da matriz
dos coeficientes, deve ser diferente de
zero, ou seja:

2 0 1
~11 2 |=-1240
0 2 -1

e Esta base ndo é ortogonal, pois
— 77 _ S STy,
a.b = —1_>7é 0 ou seja @ nao é
ortogonal a b .

b) Para que o vetor 7 = 4742 — 4k seja
C -

uma combinac3o dos vetores @, b e

7 é preciso encontrar oivalores x,ye

z € R, tal que, x7+y b+27 = 7

ou seja, basta resolver o seguinte sis-

tema:
2+ Oy + 1z = 4
—lz + 1y + 2z = 2
Or + 2y — 1z = —4
tendo como solucdo z =1,y =—1e

z = 2, ou seja:

d=5-T1+20

4° Questao [2,0] Dados da quest3o:
o I7]1= V3,
o [[V]|=1e
o (U, ) =30°

u+v

i —
Considere @ = U + U e b :7—2
Para calcular o angulo entre T e b,

usaremos os seguinte fatos:
e Os vetores @ e b sdo nio nulos, pois

1@|]° = 17]]° + 2.7 + || 7|

3
[@* = (V3)* +2.5+12 =3+3+1 =7

e
772 2 2
|V [)2 =[] - 207 + |||
||7H2:(\/3)2—2.g+12:3—3+1:1

onde

U = ||| 7] cos(W, V)

V3 3
UV = x/§.1.7 =3

Como @. b = (7 + 0).(T - 7)

TV =TI - |[T|P=3-1=2

=
— — a.b

temos cos( @, b):ﬁ

Fal[-I] ]|

2 2
cos(?,?)— _ T
V71 7

Ou seja

(7 + 7, U — 7) = arccos(Q—;/?)
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1* Questao Num triangulo ABC' qualquer, sejam M, N e P
os pontos médios dos lados AB, BC' e C'A, respectivamente. Se
() é um ponto qualquer do interior do triangulo, mostre que:

QM>+QJ\>I+Q}5:Q21+Q§+Q5

22 Questao Encontre o valor m € R de modo que os pontos
A=(0,m,1), B=(1,1,1)e C = (—1,0,—1) determinem um
paralelogramo de area igual a 3.

~ . T e - =
32 Questao Considere os vetores @ = —i + J4+k, b =214

—

e?z—ZJer—k.

%
a) {@, b, @} éuma base para o R3? JUSTIFIQUE SUA RES-
POSTA. Se verdadeiro, esta base é ortogonal?

b) Escreva o vetor 7 — —67 4+ j como combinacéo linear dos

%
vetores @ b e Kl

4* Questao Sejam M, N e P pontos quaisquer no espaco. Seja
A o ponto médio de N P. Mostre que:

— — —
MN.MP = ||AM]|? - ||AN||?

Boa Sorte



RESPOSTAS

1? Questao [2,0] Dados da questdo:

e ABC é um triangulo,

e ) é ponto médio do lado AB,

e N é ponto médio do lado BC,

e P é ponto médio do lado C'A e

e () um ponto no interior do tridngulo.

Na figura abaixo, considere:

@:_ﬁer,Q—fV:Q?Jrﬁe

= Q—C?’ + Cﬁ e observe que

AM + BN+ CD

logo

QM + QN + QP

SAB+ BC + JCA

1
5(@%?5%(7}4)
[
@E;AMJFQ@JF
+BN +QC +C
QA_+>Q?_+>@+
+AM + BN +C

22 Questdo [3,0] Dados da quest3o:

e Ponto A= (0,m,1), com m € R,

e Ponto B=(1,1,1) e

e Ponto C = (—1,0,—1)).

Considere os vetores o = 1@ =(1,1-
m,0), T = AC = (—1,—m, —2).

Para que os 3 pontos determinem um
paralelogramo de area igual a 3, os vetores
U e U devem satisfazer:

1. O vetor @ = 7 x U deve ser nio

nulo.

De fato, Vm € R temos:

i j k
Ux V=] 1 1-m O
-1 -m =2

DXV = (2m—2)i+25+(—2m+ 1)k £ 0

2. A norma || || deve ser igual a 3, logo

V(@2m —2)2 +22 4 (—2m+1)2 =3
(2m —2)+2°+ (—2m+1)>=9

3
8m2—12m+9:9:>m:00um:§

3? Questao [3,0] Dados da questdo:

o Vetor @ = —Z+j+ E

_> - —
Vetor b = 2i + 7,

Vetor @ = —i + 2;'— ke

e Vetor ? = —61+ J.

%
a) {@, b, ¢} éuma base para o R3, pois

e S30 3 vetores em R? e

e S3o LI

O
De fato%pelo teorema xd +yb +
27 =0 se, e somente se, x = Yy =

z = 0 for a solug¢do Unica, ou seja, que



o sistema abaixo s6 possua a solucao
trivial.

-1z + 2y — 1z = 0

lx 4+ 1y + 2z 0
lr 4+ 0y — 1z = 0

e para tanto o determinante da matriz
dos coeficientes, deve ser diferente de
zero, ou seja:

~1 2 -1
1 1 2 |=8+#0
1 0 -1

e Esta base ndo é ortogonal, pois
— 77 _ T STy,
a.b = —1_>7£ 0 ou seja @ ndo é
ortogonal a b .

b) Para que o vetor 7 = —6i + 1J seja

uma combinac3do dos vetores E), ? e
7 é preciso encontrar os valores x, y e
z € R, tal que, xﬁ—i—y?—i—z? = 7
ou seja, basta resolver o seguinte sis-

tema:
-1z + 2y — 1z = —6
le + 1y + 22 = 1
lx  + 0y — 1z = 0
tendo como solucdo z =1, y = —2 e

z =1, ou seja:

d=7-20+2

4° Questao [2,0] Dados da quest3o:

e M, N e P pontos quaisquer e
e A o ponto médio de NP

Na figura abaixo, considere:

_)Considere m = m + F\f e ]\ﬂ>> =
MA+ A

Calculando o produto interno e conside-
rando que ﬁ = —m, temos:

MN.MP = (MA+AN).(MA+ AP)

By
a7

N

= MAMA+M
—
MA+

|

+
A
=
S
=l

MA.

= =)
=
|
=

—

-
— (AP +0 - AN
~ |IBZA|P - || AN
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1* Questao Seja ABC'D o paralelogramo abaixo. Sejam M e
N os pontos médios de AD e DC, respectivamente. Mostre que:

AM+AN:A15+%%?C

D N C

22 Questao Os pontos A = (1,1,1), B = (—-2,—1,0),
C'=(0,2,-2)e D = (—1,0,2) sao vértices de um paralelepipedo?
Em caso afirmativo, determine o volume desse paralelepipedo.

v oo =, R
32 Questao Considere os vetores @ = 2i — 7, b =734+2ke
7 =i+ 2] — k.
%

a) {d@, b, @} é uma base para o R3? JUSTIFIQUE SUA RES-
POSTA. Se verdadeiro, esta base é ortogonal?

b) Escreva o vetor 7 — 47+ 2j — 4k como combinacao linear dos

vetores @ b e T
%
42 Questao SeJam v =24 +4b e v = 7 vetores
onde @ e b sao vetores LI, com < =TJde =924 — 4 b
Determine o valor de o de modo que o{ e U3 s sejam LD.

Boa Sorte



RESPOSTAS

1? Questao [2,0] Dados da questdo:
e ABCD é um paralelogramo,
e ) é ponto médio do lado AD e
e N é ponto médio do lado DC.

Na figura abaixo, considere:

b [
>y
Q [

AN = E + ITV e observe que
AC

v

=A D
— 2(AM + DN)
logo
AM + AN AM + AD + DN

— %Eﬂﬂﬂ%ﬁé
- ﬁ%(ﬂﬂﬁ)
= AD+ jAC

22 Questao [3,0] Dados da quest3o:

Ponto A = (1,1,1),

Ponto B = (—2,—-1,0),

Ponto C' = (0,2,—-2) e

Ponto D = (—1,0,2).

/]
]
/

Considere os vetores:
U= AB = (-3,-2,-1)
T = AC = (~1,1,-3)
W= AD = (-2, -1,1)

Existem 2 maneiras de verificar se os
pontos sao vértices de um paralelepipedo:

1. Verificando que os vetores U, Ved
sao LI.

De fato, os vetores sdo LI, pois no cal-
culo do volume abaixo, se verifica esse
fato.

2. Calculando o possivel volume do pa-
ralelepipedo gerado pelos vetores

e
Note que o volume é dado por V =
7,7, W]|, ou seja:
-3 -2 -1
(W, 7, W] =|-1 1 —=3|=-11
-2 -1 1
Logo o volume V = | — 11| = 11 e

portanto os vetores sao LI.

3? Questao [3,0] Dados da questdo:

—

o Vetor @ = 25—]’,
e Vetor ? = f+ 212,
e Vetor @ =i+ 2f—lge
o Vetor d — 47 +2j — 4k.
a) {7, ?, ?} é uma base para o R3, pois

e S30 3 vetores em R3 e



e S3o LI 42 Questdo [2,0] Dados da quest3o:
DE) fato, peIo_t)eorema ra + R
yb +z7:05e,esomente 031}:27+4b,
se, vt =y = z = 0 for a solugao
Gnica, ou seja, que o sistema ° U—2> :a?—j,
abaixo sé possua a solugdo tri-
' —
vial. e @ e b s3o vetores LI,
20+ Oy + 1z = 0
—lr + ly + 22 = 0 e U —=17e
Oxr + 2y — 1z = 0
_>
e para tanto o determinante da ° 7 =2d —4b.
matriz dos coeficientes, deve ser
diferente de zero, ou seja: Note que:
2 0 1
—1 1 2 |=-124#0 W =a?—d .
0 2 -1 —ad —(2d —40b)
: — a7
e Esta base n3o é ortogonal, pois =(a=2)d +4b
— 7 =
d.b =—1%0ouseja d ndo
é ortogonal a b . Para que os vetores e v sejam LD,
L temos que:
b) Para que o vetor q = 41427 —4kieja
uma combinac3do dos vetores a, b e o= avs
7 é preciso encontrar oi)valores x,ye R R
zeR,tanue,x7+yb+z7:7, 2d 440 = x(a—2)5>+4a7b
ou seja, basta resolver o seguinte sis-
tema: ou seja:
2 4+ 0y + 1z = 4
-1l + ly + 2z = 2 2 = z(a-2)
Oz + 2y — 1z = —4
~ 4 = 4x
tendo como solu¢dor =1, y=—1e
z =2, ou seja:
N Logo: * = 1 e 2 = a — 2, portanto
d=7-7 427 a=4
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1* Questao Determinar a equacao cartesiana no plano m que
passa pelo ponto A = (1,—1,2) e é paralelo ao plano v cujas

equagoes paramétricassaoy: ¢ y = 1 — 3p + ¢

22 Questao Determine a equacao normal do plano a que contém

r= bt r+1 —-y—1 z
asretasry i Q Yy = 2 — t ery: = 5 = 5
z = 2 — 3t B

32 Questao Determine o valor de m para que a reta determinada
pelos pontos A = (1,5,0) e B = (m, —1,2) seja paralela ao plano

r =14+ 3p
Yy =14+ 2p 4+ ¢
z =3 + 3q

4* Questao Sejam r; uma reta que passa pelo ponto A = (1,1, 1)
e ¢ perpendicular a reta y = 2x — 3, 2 = —x e ry a reta que passa
pelos pontos B = (1,0, —1) e C' = (2,1, —2). Determine a posi¢ao
relativa entre ry e r2.

5 Questao Calcule a distancia e o angulo entre as retas

r = 1 — 2t
r+1 —y—1 z
gy = =3 — t ery: =—— =
z = —4 - 1

Boa Sorte



RESPOSTAS

1? Questao [2,0] Dados da questdo:

e Ponto A= (1,—1,2)

r=2 — 3p + 24
y=1 — 3p + ¢
z=3 + p + 3¢

e Plano ~:

Para determinar o vetor normal do plano
7, vamos utilizar dois vetores paralelos ao
plano 7, ou seja 1] = (—3,—3,1) e 13 =
(2,1,3), logo

ik
=0 x5 =] -3 -3 1
2 1 3

ny = —10i — 117 + 3k

Para determinar a equagdo do plano 7
vamos utilizar o fato que os vetores Aﬁ e
n. s3o perpendiculares, ou seja, Aﬁn_; =0

(x—1,y+1,z2—2).(-10,-11,3) =0

7 =102+ 11y +32+15=10]

2?2 Questao [2,0] Dados da questdo:

r = -1 4+ t
e Retar;:¢ vy = 2 — t e
z = 2 = 3t
1 —y-—-1
oRetarg:x+ S :i.

Considere 7 = (1,—1,-3) e ¥/ =
(1, —2,—3) os vetores diretores das retas 7,
eryeoponto A= (—1,2,2) da reta 7,
logo o plano a procurado é definido pelo
ponto A e pelos vetores Ue.

Para determinar o vetor normal do plano
«, vamos utilizar os vetores U e 7 logo

- - —

tJ  k
e="Uxv=|1 -1 —3
1 -2 -3

e =—3i—k

Para determinar a equacao do plano =«
vamos utilizar o fato que os vetores AP e

. 30 perpendiculares, ou seja, Aﬁn_gt =0

(x+1,y—2,2—2).(-3,0,—-1) =0
’a:—3:1:—z—1:0‘

3? Questao [2,0] Dados da questdo:
e Pontos A= (1,5,0) e

B = (m,—1,2)
r=1 + 3p
e Planovy: < y=1 + 2p + ¢
z=3 + 3q
A B




Para determinar a reta definida pelos
ponto A e B paralela ao plano ~, o vetor
diretor f@ = (m —1,—6,2) deve ser per-
pendicular ao vetor 77;

Para determinar o vetor normal do plano
v, vamos utilizar dois vetores paralelos ao
plano, ou seja v = (3,2,0) e 3 = (0,1,3),
logo

— - 7
Ny = V1 X V2 =

O W =
_ N .
w O T

n, =60 — 95 + 3k
Como 7/, L 1@ temos @rﬁ =0
(m—1,-6,2).(6,-9,3) =0
6m—6+54+6=0

4
=

4 Questao [2,0] Dados da quest3o:

e Pontos A = (1,1,1), B = (1,0,—1)
eC=(21,-2)

-9

m =

e Retay=2r—3,2=—x

A reta r; é definida pelo ponto A e pela
escolha do vetor 77 = (1,0,1), onde v] é
perpendicular ao vetor v = (1,2,—1) da
reta dada, pois 7?{ =0.

Logo a reta é definida como:

r = 1 + t
T Yy = 1
z = 1 + t

A reta r, é definida pelo ponto B e pelo

vetor v—% = BC = (1,1,—1), ou seja,
r = 1 + t
Ty ! Yy = + ¢
z = —1 — 1

Como os vetores v_1> e v—% sdo claramente
LI, temos duas possibilidades para a posicao
relativa entre as retas, ou seja, reversas ou
concorrentes.

Para diferenciar retas reversas das con-
correntes, basta calcular o volume do pa-
ralelepipedo gerado pelos vetores i, v e
AB = (0,—1,-2), se o volume for posi-
tivo, as retas sao reversas, se igual a zero,
sao concorrentes.

Volume = |[v], U_g,ﬁﬂ =0

1 0 1
WL AB =1 1 —1|=—4
0 —1 -2
Volume = | —4|=4#0
Logo as retas sdo [reversas|.
5% Questao [2,0] Dados da quest3o:
r = 1 = 2t
¢ Retar;:¢ vy = -3 — ¢t e
z = —4 —
1 —y-1
e Retary: T S - =
1 2 -3

Como os vetores diretores v_1> =

(=2,—1,-1) e v = (1,—2,—3) das re-
tas 1 e 1o, respectivamente, sdo claramente
LI, temos duas possibilidades para a posicao
relativa entre as retas, ou seja, reversas ou
concorrentes.

Para diferenciar retas reversas das con-
correntes, basta calcular o volume do pa-
ralelepipedo gerado pelos vetores v, v e
AB = (—2,2,4), se o volume for positivo,



as retas sdo reversas, se igual a zero, sao
concorrentes.

Volume = |[v], U—g,E” =0

T
oW AB =] 1 —2 -3 |=
2 2 4

4] = 4

logo sdo reversas.
e A distancia entre as retas serd obtida

através de: Volume = Apse X h, onde
Apgse = Hv_f X v_2>|| e h=d(ry,r).
Como
ik
V1 X Vg = -2 -1 —-1|= ;— 7j—|' 5/;:
1 -2 -3

Abase = \/12 + (—7)2 + 52 = \/% = 5\/§

logo,

d(?”l, TQ) =

4 p—
53

2

15

e O angulo formado pelas retas, serd calcu-
lado, como sendo o angulo entre os vetores

7 e 13,

ou seja,
— —
- V1.0U2
cos(vi,v3) =
vt [][v2]]
cos(T, ) = —>
V6v/14
(71, 03) = arccos < 5 >
V6v14
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1* Questao Encontre a equacao normal do plano a que passa
pelo ponto A = (2,1, —2) e é perpendicular aos planos v : z —
20+ 3z=4e0:—x+y—z=1

22 Questao Encontre a equacao cartesiana do plano 8 que
, T+ 1 y—1 2—z _
contém a reta r : =5 = 3 e ¢ perpendicular

ao plano 0 : —2x + 3y — z = 5.

3% Questao Determine a equacao da reta r que passa pelo ponto
A =(2,1,1) cujo vetor diretor ¢ a bissetriz entre os vetores ¢ + j
e1— k.

4* Questao Determine as equacoes simétricas da reta r que
passa pelo ponto A = (3, —1,2) e é paralela aos planos 7 : 2y +
z—1=0ev¢ 2 —2y+3z=4.

52 Questao Determine o(s) valor(es) de k de modo que as retas

xr = —2 + kt xr =1+ ks
r:qy =1 4+ 3t erg: ¢ y = — 25 sejam reversas.
z = 1 = 2t z = bs

Escolha um valor de £ e calcule a distancia e o angulo entre as
retas.

Boa Sorte



RESPOSTAS

1? Questao [2,0] Dados da questdo:

e Ponto A =(2,1,-2)

e Planos v:z —2y+3z=4e
o:—r+y—z=1

Para determinar o vetor normal do plano
«, vamos utilizar os dois vetores parale-
los ao plano, ou seja, n_; = (1,-2,3) e

ne = (—=1,1,—1), logo

A A
e =n,xng=|1 -2 3
-1 1 -1

e =—i—2j—k

Para determinar a equacado do plano «

vamos utilizar o fato que os vetores AP e

e sio perpendiculares, ou seja, Aﬁrﬁ =0

(x—2,y—1,2+2).(—-1,-2,-1)=0

’a:—w—2y—z+2:O‘

ou

’a:x+2y—|—z—220‘

22 Questdo [2,0] Dados da quest3o:

1 —1 2 —
oRetar:xi =Y = &

e Plano 0 : -2z + 3y —2 =15

/ |

Considere @ = (1,2, —3) o vetor dire-
tore o ponto A = (—1,1,2) da reta r e seja
np = (—2,3,—1) o vetor normal do plano
6, logo o plano [ procurado é definido pelo
ponto A e pelos vetores U e 775.

Para determinar a equacdao normal do

plano «, vamos utilizar o fato que os vetores
7, 775 e Aﬁ

Volume = |[ﬁ, w, gl =0

sdo LD (volume =0), logo

r+1 y—1 2-2
AP, @.m=| 1 2 -3
—2 3 —1

(AP, 0,7 = Te + Ty + 72 — 14 =0
B:Te+Ty+72—14=0

ou

’5:x+y+z—2:0‘

32 Questao [2,0] Dados da questdo:
e Ponto A =(2,1,1)

e \etores Z—l—j’e i—k

Para determinar a bissetriz entre os ve-
tores i+ j e i — k, basta calcular a soma dos



dois, pois como ambos tem norma igual a
V2, a bissetriz serd exatamente a diagonal
do paralelogramo formado pelos dois veto-
res, ou seja,

T=G+)+G0-k=2+j—k

é o vetor diretor da reta r procurada, logo
a reta r é dada pelas equagdes paramétricas
abaixo:

r = 2 + 2s
r:¢y =1 + s
z =1 — s

ou, pelas equacdes simétricas:
r—2 y—1 =z-1
2 1 —1

T

4° Questao [2,0] Dados da quest3o:
e Ponto A = (3,—-1,2)

e Planos7:2y+z2z—1=0e
Vvix—2y+3z2=4

Iz

Como a reta r é paralela ao planos ¢ e 7,
o vetor diretor U é perpendicular aos veto-
res normais 7, = (0,2,1) e n_¢> =(1,-2,3)
dos planos 7 e v, logo

DO .y

7:777>><n¢:

=
W = T

-2

U =8+ —2k

Portanto pelo ponto A e com a direcao
do vetor i/ a reta r é dada pelas equacoes
paramétricas abaixo:

r = 3 + 8t
r:q¢y = —1 + ¢
z = 2 = 2t

logo, as equacdes simétricas sao:

r—3 y+1 =z2-2
g 1 =2

T

52 Questdo [2,0] Dados da quest3o:

r = =2 + kt
e Retar;:¢ vy = 1 + 3t
z = 1 = 2t
r = 1 + ks
e Retary: ¢ y = — 25
z = Y]

Observando os vetores diretores v_f =
(k,3,—2) e 3 = (k,—2,5) e os pontos
A =(-2,1,1) e B = (1,0,0) das retas
r1 e r9 respectivamente, a Unica possibili-
dade para que essas retas sejam reversas é
que o volume do paralelepipedo gerado pe-
los vetores v7, 15 e AB = (3,—1,—1) seja
diferente de zero (sdo LI), logo

k3 =2
Volume = |[E>,v_2>,ﬁ]| =|k -2 5
3 -1 -1

Volume = 12k + 33 #£ 0

33 11
ST
Fazendo a escolha para £ = 0, por exem-
plo, temos:
e A distdncia entre as retas serd obtida
através de: Volume = Apgse X h, onde
Abase = ||Wl X U—2>|| eh= d(Tl,Tg).
Como
i 7k
wXxu=|0 3 —2|=1U
0 -2 5
Abase ||U1 XU2||:11



O volume serd Volume = 12k + 33 = cos(v—> . —16
1, U?) —
33, portanto, V1329
33
d(ry,72) Tk (3.70) = arccos <_>
e O angulo formado pelas retas, serd calcu- V13v29

lado, como sendo o angulo entre os vetores
v_f e v_2> ou seja,
— —

V1.0
cos(T, ) = A

S —p——
[[vill[[vz]]




UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
CCEN - Departamento de Matematica
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2* Prova Calculo Vetorial e Geometria Analitica

Prof.: Data: 09/Set/2003 Turno: Noite
Curso: Nome:

Perfodo: 03.1 Turma(s): Matricula: | | [ | | [ | | ]

1* Questao Escreva a equacao do plano m que contém o eixo
Ox e um vetor na direcao da bissetriz do angulo entre os vetores

— —

1ek.

22 Questao Encontre a equacao normal do plano [ que

passa pelo ponto A = (2,—1,—2) e é paralelo as retas
r = —2 + i r =14+ s
ri:qy =1 + 3t er:qy= — 25
z =1 — 2t z = S

3% Questao Determine as equacoes simétricas da reta r que
passa pelo ponto A = (—1,3,2) e é perpendicular as retas r1 e 19
dadas na questao anterior.

4* Questao Determine o valor de m para que a reta s determi-
nada pelos pontos A = (1,1, —1) e B = (m, —1, 2) seja paralela
xr =1+ p + ¢
aoplanoy: < vy =1 + 2p + q .
z =3 — p + 3

5% Questao Determine a posicao relativa entre as retas

v= b r+1 —y—1 z
iy = 2 — t ery: I
z = 2 — 3t

Calcule a distancia e o angulo entre as retas dadas.

Boa Sorte



RESPOSTAS

1? Questao [2,0] Dados da questdo:

e Eixo Oz

e Vetores 7 e k

A 4

Para determinar a bissetriz entre os ve-
tores 7 e l; basta calcular a soma dos dois,
pois como ambos s3o vetores unitarios, a
bissetriz sera exatamente a diagonal do pa-
ralelogramo formado pelos dois vetores, ou
seja, o vetor @ =i+ k = (1,0,1).

O vetor ¥ =i = (1,0,0) é paralelo ao
eixo Oz, logo o plano 7 fica determinado
pela origem O = (0,0, 0) e pelos vetores U
e

Para determinar a equacdo normal do
plano 7, vamos utilizar o fato que os vetores

U,V e ﬁ sdo LD (volume =0), logo

Volume = |[AP, 1,77 = 0

(AP, 7, 7] = 101

1 00

[ﬁ,ﬁ,?]:—yzo
m:iy=0

2 Questao [2,0] Dados da questdo:

e Ponto A =(2,—1,-2)

r = =2 + t
e Retas 7 : y = 1 + 3t e
z = 1 — 2t
r =1 4+ s
roi Yy = — 2s
z = S

p

/
1
T
2
A

Considere U = (1,3,—-2) e U =
(1,—2,1) os vetores diretores das retas 7,
e ro. Logo o plano [ terd como vetor nor-
mal o vetor

n5:7><7:

— =

np=—i—3j—5k

Para determinar a equacdo do plano f3
vamos utilizar o fato que os vetores AP e
— = - S AP —
nj sao perpendiculares, ou seja, AP.ng =0

Logo

B:—x—3y—5z—11=0]

ou

Bix+3y+52+11=0

32 Questao [2,0] Dados da quest3o:

e Ponto A= (—1,3,2)

r = -2 + t
e Retas 7 : y = 1 + 3t e
z = 1 — 2t

o ©

<
Il
|
[\
)



Considere @ = (1,3,-2) e ¥ =
(1,—2,1) os vetores diretores das retas r;
e ro. Logo a reta r terd como vetor diretor
o vetor
ik
3 =2
-2 1

o =U x V=

— =

U = —i— 3] — 5k

Logo a reta r é dada pelas equagdes pa-
ramétricas abaixo:

r = -1 — s
r:¢y = 3 — 3s
z = 2 — 5s

e com equacdes simétricas:
xr+1 y—3 2z2z-2
re = =
—1 -3 -5

4° Questao [2,0] Dados da quest3o:

e Pontos A= (1,1,-1) e

B =(m,—1,2)
r =1+ p + ¢
e Planoy: < v = 1 + 2p + ¢
z =3 — p + 3
A B
. . .
Y

Seja U = AB = (m—1,-2,3) um ve-
tor diretor da reta s, que para ser paralela
ao plano ~ deve ser uma combinac3o linear
dos vetores 17 = (1,2, —1) e v3 = (1,1, 3)
paralelos ao plano, ou seja, /, Ui e U7 sdo
LD (volume =0), logo

Volume = |[W, 01, 03]| = 0

m—1 -2 3
(@, o, e]=| 1 2 -1
1 1 3
(W, 0], 03] =Tm —2=0
2
m= -
7
52 Questao [2,0] Dados da questdo:
r = —1 + t
e Retar;:¢ vy = 2 — t
z = 2 = 3t
r+1 —-y—-1 z
R : = = —
e Reta 1y 1 5 3

Como os vetores diretores v_f =
(1,—1,-3) e 13 = (1,—2,—3) das retas
r1 e ry, respectivamente, sdo claramente LI,
temos duas possibilidades para a posicao re-
lativa entre as retas, ou seja, reversas ou
concorrentes.

Para diferenciar retas reversas das con-
correntes, basta calcular o volume do pa-
ralelepipedo gerado pelos vetores i, v e
AB = (0,—3,—2) onde A = (—1,2,2) e
B = (—1,1,0) sdo pontos das retas r; e
r9, se o volume for positivo, as retas sdo
reversas, se igual a zero, sao concorrentes.

Volume = |[v1, @,@H

1 —1 -3
WL W AB = |1 —2 -3 | =2
0 -3 -2



Logo as retas sdo |reversas|.

e A distancia entre as retas serd obtida

através de: Volume = Ape X h, onde
—

Abaseszl XUQHEhzd(Tl,Tg).

Como
i 7k L
Wxw=|1 -1 —-3|=-3—Fk
1 -2 -3

Abase = V/(=3)2 + (—1)2 = V10

logo,

d(?“l, TQ) =

e}

e}

e O angulo formado pelas retas, serd calcu-
lado, como sendo o angulo entre os vetores
v_f e v_2> ou seja,

—
— = V1.0V
cos(¥, V) = e
12
cos(vi,v3) =
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3% Prova Calculo Vetorial e Geometria Analitica

Prof.: Sérgio Data: 07/0ut/2003 Turno: Manha
Curso: Nome:

Perfodo: 03.1 Turma(s): [ | | Matrfcula: [ | [ | [ | [ (O—1

1* Questao Considere a superficie dada pela equacao
3—(—1)’C] 3+(—1)’C1
2 2

K
=V e =

(:1:+IC)2+(y+5—IC)

St 100 QI-(-1%

Classifique-a, esboce-a e preencha a tabela abaixo, de acordo com
as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados.

’IC: \Planoa:x: ‘Planoﬁ:y: ‘Planoy:z: ‘
Conica:
Equacao:
Eixo Focal:
Centro C = , , )| C=( ; ; ) | C=( ; ; )
Raio r= r= r=
a a = a = a =
b b= b= b=
C C = CcC = c =
Foco(s) | Fi=( , )| A= ; )| Fi=( , )
Fy = ( ’ ) ) Fy = ( ) ) ) Fy = ( ) ) )
Vértice(s) | A; = ( , , )| Al =( ; ) ) | A= ( ) ) )
Ay = ( ) ) ) Ay = ( ) ) ) Ay = ( ) ) )
Vértices | By = ( ; ; ) | Bi=( ; ) )| Bi=( ’ ’ )
By = ( ) ) ) By = ( ) ) ) By = ( ) ) )
Assintotas
Diretriz




22 Questao Considere a superficie dada pela equacao
Sy [(=1)*]92% — (=D 9y* + 162 — 32Kz = 144 — 16K

Classifique-a, esboce-a e preencha a tabela abaixo, de acordo com
as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados.

’lC: \Planoa:x: ‘Planoﬁ:y: ‘Plano'y:z: ‘
Conica:

Equacao:

Eixo Focal:
Centro
Raio
a
b
c
Foco(s)

Q
I
Q
I
Q
I

QS| 3
WP
QS| 3
Wy

Qo=
]

G

G

G

P S P N

Vértice(s)

Vértices

o ) s
R e R
— — [ — — [ — —
oo ) s s
N | N =
— |~ |
— — [ — — [ — —
Seu] S S
N = N -
—~~ ||
— — [ — — [ — —

Assintotas

Diretriz

Boa Sorte
Observacoes:

a) Substitua a constante I, em todas as questoes, pelo ltimo
numero da sua matricula;

b) Preencher as duas tabelas anteriores, conforme indicado.



RESPOSTAS

Como a resolucao depende do valor de
IC, a resposta sera dada em dois casos.

Caso: K é par

1? Questao [5,0] Dados da quest&o:

IC2 2
R sk + L =1

ST 64

Na intersecao da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

parabola:

2

z
_ el
(y+5 IC)+64

(=02 =—64(y+5—-K—1)

y

Donde:

Vértice: V = (=K, K —4,0)

e c—=16

Eixo focal: y

Foco: F' = (—K,K —20,0)
e Reta diretriz: y = I + 12

Na intersecdo da superficie S; com o plano
‘/B y=K-5 ‘ temos a seguinte equagao
da elipse:

(x+K)*2 22
Sl 2R |
100 * 64

z
BI
A2 Al
F2 c FI b
B2

Donde:
e Centro: C' = (—K,K —5,0)

e ¢ =10
e h=28
e c=+/100—64=6

e Eixo focal: z«

o Vértices: A} = (—K—-10,K—4,0) e
Ay = (=K +10,K — 5,0)

e Focos: I} = (K —6,K —4,0) e
Fy=(—K+6,K—5,0)

e Eixo menor: By = (—K,K—5,-8) e
B, = (-K,K —5,8)

Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equa¢do da

parabola:
(x + K)?
100
(x +K)?>=—-100(y +5 - K — 1)

y

+y+5-K)=1

Donde:
o Vértice: V =(—K,K—4,0)



e c=16

e Eixo focal: y

e Foco: F' = (—K,K —20,0)
e Reta diretriz: y = IC + 12

Portanto a superficie S; é uma

Paraboléide Eliptica

22 Questao [5,0] Dados da quest3o:
Sy 1 922 —9y? +1622 — 32K 2 = 144 — 16K3

Completando quadrados na equacdo acima
temos:

922 —9y* +16[(2—2K)*—K?] = 144— 16K

922 — 9y? +16(z — 2K)* = 144 =+ (9 x 16)

oy (22K
16 9
Estando a equacdo da superficie mais
"agradavel”, comecaremos a classifica-la.
Na intersecao da superficie S5 com o plano

[a: 2 =0] temos a seguinte equacio da

hipérbole:

2 . 1

Ly 20
16 9 -
y
A2 Al
F2 Fl1 z

Donde:

Centro: C' = (0,0, 2K)

e =3
e h=4
e c=+9+16=5

Eixo focal: z

o Vértices: A; = (0,0,2K —3) e Ay =
(0,0,2 + 3)
e Focos: F; = (0,0,2KK —5) e Fy =

(0,0,2K + 5)

) 4
Assintotas: y = j:gz

Na intersecdo da superficie S5 com o plano

, temos a seguinte equacao da

elipse:
2 — 92K 2

S G\

16 9
BI

42 Al

F2 c FI x

B2
Donde:

e Centro: C' = (0,0,2K)

e g =14
e b=23
e c=+16—-9=+7

Eixo focal: =

Vértices: A; = (4,0,2K) e Ay =
(—4,0,2K)

Focos: F) = (V7,0,2K) e F, =
(—V/7,0,2K)

e Eixo menor: B; = (0,0,2K + 3) e
By = (0,0,2K — 3)



Na intersecdo da superficie S; com o plano
, temos a seguinte equagao da

hipérbole:
2 2
@2y
16 16
y
A2 Al
F2 FI x
Donde:

e Centro: C' = (0,0,2K)

e =4

o c=+/16 + 16 = 4/2

e Eixo focal: =

o Vértices: A; = (4,0,2K) e Ay =
(—4,0,2K)

e Focos: I} = (4v/2,0,2K) e I, =
(—4+/2,0,2K)

e Assintotas: y = +x

Portanto a superficie S; é uma

llll
\t g::

P
W%
©
\

Hiperboldide Eliptica de uma folha

Caso: C é impar

1? Questao [5,0] Dados da quest3o:

(a:—l—/C)2+(y+5—lC)2

=1
100 64 &

Sli

Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

parabola:
(y+5-K)?
64
(y+5—-K)>=64(z+1)

z

z=1

Donde:
Vértice: V = (K, K —5,—1)

e c=16

e Eixo focal: z

e Foco: F' = (—K,K —5,15)
e Reta diretriz: z = —17

Na intersecdo da superficie S; com o plano
‘6 y=K -5 ‘ temos a seguinte equacao
da parabola:
(x + K)?
100
(z+K)* =100(z + 1)

z

—z=1

e

Donde:
o Vértice: V = (—K,K—5,—1)



e c—=25

Eixo focal: z

e Foco: FF = (—K,K —5,24)
e Reta diretriz: z = —26

Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equagdo da

elipse:
(x + K)? N (y+5-K)° .
100 64 B
y
BI
A2 Al
F2 C F1 x
B2
Donde:

e Centro: C' = (—K,K —5,0)

e =10
e h =28
e c=+/100—64=6

e Eixo focal: x

e Vértices: A = (—K—-10,—5,0) e
A2 == (-IC—l- 10,’C - 5,0)

e Focos: I} = (K —6,K —5,0) e
F,=(-K+6,K-5,0)

e Eixo menor: By = (—K,K +3,0) e
By = (—K, K — 13,0)

Portanto a superficie S; é uma

Paraboloéide Eliptica

22 Questao [5,0] Dados da questdo:
Sy 1 —92249y%+1622—32K 2 = 144—16K>

Completando quadrados na equacdo acima
temos:

—92%4-9y*+16[(2—2K)?—K?] = 144—16K?

—922 +9y* +16(2 —2K)* = 144 +(9x 16)
2 2

oyt (2-2K)7°
616 9
Estando a equagao da superficie mais
"agraddvel”, comecaremos a classifica-la.
Na intersecdo da superficie S5 com o plano

la: 2 = 0], temos a seguinte equacio da

SQZ 1

elipse:
2 _ 2
y_+(z 2K) 1
16 9
BI
42 Al
F2 c F1 y
B2
Donde:
e Centro: C' = (0,0,2K)
e a=14
[ ] b = 3
e c= V6 0=17
e Eixo focal: y
o Vértices: A; = (0,4,2K) e Ay =

(0, —4, 2K)

Focos: Fy = (0,V/7,2K) e F, =
(0, —V/7,2K)

Eixo menor: B; = (0,0,2K + 3) e
By = (0,0,2K — 3)



Na intersecdo da superficie S; com o plano
B :y=0| temos a seguinte equacdo da

hipérbole:
2 _ 2
A Cluk”S
16 9
42 Al
F2 Fl 7
Donde:

e Centro: C' = (0,0,2K)

e a=3
e h=4
e c=+/16+9=5

e Eixo focal: z

o Vértices: A; = (0,0,2K +3) e Ay =
(0,0,2K — 3)

e Focos: F} = (0,0,2K —5) e I, =
(0,0,2K + 5)

, 4
e Assintotas: y = :|:§z
Na intersecao da superficie Sy com o plano
, temos a seguinte equacao da
hipérbole:

A2 Al
F2 F1

«

Donde:

Centro: C' = (0,0,2K)

e c=+/16+ 16 = 42

Eixo focal: y

Vértices: A; = (0,4,2K) e A
(0, —4,2K)

Focos: F| = (0,4\/§7 2K) e Fy
(Oa _4\/57 2’C)

e Assintotas: x = +y

Portanto a superficie S, é uma

Hiperboldide Eliptica de uma folha




UNIVERSIDADE FEDERAL DA PARAIBA
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3% Prova Calculo Vetorial e Geometria Analitica

Prof.: Sérgio Data: 07/0ut/2003 Turno: Tarde
Curso: Nome:

Perfodo: 03.1 Turma(s): [ | | Matrfcula: [ | [ | [ | [ (O—1

1* Questao Considere a superficie dada pela equacao

3+<51>’C] 3—(51>’C]

T +5-K z+ K)?
. (y );c I Gt

QIH(=DK] glt=(=1™ 100

s [(=1)"]

Classifique-a, esboce-a e preencha a tabela abaixo, de acordo com
as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados.

’IC: \Planoa:x: ‘Planoﬁ:y: ‘Planoy:z: ‘
Conica:
Equacao:
Eixo Focal:
Centro C = , , )| C=( ; ; ) | C=( ; ; )
Raio r= r= r=
a a = a = a =
b b= b= b=
C C = CcC = c =
Foco(s) | Fi=( , )| A= ; )| Fi=( , )
Fy = ( ’ ) ) Fy = ( ) ) ) Fy = ( ) ) )
Vértice(s) | A; = ( , , )| Al =( ; ) ) | A= ( ) ) )
Ay = ( ) ) ) Ay = ( ) ) ) Ay = ( ) ) )
Vértices | By = ( ; ; ) | Bi=( ; ) )| Bi=( ’ ’ )
By = ( ) ) ) By = ( ) ) ) By = ( ) ) )
Assintotas
Diretriz




22 Questao Considere a superficie dada pela equacao
Sy 1 162% — 32Kz — [(—1)*]99? + [(—1)*]92% = 144 — 16K?

Classifique-a, esboce-a e preencha a tabela abaixo, de acordo com
as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados.

’lC: \Planoa:x: ‘Planoﬁ:y: ‘Plano'y:z: ‘
Conica:

Equacao:

Eixo Focal:
Centro
Raio
a
b
c
Foco(s)

Q
I
Q
I
Q
I

QS| 3
WP
QS| 3
Wy

Qo=
]

G

G

G

P S P N

Vértice(s)

Vértices

o ) s
R e R
— — [ — — [ — —
oo ) s s
N | N =
— |~ |
— — [ — — [ — —
Seu] S S
N = N -
—~~ ||
— — [ — — [ — —

Assintotas

Diretriz

Boa Sorte
Observacoes:

a) Substitua a constante I, em todas as questoes, pelo ltimo
numero da sua matricula;

b) Preencher as duas tabelas anteriores, conforme indicado.



RESPOSTAS

Como a resolucao depende do valor de
IC, a resposta sera dada em dois casos.

Caso: K é par

1? Questao [5,0] Dados da quest&o:

x? (z+ K)?
Sy —+(y+5—l€)+W—

: 1
64

Na intersecao da superficie S; com o plano
v:x =0/ temos a seguinte equacao da
parabola:

(z + K)?
_ Mo
(y+5—K)+ 100

(z4+K)*=—-100(y +5—-K —1)

y

Donde:

Vértice: V = (0,K —4,—-K)

e c—=16

Eixo focal: y

Foco: F = (0,K —20,K)
e Reta diretriz: y = I + 12

Na intersecdo da superficie S; com o plano
‘/B y=K-5 ‘ temos a seguinte equagao
da elipse:

2 (24 K)?
T T
64 + 100

Bl
A2 Al
F2 c F1 M

B2

Donde:
e Centro: C' = (0, —5,—-K)

e ¢ =10
e h=28
e c=+/100—64=6

e Eixo focal: 2

o Vértices: A; = (0,K—4,—K—10) e
Ay = (0,K — 5, —K + 10)

e Focos: I} = (0,K —4,—-K —6) e
Fy=(0,K —5,—K +6)

e Eixo menor: By = (—8,K—5,—-K) e
Bo = (8,K — 5,—K)

Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

parabola:

2
+ 61 =
(z—0)*=—64(y+5—-K—1)

y

(y+5—-K) 1

Donde:
o Vértice: V = (0, —4,—-K)



e c=16

e Eixo focal: y

e Foco: F' = (0,K — 20,—K)
e Reta diretriz: y = IC + 12

Portanto a superficie S; é uma

Paraboléide Eliptica

22 Questao [5,0] Dados da quest3o:
Sy 1 1627 —32Kx — 9y* +92% = 144 — 16K

Completando quadrados na equacdo acima
temos:

16[(z—2K)*— K% —9y°+92* = 144—16K

16(z —2K)* —9y* +92% = 144 + (9 x 16)

(x —2K)* 4 N 22
9 16 16
Estando a equacdo da superficie mais

"agradavel”, comecaremos a classifica-la.

Na intersecao da superficie S5 com o plano
, temos a seguinte equacao da

SQI =1

hipérbole:
2 2
2y
16 16
y
A2 Al
F2 Fl1 z
Donde:

Centro: C' = (2K,0,0)

e c=+/16 + 16 = 4/2

Eixo focal: z

o Vérticess A} = (2K,0,4) e Ay =
(2K707_4)
e Focos: I} = (2K,0,4V2) e F, =

(2K, 0, —4+/2)

Assintotas: y = £z

Na intersecdo da superficie S5 com o plano

B:y=0| temos a seguinte equacio da

elipse:
(x —2K)* 22
A _|_ _— =
9 16
BI
A2 Al
F2 c F1 M
B2
Donde:

e Centro: C' = (2K,0,0)

e g =14
e b=23
e c=+16—-9=+7

Eixo focal: z

Vértices: A; = (2K,0,4) e Ay =
(2K,0,—4)

Focos: F) = (2K,0,\/7) e F, =
(2K,0,—V7)

e Eixo menor: B; = (2K + 3,0,0) e
By = (2K — 3,0,0)



Na intersecdo da superficie S; com o plano

[a: 2 =10], temos a seguinte equacio da

hipérbole:

Caso: K é impar

1? Questao [5,0] Dados da questdo:

(y+5-K)?* (2+K)?
= =1
Si T 4+ o1 + 100

Na intersecdo da superficie S; com o plano

v:x =0/ temos a seguinte equacao da

(z =272 y* _ 1
9 16
y
42 Al
F2 FI x

Donde:

e Centro: C' = (2K,0,0)

e a=3

e b=4
ec=\/9+16=5
e Eixo focal: x

Vértices: A; = (2K —3,0,0) e Ay =
(2K +3,0,0)

e Focos: I} = (2K —5,0,0) e I, =
(2K +5,0,0)

, 4
e Assintotas: y = :|:§:1:

Portanto a superficie S, é uma

Hiperboldide Eliptica de uma folha

elipse:
(y—|—5—IC)2 n (z—i—lC)2 _1
64 100
BI
A2 Al
F2 c FI z
B2
Donde:

Centro: C' = (0,K —5,—-K)
e a=10

e h=28

e c=+100—64 =6

Eixo focal: z

Vértices: A; = (0,K—5,—-K—10) e
Ay = (0,K — 5,—K + 10)

Focos: F; = (0, —5,—K —6) e
Fy = (0,K —5,—K +6)

e Eixo menor: B; = (0, +3,-K) e
By = (0,K — 13, -K)

Na intersecdo da superficie S; com o plano
’ﬁ y=K-5 ‘ temos a seguinte equagdo
da parabola:

(z+K)?*
100

—x + 1

(z+K)* =100(z + 1)



Portanto a superficie S; é uma

= [N W o W =
e N = = D

/
y—
%

e
W\

S\

. —
N\
S
LN

O

&

Donde:

Paraboléide Eliptica
o Vértice: V =(—1,K—5,—K)
22 Questao [5,0] Dados da quest3o:

— 25
*c Sy 1622 — 32/C+9y% — 922 = 144 — 16K2

e Eixo focal: z . .
Completando quadrados na equacdo acima

e Foco: F = (24,K —5,-K) temos:
_ 2 g2 2 2 — . 2
e Reta diretriz: + = —26 16[(x—2K)* =K% +9y*—92 144—16K

_ 5 . 16(x —2K)? 4+ 9y* — 92> = 144 + (9 x 16)
Na intersecdo da superficie S; com o plano

2 2 2
[a: 2 = —K], temos a seguinte equagio da S, : (z — 2K) LYz
parabola: 9 16 16
Estando a equagao da superficie mais

(y+5—K)? " agradavel”, comecaremos a classifica-la.
e =
64 - Na intersecdo da superficie S5 com o plano
, temos a seguinte equacao da
(y+5—K)*=64(x+1) hipérbole:
x 2 2
y _zZ 4
16 16
F
- A2 Al
. F2 F1 y
Donde:

o Vértice: V = (-1, —5,—-K)

Donde:
e c=16

e Centro: C' = (2K,0,0)
e Eixo focal: z o q—4
e Foco: F = (15K —5,—K) e b=14

Reta diretriz: © = —17 o c=+/16+ 16 = 4/2



e Eixo focal: y *
BI
o Vértices: A; = (2K,4,0) e Ay =
(2K, —4,0)
e Focos: F} = (2K,4v/2,0) e F, = A2 Al
(2KC, —4v/2,0) F2 c Fl ]y
e Assintotas: z = +ty
Na intersecao da superficie Sy com o plano =
B:y=0| temos a seguinte equag¢io da
hipérbole:
_ 2 2 Donde:
207 = _
9 16
. e Centro: C' = (2K,0,0)
e a=14
e b=3
A2 Al
F2 Fl1 x oc:\/16—9:\/7
e Eixo focal: y
o Vértices: A; = (2K,4,0) e Ay =
(2K, —4,0)
Donde: /i
o e Focos: F| = (2K,V7,0) e Fy, =
e Centro: C'=(2K,0,0) (2C, —V/7,0)
e a=23
e Eixo menor: By = (2K + 3,0,0) e
e bh=14 By = (2K —3,0,0)
e c=+/16+9=5

Portanto a superficie S, é uma
e Eixo focal: z

o Vértices: A; = (2K +3,0,0) e Ay =
(2K —3,0,0)

e Focos: F; = (2K — 5,0,0) e F; =
(2K +5,0,0)

4
e Assintotas: y = igx

Na intersecdo da superficie S; com o plano

la: 2 =10] temos a seguinte equacio da
elipse:

(x —2K)* 42 . .
— + 6= 1 Hiperboldide Eliptica de uma folha
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3% Prova Calculo Vetorial e Geometria Analitica

Prof.: Sérgio Data: 07/0ut/2003 Turno: Noite
Curso: Nome:

Perfodo: 03.1 Turma(s): [ | | Matrfcula: [ | [ | [ | [ (O—1

1* Questao Considere a superficie dada pela equacao

3+(—1)’C] 3—(—1)“]
g —g

Sl:(w+/€)2+[<_l),c}y (z+5—-K)

100 QDK i Q-] =1

Classifique-a, esboce-a e preencha a tabela abaixo, de acordo com
as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados.

’IC: \Planoa:x: ‘Planoﬁ:y: ‘Planoy:z: ‘
Conica:
Equacao:
Eixo Focal:
Centro C = , , )| C=( ; ; ) | C=( ; ; )
Raio r= r= r=
a a = a = a =
b b= b= b=
C C = CcC = c =
Foco(s) | Fi=( , )| A= ; )| Fi=( , )
Fy = ( ’ ) ) Fy = ( ) ) ) Fy = ( ) ) )
Vértice(s) | A; = ( , , )| Al =( ; ) ) | A= ( ) ) )
Ay = ( ) ) ) Ay = ( ) ) ) Ay = ( ) ) )
Vértices | By = ( ; ; ) | Bi=( ; ) )| Bi=( ’ ’ )
By = ( ) ) ) By = ( ) ) ) By = ( ) ) )
Assintotas
Diretriz




22 Questao Considere a superficie dada pela equacao
Sy (=197 + 169 — 32Ky — [(—1)%]92? = 144 — 16K

Classifique-a, esboce-a e preencha a tabela abaixo, de acordo com
as intersecoes com os planos paralelos aos planos coordenados.

’lC: \Planoa:x: ‘Planoﬁ:y: ‘Plano'y:z: ‘
Conica:

Equacao:

Eixo Focal:
Centro
Raio
a
b
c
Foco(s)

Q
I
Q
I
Q
I

QS| 3
WP
QS| 3
Wy

Qo=
]

G

G

G

P S P N

Vértice(s)

Vértices

o ) s
R e R
— — [ — — [ — —
oo ) s s
N | N =
— |~ |
— — [ — — [ — —
Seu] S S
N = N -
—~~ ||
— — [ — — [ — —

Assintotas

Diretriz

Boa Sorte
Observacoes:

a) Substitua a constante I, em todas as questoes, pelo ltimo
numero da sua matricula;

b) Preencher as duas tabelas anteriores, conforme indicado.



RESPOSTAS

Como a resolucao depende do valor de
IC, a resposta sera dada em dois casos.

Caso: K é par

1? Questao [5,0] Dados da questdo:

@+ v _
Syt 100 +64—|—(z—|—5 K)=1

Na intersecao da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

parabola:

y?
4+ (z4+5— =1
61 (z+5—-K)

(y—0)? = —64(z+5—-K —1)

z

Donde:
o Vértice: V = (—K,0,K —4)
e c=16
e Eixo focal: z
e Foco: F'=(—K,0,K —20)
e Reta diretriz: z =K + 12
Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

parabola:

(v +K)°

K =1
100 +(z4+5-K)

(z+K)*=-100(z +5 - K —1)

Donde:

Vértice: V = (—K,0,K —4)
e c=16

Eixo focal: z

e Foco: F' = (—K,0,K —20)
e Reta diretriz: z =K + 12

Na intersecdo da superficie S; com o plano
‘6 2=K— 5‘, temos a seguinte equacao
da elipse:

K 2 2
100 64
y
BI
A2 Al
F2 c Fl x
B2

Donde:

e Centro: C' = (—K,0,K —5)
e a=10

e h=238

e c=+/100—-64=6

Eixo focal: =

Vértices: A; = (—K—10,0,K—4) e
Ay = (=K +10,0,K — 5)



e Focos: I} = (K — 6,0, —4) e
Fy = (=K +6,0,K—-5)

e Eixo menor: By = (=K, -8, K—5) e
By = (—K,8,K — 5)

Portanto a superficie S7 é uma

Paraboléide Eliptica

2?2 Questao [5,0] Dados da questdo:
Sy 1 922+ 16y% — 32Ky —92% = 144 — 16K?

Completando quadrados na equacdo acima
temos:

922 4+-16[(y—2K)? —K?] —92% = 144—16K>

922 +16(y — 2K)* —92% = 144 = (9 x 16)

6.7 WP 2
16 9 16
Estando a equacdo da superficie mais
"agradavel”, comecaremos a classifica-la.
Na intersecao da superficie S3 com o plano

[a: 2 =0] temos a seguinte equacio da

hipérbole:

(y — 2K)? B 22 _
9 16
A2 Al
F2 Fl1 x

Donde:
e Centro: C' = (0,2K,0)

e 0 —3
e h=14
e c=+94+16=5

Eixo focal: y

Vértices: A1 = (0,2 —3,0) e Ay =
(0,2 + 3,0)

e Focos: F; = (0,0,2K — 5) e F, =
(0,2K +5,0)

4
Assintotas: z = j:gy

Na intersecdo da superficie S5 com o plano

~v:y = 2K | temos a seguinte equa¢ao da

hipérbole:
2 2
@ 2
16 16
A2 Al
F2 Fl x
Donde:

e Centro: C' = (0,2K,0)
e a=14
e b=4
e c=+/16+16 =42

Eixo focal: =

Vértices: A; = (4,2K,0) e Ay =
(—4,2K,0)

Focos: F) = (4v/2,2K,0) e F, =
(_4\/57 2IC70)

Assintotas: z = 1tz



Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

elipse:
w?  (y—2K)? )
16 9 N
y
BI
A2 Al

F2 C F1 X

B2
Donde:

e Centro: C' = (0,2K,0)

e g —4
e b =3
e c=+16—-9 =

e Eixo focal: =

VT

Caso: K é impar

1? Questao [5,0]

5100

’C2

Dados da questao:

(z+5—-K)?
64

=1

Na intersecdo da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

parabola:

(z+5—-K)*

=1
64

(z4+5—-K)?=64(y + 1)

y

P
v z
Donde:
o Vértice: V =(—-K,—1,K —5)
e ¢c—16

Eixo focal: y

o Vérticess A; = (4,2K,0) e Ay =
(—4,2K,0)

e Focos: Fy = (V7,2K,0) e F, =

e Foco: F' = (—K,15,K —5)

e Reta diretriz: y = —17

(—/7,2K,0)

e Eixo menor: By = (0,2K + 3,0) e
By = (0,2K — 3,0)

Na intersecao da superficie S; com o plano

, temos a seguinte equacao da

Portanto a superficie S5 é uma

17
===2_7/,
N2 2225 N
lEEESESST
P
X /) ‘..=-== =‘$"
(T 7 S
e S
o =

y
\
]

Hiperboldide Eliptica de uma folha

elipse:
2 )2
(x 4+ K) N (z+5—-K) _
100 64
BI
42 Al
F2 c FI x
B2
Donde:
e Centro: C' = (—K,0,K —5)



e c=+/100—64=6

e Eixo focal: =

o Vértices: A; = (—K—10,0,K—5) e
Ay = (—K +10,0,K — 5)

e Focos: F; = (K — 6,0, —5) e
F, = (=K +6,0,K—-5)

e Eixo menor: B; = (—K,0,K +3) e
By = (—K,0,K — 13)

Na intersecdo da superficie S; com o plano

‘6 2=K — 5‘, temos a seguinte equacao

da parabola:
(z + K)?
100
(z+K)* =100(y + 1)

y

oy

Donde:
Vértice: V = (—K,—1,K —5)

e c=125
e Eixo focal: y
e Foco: F'=(—K,24,K —5)

e Reta diretriz: y = —26

Portanto a superficie S7 é uma

Paraboloéide Eliptica

22 Questao [5,0] Dados da questdo:
Sy 1 —92% 41617 —32Ky+92% = 144— 16K

Completando quadrados na equacdo acima
temos:

—92%4+16[(y—2K)*—K?]+92% = 144—16K>

—972+16(y—2K)*+92> = 144 +(9x 16)
C? (y—2K)? N 22

16 9 16
Estando a equagao da superficie mais

"agraddvel”, comecaremos a classifica-la.
Na intersecdo da superficie S5 com o plano

la: 2 = 0], temos a seguinte equacio da

SQI 1

elipse:
— 2K)? 2
9 16
y
BI
A2 Al
F2 C F1 z
B2
Donde:

e Centro: C' = (0,2K,0)

e 0 =14
e h=3
o c=+16—-9=+/7

Eixo focal: z

Vértices: A, =
(0, —4,2K)

(0,2K,4) e Ay =

Focos: Fy = (0,2K,V7) e F, =
(0,2, —/7)

Eixo menor: B; = (0,2K + 3,0) e
By = (0,2K — 3,0)



Na intersecdo da superficie S; com o plano

~v:y = 2K /| temos a seguinte equacao da

hipérbole:

2 2P

16
\AZ A1
/

Donde:

e Centro: C' = (0,2K,0)

o c=+/16 + 16 = 4/2

e Eixo focal: z

o Vértices: A; = (0,2K,4) e Ay

(0,2KC, —4)

e Focos: I} = (0,2K,4v2) e I,

(0,2KC, —4v/2)

e Assintotas: x = +z

Na intersecdo da superficie S; com o plano
, temos a seguinte equacao da

hipérbole:

2 _2](:2
v°  (y=2K)°

16 9

1

Fl1 z

<\l

F2 Fl

Donde:

Centro: C' = (0,2K,0)

e a=3

e b=4

e c=+16+9=5
e Eixo focal: y

(0,2K — 3,0)

e Focos: F; = (0,2K — 5,0) e Fy

(0,2 +5,0)

) 4
e Assintotas: z = j:gy

Portanto a superficie S, é uma

Hiperboldide Eliptica de uma folha

Vértices: A = (0,2 +3,0) e Ay =
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Final Calculo Vetorial e Geometria Analitica
Prof.: Data: 21/0ut/2003 Turno: M+T+N
Curso: Nome:

Perfodo: 03.1 Turmaf(s): | | | Matrfcula: [ | [ | [ | [ (O—1

1* Questao Seja ABC um triangulo equilatero. Se E, F' e G sao os
pontos médios dos lados AB, AC e BC, respectivamente. Mostre que
EFG é também um triangulo equilétero.

— — —
22 Q_l)lestéo Sejam @ e b vetores tigs que @.b =12, ||b]| =3v2e
(@, b)=mn/4. Calcule || d||e||d — bl

3% Questao Determine a equacao do plano 7w que passa pelos pontos
A=(1,-1,1), B=(3,-3,1) e C = (—1,2,1).

4* Questao Determine as equacoes paramétricas da reta r que passa pelo
ponto @ = (3,—2, 1) e é perpendicular ao plano 5 : 3x —2y+5z—10 = 0.

5% Questao Encontre o ponto de intersecao do plano v : 3x —2y+ 2z = 44

r=3 + 2t
com a reta de equacoes paramétricas r: ¢ y=1 — 3t
z=9>5 + 4t

62 Questao Identifique a curva conica de equacao 422+ 9y* — 8z — bdy +
49 = 0. Determine o centro, focos, vértice dessa curva esboce seu grafico.

72 Questao Determine a equacao da superficie de revolucao obtida pela
rotacao da curva z = 42?2, y = 0, em torno do eixo Oz. Identifique a
superficie.

82 Questao Identifique as superficies e esboce seu graficos:
a) 2 +y*—6x =0
b) 227 +y? — 22 =0

Boa Sorte




