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Algoritmo da Divisao

Algoritmo da Divisao

Teorema: Algoritmo da Divisao

4 Dados (a]e @ ndmeros inteiros com b > 0, existem
tnicos nimeros inteiros ¢ (quociente) e r (resto) tais que:

com 0 <r<b.
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Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se[a:15] [b 5} entao

logo temos g = 3 e r = 0, ou seja:

:3-+0

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Teoria dos Niimeros - ME



Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se[a — 13}6[[9 — 15}, entao

logo temos g =0 e r = 13, ou seja:

:0-+13
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Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se[a = 15}6[[9 — 13} entao

15|13
—13 1
2

logo temos g =1 e r = 2, ou seja:

15]=1-[13|+2
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Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se [a — 212} e [b — 14], entao

212114
—210 15
2

logo temos g = 15 e r = 2, ou seja:

212]=15-[14]+2
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Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se|a =423 |e[b =105 entdo

423105
420 4
3

logo temos g =4 e r = 3, ou seja:
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Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Algoritmo da Divisao Geral

Teorema: Algoritmo da Divisao (Geral)

Dados (a]e @ nimeros inteiros com b # 0, existem vni-
€0s numeros inteiros g (quociente) e r (resto) tais que:

a=q-b+r

com 0 < r < |b|.
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Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se[a = —15]6[]9: 13}ecom0:

15]=1-[13]+2
—15)=—1-[13]-2
—15|=(=1-[13]-13)+(13-2)
—15|=—2-[13]+11

logog=—-2er=11I.

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza



Algoritmo da Divisao AD Ex ADG Ex

Exemplos: Usando o Algoritmo da Divisao

Se[a = —15]6[19: —13}6 Ccomo:

15]=1-[13]+2
—15)=—1-[13]-2

15 )= (=1-[13]-13)+(13-2)
—15)=2-[-13]+11

logog=2er=11.
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Defini¢ao: a divide b

Sejam @ e @ ndmeros inteiros com a # 0, dizemos que
a divide b se existir g € Z, tal que:

Simbolicamente escrevemos , caso contrario, dize-

mos que a nao divide b e em simbolos . a

L
40 ntimero b é chamado de multiplo de a e a é divisor de b. !#
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

a divide b

m pode ser expressa das seguintes maneiras:

o a divide b; o a € um fator de b;

o a € um divisor de b; o b é um multiplo de a.

Notacao
D(n) = {divisoresden} ={d €Z:d |n}e
M(n) = {mdltiplosde n} =nZ = {m € Z : n | m}.
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos

0242, pois42=21-2+0=(42 =212

02143, pois43=21-2+1

05]35,pois35=7-5+0=[35=7-5

05113, pois 13=2-5+3
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos

0312, pois 12=4-(3)+0 =] 12=4-(3)

o =312, pois 12=—4--3+0=>[12= 4.3

03| 12, pois =12 = —4-(3)+ 0= —12 = —4-(3)

o =3| =12, pois =12 =4+ (=3)+ 0= —12 =4 (-3)
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos

05112, pois 12=2-(5)+2
o —7113,pois 13=—1-(=7)+6
o 61—14, pois —14 =—-3-6+4

o —61—15,pois —15=3-(—6)+3
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos

D(32) = {+1,+2,4+4,+8,+16,+32}
o D(23) = {+1, 423}
o M(5) = {0,45,£10,415,420,£25,...}

o M(7) = {0,+7,£14,421,428,435,...}
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Par e fmpar

Definicao
Um niimero a € Z é par se 2 | a e € impar se 2 1 a.

+ 2|8, pois 8 =4-(2)+0 =8 & par

» 2| —12, pois —12 = —6-(2)+0 = —12é par |

« 245, pois 5=2-(2)+ 1 =5 é impar |
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Representacao dos Numeros em Diferentes Bases

Teorema

Seja um numero natural b > 1 (base). Entdo para todo
nimero a € N pode ser expresso de uma Gnica maneira
cOmo

{a —a,b"+a, D"+ +ab —|—a0}

comneN,q; €{0,1,2,...,b}ei<n.
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Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos: Base 10

Seja a = 2347 e a base b = 10. Temos usando o algoritmo
da divisao sucessivas vezes, que:

( h

— 234 x10+7

234 = 23 x10+4
23 =  2x104+3
2 = X 1042




Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos: Base 7

Seja a = 2347 e a base b = 7. Temos usando o algoritmo
da divisao sucessivas vezes, que:

r

= 335x7+2
335 = 47x7+6
47 = 6x7T+5

6 = X7+6

Logo: 2347 =6 xT°+5x7*+6 x7+2 = (6562),




Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos: Base 11

Sejaa =2347 e abase b = 11. Temos usando o algoritmo
da divisao sucessivas vezes, que:

— 3% 11+4 |

213 = 19x11+4
19 I x11+8
] x11+4+1

S J

r




Muiltiplos e Divisores Def Not Ex Par Base Ex

Exemplos: Base 2

Seja a = 123 e a base b = 2. Temos usando o algoritmo
da divisdo sucessivas vezes, que:

123 = 61x2+1
61 = 30x2+1
30 = 15%x24+0
15 = x24+1

= 3x2+1
= 1x2+1
I = 0x2+1

Logo: 123 =1x 204+ 1x2° +1x 24 +1x 23 +0x 22 +1x2+1 = (1111011),

nnnnnnnnnnnnnn
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Divisor Comum

Defini¢ao

Dados os nimeros inteiros a, be d, se d | a e d | b dizemos
que d € divisor comum de a ¢ b.

Notacao
O conjunto formado pelos divisores comuns de a e b €
denotado por D(a,b). Temos entao:

D(a,b) =D(a)ND(b) = {d:d|aed|b} -
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Exemplos

D(42) = {1, 42,43, 46,47, +14, 421, +42}
D(98) = {1,+2, 47, +14,4+49 +98}

portanto

D(42,98) = D(42) N D(98)
= {£1,42,+7,+14}
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Exemplos

o Para [a — 21} e [b — 10} temos que:

D(21) = {+1,43,47,£21}
D(10) = {+1,£2,45,+10}

portanto

D(21,10) = D(21) N D(10)
= {+1}
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Exemplos

oPara[ 33,[[9 44} [Czsﬂtemosque:

D(44) = {£1,4£2,+4,+11,+22,+44}

D(33) = {£1,+3,+11,+33}
)=
D(55) = {#1,+5,+11,+55}

portanto

D(33,44,55) = D(33) N D(44) N D(55)
= {£1,£11}
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MDC DC Ex Def Prop IB AE Ex

Maximo Divisor Comum

Defini¢ao
Dados a,b € 7Z, se a # O ou b # 0, definimos como
maximo divisor comum e denotamos por

{MDC(a, b)}

ao maior inteiro d que divida a € b. Definimos também
que MDC(0,0) = 0.
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Exemplos: MDC

o« MDC(13,12) = 1, pois é o maior elemento de
D(13,12) = {£1}
o MDC(—24,36) = 12, pois é o maior elemento de
D(—24,36) = {£1,+2,+3,+4, 46,12}
o« MDC(12,36,54) = 6, pois € o maior elemento de
D(12,36,54) = {+1,4+2, 43, 46}
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MDC DC Ex Def Prop IB AE Ex

Algumas Propriedades

o« MDC(a,b) = MDC(|al,|b|)
o MDC(a,b) = MDC(b,a)
o 0 <MDC(a,b) < min{|al|,|b|}

o MDC(a,0) = |a
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Identidade de Bézout

Teorema: Identidade de Bézout

Sejam a,b € 7 e MDC(a,b) = d. Entdo existem nimeros
inteiros m e n tal que:

m-a+n-b=4d

Esses nimeros sao chamados de coeficientes de Bézout.
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MDC DC Ex Def Prop IB AE Ex

Algoritmo de Euclides

Sejama > b >0esea=gq-b+rentdo

MDC(a,b) = MDC(b, r)
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Exemplos

MDC(58,39) = 1, pois pelo o lema anterior, temos:

MDC(58,39) = MDC(39,19) porque 58 =1x39419 (1)
=MDC(19,1)  porque 39=2x19+1 (2)
= MDC(1,0) porque 19=19x140
=1

Coeficientes de Bézout:

| =—-2x19+439=-2x(58—1x39)+39=(—2)x 58+ (3) x39
—— —_———
(2)=1 (=19
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DC Ex Def Prop IB AE Ex

Exemplos

MDC(101,39) = 1, pois pelo o lema anterior, temos:

MDC(101,39) = MDC(39,23) porque 101 =2x39+423
=MDC(23,16) porque 39=1x23+16
= MDC(16,7) porque  23=1x16+7
_MDC(
(
(

7,2) porque 16=2x7+2
2,1) porque 7=3x2+1
1,0) porque 2=2x1+4+0




Exemplos

DC Ex Def Prop IB AE Ex

MDC(5560,3535) = 5, pois pelo o lema anterior, temos:

MDC(5560,3535) = MDC(3535,2025)
= MDC(2025,1510)
= MDC(1510,515)
= MDC(515,480)
— MDC(480,35)
= MDC(35,25)
= MDC(25,10)
= MDC(10,5)
= MDC(5,0)

=5

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza

porque
porque
porque
porque
porque
porque
porque
porque
porque

5560 =1 x 353542025
3535 =1x2025+1510
2025 =1x1510+515
1510 =2 x 5154480
515=1x480+35
480 =13 x 35425
35=1x25+10
25=2x10+5
10=2x540
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Primos

Numeros Primos

Definicao:

Um nimero inteiro p € dito primo se possui exatamente
quatro divisores que sao +1 e +p. Um inteiro n € dito
composto se n nao € primo.
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Exemplos

o 3 é primo pois D(3) = {£1,£3}
o 151 & primo pois D(151) = {+1,+151}

o 15 nao é primo pois

D(15) = {+1,+3,45,+15}

o 111 nao é primo pois

D(111) = {+1,+3,437,+111}
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Primos Def Ex

Alguns Primos

2,3,5,7,11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173,
179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263,
269, 271, 277, 281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359,
367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419, 421, 431, 433, 439, 443, 449, 457,
461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563, 569,
571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659,
661, 673, 677, 683, 691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769,
773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829, 839, 853, 857, 859, 863, 877, 881,
883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983, 991, 997,
1009, 1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049, 1051, 1061, 1063, 1069, 1087,
1091, 1093, 1097, 1103, 1109, 1117, 1123, 1129, 1151, 1153, 1163, 1171, 1181,
1187, 1193, 1201, 1213, 1217, 1223, 1229, 1231, 1237, 1249, 1259, 1277, 1279,
1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, ... .y
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TFA TFA Ex

Teorema Fundamental da Aritmética (TFA)

Teorema: Fundamental da Aritmética

Todo nimero inteiro a € Z — {—1,0, 1} pode ser escrito,
de forma unica,a menos da ordem dos fatores, como:

[aquplxpzx---Xpn}

onde p1,pa, ..., p, sdo nimeros primos e u = |a|/a = +1.
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Exemplos

[441: 32-72] [1650: 2-3-52~11} [—900:—22'32'52}

441 | 3 1650 | 2 900 |2
147 |3 82513 450 | 2
49 | 7 27515 22513
717 5515 753
1 1111 255
1 5




Exemplos

Usando a decomposi¢do em fatores primos, temos que:
s O MDC(1650,900) = 2-3-5% = 150, pois

1650 =2-3-5%-11) © 900 = 2%.32.5?

o O MDC(600,252) = 223 = 12, pois

600=2%-3-52 e [250=22.32.7
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MMC Def Ex Prop Ex

Defini¢ao

Defini¢ao: Minimo Multiplo Comum (MMC)

Dados os inteiros a € b, o conjunto dos multiplos posi-
tivos em comum de a ¢ b M(a,b) = M(a) "M(b) NN
é ndo vazio, pois |a-b| € M(a,b). Pelo axioma da boa
ordenacdo, M(a,b) possui um menor elemento m, cha-
mado de minimo muiltiplo comum de a e b, sendo de-
notado por




Def Ex Prop Ex

Exemplos

o Para [a = 6} e [b = 9} temos que:




MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos

oParaﬂa } [b:9}e[c: 12}temos que:

M(6) = {6,12,18,24,30,36,42,48,54, ...}
M(9) = {9,18,27,36,45,54,63,72,81,...}

M(12) = {12,24,36,48,60,72,84,96,108, ...}
M(6,9) = M(6) NM(9)NM(12) NN = {36,72,108,...}

portanto

[MMC(6,9, 12) = 36}
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MMC Def Ex Prop Ex

Proposigao

Sejam a e b dois inteiros positivos. Entao,

MMC(a,b)-MDC(a,b) =a-b
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MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Proposicao

» Como MDC(6,9) = 3, temos:

54
MMC(6,9)-MDC(6,9) = 6-9 = MMC(6,9) = = = 18

o Como MDC(5560,3535) =5, temos:
MMC(5560,3535) - MDC(5560,3535) = 5560 - 3535

19654600
= MMC(5560,3535) = — = = 3930920
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MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Decomposi¢ao em Fatores Primos

s MMC(1650,900) = 2%.32.5%.11 = 9900, pois:

1650=2-3-52.11) ¢ [900= 22.32.52]

s MMC(600,252) = 2°-3%.5%.7 = 12600, pois:

600= 23352 e 252=22.32.7]
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MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Decomposi¢ao em Fatores Primos

o MMC(18,24,66) = 2°-3%.11 =792, pois:

: . =23

s MMC(119,228,616) = 23.3-7-11-17-19 = 596904,
pois:

(119=7-17) e [228=22.3-19] ¢ [616=2°7.11]
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MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Decomposi¢ao Simultanea de Fatores Primos

s MMC(1650,900) = 2%-3%2.52.11 = 9900, pois:

s N

1650 900 | 2
825 4502
825 2253
275 75 |3
275 25 |5
55 5 |5

1

11 1




MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Decomposi¢ao Simultanea de Fatores Primos

o MMC(600,252) = 2%.3%.52.7 = 12600, pois:

~

600 2522
300 1262
150 63 |2
75 63 |3
25 21 |3
25 7 |5
S 715
I 7 |7
1 1
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MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Decomposi¢ao Simultanea de Fatores Primos

s MMC(18,24,66) = 2°-32.11 =792, pois:
18 24 66
9 12 33

33

33

11

11

—_— L2 W N NN

—_— = W \O \O
—_ = = Y N
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MMC Def Ex Prop Ex

Exemplos: Via Decomposi¢ao Simultanea de Fatores Primos

s MMC(119,228,616) = 23.3-7-11-17-19 = 596904,
pois:

119 228 616
119 114 308
119 57 154
119 57 77

119 19 77 |7

17 19 11 |11
17 19 1 |17
I 19 1 |19
1 1 1

W N
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