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PIF

Principio da Inducgdo Finita (PIF)

Teorema: Principio da Inducdo Finita

Seja X C N com as seguintes hipoteses:

PIF1: e
PIF2: Dadon € N, se entao [n—{— 1 e X};
Entao .

A afirmacao PIF1 € chamada de base da inducao e a PIF2 de passo
indutivo.
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PIF

Questao 1

Use o principio da indugao finita (PIF) para provar que,
para todo numero natural n € N, vale a igualdade:

nn+1)

[+243+4 4n=——
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PIF

Resposta da questao 1

|
oSejaX:{n€N| 1+2+3—l—---—|—nzw}.

2

PIF1 Para , verifica-se que a expressao acima € valida
pois:
1(1+1) 2 i
2 2

Portanto temos que .

| =
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PIF

Resposta da questao 1

PIF2 Vamos supor que , ou seja, vale a igualdade

nn+1)
2
o Somando aos dois lados da igualdade (n+ 1), teremos:

nn+1
1+2+~~+w+m+4):_Lz_l+{n+1)

~n(n+1)+2(n+1)
B 2

14243+ +n=
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PIF

Resposta da questao 1

o Logo
1 2
1+2+---+n+(n+1):(nJr )2(n+ )
1 1+1
1sto é,asomadosn+1primeirosé(n+ Jn+ 1+ )

2

o Provamos desta forma por indu¢ao que a X = N, ou
seja, a igualdade acima € verdadeira para todo n € N.

nnnnnnnnnnnnnn
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Enumerabilidade

Questao 2

Em relagdo a conjuntos enumeraveis, assinale as alternativas abaixo,
com (V) VERDADEIRO ou (F) FALSO.

Q ( ) A € dito enumeravel quando existir uma bijecao entre 4 e um
subconjunto de N.

Q ( ) Se 4 e B sdo enumeraveis entio 4 U B é nio enumeravel.

Q ( ) Se A4 € nao enumeravel entdo todo subconjunto infinito de 4
€ ndo enumerdvel.

Q ( ) Se 4 x B € nao enumeravel, entdo 4 e B enumeraveis.
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Enumerabilidade

Resposta da questao 2a)

Q (V) A é dito enumeravel quando existir uma bijecao entre
A e um subconjunto dos nimeros naturais N.

Verdadeiro, pois se A4 € finito basta considerar uma bije-
cdo com um subconjunto finito de N e se A4 for enumeravel
e infinito basta considerar uma bijecao com o préprio con-

junto N,
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Enumerabilidade

Resposta da questao 2b)

Q (F ) Se A4 e B sao enumerdveis entdo A4 U B € nao enu-
meravel.
Falso, pois se 4 e B sdo conjuntos enumeraveis entao
existem fungdes bijetivas f7 e fz de A4 e B em subcon-
juntos de N, logo a fun¢do definida por:

2f2(x) sexe A4
F -
() { 2fz(x)+1 sexec B

N, logo um conjunto enumeravel.
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Enumerabilidade

Resposta da questao 2c)

Q (F ) Se A4 € ndo enumerdvel entdo todo subconjunto infi-
nito de A4 € nao enumeravel.

Falso, pois considere o conjunto R ndo enumeravel e o
subconjunto infinito N C R que é enumeravel.
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Enumerabilidade

Resposta da questao 2d)

Q (F ) Se 4 x ‘B é nao enumeravel, entdao A4 e ‘B enumeraveis.

Falso, pois se o produto cartesiano A4 X B € nao enu-
meravel, necessariamente A4 ou ‘B € nao enumeravel.
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Teoria dos Niimeros

Questao 3

Escreva o niimero | (1234)s | na forma decimal (base dez)

e o namero decimal | 1234 | na base 5.
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Teoria dos Niimeros

Resposta da questao 3)

Para escrever (1234)s na base decimal, basta observar a
construcao deste numero na base 5 que € dada por:

(1234)s =1 x5 4+2x5°+3x 5" +4x 5"
=125+50+15+4
=194

Portanto: {(1234)5 = (194) 10 = 194}
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Teoria dos Niimeros

Resposta da questao 3)

Para escrever | 1234 | na base 5, usaremos o algoritmo da
divisao sucessivas vezes:

= 246 x5+4
246 = X54+1
= Ox5+4

9 = Ix5+4+4

I = O0x5+1

Logo {1234 = (14414) 5} (observe a ordem dos nimeros). "2
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Teoria dos Niimeros

Questao 4

Dado n € N, considere os conjuntos D(n) dos divisores e M(n) dos
multiplos de n respectivamente.

@ Determine [MDC (22,28)} pelo Algoritmo de Euclides (divisdes

sucessivas) € o [MDC(22,28,36)} como o maior elemento do
conjunto D(22) N D(28) N D(36).
@ Determine [MMC(22,28)} via processo de decomposicao si-

multanea e o [MM C(8,12, 16)} como o menor elemento do con-
junto M(8)NM(12) NM(16).
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Teoria dos Niimeros

Resposta da questao 4a)

o Usando o Algoritmo de Euclides (divisdes sucessivas)
para determinar {MDC (22,28) }, temos:

28 =1x22+6
22 =3 X6+
6 =1x4+2

:2><—|—O

o Logo MDC(22,28) =|2 | é o iiltimo divisor, ndogrile. 2
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Teoria dos Niimeros

Resposta da questao 4a)

o Para determinar MDC(22,28,36) como o maior ele-
mento do conjunto D(22) N D(28) N D(36). Como:

D(22) = {1,2,11,22}
D(28) = {1,2,4,7,14,28}
D(36) = {1,2,4,6,9,12,18,36}

» Temos que D(22) ND(28)ND(36) = {1,2}
o Logo 0 MDC(22,28,36) =
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Teoria dos Nimeros

Resposta da questao 4b)

o Determinando via processo de decomposi¢ao simultanea
o MMC(22,28), teremos:

22 28| 2
11 14 2
1 717
1 1|11
I 1

= J

o Logo MMC(22,28) = {22 7 % 11} =308
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Teoria dos Niimeros

Resposta da questao 4b)

o Para calcular o MMC(8,12,16) como o menor ele-
mento do conjunto M(8) "M (12) NM(16). Como:

(8) = {8,16,24,32,40,48,56,...}
(12) = {12,24,36,48,60,72,...}
M(16) = {16,32,48,64,80,96,...}

M
M

o Temos que M(8) "M (12) "M (16) = {48,96,...}
o Logo o MM(C(8,12,16) =
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Teoria dos Niimeros

Resposta da questao 4b)

o Calculando o MMC(8,12,16) via processo de decompo-
sicdo simultanea:

8 12 16|2
4 6 8|2
2 3 42
1 3 2,2
1 3 1|3
I 1 1

o Logo 0 MMC(8,12,16) = — 48
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Defini¢ao

Diremos que os inteiros a ¢ b sdo congruentes modulo 7,
se n | (a—Db), ou seja, existe k € Z tal que a — b =k X n.

La =b (modn)}

Teorema
Dados os inteiros a e b, temos a = b (modn) se, e somente

se, a € b possuem o mesmo resto quando divididos por 7.

A 4

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Roteiro da Segunda Aula Presencial - ME



Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Questao 5

Verifique as equivaléncias abaixo sao verdadeiras e re-
solva as equacoes:

@ —2=43(mod9) @ —4=17 (mod9)
@ 3 =20 (mod9) @ (x—4)=17 (mod9)
@ 12=21 (mod9) o 3+x)=(21—x) (mod9)
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao Sa)

@ A equivaléncia:

—2=43 (mod9)

¢ verdadeira pois os restos sdo iguais a 3:

—2 = —1x9+3
43 = 8x9+3

Ou, (—2) — (43) = —45 = 0 (mod9)
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao Sb)

@ A equivaléncia:

{3 =20 (mod9)}

¢ falsa pois os restos sdo diferentes:

3 =0x9+3
20 = 2x94+2

Ou, (3) — (20) = —17 # 0 (mod9)
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 5c)

@ A equivaléncia:

{12 =21 (mod9)}

¢ verdadeira pois os restos sdo iguais a 3:

12 = 1x9+3
21 = 2x9+3

Ou, (12) — (21) = -9 =0 (mod9)
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 5d)

@ A equivaléncia:

{—4 =17 (mod9)}

¢ falsa pois os restos sao diferentes:

—4 = —1x9+5
17 = 1x94+8

Ou, (—4) — (17) = =21 £ 0 (mod9)
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao Se)

@ Da equivaléncia {x —4 =17 (mod9) }, temos que:

(x—4)—=(17) = (x—21) =0 (mod9)
Logo 9 | (x—21), ou seja, (x—21) é multiplo de 9.

x—21=9-n=>{x=21+9-n

Conjunto solugao para x € Z:

{Sozz {...,—6,3, 12,21,30,39,48,...}}
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 5f)

o

Da equivaléncia {3 +x=21—x(mod9) }, temos que:
(34+x)— (21 —x) = (2x—18) =0 (mod9)
Logo 9| (2x— 18), ou seja, (2x — 18) é mdltiplo de 9.

184+9-n
2

Conjunto solugao para x € Z:

{Solz {...,—18,-9,0,9, 18,27,36,...}]

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Roteiro da Segunda Aula Presencial - ME



Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Defini¢ao

Dados @ e b no conjunto quociente
Z./=(modn) = Z, = {0,1,2,3,--- ,n— 1}

definimos:

o O produto @ x b como sendo a classe de equivaléncia
modulo n do produto (usual) a X b e

o a é divisivel por b se existe ¢ € Z, tal que @ = b x C.
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Questao 6

Em Z; ={0,1,2,3,4,5,6} determine:
12-2+3+4

5x3

812

A divisdo de 3 por 4

O inverso multiplicativo de 3

© 6 e 6 e o

A solugdo parax> — 1 =3 .
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 6a)

Q

Pois 17 =3 (mod7).
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 6b)

©

Determinando :

Como {a Xb=ax b}, teremos:

5%x3

I
W

X 3

1

|
—

Pois 15=1 (mod7).
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 6¢)

@ Determinando

Como | (a)" = a* , teremos:

Q12 Q)12

I
—_
N—
[E—
ro

[E—Y
[E—
\S]

|
—

Pois 8 =1 (mod7).
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 6d)

©

{Divisﬁo de 3 por 4_1}1
Qual é 0 X € Z7, tal que X x 4 = 3, ou seja, quais os valores

para x € Z de forma que 4 - x +7 tenha resto 3.
Portanto observe que todos os elementos do conjunto

6={..,-8-1,6,13,...}

satisfazem a condigao.
Logo a divisdo de 3 por 4 é

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Roteiro da Segunda Aula Presencial - ME



Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 6e)

Q

O inverso multiplicativo de :

Qual € 0 x € Z7, tal que X X 3=3xx=1,0u seja, valores
para x € Z de forma que 3 - x =7 tenha resto 1.
Portanto observe que todos os elementos do conjunto

5={...,-9,-2,5,12,...}

satisfazem a condigao.
Logo o inverso multiplicativo de 3 sera .
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 6f)

@ Solugdes para a equagao L)—Cz 1= §}:

Como': ¥*—1+1=3+1=
Logo os valores x € Z tais que x> -+ 7 tenham resto 4.
Portanto os elementos dos conjuntos satisfazem a condicao

2={...,—12,-52,9,..}e5={...,—9,-2,5,12,...}

Logo temos duas solugdes para a equacao: | ) |e .

la=b=a+c=b+c
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Algumas Propriedades

o Se a = b (modn), entdo

@ =" (modn) | e |(a+d)=(b+d) (modn)

o Se a e b sdo inteiros, temos que

La € divisivel por b se, e somente se, a =0 (modb)}

Ex.: 6 € divisivel por 3, pois 6 =0 (mod 3).
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Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Questao 7

Mostre que

€ divisivel por 3.

UNIVERSIDADE
ABERTA DO BRASIL

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Roteiro da Segunda Aula Presencial - ME



Congruéncia Def Q5 Def Q6 Prop Q7

Resposta da questao 7

o Como 2 = —1 (mod3), entdo

2?2 =1 (mod3)

o Agora basta somar 2 e obtemos

(2%*+2) = (1+2) (mod3) = 0 (mod3)

o Logo 2%22 4-2 ¢ divisivel por 3
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